1. GIRIS

Sonlu gruplarda, en temel problem gruplarin altgruplarini bulmaktir. Ayni
mertebeye sahip farkli gruplar vardir. Lagrange Teoremi; sonlu gruplarda alt
grubun mertebesinin grubun mertebesini boldiigiinii sdyler ancak bir grubun alt
gruplar1 hakkinda fazla bir sey soylemez. Ornegin mertebesi 12 olan ikisi
degismeli, li¢li degismeli olmayan 5 farkli grup vardir. Gruplar siniflandirirken,
gruplarin hangi tiir altgruplarmin oldugunu bilmek 6nemlidir. Burada Sylow
teoremleri énemli rol oynarlar. Ornegin, Alterne grup A, iin mertebesi 6 olan bir

altgrubu yoktur.

Ik bolimde bazi temel kavramlar ve onemli teoremler verilmistir. Sylow
teoremleri ayrintili olarak ispat edilmistir. Sylow teoremlerinden yararlanilarak
mertebesi 30 dan kiigiik olan gruplarin siiflandirilmast yapilmistir. Daha sonra
yeni gruplar olusturmak i¢in bazi teknikler verilmistir. Bunlar gruplarda yar1 direk

carpim ve wreath carpimlardir.

Sonlu gruplarda genel lineer gruplar 6nemli bir yer tutmaktadirlar. Her grup bir
permiitasyon grubunun altgrubuna izomorf oldugunu Cayley teoreminden
biliyoruz. Her satir ve siitununda yalniz 1 olan kare matrislere permiitasyon matris
denir. nxn boyutlu permiitasyon matrislerin olusturdugu grup Sym(n) ye
izomorftur. Dolayisiyla biitlin sonlu gruplar1 genel lineer gruplarin igine
gomelebiliriz. Genel lineer gruplarin p-sylow altgruplariin yapisini bulmak i¢in
asagidaki asamalari izleyecegiz. P sayisi a dogal sayisinit bolmeyen bir asal say1

val(N)

olmak tizere; val (N) yi N =p -a olacak sekilde tanimlayalim.

Fq mertebesi g olan bir cisim ve Fq tizerinde taniml1 boyutu n x n olan tersinir

kare matrislerin kiimesini GL,( Fq) ile gosteririz. Buradan yola ¢ikarak,
n

(= {;J vere N olmak iizere val(|GL,(F,)[)={r+val({!)oldugunu

gosterdik.

Fqk dan GL,(F,) ya bir homomorfizma kurulabileceginden Fqk n bir kopyasini

GL,(F,) igerisine gdmebiliriz.



GL,(F)) igerisindeki GL,(F,) nin kopyasini her x€ Fqk icin M matrislerinin
kiimesiyle gosterelim. Ayrica her Xii Sylow (F(:k) icin kosegenleri Mx,. ve 1
olan matrislerin kiimesini de P ile gosterelim. Buradaki P kiimesi GL,(F,) nun
bir p-altgrubudur. Ayrica 5. bdliimde simetrik gruplarin p-sylow altgruplarinin
nasil bulunabilecegi hakkinda bilgi vermistir.

Sonug olarak GL, (F,) nun p-sylow altgruplarindan biri P grubu ile Sym (/) nin

p-sylow altgrubunun yar1 direk ¢arpimina izomorftur.



2. TEMEL TANIMLAR VE BAZI TEOREMLER

Bu boliimde, bu calismada sik¢a kullanilan bazi temel tanim ve teoremler

verilecektir.
Tamm 2.1 (G, o) ve (H, *) grup olsun. Va,b € G i¢in;

¢(aob)=0o¢(a)*¢p(b)

ko®ulunu sdlayan ¢: G —H doniiptimiine grup homomorfizmasi denir.

Eger ¢ bire-bir grup homomorfizmasi ise grup monomorfizmasi, orten grup

homomorfizmasi ise grup epimorfizmasi, bire-bir ve drten grup homomorfizmasi

ise grup izomorfizmasi adin alir.

Tanim 2.2 (G, o) ve (H, *) iki grup ve ¢ : G — H bir grup homomorfizmasi

olsun.
kerp={ae G|lp(a)=e¢, }
ile tanimlanan kiimeye ¢ homomorfizmasinin ¢ekirdegi denir.

Teorem 2.3 (Lagrange Teoremi) G bir grup ve H < G olsun. O zaman

|G| =G:H ||H | dir. Ozet olarak; eger G grubu sonlu ise a € G elemaninin

mertebesi grubun mertebesini boler.
Teorem 2.4 Mertebesi asal say1 olan her grup devirlidir.

ispat. |G|=p olsun. H, G grubunun H # <e> ifadesini saglayan bir altgrubu olsun.
|H|¢1dir. Diger taraftan Lagrange Teoreminden |H |||G|= polur. p asal ve
|H | # 1 oldugundan |H | = p dir. Boylece H =G bulunur. G grubunun birimden
farkli bir a elemani i¢in <a><G ve |< a >| = p oldugundan <a>=G

bulunur. Bu ise G grubunun devirli oldugunu gdsterir.



Teorem 2.5 G bir grup olsun. H ve K, G grubunun sonlu altgruplar1 olsun. Bu

takdirde |HK|= % dir.

Teorem 2.6 N, G grubunun altgrubu olsun. O zaman asagidakiler denktir.

(N1) Modulo N ye gore sag denk ve sol denk olma aymi denklik bagintisini

tanimlar.
(N2) N alt grubunun her sol denklik sinift, N alt grubunun bir sag denklik sinifidir.
(N3) ¥ ae Gig¢in, aN=Na

(N4) ¥ a € Gigin, aNa ' = {ana'1 |n € N} olmak iizere ana™ c N dir.

(N5) YV a € G i¢in, aNa ' =N dir.

Tanmim 2.7 Yukaridaki denk olma kosullarindan herhangi birini saglayan N alt
grubuna, G grubunun normal alt grubu denir ve N < G ile gosterilir.

Teorem 2.8 (I. Izomorfizma Teoremi) Eger ¢@: G— H bir grup
homomorfizmast ise o0 zaman G/(ker@) = ¢(G) dir.

Teorem 2.9  (II. Yzomorfizma Teoremi ) G bir grup olsun. Eder K< G
ve N <G ise o zaman K /(NNK)=NK/N dir.

Teorem 2.10 (IIL.Yzomorfizma Teoremi G bir grup, K<G,N<G ve
K <N olsun. O zaman (G/K)/(N/K) = G/N dir.

Tamim 2.11 H<Golsun. Eger H # {eG} ise 0 zaman H altgrubuna G grubunun

Ozaltgrubu denir.

Tanim 2.12 Bir G grubun hi¢ bir 6z normal alt grubu yoksa G grubuna basit grup

denir.

Tanmm 2.13 C,(x)={ge G‘gxzxg} kiimesine x elemanmin G igindeki

merkezleyeni denir.
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Tamm 2.14 Cl(x)z{gxg'l| Vge G} kiimesine x elemaninin egslenik simifi

denir.

Tanmm 2.15 C,(H) ={g€ G|gh= hgVhe H} kiimesine H nin G deki

merkezleyeni denir.

Tanm 2.16 Z_(x) = {g € G|gx =xgVxe G} kiimesine G " nin merkezi denir.

Tamm 2.17 N,(H)= {g € G‘ gHg'= H} kiimesine A nin G deki normalleyeni

denir.

2.1 Genel Lineer Gruplar

[ herhangi bir cisim olmak iizere ve n € N i¢in;

a, a, ... q,
a a .o a

GL(n,F)={|.*" %  |=4|aijeF, det4+0}
ar/l an2 ann

kiimesine genel lineer gruplar kiimesi denir. Basitge goriilebilecegi gibi GL(n,[F)
degismeli olmayan bir gruptur.

Onerme 2.18 Sonlu bir cismin eleman sayis1, p bir asal say1 olmak iizere p nin bir

kuvvetidir.

Ispat. ' sonlu bir cisim olsun. O halde bu cismin karakteristigi bir p asal sayidir.

Buradan [ cismi Z, ye izomorf bir alt cisim kapsar. Yani F cismini Z,

cisminin bir genislemesi olarak gorebiliriz. [F' sonlu bir cisim oldugundan

[F:Z,]=n kiimesinde sonludur. Eger F cisminin Z, zerindeki bir tabani,
{o,0,,....0, }ise Ve F ve a, € Z_ igin a=a,0, +a,01, +...+a,0, seklinde
yazilabilir. Buradaki a, ler i¢in p segenek mevcuttur. O halde elde edilebilecek o

larin sayisi, yani [F' nin eleman sayist da p" olur.



Onerme 2.19 ne N ve I cisminin karakteristigi ¢ olmak iizere;

n(n-1)

GL,(F)=¢q > ﬁ(q" —1) dir
i=1

Ispat. ik satirinin segimini q" —1 farkli sekilde secebiliriz. Eger satirin tiim

elemanlarmi sifir secersek determinant sifir olur. Ikinci satirin elemanlarini

secerken dikkat etmemiz gereken determinantin sifir olmamasi durumudur. Bu
mantikla ikinci satir birinci satirin bir kati olmamalidir. Bu segim ise q" —q

kadardir. Bu sekilde devam edersek;

n(n=1) p

6L, )|=(a" D" ~)--(¢"=¢")=q * [](a'~D dir

2.2. Gruplarda Etki

Tanim 2.20 G sonlu bir grup X’ de bir kiime olmak iizere;

0:GxXX > X
(g,x) > gx

VxeXve Vg,g,eGigin (g,g,)x=g,(g,X) veex =X

“artlarysadlanyrsa G grubu X kiimesi tizerine eki eder denir.

Ornek 2.21 (Z,+) grubunun R kiimesi iizerine etkisini arastiralim.

0:ZxR — R
(n,x) > x+n

n,ny € Z vex € R igin
n,(n,x)=n, (x+n,)=x+n,+n,=(n,+n,)x=(n,n,)x
0x=x+0=x

sartlar1 saglandigindan (Z,+) grubu R kiimesi iizerine etki eder. Burada 6teleme
bir etkidir.



Lemma 2.22 G grubunun X kiimesi iizerine etki etmesi i¢in gerek ve yeterli sart
¢©:G > Sym(X) (Sym(X) tiim permiitasyon gruplarmin kiimesi) ile tanimlanan

@ nin homomorfizma olmasidir.

Yspat.= :G grubu X kiimesine iizerine etki etsin.
¢: G — Sym(X)
g = 0,
¢, X—>X
X - gx
0, (x)=(g,8,)x =g,(g,x) =0, 9, (X)

oldudundan dontipiim bir homomorfizmadyr.

& ¢:G — Sym(x ydtintiir homomorfizma olsun.
Dy, (X):(pgl(pgz (x) yani (g,g,)x = g,(g,X)

¢ : G — Sym(x) daniii bir homomorfizma oldmnda n birimi birime gotiiriir.
Yani ¢, (x)=1(x)'dir.
¢, (x) = ex =1(x)dundald@; grubu Sym(x) kiimesi {iz erine etki eder.

Ornek 2.23 S, permiitasyon grubu Q={1, 2, ... ,n} kiimesi iizerine etki eder.

@:S xQ—>Q
(0,x)> 0(x)
0,7 S, vexe Q

(07)(x) = 0(7(x)), I(x) = x

Ornek 2.24 G bir grup H<G ve S kiimesi H nin G igindeki sol yan kiimeleri olsun.

S={xH Ixe G}. G grubunun S kiimesine etkisini gosterelim.

ispat.

¢:G— Sym(S)
g= o,

¢,: S—>S8
xH — gxH



Déniisiimlerini ele alahm. Simdi @, , =@, @, esitliginin gosterelim.

(Pglgz (XH) = gng(XH)
¢, 0, (xH) = g,(g,xH) = (g,g,)xH

oldugundan, @ (xH) =@, ¢, (xH) esitligi saglanir bu da bize doniisiimiin
homomorfizma oldugunu verir.

Ornek 2.25 G grup ve N <G olsun.

¢:G — Sym(N)
g 0,
¢,:N—>N

X gxg’1
Déntistimleri altindaki etkiyi inceleyelim.

0, ., (X)=(g,2,)x(g,g,)"
=(g,g,)x(g, g, )
=g,(g,xg, g
=, (g,xg, )
=@, ¢, (x)

oldugundan @ doéniistimii bir homomorfizmadir.
kero={ge G |@,(x)=1(x),¥xe N }
Z{g e Glgxg™' =x,Vxe N}
=Cg(N)
Teorem 2.26 (Cayley) Her sonlu grup bir simetrik grubun altgrubuna izomorftur.

Ispat. Burada amacimiz bir ¢ déniisiimii olusturmak bu déniisiimiin bire-bir ve

orten homomorfizma oldugunu gostermek olacaktir.



¢:G - Sym(G)
0,:G—>G

X gx

Vg,,g,€ Gve xe G igin;
0., (x)=(g,8,)(x) =g,(g,x) = ¢, D, (x)

oldugundan doniisiim bir homomorfizmadir.

Vye G i¢in @, (x) = gx’ekildiacak G bulusakilir
Gergekten, x=g'y € ¢habilir. Buradan wp or  ten oldwu da goriiliir.
Sonug olarak ¢, € S, dir.

kerg={ge G|o,(x) =1(x),Vxe G}
={ge G|gx =x,Vxe G}

=t

oldudundan ¢, doniipiimii bire-bir dir.
O halde 1.Homomorfizma Teoremine gore, G/ ker ¢ = G < &joddn istenilen
elde edilir.

Sonug 2.27 G grubu bir S kiimesi iizerine etki etsin.

x & x =gy olacdkkilde g (& vardir ve bu sekilde tanimlanan ‘ ~’ bagintisi
bir denklik bagintisidir.

Ispat. ~ badyntysy yansymaly, e S i¢in x
X =¢,x didndanx X~

~ badyntysy simetriky x,¥ Sicinx yisey
X ~y ¢ x = gydendan g xxoldu ~
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~ badyntysygecipmellY x,y,2 Sicinx yvey z= % z
X~y=X=gyvey~z=y=g,zburadan x = g,(g,z) = (g,2,)z
oldudundan x ~ z dir.

~ badyntysy yansyma, simetri, gecipme 6Heklerini sadladydyndan
bir denklik badyntysydyr.

Tanim 2.28 G grubu bir X kiimesi {izerine etki etsin.

i) xe Xigin G(x) ={gx | ge G} kiimesin x 'in G 'deki ortibi denir.

i) xe Xicin G, ={ge G|gx =x} kiimesine x'in G'deki sabitletiricisi denir.
Bundan sonra orbit denilince denklik siniflar anlayacagiz.
x={y|x~y}={ly =g ={gq ge G} = G(x

Ornek 2.29 G =S, permiitasyon grubumuz S={1,2,3} kiimesi iizerine etki etsin.
Biz bu kiimedeki elemanlaryn orbit ve sabitle®tiricilerini bulalym.

ispat. S,={7,(12), (13), (23), (123), (132)}

G(1)={g(1) ge G} ={1,2,3}
G(2)={glge G}={1,2,3}
G(3)={g3)ge G} =11,2,3}
G ={ge G| g()=1}={1,(23)}
G,={ge G| g(2)=2}=1{1,(13)}
G, ={ge G| g3)=3}={1,(12)}

Lemma 2.30 G grubu bir X kiimesi iizerine etki etsin. O halde G_ < G dir.

ispat. G, ={ge Glg(x)=x}, ¢,€G i¢in e,x=x oldugundan e;€ G, ve
G, #Qdir.

g,he G_ olsun. Yani gx =X ve hx =x dir.

(gh)x = g(hx) = gx =x oldugundan ghe Gx
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g €(Gx i¢in gx=x & g_lgxz g_1x<:> x= g_1x<:> g_lxz x
Oldugundan gf1 € G, sartlari saglandigindan G <G dur.

Teorem 2.31 G grubu bir X kiimesi tizerine etki etsin. X kiimesindeki herhangi

bir elemanin orbit sayis1 o elemanin sabitlestiricisinin G deki indeksine esittir.

Ispat. ¢:G(x) > G/G,
gx i gG,

0, (x)=¢gG,,g,g,€ G vexe Xigin
gx=g,xog gx=xg, 'geCG, ogG, =¢g0G,
(Pgl (X) = glGx = gZGx = (sz (X)

oldugundan @ iyi tanimlidir.

¢ : G|G, — G(x)
gG, B gx

8G,=¢,6, ¢, '8G =G, g, 'geCG &g 'gx=x
S E1X = 8% A ¢ g (Gx): g2 X=g,X =¢ g (GX)
2

oldugundan ¢ 1iyi tanimlidir. Yani |G(X)|:[G : GX] seklindedir.

NOT: Bir G grubu kendi iizerine eslenik olarak etki ediyorsa;

G ={geG|lg(x)=x}={geG|g'xg=x}={ge G| gx=xg} = C;(»
seklindedir.

Sonug 2.32 G sonlu bir grup olsun;
i) x in G dekfleniklerin saysyG nin  mertebesini bdler.

ii) x, € Gi¢in G(x,), G(x,),...,G(x,), Gehlenfarkl ik gynyfyndaki orbitler is
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G| = i[G :Cy(x,)] dur.

. G
Ispat. i) [G:C;(x)]= |C| (|x)| LangrangeSlimeaemi gere
G

ICo (x)| boler |G| dir.

ii) G grubunun mertebesi ayik orbitlerin birlepi mi°eklinde yaxlabilir.

G=JG6(x) =|6|= ‘G(x )= Z

xeG

\G Cy(x,)|
Tanim 2.33 (Sinif Denklemi) G sonlu bir grup ise o zaman;
G|=)|G:Cy(x)
i=1

seklindedir.

NOT: G sonlu bir grup; xe C(G)ise[G:C;(x)]=1

G| = ‘G(x )”

2, |G|

x#C(G)
Sinif denklemi bu sekilde yazilabilir.

Ornek 2.34 G =S, permiitasyon grubunu elgralal

S, 'tin elemanlygl, (12),(13),(23),(123),(1 32)}°eklindedir.
C(G)=C(S,) = {1}

G nin farkleplenik synyflary{I,(12),(13),(23)} ve {(123),(132)} °eklindedir.
Bu kiimedeki herhangi bir elemgalmamyz yeter lidir. Bunlaryn merkezleyenleri,
Cs((12)) =1{1,(12)} ve C;((123)) = {I,(123),(132)} bunula beraber;

|C(S[+ (S5 : Co((12))+(S; : C5((123))) = 1+ 3+ 2 =S|
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Tamim 2.35 (Otomorfizma) G grubunun kendi {izerine bir izomorfizmasyna
otomorfizma denir. Aut G ile gosterilir.
AutG = {¢: G — G| @ izomorfizma}

Tamm 2.36 (Y¢ Otomorfizma) G bir grup vep, (XF g xg

ile tanimlanan bir otomorfizmaya i¢ otomorfizma denir. I¢ otomorfizmalarin

kiimesi Inn G ile gosterilir.
Lemma 2.37 InnG < AutG

ispat. YIk 6nce InnG< AutG oldudunu gostermemiz grekir.
e; =1, €yl dnnG . 2O

i,.i, € InnG veitiy ) =i, alal

i, (0 =i, (G, (%) =g, (0)g =g(h'xyg™ =i, (x)

Bununla beraber i, (i, )= ighi‘)lmdllanGmi@u Aut < Gdr
*imdi ge G ve g€ AntG alal
01,07 (x)=@(ge™ (x)g™) = e(2)xP(g™) = P()XP() ™" =1y, (X)

oldugundan (pigq)_l(x) =1, € InnG;

InnG < AutG buluntmiur.

Lemma 2.38 G bir grup olsun.

i) Vge G i¢in glilengkleri G nin bir otomorfizma syny belirler
ii) G den Aut (G) ye bir homomorfizma vardir ve bunun ¢ekirdegi

C(G)={ge Glgx =xg,Vxe G} dir.

ispat. i) G grubu kendi iizerine eslenik olarak etki etsin. Bu etkiyi su sekilde

tanimlayalim.
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0:G—> G

X > gxg”'

¢y, g, (x)= ?,, (gzng;l) =& (gzxg;) =(2,2,)x(g,8, ) = Py, (x)
¢ bire birdir; Vx,ye G i¢cin ¢(x) =@(y) = x =Y,

P(x)=0(y) & gxg” =gyg e gx=gy e x=y
oldudundan @ : G — G doniipiimii bire bir 6rten homorfizmadyr.

0:G — AutG
g = 0,
0,:G -G

X = gxg'1

¢ nin bir homomorfizma oldugunu ilk gikta gdstermistik.

? imdi donii®timiin ¢ekirddini bulalym.

kerg = {ge G| ¢,(x)=1(x),Vxe G}
={ge G‘ gxg =x,Vxe G}

={ge G| gx =xg,Vx e G}
=C(G)

Lemma 2.39 H < G ve G grubu S kiimesi tizerine sol garp my ile etki etsin. S

kiimesi H nin G igindeki sol yan kiimelerinden olussun.
G — Aut (S) donilisiimiiniin ¢ekirdegi H nin i¢ine diiger.

ispat.

¢:G — Aut(S)
g0,

¢,: S—S
xH - gxH

etkisini gdstermistik. Simdi doniisiimiin ¢ekirdegini gdsterelim.
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kerg={ge G| ¢,(xH) = I(xH),VxHe S}
={ge G| gxH =xH,VxH e S}
={ge G| ge H}
=ge H

Lemma 2.40 H <G ve G sonlu bir grup olsun. H nin G igindeki indeksi p ve
[G: H]= p olmak lizere p sayis1 G nin mertebesini bolen en kiigiik asal say1 ise
H <G dir.

Ispat. S kiimesi H nin G igindeki sol yan kiimelerinden olu®sun. S = {xH|h € H}
[G:H]=p ve A(S) =S, dir. K, G - A(S) donii®limiiniin ¢ekirdedi olsun.

o :G - A
g = 0
¢, : S — S
xH +— gxH

etkisini tanimlayalim. G — A(S) doniisiimiiniin ¢ekirdeginin A nin igine

diistiigiinii lemma 2.39 da gostermistik.
Vge G ve Vxe Kerg icin @(gxg™) =@(2)0(x)o(2)" = o(g)ep(g)” =¢

oldugundan Ker@ <G yani K<G dir. K<G yani K grubu G de normal

oldugundan G / K boliim grubundan s6z edebiliriz.

Cayley Teoremi geregince her sonlu grup bir simetrik grubun altgrubuna
izomorftur yani G/K =S dir.

Lagrange Teoremi geregince; G/K nin mertebesi S , nin mertebesini bdler, o

halde [S,|=p!. |G/K| boler.

|G/K|=[G:K]ve |G| =|K|[G: K]

Hipotezden p, G nin mertebesini bdlen en kiigiik asal say1yda.

|G : K| =pveya |G : K| wdyalmal
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|G/K|=[G:K]=[G:H][H:K]=p[H:K]>p
[G:K]=pve[H:K]=1 olmak zoyundad
[H:K]=1ise H=K ve RundanlHu G olur. «

Ornek 2.41 G grubunun bir elemani iki tane eslenigine sahipse G nin birimden

farkli normal alt grubu vardir.

Ispat. |G(x) |=[G:G,(a)]=[G:C4(a)]=2ise Cy(a) < G.
Teorem 2.42 G/ C(G) devirliyse G grubu degismelidir.
ispat. C(G) <G

Hipotezden, G/ C(G)=<C(G)g>, g€ G

Vx e Gicin C(G)x =(C(G)g)" =C(G)g", me Z
x,ye G i¢inxe g"(G),ye g"(G) vedm,ne Z

x =hg", y=kg" ve h,ke C(G)

xy = (hg™)(kg") = h(g"k)g" = h(kg")g" = (hk)(g"g")
(hk)(g"™") = (hk)(g"™) = (kh)(g"g") = k(hg")g"
(kg")(hg™) = yx

oldugundan G grubu degismelidir.

2.3 Sylow Teoremleri

Lemma 2.43 Mertebesi p” (p asal ) olan H grubu sonlu S kiimesine etki etsin ve
S,={xe S| hx=x, Vhe H} ise |3 =[So| (mod p) dir.
Ispat. Bir H(x) orbitinin bir eleman icermesi icin gerek ve yeterli °art

xe §,olmasidir. § =S, UH (x,) UH(x,)U...0H(x,) dir. Bilesimlerin hepsi
ayrik oldugu i¢in S kiimesi |S|=|SO|+|H(x1)|+|H(X2)|+...+|H(Xn)| seklinde
yazilabilir. |H(xi)| =[H:H_] oldugundan Lagrange Teoremi geregince
|H(xi)| |H| =p" dir. O halde p | |H(x,.)| bununla beraber |S| = |SO|(m0d p) dir.
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Teorem 2.44 (Cauchy)p asal sasyG sonlu grubunun mertebesini boliiyorsa G

icinde mertebesi p olan en az bir eleman vardir.

Ispat. S={(a,,a,,...,a, ,a,) | a,eGveaa,...a =e} kiimesini alalim.

a, elemay, (aa,..a ) ! ile tek tiirlii bellidir. G nin mertebesi n olsun. Bu
durumda |[S|=n"" olur. p | |G| kabul etmistik o halde p|n olur. Bu durumda
|S | =0 (mod p) olur. Z, grubu S kiimesi iizerine asagidaki donisim ile etki

eder.

¢ : Z, XS - S

(Ky(@1,85,0.58,)) > (@1,0,8 5050588 500058 )
¢ donli®timi iyi tanymlydyr.
a,a,..a,a,,,a,,,0uny hilivorwldu
(alaz...ak)’](alaz...ak)(akﬂak”...apflapalaz...ak)

-1
(a,a,..a,) [(alaz...ak)(ak+1ak+2...ap_lap):| (a,a,..a,)

—1 —_—
(a,a,..a,) (a,a,..aQundanoklu a kil ki2e@p@p.2, =eolur ve
(ak+1 I PN IO PO )é Slgdsterilmi
*imdi @ donii®timiin homomorfizmadeldu goster meye ¢alypalym

P P, (31,8,5,..58) =@ (8, 4158y rseensBpserdy )
:(ak,+k2+l9ak,+kz+2""’ap’al""’ak|+k2)
=0y 4, (32,..2))
oldudundan @ doniiptimii bir homomorfizmadyr.
.y o o
(a,,a,,...,a,) € Syyabimgerek ve yeter arta, =a,=...=a,
olmasydyr.
(a,,a,,...,a,)€ S, ise Vke Z i¢in (k(a,a,,...,a,))=(a,,a,,...,a,)
buradan (@;,,,0;,;5---,4,,ay,...,a,) =(a,a,,...,a,) dir.

Ay =0y, 0y, = y,...,d, = a, Ornek olarak;

k=1 iqil’l; (GZaa3aa4:a55a1):(a19a29a39a49a5) buradan

a,=a,,a,=a,,a, =a,,a, =ds,d; =a,
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(a,a,...,a)e S,dir. aaa...a=e buradan a” =e ve |a|=pdir. O halde

0=|S|=|S,|(mod p) dur.

Tanim 2.45 G grubunda her elemanin mertebesi bir p asal sayisinin kuvveti ise G
grubu p-gruptur denir.

Tanim 2.46 H, G nin bir alt grubu ve H bir p-grup ise H grubuna G grubunun bir
p-altgrubudur denir.

Tanmim 2.47 p bir asal say1 olmak iizere bir G grubu mertebesi p olan devirli
gruplarin direkt ¢arpimi seklinde yazilabiliyorsa bu gruba elemanter degismeli p-

grup denir.

Sonu¢ 2.48 G sonlu grubunun p-grup olmasi i¢in gerek ve yeterli sart G nin

mertebesinin p nin kuvveti seklinde yazilmasidir.
Ispat. G sonlu bir grup q bir asal say1 ve q| |G| olsun.

Buradan ¢ | p”, p ve q nun asalligindan p = q dur. Dolayisiyla G nin mertebesi p

asal sayisinin kuvveti seklinde yazilir.

Ornek 2.49 N <G olsun. N ve G / N her ikisi birden bir p-grupsa G de bir p-
gruptur.

ispat. N <G oldugundan G / N boliim grubundan bahsedebiliriz. Bu boliim
grubunu G/ N= {gN | g€ G} seklinde tamimlayabiliriz. Simdi G /N p-grup ise
buradaki her elemanin mertebesini bir  p, = pk asal sayisinin kuvveti seklinde
yazabiliriz. Yani (gN)" =Nveg”"N =N buradan da g”" e N olur. N
grubu bir p-grup oldugundan ayn: mantikla (g”)” = e, olacak sekilde p, = p”

asal sayis1 vardir. Yani g€ G i¢cin g”'"* = e, oldugundan G grubu bir p-gruptur.

Sonu¢ 2.50 Asikar olmayan sonlu her p-grubun merkezi birimden farklidir.

Ispat. G bir p-grup olsun. Simif denkleminden; |G| = |C(G)| + z [G :C, (xl.)]

dir. Burada [G 1Co(x; )] > 1 oldugunu biliyoruz.
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G bir p-grup oldugundan |G|=pn ven=>1 seklinde vyazabiliriz. Ayrica
[G:CG(x,.)]in G grubunun mertebesini boldigini de biliyoruz. Buradan

p | [G:CG(xi)] ve p | |G| oldugundan p | |C(G)| dir. Cauchy teoreminden
C(G) iginde en az bir p mertebeli eleman vardir. Dolayisiyla C(G) #1 dir.

Teorem 2.51 p bir asal say1 olmak iizere |G| = p2 ise G degismelidir.

ispat. C(G)=G oldugunu gosterirsek isimiz biter. C(G)< G oldugundan
C(G)| =1,p veya p> olabilir. Sonug 2.50 den

Lagrange teoremi geregince;

|C (G)| #1 dir. Simdi G grubu degismeli olmasin ve |C (G)| = p oldugunu kabul
edelim. C(G)< G oldugundan G/C(G) bolim grubundan bahsedebiliriz. Bu
grubun mertebesi p2 / p = p dir. Mertebesi p asal say1 olan grup devirlidir.

G/ C(G) devirli ise G grubu degismelidir. Boylelikle kabuliimiizle geliski elde
edilmis oldu. O halde |C(G)|=p olamaz. |C(G)|=p*dir yani C(G)=G
oldugundan G grubu degismelidir.

Lemma 252 H grubu G nin bir p-altgrubu olsun. O zaman
[N,(H):H]=[G:H] (mod p) dir.

ispat. S kiimesi H nin G iginde sol yan kiimeleri olsun. H grubu S kiimesi iizerine
Ornek 2.24 deki gibi etki etsin.

xHe S, & hxH = xH,VYhe H< x'hxH= H,Yhe H << x"'hxe H,
Vhe H & x'Hx= He xHx'= He xe N,( H)

Buradan |S0

, N;(H) daH nin yan kiimelerinin sayisina esittir.
Dolayisiyla |S0| = [NG (H): H] dir. Lemma 2.43 den;
[N (H):H]=|S,|=|S|=[G: H] (mod p) dir.

Lemma 2.53 H grubu G nin sonlu bir p-altgrubu olsun. Eger p|[G:H] ise
N (H)#H du.
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ispat. [NG(H):H]:|SO|E|S|:[G:H] (mod p) ve p| [G: H] oldugundan
[G:H] (mod p) =0 dir.

OE[G:H]E[NG(H):H] (mod p) ise o halde [NG(H):H]<1 dir. Buradan
N, (H)# H duw.

Sonu¢ 2.54 G bir grup ve N < G olsun. O zaman G/ N grubunun her alt grubu
K, N normal alt grubunu kapsayan G grubunun bir alt grubu olmak tizere K/ N

bi¢imindedir. Ustelik K /N <G/ N & K < G dir.

Teorem 2.55 (I. Sylow Teoremi) G, p"m mertebeli bir grup olsun.
n>1,p asal ve (p,m) =1 olsun. O zaman her bir 1<i < nigin, G mertebesi p'

olan bir altgrup igerir. Ayrica G de mertebesi p' olan her altgrup mertebesi

p"Jrl olan altgrupta normaldir.
ispat. p ||G| oldugunda, Cauchy teoremi geregince G iginde p mertebeli bir

eleman vardir. Bu eleman ile iiretilen grubu <a> ile gosterelim. Simdi G

grubunu mertebesi iizerinden tiimevarim uygulayalim. H altgrubu mertebesi p'

1<i<n, olan G nin bir altgrubu olsun. O zaman p | [G:H ] ve H altgrubu
N;(H) danormaldir. Lemma 2.52 ve Lemma 2.59 dan;

H#Ny(H) ve 1<|N,(H)/H|=|N;(H): H|=|G: H|=0 (mod p)

Bundan dolay1 p | |NG(H )/ H | ve Cauchy teoremi geregince |NG(H )/ H |
mertebesi p olan bir altgrup igerir. Bu altgrup H,/H formundadir. Burada
H <G dir. H,N;(H) da normal oldugundan H de H, de normal olmasi

gerekir. Sonugta; [/ 1| = |H ||H T H | = p'p=p"" bu daispatimiz bitirir.

Tanim 2.56 G sonlu bir grup ve p asal say1 olmak {izere, G nin maksimum p-alt
grubuna G nin Sylow p-altgrubu denir. G i¢inde bir maksimal p-altgrup ise Sylow
p-altgruptur denir.
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Ornek 2.57 S, tin Sylow altgruplarini bulalim.

H={,(12)} <G ve |H|éuuﬁdald1H grubu G ni n 2-Sylow alt grubudur.

H nin ¢lenidi olan;

(13)"H(13) = {1,(23)} ve (23)'H(23) = {I,(13)} altgruplar1 da 2-Sylow
altgruplaridir.

K ={I,(123),(132)} grubu 3-Sylow altgruptur. Eslenikleri kendisine esittir.

Sonu¢ 2.58 G mertebesi p"m olan p asal n>1 ve (m,p) =1 olacak °ekilde bir

grup olsun. H, G nin p-altgrubu olsun.

(i) H grubu G nin bir Sylow p-altgrubu olmasi i¢in gerek sart |H | =p".
(ii ) G nin her Sylow p-altgrubunun eslenigi bir Sylow p-altgruptur.

(iii) P, G nin tek Sylow p-altgrubu ise P < G dir.

ispat. (i) : H grubu G nin bir Sylow p-altgrubu olsun. O halde H grubu G nin
maksimal p-altgrubudur. Buradan H nin mertebesi p” seklindedir.

(ii) : P, G nin bir Sylow p-altgrubu < |P| = p"dir.
x'Px<G ‘x’lPx{ = |P| = p" = x ' Px, G nin bir Sylow p -altgrubudur.

(iii) : P, G nin tek Sylow p-altgrubu ve x 'Px de G nin bir Sylow p -altgrubu
ise Vx e G igin x 'Px = P olur. Béylece P <1 G olur.

Teorem 2.59 (IL.Sylow Teoremi) H grubu sonlu G grubunun bir p-altgrubu ve P
G nin Sylow p-altgrubu ise x€ G vardir ki H <xPx™'. Ustelik G grubunun
biitiin Sylow p-altgruplar1 esleniktir.

ispat. S={xP|xe G}ve H grubu S kiimesi iizerine sol ¢arpimla etki etsin. Bu

etkiyi daha 6nce gostermistik.

1So|=|S|=[G:P] (mod p)
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|G|=[G: P]|P| buradan p"m =[G : P]p"

p bdlmez m buradan p bolmez [G : P]. O halde |S,|# 0

Sonugta S, 1n en az bir xP yan kiimesi vardir.

xPe S, & hxP=xP, Vhe H < x'hxP= P Nhe H& x'Hx< P
& H < xPx

1

xPx_1 ve buradan H = xPx~

H bir Sylow p-sylow altgrup ise |H| = |P| =

Teorem 2.60 (II[.Sylow Teoremi) G sonlu bir grup p bir asal say1 olsun. O
zaman Sylow p-alt gruplarinin sayist |G| yi boler ve ke {0} U Z"igin Sylow p-alt

gruplarinin sayist kp+1 formundadir.

Ispat. II. Sylow teoreminden Sylow p-altgruplarmin sayis1 herhangi birinin
esleniklerinin sayisidir. Bu say1 [G:NG(P)] dir ve |G| nin bir bélenidir. Bu

arada N,(P)={xe G |xPx_1 = P} seklinde tanimlariz.

S, G nin tiim Sylow p-altgruplarinin bir kiimesi olsun ve P , S kiimesi {izerine

eslenik ile etki etsin.

o : P — Aut(S)
X =
o S - S

0O — xOx'
Qe S, & x0=0, Vxe P xQx ' =0, Vxe P o halde P< N (Q)dur.

P ve Q her ikisi birden N (Q) nun altgruplary oldudundan G nin Sylow p
altgrubudur ve bu altgruplar N (Q) da esleniktirler. Ancak Q < N (Q) dur.
Q=P olursa §, = {P} gergeklesir.

|S|=1S,| =1 (mod p) bundag ddlayky| |+dir+



23

Lemma 2.61 p bir asal sayy ve m yi bélmiiyorsa o zaman Vn > 1 i¢in (5'“ )say1s1

p ile boliinemez.

Ispat. n elemanh bir kiimenin k elemanlh alt kiimelerinin k elemanli alt

kiimelerinin sayist;

n n!
=——— seklindedir.
[k ] k\(n—k)!

- 1 . .
Eger n=p°m ,pasalsayive p" | m ancak p"*' bélmez m ise;

C(p)N(p'm—p*)! p(p'=1...(p"=0)...(p" = p* +1)

a

p'm (p) :p“m(p”m—l)...(p“m—i)...(p”m—p“+1)

p

Paydaki m terimi hari¢ (p“m—i) yi bdlen p nin kuvveti ile (p“ —i) yi bdlen p
nin kuvveti aynidir. Béylece m yi bdlen p nin kuvvetleri disinda diger tiim

kuvvetler gozardi edilebilir.

a

p

. r am o 1
Boylece p' | [Seraa\}a:hkp boliez
p

a
P m} dir.

Teorem 2.62 (Sylow Teoreminin Diger Bir ispat1 ) p bir asal say1 ve p“| |G| ise
G mertebesi p“ olan bir alt gruba sahiptir.

Ispat. M,G de p* elemant tiim alt kiimelerinin kiime si olsun . Bu durumda M nin

a

p
eleman sayisi
p

} ] dir. Verilen M;,M,e M i¢in M, ~ M, yi

M, = M,g olacak °ekilde g € G olaralntlayalym. (M,, G de p” elemanina
sahip bir alt kiime dolayistyla M, de p“elemanina sahip bir alt kiimedir.)
Burada ~ bagintis1 M kiimesi iizerinde bir denklik bagmtisidir.

~ bagmtist yansimalidir. M, =M e, olakitde e G @luindan
M, ~ M, dir.
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~ bagntis simetriktir. M, ~ M,, M, = M, g olacak °ekilde ge G vardur.
Buradan M,g~' = M, olacak sekilde g”' € G oldugundan M, ~ M, dur.

~ bagintis1 gegismelidir. M, ~ M, ve M, ~ M, ise M,=M,g, ve M, =M,g,
olacak sekilde g,,g, € ¢f.vard Buradan M, =(M,g,)g, ve M, =M,(g,g,)
oldugundan M, ~ M diir. M nin denlik sinifindan en az birisinin eleman say1si
a
p"" in kati degildir. Hepsi p™*' in kat1 0 zaman p’*' sayisi [p "
a

y1 bolerdi.
p

a a
M, [p m} tane elemana sahip oldugundan ve p™' bélmez [p m] oldugundan bu
a

e p

durum olamaz. {M,,M,,...,M } kiimesi yukaridaki kosulu saglayan denklik sinifi

r+l

olsun ve dolayisiyla p™' bolmez n dir. M deki denklik tanimimizdan, g€ G

olmak iizere her bir i=1...,n ig¢in M,g=M olacak sekilde J1<j<n
icin yazylabilir.

H={ge G |M,g=M,} grupmmu alal  a,be H i¢in Mla = M1 ve Mlb = M1
oldugunda Mlab =(M1a)b = Mlb = M1 ile H grubu G de bir alt gruptur. Bizim

icin 6nemli olan H altgruplarinin mertebesini bulabilmek. H grubunun mertebesi

G nin mertebesine esit olmasin.
H<G oldugundan ve Lagrange teoremi geregince |H| | |G| yani n-|H| = |G| dir.

r+l

n|H=GI= p'm,p™ bolmez n,p" |m ve p*" | p‘m=n.|H| dir. O halde p“|
[H| dir ve buradan | H |= p“ dir.

Eger m e M, ise Vhe Higin mhe M, dir. Dolayisiyla M, en az H nm
mertebesi kadar farkli elemana sahip olur. M,,G nin p“ elemanini kapsayan alt
kiimesiydi. O halde p“ 2| H | dir. Bir |H|>p“ ve p*2|H | ise |H|=p’ »n
elde ederiz. Boylece H grubu G nin p“ elemani olan elemani olan alt grubu olur.

Boylece ispatimiz tamamlanir.

2.4. Sylow Teoremlerinin Uygulamalar:
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Simdi mertebeleri kiiclik olan bazi sonlu gruplarin Sylow teoremleri yardimiyla

basit olup olmadiklarini inceleyecegiz.

Ornek 2.63 Mertebesi 20 olan grubun basit olamayacagin1 gosteriniz.

ispat. 20 nin asal bolenleri 2 ve 5 oldugundan G nin Sylow 2 ve 5 altgruplari
vardir. Sylow 5-altgruplarinin sayist III. Sylow teoremine gore, 20 yi boler ve
Sk +1 tanedir. 20 nin boélenleri; 1, 2, 4, 5, 10 ve 20 arasinda bu 6zellikteki say1
ancak 1 olabilir. Su halde bir tek Sylow 5-alt grup vardir ve bu yine Sylow
teoreminden ayni zamanda normal bir alt gruptur. O halde bdyle bir grup basit

olamaz.
Ornek 2.64 Mertebesi 30 olan bir grubun basit olmadigini gosteriniz.

ispat. 30 un bolenleri 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15 ve 30 dur. III. Sylow teoremine gore , 5-
Sylow altgruplarinin sayis1 1 veya 6 olabilir. Bu say1 6 olsayd: farkli Sylow 5-alt
gruplarinin kesigimleri {e} den ibarettir ¢iinkii 5 asaldir, bu Sylow 5-alt

gruplarinda birimden farkli 4.6=24 eleman bulunurdu.

Diger taraftan, Sylow 3-altgruplarinin sayisi, benzer diisiince ile 1 veya 10 olabilir.
Bu say1 10 olsaydi, farkli Sylow 3-alt gruplarinin kesisimleri de {e} den ibaret
olacagindan, bu Sylow 3-alt gruplarinda da birimden farkli 2.10 = 20 eleman

bulunurdu.

Halbuki Sylow-3 ve Sylow-5 altgruplarinin da kesisimleri birimden ibaret
oldugundan, grupta birim elemanla birlikte en az 24+20+1 = 45 eleman olmasi
gerekirdi. Ancak grubumuzun mertebesi 30 oldugundan bu da imkansiz bir durum.
O halde, Sylow 3 veya 5 altgruplarindan birinin sayisi 1 olmak zorundadir. Tek

olan Sylow altgrubu da normal olacagindan grubun basit olmadig: anlasilir.

Ornek 2.65 Mertebesi 42 olan bir grubun , Sylow 7-alt grubunun bir normal alt
grup oldugunu gosteriniz.

ispat. 42 nin bolenleri 1,2,3,6,7,14,21 ve 42 dir. Ugiincii Sylow teoremine gore
Sylow 7-altgruplarinin sayisi 1 ve bu alt grubun mertebesi 7 ve normaldir.



26

Ornek 2.66 Mertebesi 28 olan bir grubun 7. mertebeden bir normal alt grubun
varligii gosteriniz. Eger bu grubun 4. mertebeden bir normal alt grubu varsa,

grubun degismeli olacagini gosteriniz.

ispat. 28 in bolenleri 1, 2, 4, 7, 14 ve 28 dir. Ugiincii Sylow teoremine gore ,
Sylow 7-altgruplarinin sayist 1 tane olup 7. mertebeden ve normaldir. Grubun
Sylow 7-altgrubunu H ile gosterelim.

Eger 4. mertebeden bir normal altgrubu varsa, bu Sylow 2-altgruptur ve mertebesi
bir asal sayimin karesi oldugundan degismelidir. Bu alt grubu da K ile gosterelim.

|H|=7ve|K|=4oldugundan, H " K ={e;} oldugu agiktur.

H,K<G=HK<G ve HNnK={e;} oldugundan | H K | = 28= HK =G
bulunur. O halde G=HxK olup, H ve K degismeli olduklarindan G nin de

degismeli grup oldugu anlasilir.

2.5 Sonlu Gruplarin Simflandiriimasi

Onerme 2.67 Mertebesi p asal sayis1 olan bir grup basit gruptur.

Ispat. Lagrange teoreminden sonlu bir grubun her altgrubunun mertebesi grubun
mertebesini boleceginden bu grup basit gruptur. Ciinkii p asal sayidir.

Onerme 2.68 p, q asal sayilar p > q ve q bolmez p-1 olsun. Mertebesi pq olan her
grup Z »q devirli grubuna izomorftur. Eger q [ p-1 ise mertebesi pq olan iki farkli

grup vardir. Bunlar Z »q devirli grubu ve degismeli olmayan asagidaki 6zellikleri

gercekleyen bir K grubuna izomorftur. K grubu ¢ ve d elemanlarindan olusur dyle
ki;|cl=p;|dl=q;de=c’d , s Z1 (modp)ve s' =1 (modp) .

Ispat. | G | =pq p, q asal sayilar ve p > q olsun. Cauchy teoremi geregince G
icinde mertebesi p ve q olan iki eleman vardir. Bunlar a, b olsunlar éyle ki |a | =p
ve | b |= q seklindedir. Mertebesi asal say1 olan grup devirlidir.

S = < a > devirli grubu Sylow p-altgrubudur. Lemma 2.40 dan [ G: S]=qve q
sayist G nin mertebesini bélen en kiigiik asal say1 oldugundan S =< a >< G dir.
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Boylece bS sol yan kiimelerinin sayis1 q dur . S <G oldugundan G / S bdlim
grubundan soz edebiliriz. Bu boélim grubunun mertebesi q asal sayisidir.
Mertebesi asal say1 olan grup devirlidir. O halde G / S bolim grubu bS ile
iiretilen devirli bir gruptur. Yani G/ S =< bS > dir. Bu nedenle G nin elemanlari
b'a’ ve G=<a,b> seklinde yazilabilir.

| G |=pq ve q asal sayt oldugundan III. Sylow teoremine gore sylow — q alt
gruplariin sayisi | G | = pq yu boler ve bazi k= 0 igin bu say1 kq+1 seklindedir.
Bu yiizden bu say1 1 veya p dir. q bélmez p -1 oldugundan bu say1 1 olur. Yani

<b > ile iiretilen sylow — q alt gruplar1 1 tanedir ve ayn1 zamanda G de normaldir.

Lagrange teoremi gosterir ki <a >N <b>={e} dir. Ozet olarak <b><G ve
lal-[b]

———— dir.
lka>n<b>L

<a>nN<b>={e} oldugundan |G |=

G:<a>x<b>EZp€r)Zqupq.

pl gl ve <a><G oldugundan bab™' =a”" ve r =1 (mod p ). Eger r=1
(mod p ) olursa G grubu degismeli olur. G tek sylow g-alt grubuna sahiptir. Bu

yiizden bab™' =4’ timevarmla b'ab™ =a” | j=gq.

a=da" ve r'=1 (mod p) . q] p-1 oldugunda G nin degigmeli olamayacagini
soyledik. x? =1 (mod p) olunca x in rf =1 (mod p) ye gore q tane farkli ¢oziim
vardir. Eger r bir ¢6ziim ve =1 (mod p) yi gergekleyen en kiiclik pozitif tam
sayr k ise k | p dur. » =1 (mod p) ise k=q dur. Bununla beraber 1,7,7°,...,7""

bunlarin hepsi x? =1 (mod p) denkleminin farkli ¢6ziimleridir.

Sonug olarak s =r'(mod p) ve 1<¢<g—1 seklindeki t ler igin b, =b" € G ise
| b, |=q dur.

G=<a, b, > oldugundan G deki her eleman b{af seklinde yazilabilir. | a | =p ve
bab ' =b'ab” =d" =a' boylece ba=a'b, dir. G— K esleme a—>c ve

b, = d bir izomorfizmadir.

Sonug 2.69 p asal say1 ve mertebesi 2p olan her grup ya devirli bir Z,, grubuna

ya da dihedral gruba izomorftur.
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Ispat. =2 ve s=-1 (mod p ) ise G grubu devirli degildir. Bundan dolay1

G=<c,d>,[d =2, |c|=pvede=c 'd seklindedir. Boylelikle G = D, elde

edilir.

Onerme 2.70 Mertebesi 8 olan ve degismeli olmayan iki farkli grup vardr.
Bunlar quaternion grup Q, ve D, diir.

ispat. D, Z O, dir ¢iinkii (J; de mertebesi iki olan eleman D, e gore daha

fazladir. Mertebesi 8 olan ve degismeli olmayan bir G grubu, mertebesi 8 olan
eleman ve G deki birimden farklt her elemanin mertebesi 2 olan eleman
icermeyebilir. Eger icerirse G grubu degismeli olur. Bundan dolay1 G mertebesi 4
olan eleman igerir. Bu eleman a olsun. <a > nin G i¢indeki indeksi 2 oldugundan
G de normaldir. bg<a> ve b*€<a > segelim.

b*=a’ veya b>=e olabilir. <a><G normal oldugundan bab™'e<a>

1

seklindedir. Buradan bab™' =a’ =a' dir. Béylelikle biz G nin her elemanim

b'a’ seklinde yazabiliriz. Yani G=<a , b > seklindedir.
Eger|a|=4, b =a’ , ba=a'b seklindedir ve bu da G = Q, oldugunu gosterir.

Diger durumda |a|=4,|b|=2,ba= a 'b seklinde ise de G =D, oldugunu

gosterir.

Onerme 2.71 Degismeli olmayan izomorfik olma kosuluyla mertebesi 12 olan ii¢
tane grup vardir. Bunlar dihedral grup D, alterne grup A4, ve a,b elemanlari

tarafindan iiretilen ve |a|=6 , b> =a’ ve ba=a"'b esitliklerini gercekleyen T

grubudur.

ispat. D,,A,,T gruplarindan herhangi iki tanesi izomorf degildir. G mertebesi 12
olan degismeli olmayan grup olsun. | G | = 2° -3 seklindedir. P grubu G nin Sylow
3-alt grubu olsun. | P | = 3 ve [G:P]:4 tir. ¢:G — S, donisiiminin ve

cekirdegi olan K grubu Lemma 2.39 dan P nin i¢ine diiser.

K=P veya < e > dir. K= <e >ise ¢ bire-bir homomorfizmadir. Bu ylizden G =

A, olur.
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K=P veP,G nintek Sylow 3-altgrubuise P < G dir. Bu yiizden G mertebesi
3 olan sadece iki eleman igerir. Bunlardan birisi ¢ olsun. ¢ nin tiim esleniklerinin
mertebesi {ig tir. [G :C, (c)]zl veya 2 dir. Bu yiizden C;(c) grubunun mertebesi

12 veya 6 dir.d € C,(c) ve mertebesi iki ise [cd| = 6 dur.

a=cd ve<a> <G oldugundan | G/<a>|=2dirbeGvebg<a>olsun. b
#e, b’e<a> ve bab'e<a>. G  degismeli degil ve [|a=6 ise
bab™ =a’ =a' tek segenektir. Yani ba=a"'b olur. b>e€<a> oldugundan
b* =a’ veya b’ =a* olamaz. b> =a veya b> =a’ olmasi | b | = 12 olmasini ve

dolayisiyla G nin degismeli olmasini gerektirir.
Sonug olarak;

la|=6; b’ =e ,ba=a'b oldugundan G= D, dur.

la|=6;b =2’ , ba=a"'b oldugundan G=T dr.
3. YARIDIREK CARPIM

Tanmm 3.1 Hve Q iki grup ve ¢@:Q — Aut(H) bir grup homomorfizmasi
olsun. Elemanlart H xQda olan ve (h,q)(h,q)= (ho, (h),qq ) ile tanmimlanan
yaptya H ve Q nun yaridirek garpimi denir ve H > 0 Q ile gosterilir.

Ispat. [(a,x)(b,»)](c,2) = (a,(b),xy)(c, 2) = (ap, (D), (c), xy2) =
(a,0)[(b, y)(e,2)]=(a,x)(bg,(c), y2) = (ap,(bp, (c), xy2) = (ap, (D, (9, xy)

oldugundan birlesme 6zelligi saglanir.

(I 1p)a,x) = ()¢ ()., x)=(a,x);.1p)
oldugundan (1,,,1,)1kilisi G nin birim elemanidur.

(@ (@ ),x " Na,x)= (@ (a ) (a),x"'¥)=(p_(a a)ly)=(,,1,)

oldugundan (¢ _, (a'),x™") ikilisi G nin ters elemanidir.
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G kiimesi birlesme 6zelligi, birim eleman ve her elemanin tersi bulunabildigi i¢in

bir gruptur.

Lemma 3.3 K< G olsun. Eger G=K(Q, KNQ =1, olacak sekilde Q altgrubu

varsa G grubu K ve Q gruplarinin yaridirek carpimi seklinde yazilabilir. Yani

G=K X dir.
ispat. v:K - KXAQ
k- (k1,)
p:0 — KXQ
g = (lg.q)

seklinde tanimli fonksiyonlar birer monomorfizmalardir. Bu fonksiyonlarin
goriintiilerini K've Q" ile gosterirsek, K=K veQ=Q" esitliklerini elde

ederiz.
n:KXQ — Q0
(k,q) = ¢q

ile tamiml1 77 fonksiyonu bir homomorfizmadir. Buna gére £ homomorfizmasinin

cekirdegi,
Kerm= {(k,q)e K X Q|herxe Qi¢in(k,q)=q}
= {(k,1,)|herke K} =K

olur. Buradan Kern< G yani K< G dir. V(k,q)e Gicin (k,q)=(k,1,)(1,,q)
dur. O halde KQ= Gdir ve KN O=(I;,1,) olur.

Lemma 34 G bir grup Hve Q da altgruplari olsunlar. G=HQ ve
HnNnQ=1, ise VgeG i¢in g=hq,he Hveqe Q seklinde tek tiirli

yazilabilir.
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ispat. G=HQ olsun. Bir g€ G i¢in g=hgve g=hgq,
Vh,h' e H ve q,q € O olacak sekilde tek tiirlii yazilmasin. hg = h'q ve

h'h=qqe HNnQ=1,ise h=h ve g=q oldugundan
Vg e Gigin g = hq yazimu tek tiirlii bellidir.

Lemma 3.5 §, simetrik grubu A4, ile Z, gruplarinin semidirekt ¢arpimidir.
ispat. [S,: 4,]=2 oldugundan 4,< S, dir. Yani S,/ 4, =<(12)>
0=<(12)>=7Z,,A,"Q={id} oldugundan S, = 4, X Z, dir.

Lemma 3.6 D, dihedral grubu Z  ile Z, gruplarmin semidirekt ¢carpimidir.

ispat. D ={a,b
Z,, =< > olsun.

a’=b"=1,a”'ba=b"} dihedral grubu olsun. Z, =<r> ve

6:7, > Aut(Z)

s = 0,
6. :Z, - Z,
roe o

ile tanimli @ fonksiyonu bir homomorfizmadir. Buradan

D =<r>A <s>=7Z " ,Z, olur.

Lemma 3.7 Quaternion grup herhangi iki grubun semidirekt ¢arpimi seklinde

yazilamaz.
ispat. O, ={<a,b>|a* =b* =l,a> =b’,bab™" =a’} seklinde quaternion grubu

. 0 i 0 1
tanimlayalim. Uretecler asagidaki gibi olsunlar. a Z[_ O] ve bZ( ! O]
i -
H ={l,a’} kiimesi Q,in iki elemanli tek altgrubudur. Q,/H =Q buradan da

0| =4 ve H N Q3uhdiduher i@ Q, O, #Q XH dir
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Lemma 3.8 p bir asal say1 olmak iizere mertebesi p2 olan devirli bir grup

herhangi iki grubun yaridirek ¢arpimi seklinde yazilamaz.

Ispat. Mertebesi p2 olan grubun mertebesi p olan sadece bir tek alt grubu vardir.

O ytizden herhangi iki grubun yaridirek ¢arpimi seklinde yazilamaz.

Lemma 3.9 Hem S, hem de Z gruplar farkli homomorfizmalar altinda ve Z, ve

Z, gruplarinin yaridirek ¢arpimi seklinde yazilabilirler.
ispat. ¢,:Z, —» Aut(Z,)=Z,
X B> —Xx
¢, :Z, = Aut(Z,)=Z,
X = x

Seklinde verilen ¢ ve ¢, fonksiyonlart birer homomorfizmadir. Buradan
S, =2z, 02y

¢, fonksiyonu asikar homomorfizma oldugundan yaridirek ¢arpim bir direkt

carpimdir. Yani Z, = Z, X Z, dir.

Lemma 3.10 Mertebesi 12 olan grup Z,veZ, gruplarinin yaridirek ¢arpimi
seklinde yazilabilir.

Ispat. Z, =<a> ve Z, =< x> olsun.

0 :72, > Aut(Z,)=1Z,

ile tammlanan doniigim bir homomorfizmadir. Burada 6 (a)=a’ ve

6. (a’)=a"=a, 0.(a)=6,0,(a)=6,(a’)=a yani x’,<a> iizerine
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trivial etki eder. Buradan G =2, % ,Z, ayr}'/ca|G| = 12 dir. Simdi G grubunun

iiretegleri arasinda nasil bir baglanti oldugunu gosterelim.
s = (az,xz) vet=(l,x) alalm. Buradan ;

st = (az,)c2 )(az, xz) = (azej (a2 ), x4) =(a,l)

s> =(a’,x*)a,1)=(a’02(a’),x’)=(1,x")

s® =(1,x*)(1,x*) = (1,1) oldugundan |s|=6 du.
=0x)Lx)=1,x")=s"

st=(a’,x*)1,x)=(a’0>(1),x’ )= (a’,x*)

(st)’ =(a*,x’)a’,x’) =(a’0’(a*),x*)=(1,x") buradan da
G=Z,RZ,={<s,t>|s" =1,1* =s* =(st)’} seklindedir.

Lemma 3.11 p tek bir asal say1 olmak iizere K = |< a >| = p2 veQ= |< a >| =p
seklinde devirli gruplar verilsin. Aut(K)=Z,(p-1)=2Z, ,XZ, dir.

0 : 0 — Aut(K)

doniisiimii bir homomorfizmadir.

o : K - K

1
ar a'’

Z , =<0> yani buradan Aut(K) mertebesi p olan bir eleman igerir. 0=«

alirsak, G=K X O dur ve |G| = p’ diir. G grubu x ve a tarafindan iiretilir. Burada

X’ =1a" =1, xpx' =0 (a)=a"" dir. Ayrica G grubu degismeli degildir.
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Lemma 3.12 p bir asal say1 olmak {izere, K=<a,b> ile iiretilen mertebesi p2 olan

elemanter degismeli bir p grup olsun. Yani ;
|<a>|:p, <b>|=pveQ:|<x>|=polsun.

Aut(K) =|GL(2, p)| = (p* -1)(p* - p)

0 : 0 — Aut(K)

Aut(K) mertebesi p olan bir eleman igerir.
0.(a)=xax"' = ab,0 (b)=xbx"' =b
xax'=ab=a'x'ax=b= [x,a]z b
b=xax'a'=b=aba' = aba'b"' =1= [b, a]=l
xbx'=b= xbx'b ' =1= [b, x]= 1

G grubu yukaridaki bagmntilarla iiretilen degismeli olmayan bir gruptur. Ayrica
G=K %, O ve |G|= p’ olacak sekilde belirtebiliriz.

Lemma 3.13 G =GL (IF) olsun. B de G i¢inde iist liggensel matrislerden olusan

bir alt grubu olsun. T de G nin kdsegen matrislerinden olusan bir alt grubu olsun.
U da G nin kosegenleri 1 olan iist iiggensel matrislerden olusan bir alt grubu olsun.
Buradan B=U AT dur.

Ispat. @: B - T
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ile taniml1 ¢ doniisiimii bir homomorfizmadir. Buna gére ¢ homomorfizmanin

cekirdegi,

K _ b, = b, 0 ol
er ¢ = | =1t=U
0«0 b,

olur. Buradan Ker @ <B ve U< B dir. Ayrica I.izomorfizma teoreminden
B/Kerop=T ve UNT =1oldugundan B=U X T olur.

3.1 Wreath Carpim

Simdi iki grup verildiginde gruplarin yaridirek carpim yardimiyla Wreath ¢arpim

grubunu tanimlayalim.

Lemma 3.14 A ve B iki grup ve K = AP = {f|f : B> A, f onksiyoh olsun. K
kimesi f,, f, € K vexe Bigin (f,.f,)(x) = f,(x)- f,(x) islemiyle bir gruptur.

Ispat. (f;,f,)=(g,,g,) olsun. Sirali ikililerin esitliginden f, =g, ve f, =g,

olsun. Buradan Vxe€ Bigin f,(x)=g,(x) ve f,(x)=g,(x)olur. Béylece

(L)) = /(%) f,(x) = g, - 8,(x) = (£,€,)(x) oldugundan iyi tanimlilik
saglanir. Vxe B ve Vf,g,he K igin

[/ (eh](x)= f(0):(gh(x)= f(0)[gx) Kx)]=[1(x) g(n]HKx)
=(f9( ¥ ky=[( /e K »oldugundan birlesme 6zelligi saglanir.

l,:B— A4,1,(x)=1, fonksiyonuigin 1, f(x)=1,(x)- f(x)=1,- f(x)=

f(x)= f(x)-1;(x) oldugundan 1, , B den A ya tanimlanan birim fonksiyondur.

Son olarak B den A ya tanimlanan herhangi bir f fonksiyonun tersini de
F(x)=(f(x))”" seklinde ifade edebiliriz. Béylece K kiimesi bir grup olmus

olur.

Lemma 3.15 B grubu K kiimesi iizerine asagidaki islemle etki eder.
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Ispat. B grubunun K kiimesi iizerine etkisini tamimlayalim. be Bigin
KxB—K, (f,b)= 1", f’(x)= f(xb™") seklinde tanimlanan islem ile B

grubu K kiimesine etki eder. Gercekten de;

i) /()= f(x(bb,) ) = f(xby BT = 7 (xby) = (") (%)
Buradan; /" =(f")" olur.

i) /' (x)= f(x1,) = f(x) olur. Bdylece;

6 : B — Aut(K)

b = 6,
6, : K - K
f > f

olacak sekilde bir & homomorfizmas: vardir.

Lemma 3.16 A ile B gruplarinin Wreath ¢arpimi K ile B nin 6 ile tanimlanan

homomorfizma altinda semi direkt ¢arpimidir. Yani;

W = AP XB=K XB={(f,b)| f € K,be B}kiimesi
(f-B)(f3-b,) = (£i.f3" . Bby) islemiyle bir gruptur.

Ispat. Verilen herhangi f,, f,, f;, f, € K ve b,,b,,b,,b,,x€ B igin;
(1,0, (f2,0,)) = ((£3,b5).(/4,b,))

= (/1,5) = (15,5,),(15.0,) = (/4,0,)

= f=f.frh=/1,.b=b.,b,=b,

= A7 ()= L0 ()= [0 LGB) = £(0) f(xb) = ()5 (x) ve
bb, = b.b, oldugundan (£, /2 ,bb,)=(f. /" ,bb,)
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esitligi saglanir. Bu ise tanimdan, (f,,b,)(f,,b,) =(f;,b,)(f,.b,)

olmasini gerektirir. Boylece iyi tanimlilik gosterilmis olur.

G) (£, /)" ()= (/L)) = fi(xb™) f(xb )= () L= £ 1(%)
Buradan, (f,, fz)b (x)= flb fzb (x)olur.

(/10 (- b)NCsoby) = (S b)) (o) = (ST S (bib,)by) =
AL S bbby = (F(AL )T bi(bby) = (f1. b)Y S byby) =
(/) £ B)( £, B)] oldugundan birlesme 6zelligi saglanir.

G2) Verilen her (f,b)e W igin (f,5)(1,15)= (g, 1)(f>0)=(/.b)
oldugundan (14 ,15), W nin elemamdir.

G3) Verilen herhangi bir ( f,b)e W igin;

(LB =(F (Y= (1) = (1)
(LD = LD = (1) 1) = (1) = (L. 1,)

oldugundan (f,b)" =((f™")’,b™") dir. O halde W kiimesi verilen ikili islemle

bir gruptur.

Lemma 3.18 Verilen her f,g€ K ve be B icin;
i) (1e,0)" (5 1) ,0) = (f",1,)

i) (f,0)=(&,1,)(f.)" =(f¢ f'1,) olur,

ispat.

D) (Le,b) " (s 1)(0.0) = (L .67 1 1,0)= (L b™)(f.b)= (", 1,)
i) (f,5)(g:1,)(f50)" =(£.b)(g 1,0/ .07 =(f.b)g(f )", b™)
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Fe(F ) )= fL.1,)

simdi K" :={(f,1,)|fe K}cW ve B" := {(,,b)be B} = W kiimelerini
tamimlayalim. Burada B" < W ve Lemma 3.18 (ii) den K <1 W dur.

AyricaB" N K" ={(1;,1,)} ve W&ukda® oldu W K ile Bnin
semidirekt ¢carpimi olur. Yani W = K™ X B" seklinde yazilir.

Bu tanimlar geregi we W ig¢in w= fl olacak sekilde teklikle belli

fe K vebe Byvard B grubunun AP = K kiimesi iizerine etkisini f nin

e°lenidi olarak lemma (i) den "' f b= f olarak yazlabilir, ¢arpmayr da
(fB( gh= [ bgh) bp= f g] b olacak sekilde tanimlayabiliriz.

Tanim 3.19 W ya A ile B gruplaynyn Wreath ¢arpym gubu denir. W=AWrB

seklinde gosterilir. Burada B ye Wreath ¢arpim grubunun iist grubu, AL ye
Wreath ¢arpim grubunun temel grubu denir.

Sonug 3.20 Mertebesi 2 olan gruplar1 Z, ile gosterelim. W = Z,WrZ,

grubunu olusturmaya ¢alisalim.

Ispat. Mertebesi 2 olan grup Z,={l,a} ve Z,den Z,ye tanimlanan

fonksiyonlarin kiimesi,

1 1
K=Z?2={fl=(l l]f{ ;’)
3 1 a 3 1 a
fi= 1 a Ja= a 1

1 a1l a 1 a 1 a
olsun. f2f3=( ][ ]=( 2]:[ ]:f4
a all a a a a 1

Benzer sekilde fify=/fofs = s = fifs = Jo o= L fifo = o s = s
olur. W ={(£,0),(f,a),(f5,),(f;,@),(/;, D), (/2. D, (5,1, (f3, D}
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={fia fa fa fia f1, AL AL AL
f.g€ Ly ve be Z, igin (fB( gh= £ bgh) bp= f'g b
islemiyle bir gruptur. Bu grup Z, ile Z,nin Wreath ¢arpimidir.
Aynea f*(x)= f(xb") igin £*(D)= f,(la)=1 ve f'(a)= f,(aa)=1
oldugundan f;" = f,dir. Benzer sekilde, £, = f,, £i' = f,, [, = f; olur.
x=fave y= f,a igin;
¥ =(fa) =(SNA) = ££1= f1=1 dir.
Y =(fa) =(fa)fa)= £11= fL1= f]
Y =(ha) =(ha( iD= ffia= fa
v =(ha) =(fa)fia) = 1= LA1= D=1 xy=(fa(fa= /]
= fA1= A1y e =) e =) @) =(fa(fd=(fa(fI=
Y RENNAEA

Boylece, x> = y* =1, xy =y 'x kosullarmi sagladigindan W = Dj olur.
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4. GENEL LINEER GRUPLARDA SYLOW
P-ALTGRUPLARININ BULUNMASI

p , 2 den farkl bir asal say1 olsun. Amacimiz | GL (F ) | nun mertebesini bélen

p asal sayisinin en biiyiik kuvvetini aramak olacaktir. Buradaki bulacagimiz p nin
kuvveti bizim igin | GL (F ) | nun p-sylow altgruplarinin mertebesi olacaktir.

GL, (F ) nun mertebesi ;

|GL,(F )| =q222 []w@' -1
i=1

n(n—1)
dir. Eger p | q ise p-sylow altgruplarinin mertebesi ¢ 2  dir. Bu durumda p-

sylow altgruplardan bir tanesi kosegeni bir olan n X n lik iist {liggensel
matrislerden olusur. Bu altgrubu asagidaki gibi gorebiliriz.

0 1 * ce
Q=t]: : g
0 0 1

seklindedir. Agikca goriilebilecegi gibi Q  grubunun  mertebesi | Q |
n(n—1)

quZ .q3 ...qn_l :q 2 kadardur.

Eger p bolmez q ise iki durum vardir. Ya p-sylow altgrup yoktur ya da

p|H(qi—l) dir. Dogal olarak biz burada ikinci durumla ilgilenecegiz. k
i=1

modulo-p ye gdre q nun ¢arpimsal mertebesi olsun. Yani ¢ =1(mod p) i¢in k | a

dir. Ikinci durum geregi baz1 i€ [l,n] icin p| (¢" —1) olsun. Buradan k <n dir.
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(= {%} alirsak, ¢ =1(mod p) geregi (¢" —1) (¢°* =1)...(¢g"™ =1) seklinde
yazilan carpanlar p asal sayisina boliiniirler.

Bazi r,s € Nigin ¢" =1+ p’s 6yle ki p bélmez s olsun. Buradan;

(¢"-1)=p's
(@ -D=+p'syY =1=2p"s+p* s> =p" (2s+p's’)

AV AR
(¢" -D=(+p"s) ~1= Z[ ; j(p”S’ )= p’Z[i }ﬂ’(”’S’

i=1

esitliklerini taraf tarafa carparsak;

ﬁ (¢ -1)= p’]i[(i[j } s esitligi elde edilir.
J=

j=1 =l

Bu esitlikten de goriildiigti gibi p-sylow altgruplart en az p’ftane elemana

sahiptir. Ancak biz bunun p’f den daha fazla oldugunu gosterecegiz.

Simdi bu bdliimde ¢ok fazla kullanacagimiz valuation kavramiyla alakali tanim ve

ozellik verelim.

val(N)e N olsun. N=p"™) . g olacak sekilde p bolmez ae N vardir. Ayrica
a,be N olmak iizere val(a-b)=val(a)+val(b)dir. Simdi de

val(i(j ](p“"”s"»:val(j) .................. n

esitligini kabul edelim.

val(GL,(E)) =val([ (¢ = val(p 1‘[(2[’ }p“ 9))

j=1 =l
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= val(p’f) + val(H (2(‘5 }p’(i_l)si)))

J (i ‘
= €r+2val(2[]‘ }pr(il)si)) =/lr+ Zval(j)

- 1 =)
=lr+val(l)+val(2)+...+val(l)=Llr+val(1-2...0)=Llr+val({!)

Sonug olarak; val(IGL,(F,)l) = (r+val(L!) esitligini elde ederiz.

Simdi de binom ag¢ilimindan gelecek p asal sayisinin kuvvetini bulalim.

i=1

il
p bolmez q = val(Z(]. j(p’(il’si)) =val(j)
i

esitliginin gerceklendigini gosterelim.

20 R T A oA et (A
i=1

=val(js+[j]p’52 +(j]p2r§...+[]:]ﬁ(jl)sf)
2 3 Jj

O zaman Vie (l,j] icin val(j)<val((/ Yp' sy oldugunu  gosterirsek
ispatimiz tamamlanmis olur.

Eger val(j)<val(’)+val(p’"™)+val(sy=val()+r(i-1) oyle ki
i—1<r(i—1) oldugundan val(j)<val((!))+i—1 esitsizligini gostermek

ispatimizi tamamlamaya yeterli olacaktir.
Hipotezimizi i izerinden tiimevarimla kanitlayacagiz.

ilk olarak p bolmez j ise val(j)<val((}))+i—1 dir. O halde p |j olsun. i =2

icin timevarimimizi baglatalim.
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val(j) <’ val(})+i—1

S val(j) < val(#)+l

o val(j)<val(j)+val(j—1)—val(2)+1
0

& 0<1-val(2) ve p#2oldugundan val/(2) =0 dir. O halde 0<1 olur yani

i =2 i¢in hipotezimiz dogru olur.

Simdi de i igin hipotezimiz dogru olsun i+1 icin dogru olacagini gorelim.
val(j) <val(())+(i—1)=val(j)—val((j—i)!)—val(i)+(i—1)

S val(j)<val(j)—val((j—i))—val(i)+({i-1)

S val(j)<val(j)+val((j—-1D))—val((j—i))—val(i)+({i-1)

& 0<val(F-1))=val((j—i)) =vali) + G =D)ecrrereerrrecerrereerreee (+)

bizim gostermek istedigimiz esitsizligin 7 +1 i¢in dogru olacagidir. Yani;

val(j) <’ val((/,,)))+i=val(j)+val((j—i-1))—val((i+1)!)+i

& 0< val((j—D)) =val((j—i=1)) =val((i+1)) +ivcrrrerrrrrererree (%)

Eger; val((j—i))—val((i+1))+1=0 ise bu ifadeyi (*) esitligine ekledigimiz
zaman (%) esitligini elde ederiz. Yani;

O<val((j—=DY)—val((j—i))—val(i)+(@—-1)+val((j—i))—val((i+1))+1

0<val((j-D)—val((j—i—1))—val(i+1)!)+i olur. Yani (¥%) esitlik

saglanmis olur.

Kabul edelim ki; val((j—i))—val((i+1))+1<0 olsun. Bu esitsizlik ancak,
i=—1(mod p) olmasi durumunda saglanir. Eger ;

lval((j—i))—val((i+1)+1)|
<val((j—D)—=val((j—i))—val(i)+GE—1)....c....... (2)



44

oldugunu gosterirsek val((j—1))—val((i+1))+1 ifadesini (*)in sag tarafina
eklersek (*3*)1n dogrulugunu gostermis oluruz.

i=—1(mod p) vep|j oldugunda |val((j—i))—val((i+1))+1|=val(i+1)—1

ifadesi gerceklenir.

val(j!)zi[[fnJ

val(i+1)—1<" val((j—1)) —val((j —i)) —val(il)+ (i 1)

vaz(z’+1)<iv—le—iV—jJ—i inJ+i
p p n=l

n=1 n=1

vaz(z’+1)<i(v_‘nlJ_V_j"J_Fn )t i
n=l | P

=i H

il L] |
Yukarida ki esitligi; j—1>j—i igin {’ : Js[] _ J—{] nZJ olacak sekilde
p p p

uygulayabiliriz. Bu sonucu kullanarak;

5 s o e

-1
pn
, ) i—1 il o
i =—1(mod p) oldugundan {—J = |‘—HJ dir. O halde

p" p

2({’_)J—{%J) =0 ve Vie (1, ] igin val(i+1) <i dir.
n=1 p p

emers S 2 H
val(i+1)<i ;({ o o o )+i
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A m jp lJ Vp iJ Lj J '
Sval(i+1)< ;:1 ({ - - — ) +i

Boylece (2) numaral esitsizlik ispatlanmig olur. Oradan da (*%*) ispatlanir ve

sonug olarak (1) numarali kabuliimiizii ispatlamis oluruz.
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5. SIMETRIK GRUPLARIN SYLOW P-ALTGRUPLARI

p bir asal sayr olmak iizere, Syma( m)nin p-sylow alt gruplarini n iizerinden

tiimevarimla gosterecegiz.
n =1ig¢in trivial.

Simdi # den kiigiik biitiin dogal sayilar i¢in Sy 1) nin tiim p-sylow alt gruplarini

biliyor kabul edelim. 7 i¢in bulunabilecegini gosterelim.

p bolmez n igin val(n!)=val(n)+val(n—1)!)=val((n—1)!) oldugundan
Sym(n)nin p-sylow alt gruplariyla Sym(n—1)in p-sylow alt gruplari ayni
kardinaliteye sahiptir.

Sym(n—1) < Sym( n) oldugundan ve Sym(n—1)in p-sylow alt gruplarini
timevarimla bildigimiz i¢in Syn( n) nin de p-sylow alt gruplarini biliyoruz.

Simdi de p|nolsun. Buradan n = kp olacak sekilde k€ N vardr.

vaz(n!):FJJ{%J#..:k{ﬁJ{%Jh.:k+va1(k!)
pl Lp pl Lp

Vie [l,k] icin o0, =((i-1)p+1,...,ip) olacak sekilde bir permiitasyon

tanimlayalim. Buradan;
o,=(...,p)

o,=(p+L...,2p)

o,=((k-1)p+1,...,n)

Burada tanimladigimiz permiitasyonlarin mertebeleri p dir. Yani Vie [l,k]i(;in

o, |= p dir.
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G, grubu 0, ler tarafindan iiretilen ve mertebesi p asal sayist olan grup olarak

tanimlayalim. Yani G, =<0, >,‘Gl. |= pve GNG, = {id }dir.

<0,,0,,...,0, > degismeli bir gruptur. Ayrica degismeli grubun her alt grubu
normal oldugundan G, << 0,,0,,...,0, > dir. O halde

GDG,9..9G, =<0,,0,,...,0, >< Sym(n) seklinde yazabiliriz. Ayrica,
G, ®G,®...0G,=p" dir.

Simdi de Sym( k) nin Sym( n) lizerine etkisini gosterelim.

@:  Sym(k)— Syn(n

o = @

o, : AL...,n} - {L...n}
ip = o(i)p
ip—0{ > o()p-"1

ie [l,k] ve e [l, p) olmak iizere yukaridaki gibi tanimlansin @ doniisiimiiniin

bir grup homomorfizmasi oldugunu gosterelim.

Vo,7e Sym( k) olmak lizere; ve
Por)(ip) = ((0T)(D) P = 0, (T(D) p) = ¢, (9. (ip))

Por)(ip =) =0 (@)~ L=, (1())p) ~ L = @, (T() p— 1) = 9, (¢, (ip = 1))

oldugundan ¢ doniisiimiiniin bir grup homomorfizmasidir. Buna gore @

homomorfizmasinin ¢gekirdegi,

Kerp = {oe Sym( b |Viel, k] igin g, (ip = ip}
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= foesymb |[Vie[1,k].0()=i}={id}

oldugundan ¢ doniisiimi bir 1-1 homomorfizmadir. Ayrica ¢ donilisimi 6rten

degildir. O halde, 1.izomorfizma teoremine gore;
Sym(k)/ Kenp = o( Syné B)

Sym(k) = {0'|‘v’z'e 1, k].o(ip) = (i) pve o (ip— ) = o (ip)— L,V (€ 1, p)}

Seklinde ifade edebiliriz. Ayrica;
(ZIpZ) =<o(l),...,0(k)>=<c(1)>®...® <o(k)>=G ®...8G, dir.

Sym( n) nin p-sylow altgrubu;

k k
@G, X Sylow(p(Sym( K)) = @(Z/ )" X Sylow( Sym( k) formundadir.
i=1 i=1
Ornek 5.1 Yukaridaki tanimladigimiz yapi ile Syn(4)iin 2-sylow alt gruplarini
bulalim.
ispat. n=4,p=2,k=2vel=1iginVie [1,2]i¢ino, =((i-1)p+1,...,ip)

olacak sekilde tanimlanan permiitasyonlar o, =(12), o, =(34) seklinde

yazilabilen 2-devirlerdir. Bu devirlerin iirettikleri gruplar;

(0)={1,02)} ve (0,)={l,(34)}seklindedir. ~ Ayrnica 0, veO,

permiitasyonlarinin birlikte iirettikleri grup;
(0,,0,) =1{1,(12),(34),{¢R)BdoJir.

Simdi  Sym(2)nin Sym(4)iizerine etkisini tanimlaylp Sym(2)nin 2-sylow

altgruplarinin yapisini olusturalim.
@: Sym2) — Sym4)

c = ¢,:{,2,3,4} - {1,2,3,4}
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2i = o(1)2
2i—-1 = o(i)2-1
Yukaridaki gibi tanimlanan ¢ doéniistimii bir grup homomorfizmasidir.

Ayrica ; Sym(z)z{r IVi=1,2,6Q2i)=0(i)-2vec(2i-1)=0(2i) -1,/ = 1]

oldugundan ; Sym(2) = {I, (1 3)(24)}dir.
Sym(2) nin 2-sylow altgrubu kendisine esit oldugundan;

Sylow( Sym(2)) ={ L(13)(24)}dir. O halde Sym(4)iin 2-sylow altgruplarindan

biri;

{LO2.GH.0269} % 11 1324}

Yaridirek ¢carpimina izomorftur. Bu yaridirek ¢arpiminin {irettigi grup;

{7,(12),(34),(12)(34),(14)(23),(13)(24),(1324),(1423) } seklindedir. Bu grupta
Sym(4)iin 2-sylow altgruplarindan biridir.
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6. GENEL LINEER GRUPLARIN SYLOW P-ALT
GRUPLARININ SINIFLANDIRILMASI

F, cismi [ izerine k-boyutlu bir vektér uzayidir. O zaman;
q
p:F, > GL, (F,) Vxe F*,,geF ,ve o(x)(g)=xg olacak sekilde bir
q q q

homomorfizma vardir. O halde ", nin bir kopyast GL, (F, ) igindedir.
q

Vxe ", igin bu kopya matrise M _diyelim. Ayrica F*, nin p -sylow altgrubu da
q q

Sylow, (F*,) seklinde tanimlayalim.
q

(M) 0 0
0 (M)C2)
P={ (Mx/) X, € Sylowp(F:]k)}
1
0 0 1

Bu sekilde yazilan P kiimesi GL,(F, )nun bir alt grubudur. Bu alt grubun
¢
:(pva/(qk

mertebesi; Y= p* dir. Aym zamanda P bir p-

Sylow, (")
q

altgruptur. Simdi  Sym(/)nin P grubu iizerine eslenik etkisini tanimlayalim.
Verilen bir 0 € Sym(/)igin;
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M) 0 0
0 (M.X'z)
o o
(M)
1
0 0 1
M 0 0
( xgm)
0 M
( xO‘(Z)
= M
( Xo()
1
0 0 1

Ayn1 zamanda;
@ Syml) — GL(F)
o d ?,
o, : F, - F
e P ey

¢ doniisiimii bir homomorfizmadir. Burada doniisiim tabani baska bir tabana
gotiren  donistimdiir. Bununla birlikte Sym(/)nin izomorfik kopyasi

GL,(F,)igindedir ve P grubu iizerine de yukarida verildigi gibi eslenik olarak etki

eder. Bu izomorfik kopyanin olusturulma ydntemini 6zet olarak verecek olursak;
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1.) Sym({)nin dogal kopyast GL,(F, ) icerisindedir. Bu alt grup matrislerin

tabanlarinin degismesiyle olusuyor. Ayrica bu matrislerin her satir ve siitununda

yalnizca bir tane 1 vardir.

2.) Verilen bir M elemaninin izomorfik goriintiisiinde 1 gordiigiimiiz her yeri
1d,, ve 0 gordiigimiiz her yeri de 0, matrisleriyle degistiririz. Boylece bizim

taban matrisimiz k¢ X k/ boyutlu bir matris igerir.

3.) Kosegenlerin sonuna n—k/ sayida 1 ve 0 eklersek nXn boyutlu bir matris
elde ederiz. GL,(F,)nun bu alt grubuna S, diyelim. S, grubu Syn(() simetrik

grubuna izomorftur ve ayrica P grubu iizerine eslenik olarak etki eder. Buradan;
p A Sylow,(S,)grubu GL, (I, ) nun bir alt grubudur ve P = (Sylow, (F*,))" dir.
q

P X Splow,(S,) = (Sylow, (F" ))' X Sylow, (Syn(1)
q

Bununla birlikte;
4
(Sylowp(IF;k))foyJO%(Syn@))‘:‘( Sylozy(F:]k)) ‘ Syloy( Sy(”f))‘= rpval (e

Boylece (Sylow, (F* )" A Sylow,(Sym()) grubu GL, (F, ) nun bir p-sylow
q

altgrubuna izomorftur.
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7. SONUC

Sonlu gruplarda Sylow p-altgruplarini bulmak mertebe arttik¢a zorlasmaktadir. Bu
calismamizda Genel Lineer gruplar ve Simetrik gruplarin Sylow p-altgruplarinin
yapist hakkinda calistik. Bu ¢alismanin ileri agamasi olarak Sonlu basit gruplarin
siniflandiriimasindan yola ¢ikilarak sonsuz yerel sonlu gruplarin merkezleyenleri

iizerinde calisilabilir.
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