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OZET

CESITLI KUANTUM SISTEMLERI ICiN GEL’FAND
UCLU UZAY YAPISININ KURULMASI

Onur GENC

Yiiksek Lisans Tezi, Fizik Anabilim Dal1
Tez Damismani: Yrd. Do¢. Dr. Haydar UNCU
2013, 45 sayfa

Kuantum mekaniginin matematiksel yapis1 matrisler ve diferansiyel islemcilere
dayanmaktadir. Bu iglemcilerin etki ettikleri vektdr uzayr genellikle Hilbert
uzay1 olarak secilmektedir. Ancak Hilbert uzayi, kuantum fiziginin yaygin olarak
kullanilan formiilasyonu olan Dirac formiilasyonu ve Dirac &-fonksiyonunun
tanimlanmast icin gerekli matematiksel alt yapiy1r saglayamamaktadir. Dirac
formiilasyonunun ve §-fonksiyonunun matematiksel yapisini olusturmak amaciyla,
I. M Gelfand ve N. Ya. Vilenkin 1964 yilinda, L. Schwartz tarafindan gelistirilen

dagilimlar teorisini gelistirerek Gel fand iiclii uzay yapisini olusturmuslardir.

Bu tezde, H. S. Green tarafindan kuantum mekaniksel islemcilerin spektrum
ve Ozvektorlerinin bulunmasinda kullanilan faktorizasyon yontemi kullanilarak,
cesitli kuantum mekaniksel sistemlerin Gel’fand iiclii yapilarinin elde edilebilecegi
gosterilmistir.  Ornek olarak, harmonik salinict ve sonsuz kuyu sistemlerinin
Gel’fand ticlii uzay yapisi elde edilmistir. Ayrica, sonu¢ kisminda sonsuz kuyu
potansiyelinde vektor uzay1 olarak Hilbert uzay: secildiginde enerjinin karesi ve
belirsizlik hesaplarinda ortaya ¢ikan tutarsizligin, Gel’fand iiclii yapisi secildiginde

ortadan kaldirilabilecegi gosterilmistir.

Anahtar Sozciikler

Topoloji, sinirlt islemci, dual uzay, spektrum, yogun uzay, Cauchy dizisi.
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ABSTRACT

CONSTRUCTION OF GEL’FAND TRIPLETS FOR VARIOUS QUANTUM
SYSTEMS

Onur GENC

M.Sc. Thesis, Department of Physics
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Haydar UNCU
2013, 45 pages

The mathematical structure of quantum mechanics depends on matrices and
differential operators. The space which these operators act on is chosen as
Hilbert space usually. However, the Hilbert space cannot provide the necessary
mathematical structure which is needed to define the Dirac formulation and Dirac’s
O-function used in quantum mechanics generally. In 1964 I. M Gelfand and N.
Ya. Vilenkin invented the Gel’fand triplets by developing the distribution theory
developed by L. Schwartz in order to create the mathematical structure of Dirac

formulation and Dirac’s 8-function.

In this thesis, it has been represented that Gel’fand triplets of various quantum
mechanical systems can be achieved by using the factorization method which
is used by H. S. Green to determine the spectrum and eigenvectors of quantum
mechanical operators. For example, the Gel’fand triplets of harmonic oscillator
and infinite potential well has been achieved. Besides that, the fact that the
inconsistency that arises during the calculation of energy squared and uncertainty
when the Hilbert space is chosen as vector space can be removed if Gel’fand triplets

are chosen.

Key Words

Topology, bounded operator, dual space, spectrum, dense space, Cauchy sequence.
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ONSOZ

Bu calismada; kuantum sistemlerini betimleyen dalga fonksiyonlarinin ait
olduklari matematiksel uzay kavramlarinin analiz edilmesi amaglanmistir. Bu
ama¢ dogrultusunda; matematikte yer alan vektor uzayr ve Hilbert uzaylari
kavramlari incelenmistir. Ayrica kuantum mekaniginin iiclii uzay yapisi tizerine

kurulan formulasyonu da ¢aligilmistir.

Tez calismam siiresince yardim ve anlayislart i¢in, danigman hocam Sayin Yrd.
Dog¢. Dr. Haydar UNCU’ya tesekkiirlerimi sunarim. Ayrica Fizik Ana Bilim Dali
bagkan1 Saymn Prof. Dr. Halil YARANERI'ye ve tez jiirimde yer almay1 kabul
eden Sayin Yrd. Dog. Dr. Fatih ERMAN, Sayin Yrd. Dog. Dr. Cenk AKYUZ ve

Sayin Yrd. Dog. Dr. Metin BILGEye de sonsuz tesekkiir ve saygilarimi sunarim.

Onur GENC
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1. GIRIS

Gelfand iiclii uzay yapisi; Hilbert uzayi, Hilbert uzayinda yogun bir niikleer
uzay ve bu niikleer uzayin dual uzayindan olusan soyut, matematiksel bir vektor
uzay1 yapisidir. Bu yapi ilk olarak 1964 yilinda Gel fand tarafindan matematiksel
olarak kurulmugtur [1]. Fakat kuantum mekaniginin Hilbert uzay1 cercevesinde
calisilan formu bahsi gececek olan problemleri bazi kabuller yaparak tolere
edebildigi ve biiyiik Olciide de deneylerle uyumlu olarak caligir oldugu igin
Gelfand iicliisiinden fizik acisindan pek fazla yararlanilamamigtir. Ancak sonsuz
potansiyel kuyusu icerisindeki pargacik problemi gibi en temel kuantum mekanigi
olgularinda dahi dalga vektorleri ve onlara etki eden islemcilerle ilgili olarak
fiziksel niceliklerin tutarliligi bakimindan ikilemler oldugu goriilmiistiir [2]. Bu
sebeplerle de kuantum mekaniginin matematiksel temellerinden biri olan vektor

uzay1 kavraminin incelenmesi geregi ortaya ¢ikmistir.

Bu tezde de vektor uzayr yapilari olan Gel’fand tiglii uzay yapilar1 ve kuantum

mekanigindeki etkilerinin ¢aligilmas: ama¢lanmaktadir.






2. MATEMATIKSEL GIRIS

2.1. Vektor Uzay1

Bir vektor uzay1 asagidaki dort olguyu iceren matematiksel yapidir [9];

Bir skalerler cismi “IF”,

Vektorler olarak adlandirilan objeler kiimesi “V>,

Toplama kural1 “+ 7,

6 9

Skalerle carpma kurali “- .

2.1.1. Toplama Kurah
V icindeki her v, w vektor ¢iftini, yine V icindeki v+ w vektoriiyle iligkilendiren ve

v ve w’nin toplami olarak adlandirilan bir kuraldir.

2.1.1.1. Toplama kuralinin saglamasi gereken ozellikler

(i) Toplama degisme 6zelligine sahiptir;
(v+w)=(w+v)
(i) Toplama birlesme 6zelligine sahiptir;
v+ (w+u)=(v+w)+u
(iii) V icindeki her v i¢in;
v+0,=v

olacak sekilde, yine V icinde bulunan bir "sifir vektorii" 0, vardir.
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(iv) V igindeki her bir v i¢in;
v+(—v)=0,

olacak sekilde, yine V icinde bulunan bir —v vektorii vardir.

2.1.2. Skalerlerle Carpma Kural

V icindeki her bir vektor v ile F icindeki her bir skaler ¢’yi yine V icindeki cv ile

iliskilendiren ve c ile v’niin ¢arpimu olarak adlandirilan bir kuraldir.

2.1.2.1. Skalerlerle carpma kuralinin saglamasi gereken o6zellikler

V icindeki her bir v i¢in;

G lv=v
(i) (cic2)v=ci(c2v)
(i) c(v+w)=(cv+cw)

(iv) (c1+c2)v=(c1v+cav)
2.2. I¢ Carpim

Uzerinde bir i¢ ¢arpim, V icindeki her bir v, w vektor ciftini F igindeki bir (v|w)
skaleriyle iliskilendiren ve V icindeki her v, w, u ve skalerler c icin belirli 6zellikleri

saglayan bir fonksiyondur [9].
2.2.1. Ic Carpimm Ozellikleri

@) ((vH+w)lu) = (v]u) + (wlu);
(i) (vlew) = c(ulw);

(iii) (w|v) = (v|]w)*, “x” kompleks eslenigi temsil etmek iizere;



@iv) (v|v) >0, v sifirdan farkli ise;

Ilk iki kosul biraraya getirilirse;
(vlew +u) = ¢(v|w) 4 (v|u) olarak yazilabilir.
2.3. Metrik

Verilen bir kiime icin komsu noktalar arasindaki mesafeyi tanimlayan, negatif

olmayan bir g(x,y) fonksiyonudur.

2.3.1. Metrigin Ozellikleri

(i) g(xy)+g(nz) >glx2)
(ii) g(x,y) = g(y,x), simetri;

(iii) g(x,x) =0 (yadaeger g(x,y) =0 ise x = y’dir)

Not: Eger g(x,x) sifira esit degilse g(x,y)’ye metrik yerine, pseudometrik denir.

2.4. Metrik Uzay

Bir metrik uzay, S bir kiime olmak iizere, S i¢inden her iki a,b noktalar1 igin a ve
b arasindaki mesafeyi veren negatif olmayan bir mesafe fonksiyonu (metrik g) ile

birlikte tanimlanan ve uzay olma sartini1 saglayan bir S kiimesidir.
2.5. Cauchy Dizisi

Bir norm ile tanimlanmig uzayin elemanlarindan olusan bir {f,} dizisi, eger;
rastgele bir € > 0 i¢in her m,n > N olmak iizere || f,, — f, || < € kosulunu saglayan

bir N var ise, Cauchy dizisidir.
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2.6. Tamlik Kosulu

Bir uzay icindeki her Cauchy dizisi gene ayni uzay igindeki bir elemana (vektore)

yakinsiyorsa bu uzaya bir tam uzay denir.
2.7. Banach Uzaylar
Uzerinde i¢ ¢arprmin tanimli oldugu tam metrik uzaylara Banach uzaylari denir.

2.8. Hilbert Uzaylar

Banach uzay1 olma koguluna ek olarak yakinsama kogsulu Hilbert uzay: topolojsi

ile tanimlanan tam metrik uzaylar Hilbert uzaylaridir.

2.8.1. Hilbert Uzayi Icin Yakinsama Kosulu

Yakmsamanin @, % ¢ <|| ¢, — ¢ ||— 0 seklinde ifade edilen bicimidir. Aym

zamanda da Hilbert uzayinin topolojisini tanimlamaktadir.
2.9. Cebir

F bir cisim olsun. Bir lineer cebir, lineer vektor uzayinin sahip oldugu 6zelliklere
ek olarak vektor carpimi iglemini de igeren, cisim iizerinde tanimli bir “o7”

uzayidir.

2.9.1. Vektor Carpimi

“of” igindeki her a ve b ¢iftini yine “.o7” i¢indeki ab vektoriiyle iliskilendiren, a

ve b’nin ¢arpimu olarak adlandirilan bir iglemdir.

2.9.1.1. Vektor carpimimn ozellikleri

1) v(wu) = (vw)u

(i) viw+u) =vw+vu (v+w)u=vu+wu



(iii) T icindeki her bir skaler c i¢in;

c(vw) = (cv)w = v(cew)
2.9.2. Cebirin Uretecleri
Eger cebirin herhangi bir A eleman;

A:i—I—ZCiXAi—I-ZCU)?l‘xAj—I-ZcijkxAi)?ijk—Jy-... (2.9.1)
i i, i,j:k

biciminde yazilabiliyor ise X;’lere o cebirin iiretecleri denir.

2.10. Baska Bir Yakinsama Tanmimi

Yakinsama, “®” uzayi topolojisi ile

n—oo=|x"(@.—9@)[[-0 m=0,12,...

yada

ool (-9 |20 m=012,..

seklinde tanimlanir.
2.11. “®” Uzaylan
Yakinsama kogulunun “®” uzay: topolojisi ile tantmlandig1 uzaylardir.

Yakinsama kogullarina bakildiginda goriiliiyor ki yakinsama kosulu daha kisitlayici

olan “®” uzaylar1 Hilbert uzaylarinin alt kiimesidir.
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2.12. Fonksiyonel

V, F iizerinde tanimli bir vektdr uzay1 olmak iizere, V’den [ i¢ine bir § lineer

doniisiimil ayn1 zamanda da V {izerinde bir lineer fonksiyonel olarak adlandirilir.
2.13. Dual Uzay

V iizerinde tanimli tiim fonksiyoneller dogal olarak bir vektor uzay: olusturur ve

bu uzay V* ile gosterilip V’nin dual uzayi olarak adlandirilir.

2.14. Pozitif Tanimh Bir Islemci Kullamlarak Tammmlanan i¢ Carpim
Icin Baz Esitsizlikler
“K” pozitif tanimli simetrik bir islemci olsun. Yani K’nim tanim kiimesindeki her

v ve ¢ vektorleri icin (v € 2(K)), (w,Ky) >0 ve (¢,Ky) = (K¢, y) olsun. Bu

islemci kullanilarak, p pozitif bir tamsayisi igin;

(v,KP9) = (v,9), (2.14.2)

tanimin1 yapilsin. Ilk olarak Cauchy-Schwarz-Bunyakowski (CSB) esitsizliginin

bir benzeri olan

[(W.0),1> < (W, ¥),(9,0), (2.14.3)

esitsizligi gosterilsin [12]. Oncelikle;

(Waq))p
0= ——""""°"= 2.14.4
v, 0),] (2199

tanimin1 yapilsin. “K”, dolayisi ile “K?” pozitif tanml oldugundan herhangi bir

A = A* gergel sayisi igin;
Oy +19.0y+29),=(0y+219,K" [0y +29]) >0 (2.14.5)

esitsizligi saglanir. Bu carpim agilmadan 6nce |6|> = 1 oldugu gosterilsin:

v, R79)(R?9,v) _ |(y.K79)]” _

.
06" = ) - . —
|(w,KP9)? |(y,KP9)[?

(2.14.6)




Simdi, (2.14.4) ifadesini (2.14.5) denkleminde yerine koyarak

|6 (w, KPy) + A" (v, KP9) +6(9,K"w) +2%(¢,K79)
(W?‘P);(Waq))p <W7¢)P(W1¢)*

= (¥, K"y)+2 +2 L+ 2%(¢.R?
VRV o) ooy R
(v 9)pl | 52
= ) +2A——F—+A1°(0,9¢
WVl 22y g, [ T
|(W7¢)P‘2 2
= ) F2A——— 4+ A7(0, >0 (2.14.7)
elde edilir. Yukarida “K” dolayisiyla da “KP” islemcilerinin simetrik

olmasi kullanilarak elde edilen (¢,K”y) = (KPy,¢) = (w,KP9)* esitliginden
yararlanildi. (2.14.7) denkleminin sol tarafi her zaman sifirdan biiyiiktiir. O halde

A degiskenine gore ikinci dereceden bir polinom olan sol tarafin diskriminant;

4w, 0), > —4l(w,w),[*[(6,9),> <O (2.14.8)

olmalidir. Burada, (2.14.8) denkleminden pozitif tanimli simetrik bir iglemci
kullanilarak tanimlanan (2.14.2) i¢ carpiminin da agagidaki esitsizligi sagladigi
goriiliir:

(W, 0),l <1(w, w),ll(¢,¢),] (2.14.9)

Simdi (2.14.2) i¢ carpiminin ii¢gen esitsizligini de sagladig1 gosterilsin.

(¢ +v,K?[¢ +y])
= (0,K79)+ (v,K"¢)+ (9,K"y) + (v,K"y) (2.14.10)

o+ vl

elde edilir. K simetrik oldugu icin (¢,K?y) = (KPy,9)" = (y,KP¢*) esitligi
saglandigindan (2.14.10) denklemi

lo+vll = (0,K70)+(w,KP9)+ (v, K"¢)" + (w,K y)
1(9,9),” +2Re(y,K”¢) + (v, ),
1(0,0),1 +21(w, ), + (v, w), I

1(0:9)5> + 21y, W)pll(9,0), + (W, ), 1> 2.14.11)

IN

IN
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seklinde elde edilir. Yukaridaki denklemde sondan bir {iistteki satirdan son satira
gecerken (2.14.9) esitsizligi kullanilmistir.  (2.14.11) esitsizligi sadelestirilerek

icgen esitsizligi haline getitrilebilir:

o +wllp < (¢, )pl + (W, ¥), (2.14.12)
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3. BIR BOYUTLU HARMONIK SALINICI

3.1. “</”” Harmonik Salimici1 Probleminin Cebiri

Bir boyutlu harmonik salinici probleminin cebiri “.7”’;

Enerji 6zdegerlerine karsilik gelen Hamilton islemcisi “H”
Momentum 6zdegerlerine karsilik gelen momentum islemcisi “P”
Konum 6zdegerlerine karsilik gelen konum islemcisi “Q”

asagidaki cebirsel bagintilar1 saglamak iizere;

(i) (Lie cebirinin kurali olan komutasyon iligkisi)
PO— 0P =—inl (3.1.1)

(ii) (Cebirin islemcilerinin arasindaki baginti)

R 1 . w? .
A=—p+ "% 5 (3.1.2)
2m 2

“H”, “P” ve “(Q” tarafindan iiretilir.

“gf” bir boyutlu Harmonik salinicinin “®” olarak adlandirilacak bir uzay iizerinde
kurulu cebiri olarak Ongoriilmesine ragmen yukaridaki (i) ve (ii)’yi saglayan

cebirin, tizerine kurulu oldugu farkli “®” uzaylar1 vardir.

Bu agidan uzayi sabitlemek amaciyla “.7” i¢in fazladan kosul gerekmektedir. Bu
kosullar bu formulasyonda Hamilton islemcisinin iki 6zelliginin kabuliinden baska

bir sey degildir [3];

(a) Hamilton islemcisi “A”, esash kendine esleniktir.

(b) Hamilton “H” islemcisinin en az bir tane 6zvektorii vardir.
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Yukarida Hamilton iglemcisi i¢in yapilan iki kabulden
(a) Nelson teoremine gore [4];

(b) ise basamak islemcileri gosterimini dogurdugu ve basamak islemcileri

gosteriminin de her zaman integre edilebilir olmasindan dolay1 [5];

“(i)” ve “(ii)"nin H, P ve Q islemcilerinden iiretilen Weyl grubu temsiline integre

etmesini saglamaktadir.
3.2. “¥” Sonlu Enerji Durumlari Uzayimnin Kurulmasi

Harmonik salinici probleminin iyi bilinen basamak islemcileri, yokedici ve yaratici

islemciler sirasiyla;

1 me AN
i=—/— P 323
VAN Q+\/ma)h 623
ATIL /@Af i P 324
“ V2 0 vVmoh 624

seklindedir ve (i) ile (ii)’nin bir sonucu olarak da
[a,a" =1 (3.2.5)

siradegisme (komiitator) bagintisint saglarlar.

“N” say1 islemcisi ise;

N=da'a=—HA— I (3.2.6)

biciminde ifade edilmektedir ve
(a)’nin bir sonucu olarak esash kendine esleniktir,

(b)’nin bir sonucu olarak da

N¢, = n¢, (3.2.7)

seklinde bir “¢," 6zvektoriine sahiptir.
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“N islemcisi (3.2.5) de goz oniinde bulundurarak takip eden sekilde analiz edilirse;
N(ag,) = a'a(ag,) = (aa" —1I)(ag,) = a(a'a—1I)¢,
= (N D¢, =a(n—1)9,
= (n—1)(a¢s) = N(a¢,) (3.2.8)

diger taraftan;

N@'¢,) = a'a(a'¢,) =a'(a'a+1)¢,

= (n+1)(a'¢,) =N(a"¢) (3.2.9)

Oyleyse;
(4¢,), N’nin (n — 1) 6zdegerine karsilik gelen,

(@"¢,) ise N’nmin (n + 1) Ozdegerine karsilik gelen Ozvektorleri olarak

degerlendirilebilir.

Bu durum ise;

d islemcisinin ¢, gibi bir 6zvektori ¢,_1,

a' islemcisinin ise ¢, gibi bir 6zvektorii ¢, |
seklinde degistirdigini gosterir.

Harmonik salinicinin basamak temsilini olusturan “4”, “a™ ve bu ikisinin ¢arpimi
olan “N = a*a” islemcileri (3.2.3), (3.2.4) ve (3.2.6) bagintilarina gore “H”
Hamilton islemcisi ile siradegisen (komutatif) islemcilerdir. Bu nedenle de “H”

islemcisi ile ayn1 6zvektorlere sahiptirler.



14

Oyleyse enerji 6z degerlerinin 6z vektorleri basamak temsilinde ifade edilmek

istenirse;

lado) = [ oi@adx= [ gi(¥+D)gudx
JT.U. T.U.
= <¢11(N+i)’¢n> = (n+1)(@n|¢n)
= (n+1)=(¢n der|¢n>

fakat;
(ulaa®|n) = [|a"|gn)|]?
= |la’|¢a)|] = (n+1) (3.2.10)

bu noktada daha once “¢," gibi bir Ozvektorii, “¢,.;" gibi bir ozvektorle
degistirdigi gosterilen “a"™ islemcisi icin asagidaki 6zdeger-ozvektdr denklemi
Onerilir;

a' B = 0t (3.2.11)

ve bu 6zdeger-ozvektor denklemi “a7¢,” vektoriiniin boyuna béliiniirse, (3.2.10)

ve (3.2.11)’den;

&T¢n _ a¢n+1 (3.2.12)

elde edilir.

Ancak (3.2.12) denkleminin sol tarafi bir vektoriin, boyuna oramidir ki bu da o

vektor ile ayni yondeki birim vektorii verir ve birim vektoriin normu 1’e esittir.

Oyleyse (3.2.12) denkleminin sag tarafinin normu da “1” olmak zorundadr.

Buradan;

o

o
Vi(n+1) \/(n+1)¢n+l>
a2

= (n+1)<¢n+l‘¢n+l> =

=0 = (n+1)

I = < ¢n+l|
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o zaman, “a"” islemcisinin 6zdeger-6zvektor denklemi;
Q' =/ (n+ 1)1 (3.2.13)
bicimindedir.

Bu noktada (3.2.13) analiz edilecek olursa harmonik salinicinin 6zvektorlerinin

basamak temsilindeki ifadesinin;

_ aﬁ(bn-&-l
¢n+l - (n+1)
Sg, = ﬁi(l)nfl A A S
Vo "V
B ClT T‘pn 3 _ a"T dT dT af\?(po
- rw—l Vin=2) T V) Vn=1) Vn-2) " ()
_ (@)
(n!)
i%zsz% (3.2.14)

(n!)

seklinde oldugu goriiliir.

Bu agamada “¢,,” lerin taradigi,

W:ch(])n, n€C, m<eo & yeVW (3.2.15)
0

“ 2

olmak {iizere bir “P” kiimesi tanimlanir ve “n”’inci 6zenerjiye karsilik gelen “¢,”

ozvektoriiniin kompleks sayilarla ¢carpimlarinin olusturdugu bir boyutlu,

Gtn={Bon| BeC} (3.2.16)

enerji 6zuzaylar1 da g6z 6niinde bulundurulursa “¥’nin

Y=Y o% (3.2.17)
n=0

biciminde Z,,’lerin cebirsel direkt toplami oldugu goriiliir.
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Baska bir deyisle “¥”, ¢, € Z#, olmak iizere tiim
(Pl - (¢07¢17"'7¢n7‘"7¢l*la¢l70707"')

dizilerinin olusturdugu bir kiimedir [3].

Bu noktaya kadar “V”’ iizerinde bir topoloji belirlenmemis olup ayrica bir tam uzay

da degildir.

Bundan sonra tam olmayan fakat harmonik salinict 6zvektorlerinin olusturdugu
dizilerin kiimesi olan ‘“¥” uzayi lizerinden Hilbert uzay: kurulmak istendiginde

Hilbert uzay1 topolojisini incelemek gerekir.
3.3. “2¢”” Hilbert Uzaymin Kurulmasi

Hilbert uzayinin topolojisinin kurali;
jeo igin @ K@ jroe icin [l —¢] =0 (3.3.18)

seklindedir.
(3.3.18)’in bir sonucu olmasi gerektigi lizere Hilbert uzay1 kendi topolojisini
saglayan,
0 =(00,01,...,0n,...), X, & Yk, ¢op#0, k=0,1,2,... (3.3.19)
dizilerini icermektedir ve
Y 119l|* < oo (3.3.20)
k=0

norm 6zelligini tasimaktadir. Buradan;
g—eo igin Y (¢l >0 =g —e igin [[g]| >0 (3.3.21)
k=q+1
oldugu goriilmektedir.
(3.3.21) bagimntis1 aslinda Hilbert uzay1 dahilindeki 6zvektorlerin ancak sonsuz

limitinde sifir olmaya bagladigini, boylelikle de Hilbert uzay1 igerisinde yer alan

dizilerin sonsuz diziler olmasi gerektigini ifade etmektedir.
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Oyleyse Hilbert uzay1 igerisinde yer alan “@,” dizilerini olusturan Szvektorler

“@r’lardan (3.3.21) bagintisini saglayanlar “W” icerisinde degildir.

Bu da “W’nin Hilbert uzayi topolojisi “Ty”e gore tam olmadigi anlamina

gelmektedir.

Ancak “W” uzayina ait dizilere “7y” kuralina gore tiim limit noktalar1 eklenir ise
normun skaler ¢arpim ile tanimlandigi tam bir uzay elde edilmis olur. Bu uzay

Hilbert uzayindan bagka bir sey degildir ve,

A=Y &R, k=0,12,... (3.3.22)
k=0

seklinde betimlenebilir.
3.4. “®” Sonsuz Enerji Durumlar1 Uzaymin Kurulmasi
Bundan sonra i¢ ¢carpimin aligilageldiginin diginda;

(W) = (05| (N +1)"ysy) (3.4.23)

seklinde oldugu kabul edilirse karsilik gelen norm;
0sll- = \/ (Ds| (N +1)7 ), r=0,1,2,... (3.4.24)

biciminde tanimlanir.
O zaman bu iizerinde normun farkli bicimde tanimlanmig oldugu uzay yapisi i¢in

topolojinin kural (3.4.24) denklemine gore;

§—o0 icin @ — ¢ & s5—o0 igin;

lo—ol = (@ — 0 +Iy(p—-0) >0 (3425

olarak her r=0,1,2,... icin gecerli olmak sartiyla ortaya ¢cikmis olur.

Oyleyse norm (3.4.24) kuantum mekaniksel durumlarin olasiliginin belirli bir say1

olmasi gerekliligi de goz 6niinde bulundurularak incelenirse;
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herbir r=20,1,2,... i¢in;

oo

Y (s+1)7]|0s]* < oo (3.4.26)
s=0

kosulunu saglamak zorundadir.

O zaman (3.4.26) bagintisina gore yakinsama;

oo

g oo dgin ) (Q|(N+D)¢) = Y (n+1)(gl¢y)
s=q+1 s=q+1

oo

= Y (n+1)]¢s]* —0 3427
s=q+1

seklini alir.

Hilbert uzay1 durumuna benzer sekilde burada da (3.4.26) bagintisi, bu bagintinin
tizerinde gecerli oldugu uzayin dahilindeki 6zvektorlerin sonsuz limitinde sifir
olmaya basladigini, boylelikle de bu uzay igerisinde yer alan dizilerin sonsuz diziler

olmasi gerektigini ifade etmektedir.

Yine benzer sekilde bu uzay icerisinde yer alan “¢;” dizilerini olusturan 6zvektorler

“@y"lerden (3.4.27) bagmtisin1 saglayanlar “¥” igerisinde degildir.

Fakat “¥” uzayina ait dizilere (3.4.25) kuralina gore tiim limit noktalar1 eklenir ise

normun (3.4.24) ile tanimlandig1 bir tam uzay elde edilmis olur ve bu uzay;

o=y o%, k=01,2,... (3.4.28)

0

k=

seklinde tanimlanan ve “7g” topolojisine sahip olan “®” uzayidir.

Bir metrik uzay olan “.#”in bir alt kiimesi “S”, eger herhangi bir € > 0 &
herhangi w € .# icin, S igerisinde d(w,v) < € seklinde bir v € S var ise, .# i¢inde
yogundur [6].

Yukaridaki tanimdan anlasilacagi lizere sirasiyla “7y” ve “7¢” topolojilerine gore

limit noktalarinin eklenmesi ile tam uzay halini alan “¥”, ayn1 zamanda da “.7¢”

ve “®” icerisinde yogundur.
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Oyleyse;
Yo & YCO (3.4.29)

yazilabilir.

Bu noktada “7#”” uzay1 ve “®” uzayin topolojileri denklem (3.3.18) ve (3.4.25)

incelenerek karsilagtirilirsa;

tersi gecerli olmamak iizere s—> oo igin = O = O = o] (3.4.30)

ER]

yazilir ve “1g”, “Ty’e gore daha giicli, “ty” ise “T¢p”ye gore daha zayif bir

topolojidir denir [7].
Ayrica “7¢” nin her r =0,1,2,... icin saglanmas1 gerektigi, 7y ’in ise ® uzayinin
topolojisinin r = 0 gibi 6zel bir durumuna denk diistiigii soylenebilir.

LR INNTS

Oyleyse “7”, “Ty e gore saglanmasi daha gii¢ olan bir topolojidir ve dogal olarak
da “7¢”’ye gore yakinsak olan Cauchy dizilerinin sayis1 “7g”’e gore yakinsak olan

Cauchy dizilerinin sayisindan azdir. Dolayisiyla;
o cCc (3.4.31)
Buradan da (3.4.29) ve (3.4.32) denklemleri bir araya getirilirse;
Ycoc7 (3.4.32)

oldugu goriiliir.

Yukaridaki uzaylarin fizikteki yeri “W” uzaymnin rastgele yiiksek fakat sonlu
enerjileri betimlemesi, “7#” uzaymin sonsuz enerji durumlarini igermesi ve
“®” uzaymin ise sonsuz enerji durumlarinin sonsuz kiiciik karigtmlarini igeren

durumlari icermesidir [3].



20
3.5. “®*” Fonksiyoneller Uzaymin Kurulmasi

WY iizerinde taniml bir anti-lineer fonksiyonel asagidaki 6zellikleri saglar:

F(B¢+yy)=B"F(9)+7F(¢) (3.5.33)

Anti-lineer fonksiyonellerin bu 6zelligi fizik literatiiriinde genellikle kullanilan

Dirac notasyonunda

(Bo+yy|F) =B (¢|F)+ v (w|F) (3.5.34)

biciminde gosterili. ~ Bu denklemden de goriildiigii gibi Dirac notasyonu
kullanilarak anti-lineer fonksiyonellerin durum uzayma etkisi basitce
gosterilebilmektedir. Yukaridaki (3.5.33) ve (3.5.34) denklemleri ile tanimlanan
bir F fonksiyoneli iki anti-lineer fonksiyonel F; ve F, toplami ve bir say1 ile
carpimu sirastyla

(O0|F1 + F2) = (9|F1) + (9| F2) (3.5.35)

(IBF) = B(o|F1) (3.5.36)

denklemleri ile tanimlanmaktadir [10]. W uzaymna etkileri bu sekilde tanimlanan
fonksiyoneller de lineer bir uzay olusturmaktadirlar. Bu vektor uzayr “¥*” ile

gosterilip W’ nin dual uzayi olarak adlandirilir [3].

Bir F fonksiyoneli
09 = F(p)—F(9) (3.5.37)

sartin1 saglaniyorsa “7e” normuna gore siireklidir denir. Burada F(¢;)—F(¢)

sembolil, karmasik sayilardaki yakinsaklig1 gostermektedir.

“7¢” normuna gore siirekli olan bir F' fonksiyoneli kompleks bir say: ile ¢arpilir
ya da bu norma gore siirekli iki fonksiyonel toplanirsa yine “7¢” normuna gore

stirekli bir fonksiyonel elde edilir. Bu 6zellikleri saglayan fonksiyoneller tam bir
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vektor uzay1 olustururlar ve (3.5.37) sartin1 sagladiklarindan dolay: tam bir vektor
uzay1 olan & uzayi iizerine tamimlidirlar. Diger bir deyisle hem (3.5.35), (3.5.36)
sartlarin1 saglayan fonksiyoneller “W” uzayi iizerine tamimli iken bu sartlara
ek olarak (3.5.37) sartin1 da saglayan fonksiyoneller @ uzayi iizerine taniml
fonksiyonellerdir. “W” uzay: iizerine tanimli fonksiyonellerin olusturdugu uzay
“Wx” jle gosterilirken, “®” uzayi tizerine tanimli fonksiyonellerin olusturdugu
uzay “®*” ile gosterilmektedir [3].

E3] ER]

F fonksiyonellerinin siireklili§i “7¢” normuna gore degil “7T,,” normuna gore

tanimlanirsa 22 {izerine etki eden fonksiyonellerin uzay1 elde edilir.

Frechét Riesz teoreminin bir sonucu olarak
=" (3.5.38)

oldugu bilinmektedir [10]. 7y, T¢ den daha zayif bir topoloji oldugundan 7 uzay1
& uzayindan daha genis bir uzaydir. Bu yiizden “®” uzayi iizerine tanimlanan
fonksiyoneller “.7¢” iizerinde tanimlanan fonksiyonellere gore daha zayif kosullar
saglarlar. Bir bagka deyisle “®” iizerinde tanimli olan her 7g-siirekli fonksiyonel
“7¢” uzerinde de tanimlidir:

I CP* . (3.5.39)
Denklem (3.4.32), (3.5.39) ve (3.5.38) bir araya getirilirse;
YCcdCHCd” (3.5.40)

olmak tizere;

dCH CP” (3.5.41)
Gel’fand Ugliisii harmonik salinici igin kurulmus olur.

Fonksiyonel uzaylari, fizikte sik¢a kullanilan Dirac notasyonundaki, Dirac
ketlerinin matematiksel olarak anlamlandirilmasi, diger bir deyigle Dirac ketlerinin

matematiksel yapisinin kurulmasini sagladiklari i¢in gereklidir [11].
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4. BASAMAK ISLEMCILERI TEMSILININ
GENELLESTIRILMESI

4.1. Faktorizasyon Yontemi

Harmonik salinici Hamiltoniyeninin 6zdeger ve ozfonksiyonlarini bulmak igin
kullanilan basamak iglemcileri yontemi, genellestirilerek 6zdegerleri alttan sinirl

tiim hermitik islemciler icin kullanilabilir.

Hermitik bir A islemcisinin 6zdeger ve ozvektorlerinin bulunmaya calisildig:

varsayilsin. Ay = A almp A islemcisi a(!) bir say1 olmak iizere
Ay =alay +aVi 4.1.1)

seklinde bir iglemcinin eglenigi ile kendisinin ¢arpimi kullamilarak ifade edilsin.
Bunun birden fazla yapilabildigi durumlarda a')’in degerini en biiyiik yapan

islemci d; islemcisi olarak secilsin. Simdi
Ay =aial +aVi (4.1.2)

denklemi aracihig1 ile A, islemcisi tamimlansin ve bu islemci de a® bir say1 olmak

lzere

N

Ay = ajar +a?i (4.1.3)

biciminde ifade edilmeye ¢alisilsin. Bu esitlikte birden fazla sekilde yapilabiliyorsa
a® nin degerini en biiyiik yapan islemci d; islemcisi olarak secilsin. Bu secim

sonucunda a® > a(V) olacag aciktir.

Bu sekilde adim adim devam ederek d; ve aly)

Aj=dlaj+aI1 (4.1.4)

Ajp=a;al +a i (4.1.5)
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seklinde iteratif olarak tanimlanabilir. Biitiin bu tamimlamalarda 4; islemcisi, ald)
sayisinin degerini en biiyiik yapacak sekilde secilmelidir. Béylece al/) > ¢! >

... >a® > a) olacag agiktir. Simdi (4.1.1), (4.1.3) ve (4.1.5) denklemlerinde

2)

tammlanan a(V, a® ve /) sayilarmim A islemcisinin sirasiyla birinci (taban

durumu), ikinci ve j. 6zdegerleri oldugu gosterilecektir.

v, A’nmn bire boylanmis (normalize) vektorlerinden herhangi biri, a da bu

ozvektore kargilik gelen 6zdeger olsun. Bu 6zvektor ve &; islemcileri kullanilarak
0" = a,d,_1 ... 401y (4.1.6)

tammi yapilsin. Bu genel tanim kullamlarak A,y = Ay ve Jruv viydx =1

oldugundan

(v, (A —aVDy) = (A—da) (4.1.7)
elde edilir. (¢(V,¢()) > 0 oldugundan o > a(") olur. Buradan, A = A, islemcisinin
a)’den daha kiigiik bir 6zdegerinin olmadig1 goriiliir.

Diger dzdegerler i¢in benzer esitsizlikler bulabilmek amaciyla,

A

Aia; = (4@ +aV)a; =
aj@a;+aVy = ajA, (4.1.8)
esitligi kullanilir.
Simdi bu esitsizlik j = 2 ve j = 1 i¢in kullanilarak (¢(2), ¢(2)) ifadesi hesaplansin:
(¢(2)7¢(2)) = (Vja d-{-d;dZdl ll/) =

(v.a} (A —aPDary) = (y,ajai(d —a?Dy) =
(a—a®)(0W,00) = (a—a?)(a—a") (4.1.9)
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(¢<2),¢(2)) >0 ve o > alV) oldugundan bu denklemin sonucunda, o = a

olmadig1 siirece ot = a® bulunur. Benzer sekilde

(9.0 =

oa—aN(a—a" V). (a—aV) (4.1.10)

(a—a")(a—a" V). (a—aV)>0 (4.1.11)

elde edilir. Bu esitsizlikten ya o > a™ yada (¢ —a™)(a—a" V) ... (a—aV)) =

2)

0 elde edilir. O halde A islemcisinin 6zdegerleri ya al, a@ . am degerlerinden

biridir ya da onlarin hepsinden biiyiik olmalidir. Bu durum tam 7 ler i¢in gegerli
2)

oldugundan ve a'¥) > aU~Y oldugundan, a(V), a®,... dizisinin iistten bir siri

2)

yoksa a, a/) degerlerinden birine esit olmalidir. a'!), a®, ... dizisi iistten siirh

ise ve bu iist siir (™) ise, o, ya a/) degerlerinden birine esit olur ya da a(™2¥)
tan kiiciik olmamak kaydiyla herhangi bir degeri alabilir. Her iki durumda da A nin

0zdegerlerinin tamamu belirlenmis olur.

Yukaridaki analiz a'/) 6zdegerlerine karsilik gelen 6zvektorleri bulmak amaciyla
da kullanilabilir. Yukaridaki denklemlerde kullanilan y vektoriiniin a/) 6zdegerine
kargilik gelen l;/(j) Ozvektorii oldugu varsayilsin. O halde (4.1.10) denkleminden
(0U=D ¢U=D) > 0iken (¢\/),¢())) = 0 oldugu gériiliir. Buradan

~

(Aj_a(j)m(jfl) :a'JIjajq)(Jfl) -0 (4.1.12)

bulunur. Bu esitlikten q)(j_l) vektoriiniin A j islemcisinin 6zdegeri a¥) olan

Ozvektoril oldugu goriiliir. Burada

y) =alal .. _aAj_]d,(/fl) (4.1.13)
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lqub(j*l) = aWyl) (4.1.14)
denklemini sagladigi goriilii. O halde (4.1.13) denkleminde tanimlanan (/)
vektorii A islemcisinin a'/) 6zdegerli 6zvektoriidiir.

Son olarak, bu yontemde harmonik salinicty1 6zel kilanin tiim bu potansiyel i¢in a;
islemcilerinin birbirine esit olmasi oldugunun hatirlatilmasinda yarar vardir.

Bir bagka deyisle harmonik salinici problemi i¢in d; = d = ... = 4; = ...

yazilabilir.
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5. SONSUZ POTANSIYEL KUYUSU

5.1. Genellestirilmis Basamak Islemcileri Temsili
Bir sonsuz potansiyel kuyusu matematiksel olarak;
)
~L,+-L[ (5.1.1)
(i)
1

V(ix) = <& ‘X‘ZEL (5.1.2)

biciminde betimlenir.

Bu problemin 6zdegerlerine basamak islemcileri metodunu kullanarak ulagsmak
icin Oncelikle;

A:=2mH =P (5.1.3)

biciminde bir “A” islemcisi tanimlanir ve;
4, =P+ioytan(B,%), oy, B, €C (5.1.4)

seklinde basamak islemcileri Onerilirse;

denklem (5.1.4) igcindeki tanjant fonksiyonunun;

—g < tan(0) < +§ (5.1.5)

esitsizligini saglamasi gerektigi gdz 6niinde bulundurulmalidir.

Oyleyse B,x’in maksimum minimum &zdegerleri :t% B.L, tanjant fonksiyonu bu

+7 degerleri iizerinde veya altinda deger almayacak sekilde sinirlandiriimalidur.
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Buradan da f3,’ler i¢in;

T T
2 < B, < +Z 5.1.6
[ Sbhis+7 (5.1.6)
olmasi kosulu ortaya cikar.
Buradan sonra denklem (5.1.4) gdz oniinde bulundurularak devam edilirse;
al = (P—io,tan(B,%))
=a'a, = (P—ioytan(B,%)(P+ i, tan(B,x))
=a'a,=P* + ia,tan(B,.£) — oy, tan(B,%) + o tan’(B,%)
komutasyon iligkisi hatirlanirsa;
ata, = P*+ia,[P,tan(B.%)], (5.1.7)
fakat;
R n
[P, tan(B,%)] = — sec?(B.£) (5.1.8)
i
= d;‘ldn = PP+ a,f tanz(ﬁnﬁ) + o, Buh secz( Bix)
=a'a, = P>+ a,Buhl+ o (0, + Buh) tan®(B,%) (5.1.9)
ve
4, = P* — o, Bkl + o, (0, — Bt tan® (B,%) (5.1.10)
olarak ifade edilir.
Ancak genel olarak;
Ay=dla,+ai & A=A, (5.1.11)
kabulleri vardir [8].
Oyleyse;
alay, = P+ ouPihl+ oy(oy + Bih)tan?(Bik) = A, — V]

S

= A—oWi=2mA—oWj=p>—aVi

= P — Ot(l)i = p? + OC]B]hi-f— o (O!] —i—B]h) tal’12<B1XA) (5.1.12)
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Denklem (5.1.12) incelenirse;
o(a;+pih)=0 (5.1.13)

denkleminin saglanmas1 gerektigi goriiliir.

Denklem (5.1.13) i¢in a; = 0 ve (a; + Bi17) = 0 gibi iki farkli matematiksel ¢6ziim

vardir.

Ancak o = 0 c¢oziimii 6zdegerleri bulduran prosediirii ortadan kaldirmasi

sebebiyle bu noktada bu yontem i¢in bir ¢oziim olarak goriilmez ve;
(o +pih) =0 (5.1.14)

¢Oziim olarak kabul edilir.

Oyleyse;
o =—Pih (5.1.15)

denklemi ortaya cikar.

Fakat denklem (5.1.12) ayn1 zamanda da;

a = —q, i1 (5.1.16)
olmasini gerektirir.
O zaman (5.1.15) ve (5.1.16) denklemleri bir araya getirildiginde;

al) = (Bh)? (5.1.17)

olarak bulunur.

Ancak metodun teorisine gore gercek dzdeger orl!)’in maksimum degeridir ki
burada bu denklem (5.1.17)’ye gore 3;’in maksimum olmasi gerektigi anlamina

gelmektedir.
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Fakat B; i¢in maksimum deger denklem (5.1.6)’ya gore 7 oldugundan birinci

ozdeger “al)”;

h
ol = 22y (5.1.18)
L
olarak bulunur.
(5.1.9) & (5.1.10) denklemlerinden;
P2 40y 1 Bu il + 0y (Ot + Bus1h) tanz(ﬁnﬂﬁ) + ot
= P2 —a B+ an(on— Buft)tan® (Bf) + o] (5.1.19)
yazilabilir.

Fakat denklem (5.1.19);

Bui1=Br & i1 (i1+ Bui1h) = o (@, — Buh) kosullarint zorlamaktadir.

Ote yandan;
Olp+1 (anJrl +Bn+lh) — an(an - Bnh)
= ar%—i—l + an-&-lﬁn—&-lh = 0‘3 - anﬁnh
= Ops1Burith = —02 +02 — Bt (5.1.20)

olarak bulunur.

Diger taraftan (5.1.19) denklemi analiz edildiginde;

a(n—H) + an+lﬁn+lh =o' — anﬁnh

oldugu goriiliir ve bu esitligin sol tarafinin ikinci terimi denklem (5.1.20)’den

yerine yazilirsa;

ot e+l — B = o — o, Bk

= am) 2 =a"-—a?=...=aV-al=0 (5121

n
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elde edilir.

Oyleyse;

a' = o? (5.1.22)

bagintisi vardir.

Diger taraftan da;

S~

Bur1=Bn=-..= P (5.1.23)
saglanir.

Simdi denklem (5.1.23) ¢ergevesinde Q1 (04+1 + But1h) = o (@, — Buht) kosulu

tekrar incelenirse;

wh h
Ot 1 Q1 +—) = oty (Qy — —) (5.1.24)
L L
seklinde yazilabilir.
Yine bu (5.1.24) denkleminin de o+ = —0y ve 01 = O — ”Th olmak iizere
iki farkli ¢6ziimii olmasina ragmen o;,1; = —0, tiim Ozdegerlerin ayni olmasi

gerekliligini ortaya cikarir. Oysa ki bu durum sonsuz kuyu potansiyeli olgusunun

fizigine aykaridir.

Oyle ise bu iki matematiksel ¢oziimden | = @, — ”Th ¢Oziim olarak kabul
edilirse;

wh wh ﬂh

an+l:an_f:“':(al—nf):—(n—i-l) 7 (5.1.25)
olur ve buradan da;
—nmh
oy, = 2 (5.1.26)

elde edilir.
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Oyleyse denklem (5.1.22) goz oniinde bulundurularak “A” islemcisinin

ozdegerleri;
nnh

(n) _
a ( I

)? (5.1.27)
bicimindedir.

O zaman (5.1.3) tanimindan yola ¢ikilarak sonsuz potansiyel kuyusu probleminin

enerji 6zdegerleri;
A0 1  nrmh

= %(T)Z (5.1.28)

seklinde bulunmus olur.
Bundan sonra;
a1 = 0f kosulunu saglayan bir & = cos™ (B,4)&E?) nerilir ise;

oncelikle & (©) iizerine getirilen bu ;& (?) = 0f kosulundan yola ¢ikilarak;

(P+ioytan(Bi£))E® = of

= PEO 4 g tan(B1£)EQ) = of

fakat (5.1.15) denklemine gore;
o =—Pih
seklinde yazilabilir ve boylelikle de;
PEO — B ntan(Bi£)EQ = 0f

bagintisi elde edilmis olur.
Simdi “4,& "~ analiz edilecek olursa;

a, £V = (P+iay, tan(B,%)) €Y
fakat (5.1.23) denklemine gore “f,”ler arasinda;

ﬁnJrl:Bn:“-:ﬁl:%
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bagintis1 vardir.

= 4, = (P+ia,tan(B,£))E" V) = (P +ioytan(Bi£)) cos” V(B £)E@

= Pcos" 1 (B1£)EQ + oy, tan (B £) cos”" V(B £)E©)
ancak bir boyutta P = 24> dir.

S0, =BT — 1 eos™ 2 (Bi)sin(BroE? +oos™ () PEC

+ ioptan(Bi£)cos" 1 (B £)EO

S a,E ) =Bl - 1>cos<nl><;;]x>§g;<£l>)

+ ioytan(Bi£)cos" 1 (B, £)E@

+cos" 1 (B2)PE)

= 4,E0D = cos" V(B £){PEO ﬁlf(n—l)tan(ﬁlx)é ) +io, tan(B£)E©)}

—nﬂ:h

(5.1.26) denklemine gore ¢, = oldugundan;

4" = cos" V(BIR{PE®  +  iBih(n—1)tan(B1£)E ")
— inBihtan(Bi£)E}

= 4,E0D = cos" "V (B1£){PE® — i Atan(B£)E)}

seklinde cikar. Ancak yukarida kiime parantezi igerisindeki kisim

PEO —intan(Bi£)E® =3, E0) =

ifadesinden bagka bir sey degildir ve boylece;
5 g(n=1) _ of
a,& =0/ (5.1.30)

bulunmus olur.

n=1) q,E=1) = 0] kosulunu saglamak sartiyla

Ancak eger bir vektor &
belirlenebilirse;

y" =ajazay...a, &Y (5.1.31)
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esitligi A islemcisinin a® Ozdegerine karsilik gelen “l[/(”)” Ozvektoriinli tanimlar
[8].

9

Daha sonra bu “y{")”ler denklem (5.1.31) bagmntisi araciligryla her bir “n” degeri
icin belirlenebilir.

113 EX]

v szvektorleri direkt olarak sonsuz kuyu

potansiyeli icin yazilan Hamilton islemcisinin 6z vektorii degil de, A := 2mH = P?

Ancak acik oldugu iizere bu

ile tanimlanan “A” islemcisinin 6zvektorleridir.

Oyleyse burada enerji 6zvektdrlerine “¢ ") denir ise bu enerji 6zvektorleri;

1,/(”)

:2m

o (5.1.32)

seklinde elde edilmis olur.
5.2. “W” Sonlu Enerji Durumlari1 Uzayimin Kurulmasi

Hamilton iglemcisine karsilik gelen enerji 6zde8erlerinin 6zvektorlerinin sonsuz
potansiyel kuyusu i¢in bulunmus oldugu bu noktada harmonik salinici durumuna

benzer olarak yine bir “V”” uzay1 kurulmak istenirse;

Sonsuz potansiyel kuyusu enerji 6zvektorlerinden olugsmak iizere;
m
y=Ycd", €C, m<w & ye¥ (5.2.33)
0

olacak sekilde bir “W” kiimesi belirlenir ve sonsuz potansiyel kuyusunun

n”’inci Ozenerji de8erine karsilik gelen “¢(”)” 0zvektoriiniin kompleks sayilarla

carpimlarinin olusturdugu bir boyutlu,
Z" ={Bo" | BeC} (5.2.34)
enerji 6zuzaylart tanimlanirsa “¥’nin

¥=Y oz (5.2.35)
n=0

biciminde %2 lerin cebirsel direkt toplami oldugu goriiliir.
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Yani “®” burada, sonsuz potansiyel kuyusu dzvektorleri ¢ € 2" olmak iizere
tiim
Os = ((P(O)»(P(l)’ s 7¢(n)a s 7¢(s_l)a¢(s)a0>03 .. )

dizilerinin olusturdugu bir kiimedir.

Yine harmonik salinici problemine benzer sekilde burada da “¥”” heniiz iizerinde

bir topolojinin tanimlanmadig1 tam olmayan bir uzaydir.
5.3. “®” Sonsuz Enerji Durumlari Uzayimin Kurulmasi

Topolojileri tanimlayan o topolojiye sahip olan uzay igerisindeki Cauchy

dizilerinin birbirlerine yakinsama bi¢iminden baska bir sey degildir.

Bu durum ise yakinsama norm ile, norm ise i¢ ¢arpim ile tanimlanmis oldugundan,

topolojisi farkli uzaylar i¢in farkli i¢ ¢arpimlar tanimlanmasina denk diismektedir.

Ancak kuantum mekaniginde, topolojiyi tanimlayan i¢ carpimlar1 farkli kilan,
kuantum mekaniginin cebirinin iireteci olan islemcilerdir ve olasilik kavrami

dogrultusunda bu islemcilerin sinirli iglemciler olmasi gerekir.

Oyleyse burada sonsuz kuyu potansiyeli ozvektorlerinin uzay yapilarim
belirleyecek olan kurali olustururken de yine bu islemcilerin sinirli iglemciler

olmasi gerektigi g6z oniinde bulundurulup birimsiz olmasina da dikkat edilerek;

2
- L p
21>

seklinde bir “TT?” islemcisi tanimlanirsa “P?” spektrum acisindan incelenmelidir.

(5.3.36)

Ciinkii bu iki islemci bir sabitle carpilarak birbirlerinden elde edilebildigi i¢in ya

her ikisi de sinirli iglemcidir ya da her ikisi de sinirsiz islemcidir.

“W” uzaym “®” uzayma tamamlamak i¢in gerekli olan topolojinin kuralini

belirleyecek olan i¢ ¢arpim;
OOy, = (VI + 0Pyt p=0,1.2,... (5337)

olarak tanimlansin.
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Simdi bu I? islemcisini analiz etmek amaciyla “P?”’ye bakilirsa; “P>” islemcisinin

spektrumunun;
> P, )
Sp(P”) = Sp(ﬁ)n = Sp(n”) n=1,23,... (5.3.38)
biciminde oldugu;
= Sp(I1>) =Sp(n*) n=1,2,3,... (5.3.39)

seklinde ortaya c¢iktig1 goriiliir.

Ancak n = 1,2,3,... olmasmna ragmen (IT> + 0P, i¢ carpim icinde “¥”
ozvektorlerine etki etmektedir ve (5.2.33) denklemine gore m < oo oldugundan W

icerisinde sonlu sayida 6zvektor vardir.

O zaman IT? islemcisi sonsuz potansiyel kuyusu problemi icin kurulan “¥”
durumlarina etki ettiginde (5.3.39) denklemi icin ashindan =1,2,3,...,.m m <oo

gecerlidir.

Boylelikle “IT>” islemcisinin spektrumu “Sp(I1?)”nin yukaridaki “¥” durumlari
icin smirh oldugu ortaya ¢ikar. “I” islemcisinin de spektrumu simrlidir. Oyleyse

“(ﬁ2 +1)P”, “W” uzayi igerisinde sinirli bir spektruma sahiptir.

Fakat bir kendine eslenik islemci ancak ve ancak spektrumu sinirlt ise sinirlt bir

islemcidir [10].
Oyleyse “W” uzay1 icin “(fI2 + 1P~ islemcisi simirl1 bir islemcidir.
O zaman;
(WO IR+ NPy <k, k<o, yWew (5.3.40)
yazilabilir.
Simdi ¢*) € ® olmak iizere (¢*)|(11? 4-1)?¢*)) incelenirse;

ONIR 1)) = (9 + ) —y)|(F2+DP (90 4yl — y )

A A

< (WO DY) + (0 =y + D)7 (01 -y
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oldugu goriilir.  Fakat yukarnidaki esitsizligin sag tarafindaki ikinci terim,
“0)”ler “ly(s)”lerin “®” uzayi icerisindeki limit noktalar1 oldugundan rastgele bir
e > 0 igin, (¢ — yO)|(IT +1)P(¢") — 1)) < & bagintisii saglamaktadir.
Esitsizligin sag tarafinin ilk terimi ise (5.3.40) denklemine gore sonlu sayi

vereceginden;
@I +DPeY) <M,  M<oo, Ve (5.3.41)

seklinde yazilabilir.
Oyleyse (IT2 + )P “®” uzay1 icerisinde de smurli bir islemcidir.

O zaman sonsuz potansiyel kuyusu problemi i¢in “®” uzayinin kurulmasi amaciyla
topolojinin kuralini betimlemesi bakimindan i¢ ¢arpimin (5.3.37) denklemindeki

gibi tanimlanmasinda bir sakinca yoktur.

Buradan yola cikarak norm;

1691, = @O +Dre®),  p=0,1.2,... (5.342)
seklinde tanimlanirsa;

Sonsuz potansiyel kuyusu icin “®” uzay1 topolojisinin kuraly;

§—o0 icin @ — ¢ & s5—oo igin;

lo—ol, = VUg—0)+Dr(g—6)) =0 (5343)

biciminde betimlenir.

Denklem (5.3.43) icindeki “¢;” dizileri;

o, =(0%0",...,0",...,0"1,¢6",0,0,...) (5.3.44)

olmak iizere (5.1.32) denklemi ile tanimlanan “¢@ () 5zvektorlerinden olusur ve bu

vektorler tarafindan yaratilan “¥”” uzayimin elemanlaridir.
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Oyleyse denklem (5.2.33) ile tanimlanan “¥” uzayina ait bu ¢y dizilerinin tiimiine
denklem (5.3.43) topolojisine gore limit noktalari eklenirse, “‘V”’ uzay1 tam bir uzay

yapis1 kazanmis ve sonsuz potansiyel kuyusu igin;

Z™ denklem (5.2.34) ile tamimlanmak iizere;

=Y az®, k=0,1,2,... (5.3.45)

k=0
seklinde “®” sonsuz enerji durumlarinin karigimlari uzay: kurulmus olur.

5.4. “27” Hilbert Uzaymin Kurulmasi

Yine burada da Hilbert uzay1 kurulmak istendiginde sonsuz potansiyel kuyusu i¢in
(5.2.33) denklemine gére tanimlanan “P” uzayini Hilbert uzayina tamamlamak

gerekmektedir.

Bu prosediiriin “®” uzayinin kurulusundan tek farki ise yakinsamayi tanimlayan

topolojinin bu kez Hilbert uzay1 topolojisi olmasidir.

Oyleyse “¥” icerisindeki her bir diziye;
s—o igin @' > @500 i¢in ||@°—0|| —0 (5.4.46)

seklinde tanimlanan Hilbert uzayi topolojisine gore limit noktalar1 eklenirse “¥”

Hilbert uzayina tamamlanmaisg olur.

Boylelikle de sonsuz kuyu potansiyeli i¢in Hilbert uzayi kurulmus olur.

e#*, k=0,1,2,... (5.4.47)
0

T =
k=

Ancak bu noktada onemli bir ayrintidan bahsetmek gerekir. Farkli kuantum

sistemleri i¢in “®” uzaylarinin topolojileri degistigi halde anlasilacagi iizere

Hilbert uzaylari i¢in Hilbert uzay1 topolojisi calismaktadir.

O zaman Hilbert uzaylan igin farkli kuantum sistemleri soz konusu olsa da

topolojik olarak esdegerdirler.
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5.5. “®*” Fonksiyoneller Uzayimin Kurulmasi

Eger bir anti-fonksiyonelin siirekliligi denklem (5.3.37) ile ifade edilen bir ic

carpimin betimledigi bir norm ile tanimlaniyorsa;

bu fonksiyonel 7 topolojisine gore siireklidir denir ve bu durum;
¢3¢ = F(¢")—F(9) (5.5.48)

seklinde ifade edilir.

Oyleyse @ iizerinde tanimli bu fonksiyonellerden olusan bir ®* uzay1 sonsuz

potansiyel kuyusu icin Gel’fand iicliisiiniin sonuncu uzayi seklinde ortaya ¢ikar.

Boylelikle 6ncelikle ¢ 6zvektorlerinden olugan V¥ uzay1 kurulmus olur. Sonra
bu uzay Hilbert uzay1 topolojisi ile tamamlanarak Hilbert uzayi elde edilir.
Takiben yine y uzayinin sonsuz kuyu potansiyeli i¢in tanimlanan yeni i¢ ¢carpim
dogrultusunda tamamlanmasiyla & uzay1 ortaya cikar. Son olarak da @ iizerinde
tanimli fonksiyonellerin uzay1 ®*’in eklenmesiyle Gel’fand ti¢lii uzay yapisi elde

edilmis olur.






41

6. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinin temelini kuantum mekani8inin formulasyonunda yer alan
dalga fonksiyonlarinin Hilbert uzayindan se¢ildigi bazi durumlarda ortaya ¢ikan
aksakliklar ve bu aksakliklarin {iiglii uzay yapisina gegilerek yeniden analiz
edilmesi olusturmaktadir. Calisma esnasinda teori ve bu teori iizerinden yapilan
hesaplamalara bagl olarak aslinda her farkli fiziksel sistem igin farkli bir yap1
halini alan ve farkli cebir yapilari da ortaya c¢ikaran Gel’fand iiclii uzay yapist

incelenmeye calisilmistir.

Ornek olarak sonsuz potansiyel kuyusu probleminde [0, L] aralifinda sonsuz kuyu

potansiyeli icin sinir kogullarini da saglayan bir normalize dalga fonksiyonu;
y(x) = \/?X(X —L) (6.0.1)
esitligi ile ifade edilebilmektedir.
Burada enerjinin beklenen degeri;
(E) =

seklinde ¢ikmaktadir [2].

_25n

= (E)? = >0 (6.0.2)

mL?

Bu noktada (E?) incelenirse Hilbert uzayindaki “y(x)” denklem (6.0.1) ile

tanimlandiginda;
(E?) = (y(x) [H?y(x)) =0
cikar ¢iinkii A2 dordiincii dereceden tiirev icermektedir.

Oyleyse AE = +/(E?) — (E)2 kompleks say1 verir ki bu ise fiziksel bir nicelik olan

“AE” nin kompleks ¢iktig1 anlamina gelir. O zaman burada bir problem vardir.

Ancak “y(x)” yeniden ® uzayi icerisinde yer alacak sekilde;

2
;an \/; sin”Lﬂ (6.0.3)
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€6 109

tanimlanirsa bu problem ortadan kalkar cilinkii “sin” fonksiyonu burada

tirevlenerek sifir vermez.

Oyleyse bu tip biiyiik fiziksel ikilemler iceren bir durum dahi iiclii uzay yapisina

gecildiginde kolaylikla ortadan kalkabilmektedir.

Calismanin devaminda ise yine kuantum mekaniginin standart formulasyonunda
karsili§1 olmayan eksponansiyel zaman evrimi gerektiren bozunma siireclerinin

caligilmas1 amaglanmaktadir.
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