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TESEKKUR

Uzun bir siirecin sonunda yiiksek lisans tezimi nihayet tamamlamis bulunmaktayim. Bu
stirece katki saglayanlar arasinda ilk olarak, daima yanimda varligim hissettigim, bana yon
gosteren, destek ve emeklerini esirgemeyen gerek bir abi gerekse bir baba gibi olan danisman
hocam Dr. Ogr. Uyesi Okan ARSLAN’a sonsuz tesekkiirlerimi iletiyorum. Son olarak,
daima yanimda olan, dualarini hep iizerimde hissettigim canim annem Songiil DUZKAYA’ya

zor zamanlarimda bana olan destegi icin minnettarligimi ve tesekkiirlerimi sunarim.
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OZET

GAMMA HALKALARIN YARI ASALLIGININ KAYNAGI

Diizkaya N., Aydin Adnan Menderes Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik

Anabilimdali, Yiiksek Lisans Tezi, Aydin, 2022.

Bu tezin amaci, halkadaki yar1 asallik kaynagi tanimindan yararlanarak gamma
halkalarin yar1 asallik kaynagini tanimlamak ve bu tanimla birlikte gamma halkanin yapisi ile
ilgili bilgiler elde etmektir. Bunun i¢cin gamma halkalarda yar1 asallik kaynagi tanimlanmig

ve gamma halkalarda yeni 6zellikler elde edilmistir.

Bu calisma genel olarak dort boliimden olusmaktadir. Ik boliimde gamma halkalar ile
ilgili literatiirde yer alan bazi ¢aligmalar hakkinda bilgiler verilmistir. Ayrica bu boliimde,

yar1 asallik kaynagi kavramu ile ilgili yapilan calismalar 6zetlenmistir.

Ikinci boliimde, gamma halkalardaki temel kavramlar tammlanmstir ve tezde elde

edilen yeni ozelliklerin ispatlanmasinda gerekli olan bazi 6zellikler verilmistir.

Uciincii boliim iki alt bashik ile sunulmustur. Ik kistmda bir gamma halkada
yari-asallik kaynagi olarak adlandirilan ve Sy ile gosterilen kiime tanimlanmis ve bununla
ilgili ozellikler verilmistir. Ikinci kisimda ise |Sy|-indirgenmis gamma halka, |S)/|-gamma
bolge, |Sy|-bolimlii gamma halka olarak isimlendirilen yeni yapilar verilmis ve bu yapilarla

ilgili yeni 6zellikler ispatlanmistir.

Dordiincii boliimde, elde edilen sonuglar 6zetlenmis ve konunun gelistirilmesine

yonelik bazi tahminlerde bulunulmusgtur.
Anahtar kelimeler: Yar asal ideal, |Sy|-indirgenmig gamma halka, |Sy/|-gamma bdlge,

|Sp|-boliimlii gamma halka.



ABSTRACT

THE SOURCE OF SEMI-PRIMENESS OF GAMMA RINGS

Diizkaya N., Aydin Adnan Menderes University, Graduate School of Natural and
Applied Sciences, Department of Mathematics, Master Thesis, Aydin, 2022.

The aim of this thesis is to define the source of semi-primeness of gamma rings by
using the definition of source of semi-primeness in the ring and to obtain information about
the structure of the gamma ring with this definition. For this reason, we defined the notion of

source of semi-primeness in gamma rings and obtained new properties in gamma rings.

This study generally consists of four parts. In the first chapter, some information about
gamma rings in the literature is given. In addition, in this section, the studies on the notion of

source of semi-primeness are summarized.

In the second chapter, the basic notions in gamma rings are defined and some properties

required to prove the new properties obtained in the thesis are given.

The third chapter is presented with two subtitles. In the first part, the set denoted Sy,
which is called the source of semi-primeness in a gamma ring, is defined and its related
properties are given. In the second part, new notions called |Sys|-reduced gamma ring,
|Sp|-gamma domain and |Sy|-division gamma ring are given and new properties related to

these structures are proved.

In the fourth chapter, the results obtained are summarized and some conjectures are

made for the development of the subject.

Keywords: Semi-prime ideal, |S)y/|-reduced gamma ring,

Sy |-gamma domain, |Sy,|-division

gamma ring.
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1. GIRIS

Cebirsel yapilar tizerinde ¢alisilirken ilgili yapinin 6zellikleri hakkinda daha fazla bilgi
sahibi olmak istenir. Bir cebirsel yap1 olarak gamma halka kavrami ilk olarak Nobusawa
tarafindan verilmistir(Nobusawa, 1964). Nobusawa ¢alismasinda, A ve B toplamsal degismeli
gruplari icin Hom(A, B) ve Hom(B,A) nin altgruplari I" ve M olmak iizere M x I x M den M
ye ve I' x M x I" dan I ya ii¢lii carpimlart model olarak almistir. Nobusawa, gamma halka
tanimin1 verdigi bu calismasinda ayrica basit halkalar tizerindeki Wedderburn teoremi gamma
halkalar {izerine genellestirmistir. Daha sonraki yillarda Barnes, Nobusawa’nin verdigi
kosullar1 zayiflatmis ve yeni bir gamma halka tanimi vermistir (Barnes, 1966). Barnes’in
bu calismasindan sonra gamma halka iizerinde yapilan calismalar hiz kazanarak bir ¢ok
matematik¢i bu kavramin yapisi lizerinde sonuglar elde etmistir. Kyuno, gamma halkalarla
ilgili bilgileri topladig1 kitabinda, literatiirde yer alan gamma halka tanimlarin1 bir araya
getirerek Nobusawa ve Barnes gamma halkalar ile zayif Nobusawa ve kuvvetli Nobusawa

gamma halka kavramlarini vermistir (Kyuno, 1991).

Sag ve sol idealleri lizerinde azalan zincir sartin1 saglayan basit bir M, I'-halkasi i¢in
M ve T" bir bolimlii halka iizerinde sirasiyla n x m ve m X n tipinden toplamsal matris
gruplarma esit oldugunu gostermistir (Nobusawa, 1964). Barnes, gamma halkalarda asal
ideali ve m-sistemi tanimlamis ve M, I'-halkasinin bir A idealinin asal radikalinin M nin A
y1 kapsayan tiim asal ideallerinin arakesiti oldugunu ispatlamistir (Barnes, 1966). Kyuno,
gamma halkalarda asal ve yar asal idealler iizerine calisarak bazi sonuglar elde etmisgtir

(Kyuno, 1978).

Gamma halkalarin yar1 asallik kaynagi iizerine literatiirde ¢alisma bulunmamaktadir.
Fakat farkli cebirsel yap1 iizerinde yapilan ¢alismalar vardir. 11k olarak, halkada yar1 asallik
kaynag1 2017 yilinda Camci tarafindan doktara tezinde tanimlanmistir (Camci, 2017). Daha
sonra Aydin, Demir ve Camci bu tezdeki sonuclar1 genisleterek halkalarda yar1 asallifin
kaynagi ile ilgili olarak literatiire katkida bulunmuglardir (Aydin vd., 2018). Sonraki yillarda
yar1 asalligin kaynadi kavrami yarnigruplar icin calisilmis ve bu yapida bazi 6zelliklerin
saglandig1 gosterilmistir (Mekera, 2022). Bu ¢alismada yar1 asallifin kaynagi kavramu ile
ilgili caligmalar incelenmis ve gamma halkalarda benzer 6zellikler aragtirllmistir. Bu amacla,

gamma halkalarda yar1 asallifin kaynagi tanimlanmis ve bu tanim yardimiyla gamma halka



teorisindeki indirgenmis gamma halka, gamma bolge ve boliimlii gamma halka kavramlarinin
genellemesi olan yeni bagka tanimlar verilmistir. Ayrica bu ¢alismada, verilen yeni tanimlar

arasindaki iligkiler aragtirtlmigtir.



2. TEMEL BIiLGILER

Bu béliimde, tez olusturulurken kullanilan temel tanim ve teoremler verilmistir. Ayrica
literatiirde yer almayan ancak bu calisma i¢inde kullanilacak bazi temel ozellikler de bu

boliimde kanitlanmustir.

Tammm 2.1. (Kyuno, 1991) M ile T" birer toplamsal degismeli grup olsun. Buna gore
(x,a,y) — xay olarak tamimlanan M x I x M — M fonksiyonu her x,y,z € M ve o, € T
i¢in,

(i) (x+y)oaz=xaz+yaz, x(a+B)z=xaz+xBz, xa(y+z)=xay+xoz

(i) (xory)Bz=xa(yBz)

oluyorsa M ye Barnes I'-halka denir. Ayrica, M bir I'-halka olmak iizere (c,x,3) — oxf3

olarak tanimlanan I' x M x I — T" fonksiyonu her x,y,z € M ve o, 3 € I i¢in,

(iii) (xory)Bz=x(oyB)z

olursa M ye zayif Nobusawa I'-halka denir. Ayrica,

(iv) Herhangi bir o € T verildiginde her x,y € M i¢in xoy = 0 oldugunda ¢ =0

kosulu da saglaniyorsa M zayif Nobusawa I'-halkasina Nobusawa I'-halka denir. Ustelik,
(v) Herhangi bir m € M verildiginde her o, 8 € I' i¢cin amf3 = 0 oldugunda m =0

kosulu da saglanirsa M Nobusawa I"-halkasina giiclii Nobusawa ["-halka denir.

Tez boyunca aksinden belirtilmedik¢e gamma halka kavrami kullanildiginda Barnes

gamma halkas1 anlagilacaktir.

Ornek 2.2. U ile V, F cismi iizerinde birer vektor uzay1 olsun. Eger,
M=L(U,V)={f]|f:U —V lineer doniigiim}

ve
I'=L(V,U)={f|f:V — U lineer doniisiim}

1se bu durumda M Nobusawa anlaminda I"-halkadir.

Ornek 2.3. R bir halka, I kiimesi R nin bir ideali, R, kiimesi R iizerinde tiim n X n matrislerin

kiimesi ve R de birimli bir halka olsun. Bu durumda,



(i) Z tamsayilarin toplamsal grubu olmak iizere R Barnes anlaminda Z-halka olur.
(ii) R, Barnes anlaminda R-halka olur.
(iii) 7/ Barnes anlaminda R-halka olur.

(iv) R; Nobusawa anlaminda R;-halka olur.

Ornek 2.4. R herhangi bir halka ve Z tamsayilarin toplamsal grubu olsun. R’ = R x Z kiimesi,
(r,n)+ (s,m) = (r+s,n+m) ve (r,n).(s,m) = (rs+mr+ns,nm)
ikili iglemleri ile bir halka olur. Buna gore, R" Nobusawa anlaminda R-halkadir.

Tanmm 2.5. (Kyuno, 1991) M bir I'-halka olsun ve M nin bir toplamsal A alt grubu verilsin.

(i) Hera€ A, B € T'vem € M icin mBa € A ise A ya M I'-halkasinin bir sol ideali denir.
(ii) Hera € A, B €T ve m € M igin afim € A ise A ya M T'-halkasinin bir sag ideali denir.
(iii) A, M T-halkasinin sag ve sol ideali ise bu durumda A ya M T"-halkasinin iki yanh ideali

(veya kisaca ideali) denir ve U < M ile gosterilir.

Tanmm 2.6. U ile V, bir M I halkasinin sol (sag veya iki yanl) idealleri ise U +V =
{u+v|ueU,veV} kilmesi de M nin sol (sag veya iki yanl) idealidir. Bu ideale U ile
V ideallerinin toplamm denir. Ayrica U, M nin bir sag ideali; V , M nin bir sol ideali ve S de

M nin bostan farkli bir alt kiimesi olmak iizere,

n
SFU:{ZSkOtkuk ‘ SkES,OCkEF,ukEU,I’lEN}
k=1

kiimesi M nin bir sag ideali; VI'S, M nin bir sol ideali ve VI'U da M nin bir ideali olur. M nin
sonlu (veya sonsuz) sayida sol (sag veya iki yanli) ideallerinin arakesiti de M nin bir sol (sag

veya iki yanl) idealidir.

Tanmm 2.7. M bir I'-halka olmak iizere a € M olsun. M nin a elemanin igeren biitiin
ideallerinin arakesitine M nin « tarafindan iretilen esas ideali denir ve bu ideal (a) ile

gosterilir.

Onerme 2.8. (Barnes, 1966)M bir I'-halka ve a € M olsun. Bu durumda,

(a) ={ Z na+xoaa+aPy—+uyadv | x,yu,veM, a,B,y,6 €T, n€Z}

sonlu

olur.



Tanim 2.9. S bir yarigrup ve I, onun bostan farkli bir alt kiimesi olsun. IS C I ise I ya S
yarigrubunun sag ideali, S/ C [ ise / ya S yarigrubunun sol ideali denir. / hem sol hem sag

ideal ise I ya S yarigrubunun bir ideali denir.

Tanim 2.10. M bir I'-halka ve A, M nin alt kiimesi olsun. Buna gore her a € A, €T ve

m € M icin aocm € A ve mowa € A oluyorsa A kiimesine yar: grup ideal denir. Gercekten de,
x 0

M = { [g Z g} |a,b e R} ve ' = 0 y|:x,y€eR } olmak lizere M bir ["-halkadir.

0 a O

0
Bununla birlikte, A = {{0 “ 01 |a e R} kiimesi M nin bir alt kiimesidir. Buradan
0
0 a0 0

hareketle, her a = [O

|10 ayd O |0 ayd 0O
maa—{o ol 0] €A ve aam—[ y ]EA

bulunur. Dolayisiyla A kiimesi M nin bir yar1 grup idealidir.

Tamm 2.11. (Kyuno, 1991, 2.1.1 Definitions) M bir I'-halka ve P, M nin bir ideali olsun.
M T'- halkasinin herhangi iki A ve B ideali icin AI'B C P olmas1 A C P veya B C P olmasim

gerektiriyorsa P idealine asal ideal denir.

Tanim 2.12. (Kyuno, 1991, 2.1.1 Definitions) M bir ['-halka ve Q, M nin bir ideali olsun. M
I'- halkasinin herhangi bir A ideali icin AI'A C Q iken A C Q oluyorsa Q idealine yari-asal

ideal denir.

Onerme 2.13. (Kyuno, 1991) M bir I'-halka ve P, M nin bir ideali olsun. Buna gore asagidaki
ifadeler denktir.

i) P asal idealdir.

(

(ii) a,b € M i¢in al’'MTh C P iken a € P veya b € P olur.

(iii) 7 ve J , M I'- halkasinin sag idealleri i¢in IT'J C P iken I C P veyaJ C P olur .
(

iv) U ve V , M I'- halkasinin sol idealleri icin UT'V C P iken U C P veya V C P olur.
Teorem 2.14. (Kyuno, 1991) M bir I'-halka olsun. Buna gore asagidaki ifadeler denktir.

(i) M yar1 asal I'-halkadr.
(ii) ae M ve al'MT'a= (0) ikena=0.
(iii) (a), M T'-halkasinin bir esas ideali olmak iizere (a)I'(a) = (0) iken a = 0 olur.



(iv) U, M T'- halkasinin sag ideali i¢in UTU = (0) iken U = (0) olur.
(v) V, M T- halkasinin sol ideali i¢in VI'V = (0) iken V = (0) olur.
(vi) P(M), M T"-halkasinin asal radikali sifirdir.

(vii) M sifirdan farkli giiclii nilpotent idealler icerir.

(

viii) M nin biitiin gii¢lii nilpotent ideallerinin toplami S(M) sifirdir.

Tamm 2.15. (Kyuno, 1978) Bir M I'-halkasinin sifir ideali asal ideal ise M ye asal I'-halka
denir. Benzer sekilde M I'-halkasinin sifir ideali yar1 asal ideal ise M ye yar1 asal ['-halka

denir.

Sonu¢ 2.16. (Kyuno, 1991, 2.1.7 Corollary) M bir I'-halka olsun. Eger a,b € M i¢in
al'MT'b = (0) iken a = 0 veya b = 0 oluyorsa M ye asal ['-halka denir. Benzer gekilde
al’'MT'a = (0) iken a = 0 oluyorsa M ye yar1 asal I"-halka denir.

Tanimm 2.17. (Kyuno, 1991, p. 3.1.1) M bir I'-halka ve S, M nin bir alt kiimesi olsun. Eger
S # 0 veyaa,b € Sigin (a)['(b) NS # 0 ise S alt kiimesine m-sistem denir.

Tamm 2.18. (Kyuno, 1991) M bir I'-halka olsun. M I'-halkasinin asal radikali,
{m €M | meS olacak sekilde her S m— sistemi 0 elemanini igerir}

kiimesi olarak tanimlanir ve P(M) ile gosterilir.

Sonuc¢ 2.19. (Kyuno, 1991) Eger P asal ideal ise o zaman bir minimal asal ideal P tarafindan

kapsanr.

Teorem 2.20. (Kyuno, 1991) M bir I'-halka olsun. M nin asal radikali P(M ), M T'-halkasinin

minimal asal ideallerinin kesisimidir.

Teorem 2.21. (Kyuno, 1991, 3.1.7 Theorem) M bir I'-halka olsun. M nin asal radikali P(M),

M T'-halkasimin biitiin asal ideallerinin kesisimidir.

Teorem 2.22. (Kyuno, 1975)M bir I'-halka olsun. M nin asal radikali P(M), M T'-halkasinin

biitiin yart asal ideallerini iceren bir yart asal idealdir.

Tamm 2.23. (Luh, 1969) My, I'1-halka ve M;, I';-halka olsun. Buna gore,

(i) f, My den M, ye bir grup homomorfizmasi

(ii) ¢, '} den I'; ye bir grup homomorfizmasi



(iii) Her x,y € M; ve a € T’y igin f(xay) = f(x)¢ () f(D)

ozelliklerini saglayan (¢, f) sirali ikilisine I'-homomorfizma denir.

Onerme 2.24. (¢,f) swali ikilisi (I'|,M;)p halkasindan (I,M>)z halkasina bir
I'-homomorfizma olsun. O zaman (¢(I'y), f(M))g bir gamma halkadur.

Ispat. (¢, f) sral ikilisi (I'j,M;)p halkasindan (I'y,M;)p halkasina bir I'-homomorfizma
olsun. Buna gore f(M1)x¢()x f(Mi)—f(My), (f(a),¢(@), f(b)) — f(a)9(a)f(D) ile

tanimlanan iglem kapalidir. Her a,b,c € M| ve a,B € I'y i¢in f grup homomorfizmasi ve

(I'y, M) p halka oldugundan

[f(@)+ f(B)] (@) f(c) = fla+b)¢(a)f(c) = f ((a+D)ac) = f(a)¢(a) f(c) +f(b)¢ () f(c)

esitligi saglanir. Benzer sekilde,

f(a)[¢(e) +9(B)]f(b) = f(a)p(a)f (D) + f(a)¢(B)f (D)

ve

fla)¢()[f(b) +f(c)] = fla)p(a)f(b) + f(a)¢(@)f(c)
esitliklikleri saglanir. Dolayisiyla Tanim 2.23 ile (i) sikki ispatlanmig olur. Bununla birlikte,
Tamim 2.23 (ii) sikkr gerei (f(a)¢ () (b)) 9(B)f(c) = f(a)9(a) (f(b)@(B)f(c)) esitligi
saglandigindan (¢ (I'y), f(M;))z gamma halka olur.
Tamim 2.25. (Rahman ve Paul, 2014) M bir I'-halka ve x € M olsun. Eger 2x =0 iken x =0

oluyorsa M I'-halkasina 2 — torsion free denir.

Tanim 2.26. M bir I'-halka olmak iizere her x € M elemani i¢in nx = 0y esitligini saglayan

en kiigiik pozitif n tamsayisina M nin karakteristigi denir ve charM = n ile gosterilir.
Tamm 2.27. (Kyuno, 1991) M bir I'-halka olsun. Her x € M icin,
x0e =edx =x

olacak sekilde 8 € I ve e € M varsa (0, e) ¢iftine M, I'-halkasinin giiclii birimi denir. Gamma

halkalarda birim eleman tek olmayabilir. Ger¢ekten de, M = { [Ccl Z i] |a,b,c,d € R} bir
I' = M3.7 (R) halka olmak iizere

1 0

10

1 01 1ol
01,{ } ve 01,[2 }
0 ol 010 1 ol L0 10

ciftleri birer gii¢lii birimdir.



Tamm 2.28. (Kyuno, 1991) M bir I'-halka olsun. Eger her a,b € M ve y € I" icin ayb = bya

esitligi saglamyorsa (I', M)p gamma halkasi1 degismelidir denir.

Tamim 2.29. (Luh, 1969) M bir I'-halka ve a € M olsun. Buna goére (al')"a = (0) olacak
sekilde Oyle bir n pozitif tamsayis1 varsa a elemanina M I'-halkasinin bir giiclii nilpotent

elemani denir.

Tamim 2.30. (Selvaraj ve Petchimuthu, 2008) M bir I'-halka olsun. Eger M I'-halkasi sifirdan

farkl giiclii nilpotent eleman icermiyorsa M I'-halkasina indirgenmis gamma halka denir.

Tamim 2.31. (Rao ve Venkateswarlu, 2018) M bir I'-halka ve a # 0 olsun.

(i) Eger saa = 0 olacak sekilde Gyle bir sifirdan farkli s € M , o € T varsa a elemanina sag
sifir bolen denir.
(ii) Eger aft = 0 olacak sekilde dyle bir sifirdan farkliz € M , B € T varsa a elemanina sol
sifir bolen denir.
(iii) Eger bir a € M elemani hem sag sifir bolen hem de sol sifir bolen ise a elemanina sifir

bolen denir.

a 0 b

Gergekten de, M = { [O c 0

0 0
}|a,b,c€R} ve I' = 0 x|:xeR } olmak iizere M
x 0

0 0
bir I'-halkadir. Buradan hareketle, m = 100 SN = 101 EMveB=1|0 1| €
010 0 0O 1 0

10000 I 01, |0 00
0 00

01001 0 00

Talinirsa mPBn = {
1 0

} bulunur.

Tamm 2.32. M bir I'-halka olsun. Eger M I'-halkasi sifir bolen eleman icermiyorsa gamma
halkasina gamma bolge denir. Eger M gamma bdlgesi birimli ve degismeli ise bu durumda

M ye gamma tamlik bolgesi denir.

Tanim 2.33. (Kyuno, 1991) Bir M bir I'-halkas1 (8,e) giiglii birime sahip olsun. Sifirdan
farkli her a € M igin adb = bda = e olacak sekilde bir b € M varsa (I', M) gamma halkasina

boliimlii gamma halka denir. Degismeli boliimlii gamma halkasina da gamma cisim denir.

Onerme 2.34. M; T-halka ve M, T-halka olsun. O zaman M; x M», T x T bir gamma
halkadr.

Ispat. M| I'-halka ve M, T-halka olsun. (M; x My)x (T x T')x (My x Mp)— (M x M),
((a,b),(a,B),(c,d)) — (aoc,bBd) ile tanimlanan islem kapalidir. Tanim 2.1 geregince her
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a,c,e € My, b,d,f € M, ve her o, 3,7,0 € I i¢in,

[(avb) + (C’d)] ((X,ﬁ)(e,f) = ((a—l-C)OCe, (b+d)ﬁf) = (a,b),(a,ﬂ),(e,f)+(c,a’)(oc,ﬁ)(e,f)

esitligi saglanir. Benzer sekilde ispat adimlart kullanirsa,

(a,0) [(a, B) + (1, 0)] (¢,d) = (a,b), (e, B), (¢c,d) + (a,b)(7,0)(c,d)

(a,0)(a, B)[(c,d) + (e, /)] = (a,b), (e, B), (e, ) + (a;b) (e, B) (e, f)

esitlikleri saglanir. Buradan hareketle, Tanim 2.1 (i) sikki esitlidi ispatlanmig
olur.  Son olarak, Tamm 2.1 (ii) sikki geregince ((a,b)(ct,fB)(c,d))(v,0)(e,f) =
(a,b),(a,B),((c,d)(y,0)(d,f)) esitligi ile birlikte M| x M, , T x T bir gamma halka olur.



3. GAMMA HALKALARIN YARI ASALLIGININ KAYNAGI

Bu boliim iki kisimdan olusmaktadir. Ilk kistmda, gamma halkalarda yari asalligin
kayna@1 tanimlanarak elde edilen 6zellikler verilmistir. Bununla birlikte gamma halkalarda
yart asallifinin kaynagi ile gamma halkadaki ideal, asal radikal ve homomorfizma kavramlari
arasindaki iligkiler incelenerek elde edilen calismalar verilmistir. Ikinci kisimda ise, bu
tanim yardimiyla gamma halka teorisindeki indirgenmis gamma halka, gamma bolge ve
boliimlii gamma halka kavramlarinin birer genellemesi olan |Sy|-indirgenmis gamma halka,
|Sp|-gamma bolge ve |Sys|-bolimli gamma halka tanimlart verilmistir. Ayrica bu boliimde,
verilen yeni tanimlar arasindaki iligkiler incelenmistir. Bunlara ek olarak, gamma halkalarda
yar1 asalliginin kaynagi ile gamma halkanin karakteristigi arasindaki iliski incelenerek elde

edilen ¢alismalar verilmistir.

3.1. Yar1 Asalhgi Kaynag Kiimesinin Tanim ve Temel Ozellikleri

Tanmm 3.1. M bir I'-halka ve A, M kiimesinin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Buna gore,
Su(A)={aeM | al ATa= (0)}

kiimesine M I'-halkasinin A alt kiimesinin yar1 asalliginin kaynagi denir. Eger A = M ise
Su(M)={a€M | al'MT'a = (0)} olup bu kiimeye M I'-halkasinin yar1 asalliginin kaynagi

denir ve kisaca Sy, ile gosterilir.

Tanim 3.1 goz Oniine alinirsa Sy; kiimesi her zaman bog kiimeden farklidir. Ciinkii, M

nin sifir elemani agikca Sy, kiimesindedir.

Lemma 3.2. M bir I'-halka olsun.

(i) Sy = (0) ise M yari asal I'-halka olur.

(ii) Syy = M ise her a,b,c € M ve a,3 € T icin aabBc+ cabBa = 0 olur.

Ispat. (i) M bir I'-halka ve S; = (0) olsun. Buna gore her a € M icin al'MTa = (0) olmas1

ancak a = 0 iken miimkiindiir. M yar1 asal I'-halka olur.

(if) M bir I'-halka ve Syy = M olsun. Budurumda hera,b € M ve a, B € T'i¢in aobfa =

0 yazilir. Bununla birlikte a elemani yerine (a+ ¢) yazilirsa (a+c)abf (a+c¢) = 0 elde edilir.
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M bir I'-halka oldugundan
aobBa+aabBc+cabBa+cabfc=0
bulunur. Buradan hareketle Tanim 3.1 geregi
aobBc+cobBa=0 (3.1.1)

esitligi saglanir.

Lemma 3.2 nin (ii) sikkinda yer alan ifadenin karsiti, M I'-halkasi 2-torsion free
oldugunda gecerlidir. Gergekten de, her a,b € M ve o, € I i¢in aabBa + aabBa =0
oldugundan 2aabfa = 0 elde edilir. Buna gore hipotez geregi M I'-halkasi 2-torsion free
oldugundan aabBa = 0 bulunur. Dolayisiyla a € Sy; olur. Boylece M C Sy, dir. Bununla
birlikte Spr C M oldugundan Sy = M esitligi elde edilir. Bununla birlikte, 2-torsion free olma

kosulu kaldirilamazdir. Bu duruma 6rnek asagida gosterilmistir.
Ornek 3.3. M ={[2a b]:abeZs} vel = { {3(;] (X € Zlg} olsun. Buna gore M bir

: oz i} _ 0 0
I"-halkadir. Herhangi m = [261 b] r— [20 dq ,p= [2e ﬂ EMveo= {3)2] B= {3)7] el

icin manfBp + panfm = 0 elde edilir. Yar1 asalliginin kaynag1 incelenirse
Sy = {[267 (_)} IdEZlg}

bulunur. Herhangi bir x = [0 9] € M i¢in 2x= [0 0] oldugundan 2-torsion free degildir.
O halde 2-torsion free olma gart1 kaldirilamazdir. Aksi halde bu 6rnekte oldugu gibi Sy # M

olur.

Lemma 3.4. Bir M I'-halkasinin yart asalliginin kaynagi, nilpotentlik indeksi en fazla 3 olan

bir kiimedir.

Ispat. M bir I'-halka ve a € Sy; olsun. Bu durumda a € M icin al' MT'a = (0) olur. Dolay1siyla
alal'a = (0) bulunur. Buradan hareketle (aI')?a = (0) olacagindan M T'-halkasinin yart

asallifinin kaynaginin nilpotentlik indeksi en fazla 3 olur.

Lemma 3.5. M bir I'-halka ve A, M nin sifirdan farkly alt halkast ise Sy (A) NA = Su esitligi

saglanr.
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Ispat. M bir T'-halka ve herhangi bir a € Sy;(A) NA olsun. O halde a € Sy;(A) ve a € A olur.
Buradan al’AT'a = (0) ayn1 zamanda a € A oldugundan dolayisiyla a € S4 elde edilir. Tersine,
a € Sy olsun. O zaman a € A i¢in al’AT'a = (0) dir. A, M nin alt kiimesi oldugundan a € M
olur. Buradan hareketle al’AT'a = (0) ve a € M oldugundan a € Sy;(A) dir. Bununla birlikte
a € Aise a € Sy(A) NA bulunur. Dolayisiyla esitlik saglanir.

Onerme 3.6. M bir I'-halka ve A ile B onun bos olmayan iki alt kiimesi olsun. Bu durumda

A kiimesi B kiimesinin altkiimesi ise Syr(B) C Sy (A) olur.

Ispat. A kiimesi B kiimesinin alt kiimesi ve b € Sy(B) olsun. O zaman bI'AT's C bT'BI'bh =
(0) elde edilir. Buradan hareketle hTAT'b = (0) yazilir. Dolayisiyla b € Sy;(A) bulunur ve
SM(B) - SM(A) olur.

Onerme 3.7. M| bir T-halka ve M5 bir T-halka olsun. O zaman My x M, bir T x T halka
oldugu Onerme 2.24 de ispatlanmustir. Bu bilgiler isiginda A, M kiimesinin alt kiimesi ve B,

M, kiimesinin alt kiimesi olmak iizere Sy, xm, (A X B) = Sy, (A) X Sm, (B) esitligi saglanr.

Ispat. (I',M;)p, (I',M,)p bir gamma halka ve (a,b) € Sy, xum,(A x B) olsun. Tanim 3.1

geregince (a,b) € M| X M, i¢in
(a,b)(T x T)(A x B)(T'x T (a,5) = (0,0)
olur. Buna gére her (x,y) € Ax B ve (¢, f3),(7,0) € (I'xT') i¢in

(a7b)(a7ﬁ)(x7y)(% 6)(a>b) = (070)

yazihr.  Buradan hareketle, ilk olarak (aax,bBy)(y,0)(a,b) = (0,0) denklemi daha
sonrasinda ise tekrar ii¢lii carpim yapildiginda (aaxya,bBy6b) = (0,0) denklemi elde edilir.
Dolayisiylaherx € A,y € B,«,3,y,0 € I' ve a € M,b € M, igin

aoxya=0 ve bByOb=0

esitlikleri elde edilir. Eger a € M ve al’'AT'a = (0) ise a € Sy, (A) olur. Benzer sekilde, b € M,
ve bI'BI'b = (0) oldugundan b € Sy, (B) olur. Bununla birlikte, (a,b) € Sy, (A) X Sy, (B) elde
edilir. Tersine, benzer ispat adimlart ile ¢ift yonlii kapsama saglandigindan Sy, xum, (A X B) =

Sm, (A) X Sp, (B) esitligi saglanir.
Onerme 3.8. M bir T'- halka ve I , M nin bir ideali olsun. Buna gore,
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(i) Sy(I), M nin yart grup idealidir. Ozel olarak, Sy(I) kiimesi ¢arpma islemi altinda
kapalidrr.
(ii) Sm(D)TSy(I) = (0) ise Sy (I), M nin bir ideali olur.

Ispat. (i) Tanim 2.19 geregi her m € Sy (I), o € T’ ve x € M icin xaum € Sy (I) ve maoux € Spr(I)
oldugu gosterilmelidir. Buradan hareketle, m € Sy(I), oo € T ve x € M olsun. Bu durumda

mI'IT'm = (0) olacak sekilde m € M vardir. O halde
(xam)TIT (xoom) = (xoom)T(ITx)oom C xoaomI'Iaom = (0)

yazilir.  Dolayisiyla xom € Sy (I) elde edilir.  Benzer sekilde (mox)IT(mox) =
ma(x['NT(mox) € modT'max = (0) saglandigindan mox € Sy(I) elde edilir.  Boylece
Sy(I), M nin yar1 grup ideali olur. Bununla birlikte Sy;() kiimesinin ¢arpma islemi altinda

kapali oldugu acikca goriilmektedir.

(if) Varsayalim ki, Sps(1)I'Sys(I) = (0) olsun. Sy(7) kilmesinin M nin ideali olabilmesi
icin Sys(I) yar1 grup idealinin toplama islemi altinda kapali olmasi gerekir. Buradan hareketle

her x,y € Sy(I) i¢in (x+y) € Sp(I) olup olmadig: incelenirse,
(x4+y)TIT(x+y) =xLITx+xTITy + yUlTx + y['ITy
esitligi yazilir. Bu durumda hipotez geregi x,y € Sy/(I) oldugundan
xIITx +xU'ITy +y'llx 4+ yI'lly = xI'lTy + yI'lT'x

elde edilir. Bununla birlikte Sy;(1) yart grup ideal dolayisiyla ITx C Sy (1) ve xI'T C Sy(1)

oldugundan ve hipotez geregi
(x+y)TIT(x+y) = (0)

bulunur. Boylece Sy/(I) yart grup ideali toplama islemi altinda kapali oldugundan M nin

ideali olur.

Onerme 3.9. M bir I'- halka ve Q, M nin yari asal ideali olsun. O zaman Sy; C Q dir. Sonug

olarak,{ Q) }, caailesi ise Sy C () Qy, olur. Ozel olarak, Sy C P(M) dir.
AeA

Ispat. O, M nin yan asal ideali ve a € Sy olsun. Buna gore al'MT'a = (0) olacak sekilde
a € M vardir. Buradan hareketle al'MT'a = (0) C Q yazilir. Bununla birlikte Q, yar1 asal

ideal oldugundan a € Q elde edilir. Dolayisiyla Sy, C Q olur. Sonug olarak, Sy C Qy, Sy C
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Q>, ..., Sy C Qy oldugundan Sy; € () Q; elde edilir. Ozel olarak, P(M) asal radikali
AeA
Teorem 2.22 geregi M I'-halkasinin biitiin yar1 asal ideallerini igeren bir yar1 asal ideal

oldugundan Sy; C P(M) kapsamasi saglanir.

Onerme 3.10. (¢,f) swrah ikilisi (I'j,M;)p halkasindan (I,M,)p halkasina bir
I'-homomorfizmast olsun. O zaman f(Spy,) C S #(my) dir. Bununla birlikte f birebir ise egitlik

saglanr.

Ispat. (¢, f) sirali ikilisi (I'y, M,)p halkasindan (T, M>)p halkasina bir I'-homomorfizmasi

olsun. Onerme 2.24 e gore (¢(I'y), f(M;)) p bir gamma halka oldugundan

Sy = {f(a) € f(My) | f(a)9(T1)f(M1)¢(I')f(a) = (0)}

kiimesi yazilir. Varsayalim ki f(a) € f(Sp, ) olsun. Buradan a € Sy, olur. Dolayisiyla a € M,

icin al'yM T"1a = (0) elde edilir. Buradan hareketle (@, f) sirali ikilisi I'- homomorfizma ise

fla)o(Ly) f(My)o(T1)f(a) = f(al'1MT'1a)

esitligi saglanir. Buradan a € Sy, oldugundan

f(a)o(T1)f(M1)o(T1)f(a) = f(al'1MT1a) = £(0)

bulunur. Son olarak f nin grup homomorfizmasi oldugu goz 6niine alinirsa f(al' 1M T"1a) =
f(0) = Op, esitligi saglanir. Bu durumda f(a) € Sy, olur. Tersine, f birebir ve f(a) €
S¢(m,) olsun. Buna gore Sy, kiimesinin tammu geregi f(a)¢(I'y)f(M1)o(I'1)f(a) = (0)
olacak sekilde f(a) € f(M;) vardir. Benzer sekilde Tanim 2.31 geregi I'- homomofizma
oldugu kullanilirsa f(a)¢ (I'y) f(M1)¢(I'1) f(a) = f(al'1MT"1a) = f(0) yazilir. Son olarak,
f nin birebir olmasi nedeniyle aI"| M I"ja = (0) elde edilir. Dolayistyla a € Sy, olur. Boylece

diger yonden de kapsama saglandigindan esitlik elde edilir.

Lemma 3.11. M bir I'- halka ve a € Sy olsun. Eger al'M # (0) # MTa ise a sifir bolendir.

Sonug olarak, M ’nin sifir bolen olmayan elemanlart M — Sy kiimesi tarafindan kapsanr.

Ispat. M bir I'- halka ve a € Sy i¢in al'M # (0) # MTa olsun. Buradan hareketle aoth #
0 # cya olacak sekilde a,b,c € M ve o,y € I' vardir. Buna ek olarak a € Sy, oldugundan
al'MT'a = (0) olacak sekilde a € M vardir. Bu esitlikten yararlanarak

aoboaa=0 ve aycya=0
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esitlikleri yazilabilir. Dolayisiyla accbaca = 0 ve aah # 0 oldugundan a sag sifir bolen olur.
Benzer sekilde, aycya = 0 ve cya # 0 oldugundan a sol sifir bolen olur. Bununla birlikte a

sifir bolendir.

M de sifir bolen olmayan bir b eleman: alinsin. O halde bI'M # (0) # MT'b dir. Aksi
halde her m € M ve o € I"i¢in boem = 0 olurdu. Bu durumda b sifir bdlen oldugundan celigki
elde edilirdi. Buradan hareketle b € M — Sj; elde edlir. Ciinkii b € Sy ise bI'MT'b = (0) olacak
sekilde b € M vardir. Dolayisiyla c € M ve o € I' icin diizenlenirse bacob = 0 esitligi yazilir.
Fakat bI'M # (0) # MTb idi. Dolayisiyla b sag sifir bolen olurdu. Benzer sekilde d € M igin
bydyb = 0 oldugundan b sol sifir bdlen olur. Bununla birlikte, b sifir bolen olurdu. Bdylece
celigki elde edildiginden b € M — Sj; olmalidur.

3.2. |Sy|-Indirgenmis Gamma Halka, |Sy|-Gamma Bolge ve |Sy|-Boliimli Gamma

Halka
Tanim 3.12. M bir I'- halka ve Sj; # M olsun.

(i) M — Sy kiimesinin sifirdan farkli giiglii nilpotent elemani yoksa M ye |Sy|-indirgenmis
gamma halka denir.

(if) M — Sy kiimesi ne sag ne de sol sifir bolen igermiyorsa M ye |Sy|-gamma bolge denir.
(iii) Giglii birimli ve degismeli M, |Sy/|-gamma bolgeye |Sys|-gamma tamhik bolgesi denir.
(iv) M giiclii birimli ve M — Sys kiimesindeki her eleman tersinir ise M ye |Sy|-boliimlii
gamma halka denir.

(v) Degismeli M, |Sy|-bolimlii gamma halkaya |Sy|-gamma cisim denir.

Tanim 3.12 de Sy; # M alinmasinin gerekliligi agsagidaki ornekte gosterilmektedir.

(@]

a 0 a

0 b0

Ol =i

Ornek 3.13. M = { { } ca,be 4216} vel'= : x € Z1¢ ¢ olsun. Buna gore

=1
Ol =i

M bir I'-halkadir. Yar1 asalliginin kaynag incelenirse Sy; = M elde edilir. Buna gore Tanim
3.12 de belirtilen Sy; # M olma kosulu kaldirilirsa bu tanimda verilen kavramlar anlamsiz

olur.

a b 0

00
Ornek 3.14. M = { [a b 0] ra,b e Z} vel = 0 x| :x€&€Z ; olsun. Buna gore M
0 x

bir I'-halkadir. Yar1 asalliginin kaynagi incelenirse,

;33 o
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a b 0

dir. Buradan M — Sy = {[a b 0} ra,b e Zveb;«éO} elde edilir. Herhangi m =

00
a b 0 . bxa b*x 0 5
[ b 01 eEM—Sy ve o0 = 8 i € I' icin mam = [bxa b2y O] = Oy oldugundan

M — Sys kiimesinde giiclii nilpotent eleman olmadig1 agik¢a goriilmektedir. Dolayisiyla M,

|Sp|-indirgenmis gamma halka olur.

x 0
Ornek 3.15. M = { [Z 8 Z} ra,b e Z} vel = 0 x| :x€&Z ; olsun. Buna gére M
00

bir I'-halkadir. Yar1 asalliginin kaynag1 incelenirse,

{88 3oer)

a 0 b

olur. Buradan M — Sy = {[a 0 b} ta,b € Zvea 750} elde edilir. Herhangi m =

x 0
a 0 b c 0 d . axc 0 axd
[a 0 b} = [c 0 d} eEM—Sy ve oe = 8 g € I''i¢in man = lec 0 axd] # Op
oldugundan M — Sy, de sifir bolen eleman olmadig: acik¢a goriilmektedir. Dolayisiyla M,

|Sp|-gamma bolge olur.

a b
Ornek 3.16. M = 0 al:a,beZ ) vel = { [x 0 0} X € Z} olsun. Buna gore M
00
bir I'-halkadir. Yar1 asallifinin kaynagi incelenirse, Sy = (0) bulunur. Buradan M — Sy, =
a b 1 0 100
0 a|:a,beZvea#0 ; elde edilir. Egere= [0 1| € M ve y= el
010
00 00
alinirsa her m = lg Z} € M i¢in mye = m = eym esitligi saglanir. O halde M, I'-halkas1
a b c d « 0 0
giiclii birimlidir. Herhangim = |0 a|,n= |0 c¢| e M-Sy ve o = [O N O} €I icin
00 00
axc axd+ bxc
man= | 0 axc # 0y bulunur. Ciinkii M — Sy, kiimesinin tanim1 geregi a # 0 ve

0 0
¢ # 0 oldugundan her x € I" eleman1 i¢in ¢arpimlart axc # 0 olur. Dolayisiyla matrislerin

birlikte her m,n € M ve a € I' icin man = nom elde edilir. Dolayisiyla M de8ismeli

oldugundan Tanim 3.12 geregi M, |Sy/|-gamma tamlik bolgesi olur.

0 x
Ornek 3.17. M = 0 a0 a,beQ;p vel = x 0] :x€@Q jolsun. olsun. Buna
b 0 b 0 0

gore M bir I'-halkadir. Yar asallifinin kaynagi incelenirse, Sy = (0) elde edilir. Dolayisiyla
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0 a0 . 1010 B
M_SM_{L? 0 b}.a,bE@,a%Oveyab#O}olur. Egere—[1 0 I]EMVC}/—

0 1
1 0| €I alinirsa her m = {2 8 2} € M icin mye = m = e’ym esitligi saglanir. O halde
00
M, I'- halkas1 birimlidir. Ayrica her m € M — Sy i¢cin nym = e = myn olacak sekilde Oyle
~1
birn = {bol aO bol € M vardir. Buradan M gamma |Sj/|-boliimlii halka olur. Bununla

birlikte M de8ismeli oldugundan M ,

Sy | gamma cisim olur.

Orneklere ek olarak Tanim 3.12 icerisindeki tammlamalar ile gamma halka arasindaki
iligkiler incelenerek bazi 6zellikler ortaya ¢ikmistir. Bu 6zellikler bir araya getirilerek bir

sonraki lemmada ifade edilmistir.

Lemma 3.18. M bir I'- halka olsun.

(i) Herhangi bir M indirgenmis gamma halka (bolge, boliimlii halka) ayni zamanda bir M,

|Spm |-indirgenmis gamma halkadir (|Sy|-gamma bolge, |Sy|-boliimlii gamma halka).
(ii) M, |Sy|-gamma bolge ise M, |Sy|-indirgenmis gamma halkadir.

(iii) My,

Swm, |-gamma bélge ve My, |Sp, |-gamma bélge olsun. O zaman My ve My nin direkt

carpimi My X M,
(iv) M,

Sm, X Sm, |-indirgenmis gamma halka olur.

Sy |-indirgenmis gamma halkaswun asal radikali P(M) olsun. Buna gire P(M) asal

radikali, M, 1'- halkasinin her giiclii nilpotent elemanini icerir.

Ispat. (i) M indirgenmis gamma halka ise Tanim 2.30 geregi M nin giiclii nilpotent elemani
yoktur. Dolayisiyla M nin herhangi bir alt kiimesinde de giiclii nilpotent eleman olamaz.
Buna gore Tanim 3.12 geregi M, |Sys|-indirgenmis gamma halkadir. Benzer gekilde bu durum

M gamma bolge ve M boliimlii gamma halkasi i¢in de gecerlidir.

(if) M bir |Sys|-gamma bolge ve a € M — Sy giiglii nilpotent bir eleman olsun. Buna gore
(al')"a = (0) olacak sekilde bir n € Z" vardir. Bu 6zellikteki pozitif tamsayilarinin en kii¢iigii
n olsun. Buradan hareketle, (aI')"a = (aI')(al')"'a = (0) esitligi yazilir. Bununla birlikte
n en kiiciik oldugundan (aI')"~'a garpimu sifirdan farkli olmak zorundadir. Dolayisiyla a

sifir bolendir. Ancak a € M — Sy, ve M,

Sy |-gamma bolge oldugundan bu bir ¢eligkidir. Bu
nedenle, M — Sy; kiimesinde gii¢lii nilpotent eleman yoktur. O halde M, |Sy|- indirgenmig

gamma halka olur.

(iii) My, |Sm,|-gamma bolge ve My, |Sy,|-gamma bolge olsun. Varsayalm M; x

M,

Sm, X Swm,|-indirgenmig gamma halka degildir. Bu durumda (a,b) € (M) X M,) —
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(Sm, % Sm,) olacak sekilde giiclii nilpotent eleman vardir. O halde (a,b) & Sy, X Sum,
olur. Buradan hareketle a ¢ Sy, veya b ¢ Sy,elde edilir. Dolayisiyla a € M; — Sy, veya
b € M — Sy, yazilir. Hipotez ve Lemma 3.18 (ii) geregi a veya b giiclii nilpotent eleman
degildir. Buna gore (a,b) € (M; X M) — (Spm, X Sm,) gliglii nilpotent eleman degildir. Bu
ise bir celiskidir. Boylece, (M| x M) — (Sm, X Sm,) de giiclii nilpotent eleman var olamaz.

Dolayistyla M| X M>,

Sm, % Sum,|-indirgenmis gamma halka olur.

(iv) M, |Sp|-indirgenmis gamma halka ve a € M giiglii nilpotent eleman olsun. Bu

durumda Tanim 3.12 (i) sikk1 geregi a € Sy olur. Buna gore Onerme 3.9 geregi a € P(M)

bulunur. Bu durum M, |S)|-indirgenmis gamma halkasinin her giiclii nilpotent elemant i¢in

gecerli oldugundan P(M) asal radikali M I" halkasinin her gii¢lii nilpotent elemanini igerir.

Herhangi bir M, |Sy|-bolimli gamma halkast her zaman |Sy|-gamma bolge

olmayabilir. Bu duruma 6rnek asagida gosterilmistir.

Ornek 3.19. p herhangi bir asal say1 olmak iizere M = {[d c?] rac€ Zp} olsun ve I' =
{ B] ix € Z} olarak tanimlansin. Buna gore M bir I'-halkadir. Yar1 asallifinin kaynagi
incelenirse,
a 5|65y la a-[ew @n)-p 0

yazilir. [m Wl)y} = [(_) (_)] olmasi ancak a = 0 iken miimkiin oldugundan Sy, = [(_) (_)]
bulunur. Dolayisiyla Sy =M — Sy olur. Egere = [1 1] e M ve y=[1 0] € I' aliirsa her
m=|a a] €M i¢in mye =m = eym esitligi saglanr. O halde M I'- halkas1 gii¢lii birimlidir.
Ayrica her m = [c'l ci] € M — Sy icin myn = e = n’ym olacak sekilde dyle bir n = [15 13] eM
vardir. Bu nedenle M — Sy, kiimesi tersinir ve dolayisiyla M, |Sy|-boliimlii gamma halka olur.
Ancak f8 = [‘g] € Ii¢in mBn = [apb apb| = Oy oldugundan sifir bslen eleman bulunur.

Bu durumda, M bir |Sy|-boliimlii gamma halkadir fakat |S)/|-gamma bolge degildir.

Tanim 3.12 da verilen yapilar arasindaki iligkiler incelenirken M,

Sy|- gamma cisim
her zaman |Sy|- tamlik bolgesi olamayacagi elde edilmigsti. Bu duruma Ornek asagida

gosterilmisgtir.

a a 0

x 0
Ornek 3.20. M = {{O b b] ra,be Q} ve I' = 0 Of :x€Q@Q p olsun. Buna gore
0 x

M bir I'-halkadir. Yari asalliginin kaynagi incelenirse,Sy, = (0) elde edilir. Buradan M —

a a 0 . 110 _
SM—{[O b b}.a,be(@,a#Oveyab#O} bulunur. Egere—[O | 1:|EMVC’}/—
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1 0

0 Of eI'almirsaherm= [g Z g} € M icin mye = m = e’ym esitligi saglanir. O halde M,

01
I'- halkas1 birimlidir. Ayrica her m € M — Sy, i¢in n'yn = e = n’ym olacak sekilde dyle bir p =

-1 -1
[ao Z_l bgl} € M vardir. Bu nedenle M — Sy tersinir ve dolayisiyla M, |Sy|-bolimlii
gamma halka olur. Bununla birlikte M degismeli oldugundan M, |Sy/|-gamma cisim olur.
x 0
0 0O c ¢ 0 .. .

Fakat r = [0 b b] 8= [O 0 01 EM—Sy vea= 8 2 € I'i¢cin raes = 0 elde edilir.

Buradan hareketle M — Sy, de sifir bolen eleman bulunur. Buradan hareketle M, |S)/|-gamma
cisim fakat |Sy/|-gamma tamlik bolgesi degildir. Halkalarda olan bu 6zellilk gamma igin her

zaman saglanmaz.

Lemma 3.18 (ii) sikkindaki 6zelligin karsit1 olarak M, |Sy|-indirgenmis gamma halkasi
her zaman |S)/|-gamma bolge olmayabilir. Bu duruma 6rnek asagida gosterilmistir.

0 0

} :a,b,ceZ} ve ' = 0 x| :x€Z ) olsun. Buna gore
x 0

Buna gore M bir I'-halkadir. Yar1 asalliginin kaynagi incelenirse

w8 3ee3

a 0 b

Ornek 3.21. M = { [O ¢ 0

bulunur.  Buradan M — Sy = {{g (C) g} ra,b,c €7, b#Oveyac;éO} elde edilir.
00
. a 0 b .. bxa 0 b*x
Herhangi m = [0 c 0} eEM—Sy ve a = 2 g €I icin mom = [ 0 2 0} #

0 oldugundan M — Sj; kiimesinde giiclii nilpotent eleman olmadig1 acikga goriilmektedir.

o . 1 0 0f |30 4
Dolayisiyla M, |Sy|-indirgenmis gamma halka olur. Ancak [O ’ 0} , [O 0 O} eEM—Sy
00 00
1 00 304 0 00 .«
ve B = (l) (1) € T"alinirsa [0 ’ 0] (1) (1) [0 0 0] = [0 0 0] bulunur. Boylece M,

|Sp|-indirgenmis gamma halka olmasina ragmen |Sy|-gamma bolge degildir.

Onerme 3.22. M bir T-halka, M # Sy ve a € M olmak iizere asagidaki ifadeler denktir:

(i) M, |Sy|-indirgenmis gamma halkadur.
(i) al’'a C Syy ise a € Sy dir.

(iii) Her n € ZVigin (al')"a C Sy ise a € Sy dir.

Ispat. (i = ii) M, |Sy/|-indirgenmis gamma halka ve al'a C Sy olsun. Buna gore

(aTa)Tal'(al'a) = (0) olacak sekilde a € M vardir. Buradan hareketle (al')*a = (0) esitligi
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yazilir. Bu durumda a gii¢lii nilpotent eleman olur. O halde M, |S)/|-indirgenmis gamma
halka oldugundan a € S); olmalidir.

(ii = iii) Herhangi bir a € M i¢in al'a C Sy iken a € Sy ve (al')"a C Sy olacak sekildeki
en kiigiik pozitif tam say1 n olsun. Buna gére n < 2k < n+ 1 olacak sekilde bir k € Z*
vardir. O halde (ii) 6zelligi ile Onerme 3.8 gz dniine alinirsa (al')* ™ a C Sy olur ve boylece
(aF)k a C Sy elde edilir. Eger k = 1 ise (ii) 6zelliginden a € S); bulunur. Varsayalim ki k > 1
dir. Bu durumda k < n—k+ 1 < n oldugundan (aF)ka C Sy ifadesi n nin bu 6zellikteki en
kiigiik pozitif tam say1 olmasiyla ¢eligir. Dolayisiyla n pozitif tam sayis1 2 den biiyiik olamaz.
Boylece istenen sonug elde edilmis olur.

(iii = i) Her n € Z* igin (al')"a C Sy olsun. a € M giiclii nilpotent eleman ise (al')"a =
(0) olacak sekilde Syle bir n € ZT vardir. Buna gére 0 € Sy ve (al')"a = (0) oldugundan
(al")"a C Sy olur. O halde (iii) 6zelliginden (al')"a C Sy ise a € Sy elde edilir. Bu nedenle

hipotez geregi her giiclii nilpotent eleman Sy, kiimesinde olmaktadir. Bu durumda M — Sy,

kiimesinde gii¢lii nilpotent eleman yoktur. Dolayisiyla M, |Sy|-indirgenmis gamma halka

olur.

Lemma 3.23. M,

Swu|-indirgenmis gamma halka ise Sy = {a € M | (al')?a = (0)} esitligi

saglanr.

Ispat. M, |Sy|-indirgenmis gamma halka ve T = {a € M | (aI')?a = (0)} olsun. Oncelikle
gosterilmesi gereken Sy C T dir. Buna gore a € Sy ise al'MT'a = (0) olacak sekilde a € M
vardir. Buradan hareketle (aI')?a = (0) elde edilir. O halde a € T dolayisiyla Sy; C T oldugu
agik¢a goriilmektedir. Tersine a € T olsun. Bu durumda (aI')?a = (0) olacak sekilde a € M
vardir. Bununla birlikte a gii¢lii nilpotent eleman ve hipotez geregi M, |Sy|-indirgenmig

gamma halka oldugundan a € Sy, olur. Bu durumda Sy; C T ve T C Sy, ile esitlik saglanir.

Onerme 3.24. M,

Sy |-gamma bélge ve A, M nin sifirdan farkl bir alt halkast olsun. O

zaman Sy (A) = Sy esitligi saglamr. Bununla birlikte A, |S4|-gamma bolge olur:

Ispat. M, |Sy|-gamma bolge ve A, M nin sifirdan farkli alt halkast olsun. Onerme 3.6 geregi
A C M ise Syy(M) C Sp(A) oldugu ispatlanmigtir. O halde gosterilmesi gereken Sy, (A) C
Sy (M) dir. Buna gore varsayalim ki m ¢ Sy, olacak sekilde m € Sy;(A) olsun. Buradan
hareketle mI'”AI'm = (0) elde edilir. Bununla birlikte m ¢ Sy, ise m € M — Sy; olmalidir. O
halde M, |Sy/|-gamma bolge oldugundan m sifir bolen degildir. Buna gore m sifir bolen degil

ve mI'AT'm = (0) esitliginden mI'A = (0) = AI'm elde edilir. O zaman A = (0) oldugu agikca
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goriilmektedir. Fakat, hipotezde A # (0) idi. Dolayisiyla celiski elde edilir. Bu durumda
m € Sy olur. Buradan hareketle ¢ift yonlii kapsama oldugundan esitlik saglanir. Son olarak,
a € A sifir bolen eleman alinsin. Buradan hipotez geregi A C M ise a € M olur. Bununla
birlikte M, |Sy|-gamma bolge oldugundan a € Sy dir. O halde Sy(A) = Sy esitliginden
a € Sy(A) elde edilir. Boylece a € Sy(A) ve a € A ise a € Sy(A) NA olur. Lemma 3.5
geregi a € S4 elde edilir. A kiimesinden alinan herhangi bir sifir bolen eleman Sy kiimesinde

oldugundan A, |S4|-gamma bolge olur.

M, |Sy|-gamma bolge ise Sy(A) = Sy esitligi saglanmasina ragmen M,
|Sp|-indirgenmis gamma halka igin esitlik saglanmaz. Bu duruma ornek agagida
gosterilmisgtir.

a 0 ¢

Ornek 3.25. M = { [O b 0

x 0
]:a,b,céZ}veF: 0 x| :x€Z ) olsun. Buna gore M
00

bir I'- halkadir. Yar1 asalligin kaynagi incelenirse,

- {2 e

a 0 ¢

bulunur. Buradan M — Sy; = { [O b 0

} ta,b,c € Za+# 0veya b # 0} kiimesi elde edilir.

x 0 5
Herhangi m = a 0 c eEM—-Syvea= |0 x| eTiginmom= ax (2) axc #OM
0 b0 00 0 b»x 0

oldugundan M — §); ’de giiclii nilpotent eleman olmadig1 acikca goriilmektedir. Bu nedenle
M, |Spy|-indirgenmis gamma halka olur. M’ nin sifirdan farkli A = { [g 8 (C)} ra,c e Z}

alt kiimesi de bir I'- halkadir. A alt kiimesinin yar1 asallik kaynag1 incelenirse,

SM(A):{[g 2 g} :b,cEZ}

bulnur. Buradan hareketle yukaridaki 6nerme M, |Sy|- indirgenmis gamma halkasi igin ele

alinirsa Sy (A) # Sy oldugu gozlemlenir.

Onerme 3.26. M, |Sy|-indirgenmis gamma halka olsun. Bu durumda M nin sifirdan farkl

her A alt halkast |Ss|-indirgenmis gamma halkadir.

Ispat. Varsayalim ki M, |Sy|-indirgenmis gamma halka ve a € A giiclii nilpotent eleman
olsun. Buna gore A C M oldugundan a € M elde edilir. Hipotez geregi M, |Sy|-indirgenmis
gamma halka olmasi nedeniyle a € Sy olur. Onerme 3.6 geregi A C M ise Sy C Sy (A) dir.

Buradan hareketle a € Sy(A) oldugu agikca goriilmektedir. Bu durumda a € A ve a € Sy(A)
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ise Lemma 3.5 geregi a € S, elde edilir. Boylece, A kiimesinden alinan herhangi bir giiclii

nilpotent eleman S4 kiimesinde olmaktadir. O halde A, |S4|-indirgenmis gamma halka olur.

M, |Sy|-gamma bolge ise Onerme 3.24 geregi Sy(A) = Sy olmasina ragmen Sy (A)
kiimesi S4 kiimesine esit degildir. Bu duruma 6rnek asagida gosterilmistir.

0 0

} ta,b e Z} ve ' = 0 Of :x€Z ; olsun. olsun. Buna
X x

gore M bir I'- halkadir. Yar1 asalliginin kaynagi incelenirse,

a 00
([t 0 U.anes]

0 b
0 b

. a 0 b
Ornek 3.27. M = { L’ 0 b

dir. Buradan M — Sy, = { [Z } ca,beZveb# 0} kiimesi elde edilir. Herhangi m =

00
a 0 b c 0 d .. 2bxc 0 2bxd
[a 0 b}’n:[c 0 d} EM—Syveo= g ?C GFlglnmocn—bec 0 2bxd}7é0M
oldugundan M — Sy, ’de sifir bolen eleman olmadigindan M, |Sy|-gamma bolge olur. M nin
sifirdan farkli A = { [a 0 b} ta,b e Z} alt kiimesi de bir I'-halkadir. Onerme 3.26 geregi

000
Su(A) = Sy esitligi saglanir. A I'- halkasinin yari asalligimin kaynagi incelenirse,

si={[s o o|sacz]

elde edilir. Buradan hareketle A nin |S4|-gamma bolge oldugu agikca goriilmektedir.

Dolayisiyla Sy/(A) = Sy olmasina ragmen Sys(A) # Sy oldugu goriilmektedir.

Lemma 3.28. M,

Su|-gamma bélge ise M — Syy carpimsal kiimedir.

ispat. M,

Sy |-gamma bolge olsun. Her a,b € M — Sy; ve @ € Ticin aab € M — Sy sifir bolen
eleman alinsin. Buna gore (aab)yc = 0 olacak sekilde Gyle bir sifirdan farkli ¢ € M — Sy ve
y € T vardir. M bir I halka oldugundan (aab)yc = ao(byc) = 0 esitligi saglanir. Buradan
hareketle hipotez geregi a sifir bolen degil ve a, a sifirdan farkli oldugundan byc = 0O elde
edilir. Buna gore b sifir bolen olur. Benzer sekilde, cy(aab) = (cya)ab = 0 esitligi saglanir.
Bu durumda b sifir bolen olmadigindan cya = 0 bulunur. Dolayisiyla a sifir bolen olur. Her iki
durum i¢in de celiski elde edilir. Ciinkii hipotez gere8i a,b € M — Sy ve M, |Sy/|-gamma bolge
oldugundan sifir bolen degildir. Boylece aab sifir bolen degildir. Bununla birlikte Lemma
3.11 geregi aob sifir bolen degil ise aab € M — Sps olur. Bu durum gamma halkasinin her

elemani i¢cin miimkiin oldugundan M — Sy, carpimsal kiimedir.
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Teorem 3.29. M, sonlu |Sy|-gamma bolge ise o zaman M, |Sys|-boliimlii gamma halka olur.

Ispat. M, sonlu |Sy;|-gamma bdlge olsun. M nin |Sy,|-boliimlii gamma halka olabilmesi icin
M giiclii birimli ve M — Sy kiimesindeki biitiin elemanlarin tersinir olmasi1 gerekmektedir. Ilk
olarak M, I'-halkasimin giiglii birimli oldugunu ispatlayalim. M sonlu ise 7 = M — Sy, sonlu
bir kiime olur. Bu durumda 7' = {ay,a»,,,,a,} seklinde yazilir. Herhangi bir a € T eleman
alinsin. Lemma 3.28 gere8i T carpimsal kiime olur. Bununla birlikte a eleman1 ne sag ne de

sol sifir bolen oldugundan 7 kiimesi iizerinde
X—=Xxoa ve Xx+—raox

doniisiimleri tamimlanabilir. Bu doniisiimler sirasiyla f ve g olsun. Oncelikle f doniisiimiiniin
birebir oldugunu gosterelim. Her x,y € T i¢in f(x) = f(y) olsun. O zaman f doniisiimiiniin
tanim1 geredi aox = aay esitligi yazilir. Buradan hareketle aa(x — y) = 0 elde edilir. M,
|Sp|-gamma bolge ve a sifir bolen olmadigindan x = y esitligi saglanir. Boylece, f doniisiimii
birebirdir. Benzer sekilde g doniisiimii de birebir olur. 7 sonlu bir kiime oldugundan f ve g

doniistimleri ayn1 zamanda ortendir. O halde,
aya; =a=ajya

olacak sekilde 1 <i<nve 1l < j <nvardir. Budenklem sagdan ya ile carpildiginda aya;ya =
aya ve soldan ay ile ¢apildifinda aya;ya = aya esitlikleri elde edilir. Buradan hareketle
ayai'ya = ayajya esitligi yazilir. Béylece ay(a; —a;)ya = 0 elde edilir. Fakat a eleman sifir
bolen olmadigina gore

a;, —=da Jj
esitligi acikca goriilmektedir. Dolayisiyla
aya; =a=a;ya

esitligi bulunur. Herhangi bir b € T olsun. O halde a elemani i¢in uygulanan islemler b
elemanina uygulanirsa

byd; = ajyb
olacak sekilde dyle bir ¢} € T elemani vardir. Bu durumda,
(ayb)ya; = ay(bya;) = ayb
a;y(ayb) = (a;ya)yb = ayb
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esitlikleri bulunur. Dolayisiyla,

(ayb)ya; = ayb = a;y(ayb)

elde edilir. Bununla birlikte ayb € T oldugundan benzer islemler ile a} = g; oldugu agikca
goriilmektedir. Ozel olarak e = a; ve ¥ = & alimirsa (8,e), T yar1 grubunun garpimsal giiglii

birim elemani olarak rol oynadig1 agikca goriiliir. Buna ek olarak ede = e yazilabilir.

Keyfi bir x € M eleman1 alalim. Bu durumda x € T veya x € Sy, olur. Eger x € T ise
x8e = x = edx olur ve ispat biter. O halde x € Sy, olsun. Oncelikle e — eSx € T oldugunu
gosterelim. Varsayalim ki e — edx ¢ T olsun. Boylece e — eSx € Sy olur. Buradan hareketle

Sy kiimesi tanimindan (e — edx)I'MT (e —edx) = (0) yazilir. e € M ve 6 € I i¢in diizenlenirse
edede —edededx —edxdede + edxdededx =0
yazilir. Bununla birlikte e = ede esitliginden yararlanarak
e—edx—edxde+edxbedx =0
esitligi bulunur. Buna ek olarak x € Sj; oldugundan
e—edx—edxde =0

elde edilir. Bu denklemi sagdan dx ile carptigimizda edx —edxdx — edxdedx = 0 olur. Tekrar

x € Sy kullanilirsa edx — edxdx = 0 dolayisiyla
edx = edx0x

elde edilir. Buna gore edx = edxd0x = edx0x0x = 0 oldugu acgik¢a goriilmektedir. Bu
durumda edx — edxdx = 0 ve x € Sy oldugu kullanilarak e = ¢ — edx — edxdx = 0 bulunur.
Buise e € T olmasiyla ¢eligir. O zaman e — edx € Sy olamaz. Dolayisiyla e — edx € T olmak
zorundadir. Benzer sekilde e — xe € T oldugu goriiliir. Buna gore (8,e) elemam T yari

grubunun giiclii birimi oldugundan,
ed(e—edx) =e—edx ve (e —xd8e)de = e —xbe

esitlikleri elde edilir. Buradan hareketle edx = xde oldugu goriiliir. Sonug olarak, (xde —
x)8e = 0 olur. Ayrica, hipotez geregi M nin sonlu |Sy/|-gamma bolge olmasi ve e nin sag sifir

bolen olmadigi goz Oniine alinirsa xde = x bulunur. Dolayisiyla,
edx = x = x0e

24



elde edilir. Bu nedenle (8,e) eleman1 M nin giiclii birimi olur. Son olarak, f ve g
dontisiimlerinden yararlanarak adx = e = yda olacak sekilde dyle x,y € T elemanlari vardir.

Bu durumda 7 deki tiim elemanlar tersinirdir. Boylece M, |Sy|-boliimlii gamma halka olur.

Sonuc 3.30.

Ispat. M bir sonlu |Sy/|-gamma tamlik bolgesi olsun. Bu durumda, M giiglii birimli ve

degismeli sonlu bir

halka olacagindan buradan M, |Sys|-gamma cisim olur.

Sonug 3.30 geredi her sonlu |Sy|-gamma tamlik bolgesi bir |Sy/|-gamma cisimdir.

Ancak, M bir

ornek asagida gosterilmisgtir.

(@]

0 0 1 X,¥,2,t € Zo p olsun. Buna

9]

(")rnek3.31.M:{F b (—):|:d,B,E€Z2} vel =

N Ol =)
~ <

gore M bir I'- halkadir. Yar1 asalliginin kaynagi incelenirse,

bulunur. Buradan M — Sy, = { [ } b,e € Zy, a+#0veya ¢ # 0} elde edilir. Eger

100 10 abo
e= €Mvey= |0 1| T alimrsaherm= _ € M igin mye =m = eym
010 5 G 0 ¢ O
esitligi saglanir. O halde M I'- halkasi gii¢lii birimlidir. Ayrica her m € M — Sy igin myn =
e = n’ym olacak sekilde dyle bir n = g ]e? 8] € M vardir. Bu nedenle M — S tersinir

olur. Buna gére M, |Sy|-boliimlii gamma halka olur fakat M degismeli olmadigindan M,

|Sp|-gamma cisim degildir.

Teorem 3.32. M bir I'-halka ve (8,e),

ise p bir asal sayi olmak iizere M, T-halkasimin karakteristigi 0, p veya p* dir.

Ispat. Varsayalim ki charM = n > 1 olmak iizere p asali n tamsayisim1 bolsiin. Buna gore,
n = pk olacak sekilde 1 < k < n tamsayisi vardir. Bununla birlikte O = ne yazilir. Buna gore
M bir T halka ve (0,e) giiclii birimi oldugundan 0 = ne = nede elde edilir. Buna ek olarak
n yerine pk yazilirsa 0 = ne = (pk)eSe bulunur. Dolayisiyla 0 = (pe)d(ke) elde edilir. Bu
durumda (pe) sifir bolen olur. Hipotez geregi M bir |Sy/|-gamma bolge oldugundan pe € Sy

bulunur. Bu nedenle her m € M ve § € I i¢in (pe)dmd (pe) = 0 olur. Buradan hareketle her
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m € M igin p?>m = 0 bulunur. Boylece charM = n oldugu kullanilarak n, p? elemanini boler.

Fakat p, n elemanim boldiigiinden n € {p, p>}olur.

Teorem 3.33. M bir I'-halka ve (8,e), M nin giiclii birimi olsun. Eger M,

Sy |-indirgenmis
gamma halka ise o zaman M nin karakteristigi n olmak tizere kiipii n sayisint bolen bir asal

sayt yoktur.

Ispat. Varsayalim ki charM = n > 1 olmak iizere p asali n tamsayisini bolsiin. Buna gére, p
ile k aralarinda asal olmak iizere n = p'k olacak sekilde 7 > 1 ve 1 < k < n tamsayilar1 vardir.
Buna gore

((pk)e) = p'kl.e=k'p'ke=k"".(n.e)=0

bulunur. Boylece (pk).e € Sy elde edilir. Bu nedenle, her m € M igin,

(pk.e)dmd(pk.e) = p*k*m =0

elde edilir. Buradan hareketle charM = n olduguna gére n, p>k? elemanini béler. Bu durumda
n.s =p’k? olacak sekilde s > 1 tamsayis1 vardir. Dolayisiyla p’.k.s =p?k? yazilir. Kabul
edelim ki, # > 3 olsun. Son esitligin her iki tarafi pzk elemant ile béliiniirse k = p’ ~25 bulunur.
Bu ise p asalinin k£ elemanin1 bolmesi celiskisine ulastirir. Ciinkii p ile k aralarinda asal idi.

O zaman ¢ > 3 olamaz. Bdylece ispat tamamlanir.
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4. SONUC

Bu calismada gamma halka ele alinmistir. Birinci boliimde, ilk olarak tez boyunca
kullanilmig olan temel tanim ve teoremlerden bahsedilmistir. Tezin devaminda, (Aydin
vd., 2018) calismasinda halkalardaki yariasalligin kaynagi tanimi kullanilarak, herhangi
bir M, T-halkasi i¢in yari asalliin kaynagi Sy = {a €M | al'MT'a= (0)} seklinde
tanimlanmugtir ve buna iligkin bazi 6zellikler verilmistir. Daha sonra, M, |Sy|-indirgenmis
gamma halka, |Sy|-gamma bolge ve |Sy|-boliimli gamma halka olarak isimlendirilen
yeni yapilar tanimlanmig ve bu kavramlarin bazi 6zellikleri ile bu kavramlar arasindaki
iligkiler incelenmigtir. Caligmanin son kisminda, her sonlu M, |Sy/|-gamma bolgesinin bir
|Sp|-boliimlii gamma halka oldugu ve |Sy/|-gamma bolgeler ile |Sy|-indirgenmis gamma

halkalarin karakteristikleri ile ilgili elde edilen sonuclar verilmistir.

Gamma halka teorisine bu c¢alisma ile literatiire eklenen kavramlar ile bunlarin
arasindaki iligkiler calisilmaya devam edilebilecek konular arasindadir. Bununla birlikte,
|Sy|-yariasal gamma halka ve |Sy|-asal gamma halka kavramlari tanimlanarak bu
kavramlarin ozellikleri arastirilabilir. Ayrica bir M, I'-halkasinin yar1 asalliginin kaynagi bu
gamma halkanin operator halkasinin yar1 asallik kaynagi arasindaki iligkiler incelenebilir.
Uzerinde calisilabilecek bir baska konu ise bir M, I'-halkasin asal radikalinin hangi

durumlarda Sy, kiimesine esit olacagidir.
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