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SIMGELER ve KISALTMALAR DIZINi

Barnes anlaminda gamma halka

Zayif Nobusawa anlaminda gamma halka

Nobusawa anlaminda gamma halka

D tizerinde m x n tipindeki matrislerin kiimesi

A idealinin radikali

N den W ya biitiin MT'-modiil homomorfizmalarinin kiimesi
A kiimesinin kardinal sayis1

Dogal sayilar kiimesinin kardinal say1s1

N modiiliiniin endomorfizmalarinin kiimesi

Dogal sayilar kiimesi

Rasyonel sayilar kiimesi

Tamsayilar kiimesi

A dan B ye biitiin morfizmlerin kiimesi

{A;| i € I} gamma modiillerinin (veya gruplarinin) direkt ¢arpimi

{A; | i € I} gamma modiillerinin (veya gruplarinin) direkt toplami

M nin sag ¢arpim endomorfizmasi

A ile B gamma modiillerin (veya gruplarinin) direkt toplami
M nin sol ¢arpim endomorfizmasi

M nin [ ideali

S kiimesi tarafindan tiretilen ideal (veya altmodiil)
A kiimesi lizeride birim doniisiim

¢ homomorfizmasimin cekirdegi

¢ fonksiyonunun goriintiisii

A kiimesinin B kiimesinden farki

F serbest MI'-modiiliiniin boyutu

A cebirsel yapisi ile B cebirsel yapisi izomorf

A toplamsal degismeli grubunun birim elemani

h fonksiyonunun tanim kiimesi

f fonksiyonunun A kiimesine kisitlanmasi



OZET

BAZI GAMMA MODULLER UZERINE

Pehlivan M. S., Aydin Adnan Menderes ﬁniversitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,

Matematik, Doktora Tezi, Aydin, 2022.

Bu tezin amaci, gamma modiillerinin cebirsel yapisini incelemek ve serbest, projektif ve
injektif gamma modiillerin temel teoremlerini elde etmektir. Bunun i¢cin gamma modiillerde
dogrusal bagimsizlik tanimi yeniden yapilmis ve buna bagl olarak gamma modiil yapisinda

yeni Ozellikler ispatlanmugtir.

Bu calisma genel olarak bes boliimden olugsmaktadir. Ik boliimde gamma modiiller ile

ilgili litaratiirde yer alan bazi caligmalar hakkinda bilgiler verilmistir.

Ikinci boliimde, bu calismada kullanilan gamma halkalar ve gamma modiillerin temelini

olusturan tamim ve Ozellikler verilmistir.

Uciincii boliimde, giiclii birimli gamma halkasi iizerinde giiclii birimsel gamma modiil
tanim1 verilmistir. Gamma modiiller incelenmis, izomorfizma teoremleri verilmig, gamma

modiil dizileri ile ilgili baz1 teoremler kanitlanmastir.

Dordiincii boliimde, bir gamma modiiliin bir altkiimesinin dogrusal bagimsiz olmasi
ve iirete¢ olmast tanimlanarak, taban kavrami ortaya konulmustur. Bu kavramlardan
yararlanarak serbest gamma modiillerin karakterizasyonu verilmis ve serbest gamma
modiiller ile ilgili baz1 temel teoremler ispatlanmistir. Ayrica gii¢lii birime sahip boliimli
gamma halkalar1 tizerinde tanimlanan vektdr uzaylarinin tabanlar ile ilgili bazi teoremler

verilmistir.

Besinci boliimde ise projektif ve injektif gamma modiiller tanimlanarak bu tip modiiller

icin karakterizasyonlar verilmistir.
Anahtar kelimeler: Gamma modiil, Gamma serbest modiill, Gamma projektif modiil,

Gamma injektif modiil.
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ABSTRACT

ON SOME GAMMA MODULES

Pehlivan M. S., Aydin Adnan Menderes University, Graduate School of Natural and
Applied Sciences, Mathematics, Doctorate Thesis, Aydin, 2022.

The aim of this thesis is to investigate the algebraic structure of gamma modules and
to obtain the fundamental theorems of free gamma modules, projective gamma modules and
injective gamma modules. For this purpose, the definition of linear independence in gamma
modules has been redefined and accordingly, new features have been proved in the gamma

module structure.

This study consists of five chapters. In the first chapter, some information about gamma

modules in the literature is given.

In the second chapter, definitions and properties that form the basis of gamma rings and

gamma modules used in this study are given.

In the third chapter, the definition of strong unitary gamma module on gamma ring with
strong unity is given. Gamma modules are examined, isomorphism theorems are given, and

some basic theorems about gamma module sequences are proved.

In the fourth chapter, by defining a subset of a gamma module to be linearly independent
and to be a generator, the concept of basis is introduced. Using these concepts, the
characterization of free gamma modules is given and some theorems about free gamma
modules are proved. Also, some theorems about the basis of vector spaces defined on division

gamma rings with strong unity are given.

In the fifth chapter, projective and injective gamma modules are defined and

characterizations of these modules are given.

Keywords: Gamma module, Gamma free module, Gamma projective module, Gamma

injective module.
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1. GIRIS

Gamma halkasinin tanimu ilk olarak 1964 yilinda Nobusawa tarafindan verilmistir
(Nobusawa, 1964). Bundan iki y1l sonra Barnes, Nobusawa nin verdigi tanimi zayiflatarak
yeni bir tamim vermistir (Barnes, 1966). Kyuno’nun gamma halkalarla ilgili bilgileri topladig:
1991 yilinda basilan gamma halkalar1 kitabinda iki yeni tamim verilerek, gamma halkasinin
tanim1 Nobusawa anlaminda gamma halkasi, Barnes anlaminda gamma halkasi, zayif gamma

halkas1 ve kuvvetli gamma halkasi olarak diizenlenmistir (S. Kyuno, 1991).

Gamma halkalar iizerinde bircok calisma yapilmigtir. Nobusawa sag ve sol idealleri
azalan zincir kosulunu saglayan basit (I',M)y gamma halkasi i¢in D bir boliimlii halka,
My xcm (D) ve My (D) sirasiyla D iizerinde n X m ve m X n tipinden toplamsal matris gruplart
olmak tizere M = My, x,n(D), I' = M, (D) olacak sekilde m ve n pozitif tamsayilarinin var
oldugunu gostermistir (Nobusawa, 1964). Barnes 1966 yilinda yapti§1 calismada asal ideal,
homomorfizma ve m-sistem tanimlarini vermis ve A bir ideal olmak iizere A idealinin minimal

asallarinin kesisimi olan r(A) radikalinin bir ideal oldugunu ispatlamigtir (Barnes, 1966).

Luh 1969 yilinda sol idealleri tizerinde minimallik kosulunu saglayan gamma halkalar:
icin asal gamma halka, primitif gamma halka ve basit gamma halka olmanin denk oldugunu

kanmitlamistir (Luh, 1969).

Gamma modiillerin tanimi i1lk kez 1977 yilinda Kyuno tarafindan verilmistir (S. Kyuno,
1977). Bu calismasinda Kyuno, indirgenemez (irreducible) gamma modiilii tanimlayarak M
gamma halkasinin Jacobson radikallerini, biitiin indirgenemez gamma modiillerini sifirlayan

M gamma halkasinin elemanlarinin kiimesi olarak betimlemistir.

Daha sonra gamma modiil tanim1 Ameri ve Sadeghi tarafindan, Kyuno’nun verdigi
gamma modiil tamimina dagilma ile ilgili bir kosul daha eklenmis ve (I',M)p gamma
halkasinin birimi 17 alinarak birimsel modiil tanimi1 verilmistir (Ameri ve Sadeghi, 2010).
Bu makale incelendiginde Onerme 3.12 nin yanlis olduguna dair bir drnek bulunmus,
gamma modiilin endomorfizmalarinin toplamsal grubunun verilen disg islem ile modiil
olma kosullarindan birinin saglanmadigi, benzer sekilde N, W iki MI'-modiil olmak
tizere Homyr(N,W) toplamsal degismeli grubunun da verilen dig islemle modiil olma
kosullarindan birini saglamadig1 gézlenmistir. (Proposition 5.6 ve Example 5.11, Example

5,12)



2006 yilinda Uddin ve Paul, Kyuno’nun verdigi gamma modiil tanimini kullanarak bir
gamma modiiliin bir altkiimesinin dogrusal bagimsizligin1 ve serbest gamma modiil tanimini
vermiglerdir (Uddin ve Paul, 2006). Bu makalede (I',M)p gamma halkast N bir MT™-modiil,
X C N ve y €I olmak lizere birbirinden farkli her x,x2,...,x, € X, my,...,m, € M icin
Y miyx; = 0 iken m; = 0 ise X kiimesi y-dogrusal bagimsiz, her y € I" i¢in X kiimesi
Y-dogrusal bagimsiz ise X kiimesi I'-dogrusal bagimsiz olarak tanimlanmigtir. Ayrica N
birimsel M1 -modiiliiniin her p eleman1 her y € I" icin p =} s;yx; yazilacak sekilde s; € M
ve x; € X elemanlar1 varsa X kiimesi MI'-modiiliinii iiretir ve N gamma modiiliiniin her
bir n eleman1 X kiimesinin elemanlarinin dogrusal bilesimi olarak tek sekilde yaziliyorsa X
kiimesi N gamma modiiliiniin tabanidir tanimlar1 verilmis ve buna bagli olarak bir taban1 olan
MT -modiil, serbest gamma modiil olarak isimlendirilmigtir. Fakat bdyle bir serbest gamma

modiiliin varlig1 kanitlanmamaistir.

2018 yilinda bu konuda ¢aligan Abbas ve arkadaslar1 serbest gamma modiiliinii yeniden
ele almiglardir (Abbas vd., 2018a). Bu makalelerinde gamma modiil tanimi Ameri ve
arkadaglarinin 2010 yilinda yayinladiklar1 makaleden alinmis ve y-dogrusal bagimsizliktan
ve I'-dogrusal bagimsizliktan daha giiclii olan bir dogrusal bagimsizlik tanimini yapmiglardir.
Ayrica N bir MT'-modiil X = {x; | x; € A} kiimesi N modiiliiniin bir altkiimesi olmak iizere,
eger her farkh x{,....x, € X, my,....my € M ve Y,....,Y% €1 icin {: m;Yix; = 0 iken
my = --- =m, = 0 saglantyorsa X kiimesi dogrusal bagimsiz olarak tamnllfalm@lardm Ancak

bu tanim uygulandiginda bir X kiimesinin hem dogrusal bagimsiz, hem de dogrusal bagimli

oldugu gosterilmistir (Ornek 2.41).

Injektif ve projektif gamma modiillerin calisildigi makalelerde (Abbas, Al-Saadi,
vd., 2016), (Abbas vd., 2018b) yukarida bahsedilen makalelerin referans olarak alindigi
gozlenmistir. Bu calismada verilen serbest, projektif ve injektif modiillerin tanimlar1 yukarida

bahsedilen makalelerdeki tanimlardan farkli olarak verilmistir.

Yukarida aciklanan sebeplerden dolayr gamma modiillerin, serbest gamma modiillerin,

injektif ve projektif gamma modiillerin yeniden ele alinmasi gerektigi diistiniilmiistiir.

Bu ¢aligmada gamma modiil tanim1 2010 yilinda yaymlanan Ameri ve arkadaglarinin
makalesinden (Ameri ve Sadeghi, 2010), giiclii birim tanimi 1991 yilinda yayinlanan
Kyuno’nin kitabindan alinarak gii¢lii birimsel gamma modiil tanimi verilmigtir (S. Kyuno,

1991).



Bu ¢alismada; gamma modiil yapisinda izomorfizma teoremleri ele alinmis ve gamma
modiillerin tam dizileri ile ilgili bazi teoremler kanitlanmis, gamma modiillerde yeni
bir dogrusal bagimsizlik ve taban tanimi yapilmis ve buradan hareketle serbest gamma
modiillerin bir karakterizasyonu verilmistir. Ayrica giiclii birime sahip bolimlii gamma
halkalar1 iizerinde tanimlanan gamma vektor uzaylarinin taban ve boyutlar ile ilgili bazi
teoremler ele alinmis, projektif ve injektif gamma modiiller tanimlanmis ve projektif gamma
modiil igin bir karakterizasyon verilmigtir. Son olarak da, (I',M)p gii¢lii birimli gamma
halkas1 ve A bir gii¢lii birimsel MT-modiil olmak iizere Homyr(M,A) bir MI"-modiil oldugu

gosterilerek injektif gamma modiiller icin de bir karakterizasyon verilmistir.



2. TEMEL BIiLGILER

Bu boliimde, calismamizda kullandigimiz temel tanim ve teoremler verilmistir. Ayrica
literatiirde yer almayan ancak bu calisma i¢inde kullanilacak bazi temel ozellikler de bu

boliimde kanitlanmustir.

2.1. On Bilgiler

Tanmm 2.1. (Karagay, 2014) A ve B iki kiime olmak iizere A kiimesinden B kiimesine birebir
ve Orten bir fonksiyon varsa A ve B kiimeleri esgiicliidiir denir. Biitiin kiimelerden olusan
aile C olmak iizere esgiiclii olma bagintisi C iizerinde bir denklik bagintisidir. A kiimesinin
esgiiclii olma denklik bagintisina gore bir denklik sinifina A kiimesinin kardinal sayisi1 denir

ve |A| ile gosterilir.

Tamim 2.2. (Hungerford, 1974, Tanim 0.8.3.) a, B kardinal sayilar, |[A| = o ve |B| = B olsun.
A ve B ayrik kiimeleri i¢in A U B kiimesinin kardinal sayisina o ve 8 kardinal sayilarinin
toplamu denir. Ayrica A X B kiimesinin kardinal sayisina da o ve 8 kardinal sayilarinin

carpimi denir.

Teorem 2.3. (Hungerford, 1974, Teorem 0.8.6.) (Schroeder-Bernstein) A ve B iki kiime, |A| <
|B| ve |B| < |A| ise |A| = |B| esitligi saglanur.

Teorem 2.4. (Hungerford, 1974, Teorem 0.8.11.) 0 # B < o ve o sonsuz olma ézelliklerini
saglayan o ve B kardinal saylari icin o8 = o dir. Ozel olarak, N dogal sayilar kiimesinin

kardinal sayist olmak iizere o Ny = & esitligi ve B sonlu ise NP = N esitligi saglanir.

Sonug 2.5. (Hungerford, 1974, Sonug 0.8.13.) A sonsuz bir kiime ve F(A), A kiimesinin

biitiin sonlu altkiimelerinden olusan bir kiime ailesi ise |[F(A)| = |A| esitligi saglanir.

Tamm 2.6. (Hungerford, 1974, Tanim 1.7.1.) Asagidaki kosullar1 saglayan bir C objeler

sinifina kategori denir.

i. C sinifindan alinan her A, B obje ¢ifti i¢in tanimlanan, f : A — B ile gosterilen ve morfizm
olarak isimlendirilen morfizmlerden olusan hom(A, B) ayrik kiimeler sinifi vardir.

ii. C ailesinden alinan her ii¢ A,B,C objesi icin asagidaki (I) ve (II) kosullarin1 saglayan
hom(B,C) x hom(A,B) den hom(A,C) ye giden ve bilegke olarak isimlendirilen bir y



fonksiyonu vardir. Bu fonksiyon her f € hom(A,B) ve her g € hom(B,C) i¢in y(g, f) —
go f € hom(A,C) olarak tanimlanr.

I. Egerf:A—B,g:B—C,h:C— Dii¢morfizmise ho(go f)= (hog)o f esitligi saglanir.
II. C smifinin her B objesi, her f: A — Bve g: B— C morfizmleriigin lgo f = fvegolp=g

esitliklerini saglayan bir 15 : B — B morfizmi vardir.

Tamm 2.7. (Hungerford, 1974, Tanim 1.7.2) C bir kategori ve {A; | i € I}, C kategorisinin
objelerininin bir ailesi olsun. Her bir B objesi ve {@; : B— A; | i € I} morfizimlerin bir ailesi
icin {m; : P — A; | i € I} morfizmlerinin bir ailesi verildiginde her i € I i¢in 7; 0 ¢ = ¢; olacak
sekilde teklikle belirli ¢ : B — P morfizmi var ise C kategorisinin P objesine {A; | i € I}

ailesinin bir ¢carpimi denir.

Tamm 2.8. (Hungerford, 1974, Tanim 1.7.4.) C bir kategori ve {A; | i € I}, C kategorisinin
objelerinin bir ailesi olsun. Her bir B objesi ve {y; : A; — B | i € I} morfizimlerin bir ailesi
icin {1;: A; — S| i € I} morfizmlerinin bir ailesi verildiginde her i € I i¢in yoi; = y; olacak
sekilde teklikle belirli ¥ : S — B morfizmi var ise C kategorisinin S objesine {A; | i € I}

ailesinin bir toplami denir.

Tanmm 2.9. (Hungerford, 1974, Tanim 0.5.1.) {A; | i € I} toplamsal degismeli gruplarin

bir ailesi olmak iizere [TA; = {f I — UA;i | f() GA,} kiimesine {A; | i € I} gruplarinmn
i€l il
carpimu denir. Her i € [ i¢in a; = f(i) olmak iizere [] A; carpiminin elemanlar {¢;} seklinde
i€l
de gosterilebilir.

Teorem 2.10. (Hungerford, 1974 Teorem 1.8.1.) {A; | i € I} toplamsal degismeli gruplarin

bir ailesi olmak iizere

i. [T1A;carpimu heri € Iigin {a;} + {b;} = {a; + b} ikili islemiyle toplamsal bir gruptur.
icl
ii. Herk e ligin my: [1A; — A, {ai} — ay doniisiimii bir grup epimorfizmasidur.
icl

Yukarida tamimlanan [] A; grubuna {A; | i € I} ailesinin direkt ¢arpim, her bir 7; grup
i€l
epimorfizmasina dogal izdiisiim doniisiimii denir.

Teorem 2.11. (Hungerford, 1974, Teorem 1.8.2 ) {G; | i € I} gruplarin bir ailesi, H bir grup
ve {¢;: H— G;| i€ I} grup homomorfizmalaruun bir ailesi olsun. Bu durumda her i € 1

icin ;@ = @; olacak sekilde teklikle belirli ¢ : H — [] G; grup homomorfizmasi vardir. 1] G;
icl icl
kiimesi izomorfizma farkiyla teklikle belirlidir. Diger bir deyisle ] G; grup kategorisinde bir
icl
carpumdir.



Tanim 2.12. (Hungerford, 1974, Tamim 1.8.3.) {A; | i € I} toplamsal degismeli gruplarin bir
ailesi olmak iizere
{f € HAi | sonlu sayida i € [ hari¢ f(i) = OA,}
i€l

kiimesine {A; | i € I'} grup ailesinin direkt toplam denir ve Y A; ile gosterilir.
iel

Teorem 2.13. (Hungerford, 1974, Teorem 1.8.4.) {A; | i € I} toplamsal degismeli gruplarin

bir ailesi olmak iizere

1. Y A;direkt toplanu [] A; direkt carpuminin bir altgrubudur.
i€l i€l
ii. Herkeliginiy : Ay — Y A;ja— {a;} doniigiimii i # k ise a; = 0 ve i = k ise a; = a tanim
icl
ile bir grup monomorfizmasudir.

iii. Her bir k € I icin y.(Ay) kiimesi [] A; direkt carpumumin bir altgrubudur.
icl

Bu teoremde tanimlanan 1; grup monomorfizmasina dogal icerilme doniisiimii denir.

Teorem 2.14. (Hungerford, 1974, Teorem 1.8.5) {A; | i € I} toplamsal degismeli gruplarin bir
ailesi, B bir toplamsal degismeli grup ve {y; : A; — B | i € I} grup homomorfizmalarimin bir
ailesi olsun. Bu durumda her i € I i¢in Wi; = Y; olacak sekilde teklikle belirli y : }. A; — B
grup homomorfizmasy vardir. Y A; kiimesi izomorfizma farkiyla teklikle belirlidir. lgiger bir

l
deyisle Y A; toplamsal degismeli grup kategorisinde bir toplamdir.
il

Tamm 2.15. (Hungerford, 1974) D bir toplamsal degismeli grup olsun. Eger verilen her
d € D ve 0 # n € Z igin d = nx olacak sekilde x € D var ise D toplamsal degismeli grubuna

boliinebilir (divisible) denir.

Ornegin toplamsal rasyonel sayilar grubu Q béliinebilir, ancak toplamsal tamsayilar
grubu Z boliinemezdir. Toplamsal degismeli gruplarin direkt toplaminin boliinebilir olmasi
icin gerek ve yeter kosul her bir toplananin boliinebilir olmasidir. Ayrica, bir boliinebilir

grubun homomorfik goriintiisii de boliinebilirdir.

Onerme 2.16. (Hungerford, 1974, Lemma IV.3.9.) Her toplamsal degismeli A grubu,

boliinebilir bir toplamsal degismeli grup icine gomiilebilir.



2.2. Gamma Halkalar1

Tanmm 2.17. (S. Kyuno, 1991) M ve I" toplamsal degismeli gruplar olsun. Eger

MxT' xM — M, (a,v,b) — ayb fonksiyonu her a,b,c € M ve her 7,3 € ' i¢in

i. (a+b)yc=ayc+byc, a(y+B)c=ayc+aPc, ay(b+c)=ayb+ayc;

ii. (ayb)Bc=ay(bBc)

kosullarini sagliyorsa M grubuna Barnes anlaminda gamma halkasi denir ve (I', M) ile

gosterilir. Ayrica (I',M)p saglaniyor ve ' x M xI' = T, (y,a,) — yaP fonksiyonu ve her
a,b,c € M ve her v, € ' i¢in

iii. (ayb)Bc=a(ybB)c

esitligi saglanirsa M ye zayif Nobusawa gamma halkasi denir ve (I',M),,y ile gosterilir.

Bununla birlikte
iv. y € I' olmak iizere her x,y € M igcin xyy =0 iken y =0

kosulunu da saglayan M zayif Nobusawa gamma halkasina Nobusawa anlaminda gamma

halkasi denir ve (I', M)y ile gosterilir.

Bu calismada aksinden soz edilmedik¢ce Barnes anlaminda gamma halkasi

kullanilacaktir.

Tanmm 2.18. (S. Kyuno, 1991) (I',M)p bir gamma halka, a € M ve y € T olsun. [y,q] :
M — M fonksiyonu her m € M igin m[y,a] = mya olarak tanmimlanan [y,a], M grubunun bir

endomorfizmast olur. Bu durumda

i. R= {Z[%,ai] cvellaeM } kiimesi M toplamsal degismeli grubunun sag carpim
i
endomorfizmalar halkasinin bir althalkasidir. Bu althalkaya (I', M)p gamma halkasinin sag

operator halkasi denir. R sag operator halkasindaki carpma islemi Y [y;,a;] Y [ﬁ b j} =
i J

)y [%’,aiﬁ ib j] seklinde tanimhidir.

i.j

ii. L= {Z b;,Bj] :bjeM,Bj e F} kiimesi M toplamsal degismeli grubunun sol ¢arpim
J

endomorfizmalar halkasinin bir althalkasidir. Bu althalkaya (I',M)p gamma halkasinin sol



operator halkasi denir. L sol operator halkasindaki carpma iglemi ¥ [a;, ] ¥ [b),B;] =
i J
Y. [aivib;j, B;] seklinde tanimlidur.

i,j

Tamm 2.19. (S. Kyuno, 1991) (I', M) bir gamma halka ve I kiimesi M toplamsal degismeli
grubunun bir altgrubu olsun. Bu durumda hera € I, ye ' ve m € M icin aym € I (mya € I)
oluyorsa I kiimesine (I',M)p gamma halkasinin sag (sol) ideali denir. 7 kiimesi (I',M)p
gamma halkasinin hem sag hem de sol ideali ise I kiimesine (I", M) g gamma halkasinin ideali
denir ve I < M ile gosterilir. (I', M)p gamma halkasinin bir S altkiimesi i¢in S kiimesini iceren
(I',M)p gamma halkasinin tiim ideallerinin kesigimine S tarafindan iiretilen ideal denir ve

(S) ile gosterilir.

Onerme 2.20. (Barnes, 1966) (I',M)p gamma halka ve a € M eleman tarafindan iiretilen
ideal

(a)={ Z na+xoa+afy+uyadv | x,yu,veM, a,p,y,6 €', ncZ}

sonlu

kiimesine egittir.
Tamm 2.21. (S. Kyuno, 1991) (I', M) 5 bir gamma halka olsun. Her x € M i¢in
x0e =edx =x

olacak sekilde 0 € I" ve e € M varsa (9, e) ciftine (I', M)p gamma halkasinin giiclii birimi

denir.

Ayrica agagidaki ornekteki gibi bir (I', M)p gamma halkasinin giiglii birimi birden ¢ok

olabilir.

Xy
Ornek 2.22.M=H? Z ﬂm,b,c,deQ},r: z t] |xyztuveQ Y olmak
u v

1 0
tizere (I',M),,y bir gamma halkasidir. 6; = |0 1|,e; = [(1) (1) (1)} i¢in (01, e) ¢ifti (T,M)p
0 0
, a] € M olmak lizere
c c

]

b
d

-

gamma halkasinin gii¢lii birimidir. Ciinkii her [

1 01 ?ab b
010 Ocd d



veE

[aba}(l)(l) [101}_{aba]

c d c 00 01 0| |[¢c dc
10 Lol

esitlikleri saglanir. Ayni zamanda & = |0 1], e; = {(2) 1 (2)} olmak iizere (0, e;) ¢iftinin
1 0

de (I',M),,y gamma halkasinin giiclii birimi oldugu goriiliir. O

Onerme 2.23. (S. Kyuno, 1991) Eger (8, e) ¢ifti (T,M)y gamma halkasimn bir giiclii birimi

ise (e,8) cifti de (M,T")g gamma halkasiun giiclii birimidir.

Onerme 2.24. Bir (8,e) ¢ifti bir (T,M)p gamma halkasinn giiclii birimi ise [e, 8] elemani L
sol operator halkasinin ve |8, e| elemani da R sag operator halkasuun birimidir.
. n
Ispat. Her Y [x;,%] € Ligin
i=1

n n n

[ea 6] Z[xh% Z € 3 xl?% Z[eéxiy% Z xz;’}/l

()es

esitlikleri saglandigindan [e, 8], L sol operator halkasimin birimidir. Benzer bigimde [9,¢]

~
~.

veE

M=
M:

et vl[e.8) = Y uiyie. 6] =

1 i=1 I

Ms

[xi, vied] =
1 i

[xi, %]

1

elemaninin R sag operator halkasinin birimi oldugu gosterilir. [

Onerme 2.25. (81,e1) ve (8,,e3) ciftleri (U,M)p gamma halkasiun giiclii birimleri ise
[01,e1] = [82,e2] ve [e1,01] = [ea, 8] esitlikleri saglanir.

Ispat. (81,e1) ve (82, e;) ciftleri (I, M) g gamma halkasimn giiclii birimleri olsun. Her x € M
icin
x[01,e1] = x61e; =x=x0e0 =x[5, €3]

esitlikleri saglandigindan R sag operator halkasinin [01,e1] ve [8;,ez] elemanlar esittir.

Benzer sekilde L sol operator halkasinda [eq, 81] = [e2, 8] oldugu goriiliir. O

Tamm 2.26. (S. Kyuno, 1991) (I', M)p bir gamma halkasi olsun. Eger hera,b e M ve y € T
icin ayb = bya esitligi saglamyorsa (I', M) gamma halkas1 degismelidir denir.

Onerme 2.27. (Kandamar ve Arslan, 2020) (T',M)y degismeli gamma halkast ise (M,T')p

degismeli gamma halkasidtr.



Tamm 2.28. (S. Kyuno, 1991) Bir (I',M)p gamma halkasi (8,e) gii¢lii birime sahip olsun.
Sifirdan farkli her a € M i¢in adb = bda = e olacak sekilde bir b € M varsa (I', M) gamma
halkasina boliimlii gamma halka denir. Degigmeli boliimlii gamma halkasina da gamma

cisim denir.

Onerme 2.29. (S. Kyuno, 1991) (U',M)g bir béliimlii gamma halkast ise L sol operatir

halkast (veya R sag operator halkast) bir boliimlii halkadur.

Tanm 2.30. (S. Kyuno, 1991) (I',M)p gamma halkasimin M den farkli bir 7 ideali i¢in I C
J C M kosulunu saglayan her J ideali, I idealine veya M ye esit oluyorsa [ idealine (I', M)p

gamma halkasinin maksimal ideali denir.

Teorem 2.31. (I',M)p giiclii birime sahip bir gamma halkast olsun. Bu durumda (T',M)p
gamma halkasinin M den farkli her ideali bir maksimal ideal tarafindan kapsanir. Boylece

(I, M)p gamma halkasimn en az bir maksimal ideali vardur.

Ispat. I # M kiimesi (I',M)p gamma halkasinin bir ideali olsun. (I", M)p gamma halkasinin

I idealini kapsayan bir maksimal idealinin var oldugunu gosterelim.
S={A| A<M, ICA+#M}

kiime ailesi goz oniine alinsin. / € S oldugundan S # 0 dir. Ayn1 zamanda bu kiime ailesi,
kiimelerdeki kapsama bagintisina gore kismi siralidir. S kiime ailesi icerisinde bir C = {C; |
j € J} zincirini ele alalim. Oncelikle U = |J jesCj kimesinin (I, M) p gamma halkasinin bir
ideali oldugunu gosterelim. Her x,y € U i¢in x € C;, y € C; olacak sekilde i, j € J vardir.
C bir zincir oldugundan C; C C;j veya C; C C; dir. C; C C; oldugu kabul edilirse x,y € C;
saglanir. C; bir ideal olduundan x —y € C; C U olur. Ayrica her m € M ve y € I i¢cin
myx € C; C U oldugundan U bir idealdir. Her j € J i¢in I C C; oldugundan I C U saglanir.
Simdi U # M oldugunu gésterelim. (0,¢), (I', M) gamma halkasinin bir gii¢lii birimi olmak
tizere U = M oldugunu kabul edelim. Buradan e € U dur ve e € C; olacak sekilde bir i € J
vardir. Bu ise C; = M olmasinmi gerektirir ve ¢eliski elde edilir. Boylece U # M oldugu elde
edilir. O halde U € § dir. U kiimesi S kiime ailesi igerisinden secilen C zincirinin bir iist
siirt oldugundan Zorn Lemma geregi S kiime ailesinin en az bir maksimal elemani1 vardir.
Bu elemana N deyelim. N idealinin maksimal ideal oldugunu gosterelim. N C K ;Ct M olacak
sekilde (I', M)p gamma halkasinin bir K ideali var olsun. K # M ve I C N C K oldugundan

K € § dir. N, S kiime ailesinin maksimal eleman1 oldugundan K = N esitligi saglanir. Bu ise
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S kiime ailesinin maksimal eleman1 olan N idealinin ayni zamanda (I", M) p gamma halkasinin
da maksimal ideali oldugunu gosterir. Boylece (0p7) kiimesi (I', M)p gamma halkasinin bir

ideali oldugundan (I', M) p gamma halkasinin en az bir maksimal ideali vardur. U

Teorem 2.32. (I',M)p giiclii birime sahip, degismeli gamma halkast olsun. Bu durumda I,

(I',M)p gamma halkasiun bir maksimal ideali ise (I',M /1)g gamma cisimdir.

Ispat. M/I = {m+1|m € M} kiimesinin a,b € M icin (a+1)+ (b+1) = (a+b)+1
ikili iglemiyle toplamsal grup oldugu acikti. (I',M/I)p nin gamma halkasi oldugunu
gosterebilmek igin 6nce M/I X T x M /1 — M/I, (m+1,y,n+1I) — myn+1I tglii isleminin
iyi tanimlh oldugu gosterilecektir. m, m', n, ' € M ve y € T elemanlari icinm—m', n—n' €1

olsun. Bu durumda 7 ideal oldugundan
myn—m'yn’ = myn—m'yn+m'yn—m'yn’ = (m—m"yn+m'y(n—n') €1

saglanir ve boylece bu iiclii islemin iyi tanimli oldugu goriiliir. Diger taraftan her m,m’,n,n’ €

M ve v, € T'igin

i (m+D+m +D)yn+1)=m+Dyn+1)+m +1)y(n+1)
ii. m+0)(y+B)(n+I)=(m+1D)y(n+I)+ m+I)B(n+1)
Y((n+1D)+ @\ +1)=(m+Dyn+1)+ (m+1)y(n' +1)
iv. (m+D)y(n+1)B(n' +1)=(m+Dy((n+1)B(n +1))

(
)

iii. (m+1

esitliklerinin saglandig1 kolayca goriilebilir. O halde (I', M /I)p bir gamma halkadur.

(I', M) p gamma halkasinin bir giiclii birimi (6, e) ise (I', M /I) p gamma halkasinin gii¢lii
birimi (8,e+ 1) olur. Ayrica her m+1I,m'+1 € M/I ve y € T olmak iizere (I',M)p gamma

halkasinin degismeli oldugu kullanilirsa
(m+Dy(m' +1) =mym' +1=m'ym+1= (m' +1)y(m+1)

esitlikleri saglanir. Boylece (I', M /I)p gamma halkasinin degismeli oldugu goriiliir.

Son olarak (I'; M /I)p gamma halkasinin boliimlii gamma halkast oldugunu gosterelim.
I#m+1¢€M/I yani m ¢ I olsun. Bu durumda I C I+ (m) saglanir. Buradan I, (I',M)p
gamma halkasinin maksimal ideali ve I # [ + (m) oldugundan [+ (m) = M olmak zorundadur.
Bu durumda a + Z m;Y;m = e olacak sekilde a € I ve Z m;ym € (m) elemanlar1 vardir.

i=1 i=1
Burada (I', M) p gamma halkas1 giiclii birimli ve degismeli oldugundan m eleman ile iiretilen
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n n
idealin elemanlarimin ) m;y;m formunda oldugu kullanilmistir. Boylece e — ). m;y;m € 1
i=1 i=1
olur ve
n n
e+l = mem—}—l = Z(mi’)/im+1)
i=1 i=1
n n
= (mi%e6m+l)=Z(mme—l—l)S(m#—I)
i=1 i=1
= (Y miyie+1)8(m~+1)
i=1
esitlikleri saglanir. O halde (I', M /I)p gamma cisimdir. O

2.3. Gamma Modiiller

Gamma modiillerin tanimi ilk kez 1977 yilinda Kyuno tarafindan verilmistir (S. Kyuno,
1977). Bu cgalismasinda Kyuno, indirgenemez (irreducible) gamma modiilii tanimlayarak
M gamma halkasinin Jacobson radikalini biitiin indirgenemez gamma modiillerini sifirlayan
M gamma halkasinin elemanlarinin kiimesi olarak tanimlamistir. Daha sonra Kyuno’nun
tanimlamig oldugu gamma modiil tanimina Ameri ve Sadeghi bir kosul daha ekleyerek

(7ii.kosul) agagida oldugu sekilde tanimlamislardir (Ameri ve Sadeghi, 2010).

Tamm 2.33. (Ameri ve Sadeghi, 2010) (I',M)p bir gamma halka ve (N,+) bir toplamsal
degismeli grup olmak iizere M x I' x N — N, (m, a,n) — maon ile tanimlanan dis islemi her
m,my,my € M, a,B,0,0 € I' ve n,ny,ny € N igin

i. ma(ny+ny) =man; +many

ii. (m;+my)an=mon+myan

iii. m(o + 0p)n = moyn+mogn

iv. (myomy)Bn=mia(myPn)

kosullarini sagliyor ise N ye sol MI'-modiil denir.

Tamm 2.34. (S. Kyuno, 1977) (I',M)p bir gamma halka, N ve Q iki sol MT"-modiil olsun.
¢ : N — Q doniisimii her x,y € N,m& M ve y € I' icin

L oox+y)=0(x) +o@)
ii. @(myx)=myo(x)

kosullarin1 saglaniyorsa ¢ fonksiyonuna bir MI™-modiil homomorfizmasi denir. Bununla

beraber, e8er ¢ MI-modil homomorfizmas: birebir ve Orten ise ¢ fonksiyonuna
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MT'-modiil izomorfizmasi denir. Eger (I',M)p gamma halkast bir boliimli gamma
halkas1 ise @ MI'-modiill homomorfizmasina MI'-dogrusal doniisiim denir. MI™-modiil

homomorfizmasinin ¢ekirdegi
Kergp = {x e N| o(x) =0}
ve goriintii kiimesi

Imp={ycQ|y=0¢(x),xeN}

seklinde tanimlanir.

Bir MI'-modiil homomorfizmas1 ayni zamanda toplamsal grup homomorfizmasi
oldugundan grup teorisinde oldugu gibi bir ¢ : N — Q MI'-modiill homomorfizmasi i¢in

asagidakilerin saglandig1 kolayca goriiliir.

1. @ fonksiyonunun MT-modiil monomorfizmasi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Ker¢p =0
olmasidir,
ii. @ fonksiyonunun MT-modiil izomorfizmasi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ¢ ¢ = Iy ve

@9 = I olacak sekilde bir ¢ : Q — N MI'-modiil homomorfizmasi var olmasidir.

Gamma modiil tanimina ek olarak Ameri ve Sadeghi birimsel gamma modiil tanimini su
sekilde vermistir: Gamma halkasinin birimi 17y olmak tizere her n € N icin 1yyn = n kosulu

saglaniyorsa bu gamma modiile birimsel gamma modiil denir.

Ancak bu makale incelendiginde bazi temel yanhighklar yapildigi gozlenmistir.

Bunlardan bazilar1 agagida ele alinmistir:
Onerme 2.35. (Ameri ve Sadeghi, 2010, Onerme 3.12) (T',M)p gamma halka N bir sol

MT -modiil Sub(N) = {X | X C N} olsun. O zaman Sub(N) bir sol MT'-modiildiir.

Bu 6nermenin ispatinda Sub(N) iizerinde tanimlanan toplama her A, B € Sub(N) i¢gin
A®B=(A—B)U(B—A) olarak alinmig ve Sub(N) nin toplamsal degismeli grup oldugu

goriilmiistiir. Ancak m € M, y € T igin myX = {myx | x € X} olmak tizere
M x T x Sub(N) — Sub(N) (m,y,X) — myX

ile tammlanan dig islemle Sub(N) kiimesi MI'-modiil degildir. Ciinkii Z4 ZZ-modiil,
(Sub(Z4),®) toplamsal degismeli grubu X = {0,2} m; = 3, my =2 y = 1 alindifinda
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(34+2)oloX =1{0,2}, BoloX)® (2010X)=1{0,2}® {0} = {2} oldugundan gamma

modiil olmanin ii. kosulu saglanmamaktadir.

Onerme 2.36. (Ameri ve Sadeghi, 2010 , Onerme 5.6) N birimsel sol MT-modiil ve
End(N) = {f : N = N | f MT-modiil homomorfizmast} olsun. Bu durumda N bir sol
End(N)I'-modiildiir.

Oncelikle yukaridaki nermenin anlamli olmasi igin (I',End(N))p yapisinin gamma

halkas1 oldugunun gosterilmesi gerekmektedir. Ancak
End(N) xI" x End(N) — End(N)

ticli  islemi tanimlanmamis ve End(N) toplamsal grubunun TI-halkasi oldugu
gosterilmemigtir.  Ayrica bu Onermenin ispatinda 1 birim doniisiim olmak iizere dis

islem
End(N) x T x N =N, (f,7,n) = f(1yn) = 17£(n)

seklinde tanimlanmigtir.  Bu gekilde tamimli dis islemde 1yf(n) € N saglanmadigi

gbzlenmistir.

Ornek 2.37. (Ameri ve Sadeghi, 2010 , Ornek 5.11) (I',M)p gamma halka olmak iizere
N; ve N, MT-modiiller ise Hom(Ny,N,) = {f | f : N = N> MT'-modiil homomorfizmasi}
toplamsal degismeli gurubunun MI'-modiill oldugu idda edilmis, ancak M x I' x

Hom(N;,N;) — Hom(Ny,N;) dis islemi tanimlanmamugtir.

Ornek 2.38. (Ameri ve Sadeghi, 2010, Ornek 5.12) N bir sol MT'-modiil ve sag M'T-modiil
olsun. Eger N’ MT-modiil ise Hom(N,N’) = {f | f : N — N’ MT'-modiil homomorfizmas1}
toplamsal degismeli gurubunun sol M'I’-modiil oldugu ispatlanirken dig islemi M’ x T" x
Hom(N,N'") — Hom(N,N'), (m'yf)(n) = f(nym') seklinde tanimlanmigtir. Ancak bu dis

islem modiil olmanin iv. kosulu olan

(m"ym")Bf = m'y(m"Bf)
esitliginin saglanmadig goriilmiistiir.
2006 y1ilinda Uddin ve Paul, bir gamma modiiliin bir alt kiimesinin dogrusal bagimsizlik

tanimin1 ve serbest gamma modiil tamimini asagidaki sekilde vermislerdir. Ancak bdyle bir

serbest gamma modiiliin varlifim gostermemislerdir.
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Tamm 2.39. (Uddin ve Paul, 2006) (I',M)p gamma halka olmak tizere N bir sol MT-modiil

ve X C N olsun. Bu durumda

1. Herhangi bir ¥ € I' ve X kiimesinin birbirinden farkli x1,...,x, elemanlar1 i¢in m;yx; +
<+ myYx, = 0iken my = --- = m, = 0 saglamyorsa X kiimesine y-dogrusal bagimsiz denir.
ii. Eger X kiimesi her y € I" i¢in y-dogrusal bagimsiz ise X kiimesine I'-dogrusal bagimsiz
denir.

iii. {x;|i€ A} CNolsun. Egerm; € M, ij € A ve her y € I olmak iizere p € N i¢in
p=miyxi + -+ mpyx,

olacak sekilde tek tiirlii yazilabiliyorsa {x; | i € A} kilmesine N nin iirete¢lerinin kiimesi denir.
iv. Eger her p € N eleman1 bu sekilde tek tiirlii yazilabiliyorsa {x; | i € A} kiimesi N igin bir
tabandir denir. Eger N birimsel sol MI'-modiiliin bir taban1 varsa N ye serbest sol MI'-modiil

denir.

X kiimesinin I'-dogrusal bagimsiz olmasi tanimi goz Oniine alinirsa, N MI'-modiiliiniin bog
kiimeden farkli hi¢ bir altkiimesinin I['-dogrusal bagimsiz olamayacagi goriiliir. Ciinkii 0 #
X C N olmak iizere I' kiimesinden alinan Or, sifirdan farkli her m; € M ve x; € X icin her
zaman m0rx| + - - - +m,Orx, = 0 olur. Béylece X kiimesinin I'-dogrusal bagimsiz olmadigi

goriliir.

2018 yilinda serbest gamma modiillerde ¢alisma yapan Abbas ve arkadaglari dogrusal
bagimsizlik tanimint yeniden ele almislardir. Bu makalede gamma modiil tanimi Ameri
ve Sadeghi’nin 2010 yilinda yayinladiklart makaleden alinmistir. Abbas ve arkadaglar1 bu
makalede, Uddin ve Paul’un tanimladig1 dogrusal bagimsizlik tanimindan daha giiclii olan
bir dogrusal bagimsizlik tanimi yapildigim1 sdylemektedirler. Ancak bu makalede verilen
dogrusal bagimsizlik tanimi agagida verilen gamma modiilden alinan bir altkiimenin hem

dogrusal bagimli hem de dogrusal bagimsiz oldugu gosterilmistir.

Tanmm 2.40. (Abbas vd., 2018a) (I', M) gamma halka olmak iizere N bir sol MI"-modiil ve
B—= {bj | j€ A} icin B C N olsun. Eger birbirinden farkli her by,...b, € B,my,....m, € M
ve ai,...,0, € I' elemanlart i¢in .Z m;ob; = 0 iken my = --- = m, = 0 saglaniyorsa B =

i=1
{b ilje A} kiimesine MI'-dogrusal bagimsiz kiime denir.

a 0 a

Ornek 2.41. M = {[O b0

c 0

} |a,b€@}, I = 0 d||c,deQp igin (I',M),,y bir
c 0

gamma halkasi verildiginde
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Q Q
S X

} |a,b,c,d,e,f,g,h e @} kiimesi i¢in N bir sol MI"-modiildiir.

-
«{}

b c
/g

0 0O 0010
1 0 0’

0 000 1] } altkiimesi

000 (1)8 1000+101 8(1) 0010 (00O00O0
010100100 000000001_0000

seklinde yazilabildiginden dogrusal bagimlhidir. Ayn1 zamanda

a 0 a (1)(1) 1000+c0c (l)g 0010 (00O00O
0b0100100 0d0100001_0000

esitligi var iken a = b = ¢ = d = 0 oldugundan X kiimesi dogrusal bagimsiz olmaktadir.

Abbas ve arkadaslar1 2018 yilinda projektif gamma modiil ¢alismis ve tanimi serbest
gamma modiiller iizerinden vermigslerdir (Abbas vd., 2018b). = Ancak burada gecen
projektif gamma modiil taniminda yukarida bahsedilen hatali serbest gamma modiil tanimi

kullanilmagtir.

Tanim 2.42. (Abbas vd., 2018b) P bir MI'-modiil olsun. Eger P @ P’ serbest MT'-modiil
olacak sekilde P’ MT'-modiil var ise P ye MT -projektif denir.

Abbas ve arkadaglar1 2016 yilinda injektif gamma modiilleri calismistir (Abbas,
Al-Saadi, vd., 2016). Burada injektif gamma modiill tanimi bizim c¢alismamizda
yaptigimizdan farkli sekilde verilmistir. Ancak Abbas ve arkadaslarinin bu makalesindeki
teorem ve ispatlarda Ameri ve Sadeghi’nin 2010 yilinda yayinlanan “Gamma Modules”

makalesinde hatali oldugu gosterilen 6nerme ve drnekler referans olarak verilmistir.

S0z konusu bu makalelerde incelenen dogrusal bagimsizlik tanimi, serbest gamma
modiil tanim1 ile dogrudan iligkili oldugu icin bu tezde dogrusal bagimsizlik yeniden
tamimlanmistir. Bundan faydalanarak serbest gamma modiiller yeniden ele alinmis, projektif

ve injektif gamma modiillerin karakterizasyonu yapilmistir.
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3. GAMMA MODULLER

Gamma modiiliin tanimu ilk olarak 1977 yilinda Kyuno tarafindan verilmistir (S. Kyuno,
1977).  Kyuno bu makalesinde, altmodiil ve modiil homomorfizmas1 tanimlarin1 da
vermistir. Bu tezde gamma modiil tanimi Ameri ve Sadeghi’nin ¢alismalarindan, giicli
birim tanim1 Kyuno’nun makalesinden alinmistir. Ayrica gii¢lii birimsel gamma modiil
tanim1 verilmis, gamma modiillerde izomorfizma teoremleri ve tam diziler ile ilgili bazi
teoremler kanitlanmigti. Gamma modiillerde bir kiimenin dogrusal bagimsiz olmas1 tanimi
ve bir kiimenin bir gamma modiilii iretmesi tanimlar1 verilerek bir gamma modiiliin tabam
tanimlanmistir. Buna bagli olarak free gamma modiiller, injektif ve projektif gamma modiiller
iizerinde calisilmigtir. Ayrica gamma vektor uzaylarinin taban ve boyutlar ile ilgili bazi

teoremlar ispatlanmustir.

3.1. Temel Kavramlar

Ik olarak Kyuno tarafindan verilen gamma modiil tanimi incelendiginde her m € M,
n € N i¢cin mOrn = Oy esitliginin saglanmasi gerektidi diisiiniilerek gamma modiil tanimi

Tanim 2.33 de verildigi sekliyle alinmigtir.

Tanmm 3.1. (I',M)p gamma halkasi (8, e) giiclii birime sahip ve N bir sol MT-modiil olmak

tizere her n € N i¢in edn = n kosulu saglaniyor ise N ye giiclii birimsel sol MT-modiil denir.

Benzer sekilde (giiglii birimsel) sag§ MT-modiil, N xI'x M — N, (n,a,m) — nam dig
islemi ile yukaridaki kosullara parelel sekilde tamimlanir. Eger (I',M)p degismeli gamma
halkasi ise her N sol MI'-modiil m € M, o« € I' ve n € N icin noom = mon seklinde taniml
dis islem ile, bir sag MT-modiil olur. Bu durumda (I', M)p degismeli gamma halkas1 iken N
sol MI™-modiilii bir MT'-modiil olarak alinabilir.

Bu calismada aksinden s6z edilmedik¢e ”sol MI-modiil” ifadesi yerine ”MI-modiil”

ifadesi kullanilacaktir.

Objeleri MT-modiiller , morfizmleri MT'-modiil homomorfizmalart olan C sinifin1 ele

alalim. N, Q, W ii¢ MI'-modiil olmak iizere
Homy,r(Q,W) x Homyr(N,Q) — Homyr(N,W) (g,f) > gof

fonksiyonlardaki bileske ile
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I. Her f: N — Q,g:0— W veh:W — T MI'-modiil homomorfizmalar1 igin o (go f) =
(hog)o f esitligi saglanir.

II. Her N MT"-modiil ve her f : W — N ve g : N — Q MI'-modiill homomorfizmalari i¢in

Iyof =f,goly=gesitliklerini saglayan 15 : N — N MI"-modiil homomorfizmas1 vardir.

Boylece MT'-modiillerin bir kategori olusturdugu goriiliir.

Onerme 3.2. (I', M) bir gamma halka ve N bir MT-modiil olmak iizere her m € M, y € T,

n € N icin Oyyan = Oy, mOrn = Oy ve maOy = Oy esitlikleri saglanir.

Ispat. Her y € T ve n € N icin Oyan = (0p + Opp)an = Opron + Oprain esitligi saglanur.,
Burada esitligin her iki yanina Op;on elemaninin toplamsal tersi eklenirse 0y = 0p7n elde

edilir. Diger esitlikler de benzer sekilde gosterilir. 0

Onerme 3.3. (', M) gamma halkasimin L sol operatir halkast bir sol MT-modiildiir.

n
Ispat. Oncelikle M xT' x L — L, m}/ Z [mi, ;] = Y [mym;, 7] seklinde tamimlanan iiglii

i=1
n
islemin iyi tanimh oldugunu gosterelim. m=m’, y=9 ve ¥ [m;, %] = [k,, Bi] verildiginde

i=1 i=1

her x € M i¢in

Z mym;, Yilx = Zm}/mmx = m}/Z m;¥ix
i=1

t 1
= m'y Y kifix="Y m'ykpix
i=1 i=1

~

= ) [m"Vki Bilx

oldugundan yukarida tanimlanan iglem iyi tanimli bir I'-dis islemdir. Ayni zamanda her

n t
mya,beM,y,B el ve Y m,Y], ¥ [uj,B;] €L olmak iizere
i=1 j=1

! ( i 1]+ ¥ [u],ﬁ,]) = my il % 5, B
ii. (a+b)y g [, ) = ayi; [, i) + byé [rmi; ]

il m(y-+ ) X mi ] = my ¥ mi. ]+ mB 3. mi. 7]

iv. (ayb)B ¥ [mi. ] = a(bp X fmi. )

esitliklerinin saglandig1 kolayca goriiliir. ]
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Onerme 3.4. (T', M) p giiclii birime sahip bir gamma halka ve N bir giiclii birimsel MT -modiil
olsun. Bu durumda m € M ve y € I icin myM = (0y) ise myN = (Oy) dir:

Ispat. (8,¢), (T',M)p gamma halkasinin giiclii birimi olmak iizere myM = (0p) ise mye = Oy
dir. Her x € N i¢in

myx = my(edx) = (mye)dx = 0y 6x = Oy
esitlikleri saglandigindan istenen elde edilir. [

Tamm 3.5. (S. Kyuno, 1977) (I',M)p bir gamma halka ve Q bir N sol MT'-modiiliiniin bos

olmayan bir altkiimesi olsun. Her m € M, q,q1,q9> € Q ve Yy € I' icin

L q1—qeQ
il. myq € Q
kosullart saglaniyorsa Q ya N MI'-modiiliin bir sol MT -altmodiilii denir. Eger N, (I',M)p

boliimlii gamma halkasi tizerinde bir vektor uzayi ise Q MI-altmodiiliine M1 -altuzay denir.

Tanim 3.6. Nyve N, bir N MT'-modiiliiniin iki altmodii olmak iizere Ny +N, = {n; +ny | n; €

Ni, ny € N>} kiimesine bu iki MT-altmodiiliin toplanm denir.

Onerme 3.7. Eger ¢ : N — Q bir MT-modiil homomorfizmast ise Ker@ ve Im@
strastyla , N ve Q MT-modiillerinin birer M1'-altmodiilleridir. Ayrica N1 ve N, bir N
MT -modiiliiniin M -altmodiilleri ise Ni + N> ve N; NN, kiimeleri de N MI'-modiiliiniin birer
MT -altmodiilleridir.

Ispat. N ve Q toplamsal grup olmasindan dolay1 Ker¢, Im¢, N + N> ve Ny NN, kiimelerin
MT -altmodiil olmamn (i) kosulunu sagladiklar1 agiktir. 1lk olarak Ker¢ kiimesinin N
MT -modiiliiniin bir MTI-altmodiilii oldugunu gosterelim. Her m € M, y € I' ve n € Ker¢

icin
@(myn) = myp(n) =my0g =09

oldugundan myn € Ker¢ oldugu goriiliir. Simdi ise Im¢@ kiimesinin Q MI-modiiliiniin bir
MT -altmodiilii oldugunu gosterelim. Her g €Im¢ ise ¢ = ¢(n) olacak sekilde bir n € N

vardir. Buradan her m € M ve y € I' i¢cin

myq = myp(n)=@(myn) € Imp
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oldugu goriiliir. Simdi N7 + N, altgrubunun MT -altmodiil oldugunu gosterelim.
n € Ny + N, icin n = n| + nyp seklinde n; € N; ve ny € N, elemanlart var oldugunu iki

altkiimenin toplamindan biliyoruz. Her m € M ve y € I' igin
myn = my(ni+nz) =myn; +myn, € Ny + N,

esitlikleri saglanir. Son olarak Ny NN, altgrubunun MT-altmodiil oldugunu gosterelim. Her
meM, ycl vene N NN, igcin myn € Ny ve myn € N, olur. Boylece myn € Ny NN,
oldugundan Ny NN, N MI'-modiiliiniin altmodiiliidiir. O

Tanim 3.8. N bir MI-modiil ve X C N olsun. X kiimesini kapsayan N modiiliiniin
tim MT -altmodiillerinin kesisimine X tarafindan iiretilen MT-altmodiil denir ve (X)
ile gosterilir. Burada X sonlu ise X tarafindan iiretilen MT-altmodiile sonlu iiretecli
MT -altmodiil denir. X = 0 ise X tarafindan iiretilen MT -altmodiil {Ox} MT -altmodiil olarak
kabul edilir. X = {a} ise X tarafindan iiretilen MT -altmodiiline devirli MT-altmodiil
denir. {N; [ i € I}, N modilinin MT-altmodiillerinin bir ailesi ise X = UN; kiimesi
tarafindan iiretilen MI-altmodiile N; altmodiillerinin toplamm denir. Eger / lsg(l)nlu ise bu

toplam Nj 4+ N, + - - - + N, seklinde gosterilir.

Teorem 3.9. (I', M)p bir gamma halka, N bir MT"-modiil ve X C N olsun. n € N i¢in
1

MUn={Y myyn|t € Z*, m; € M, y; € I'} seklinde tamimlansin. Bu durumda,
=1

1

i. MTU'n, N MI'-modiiliiniin bir MI'-altmodiiliidiir.
1
ii. n tarafindan iiretilen MTU-altmodiil (n) = {kn+ Y, m;yin | k,t € Z*, m; € M, y; € T'} dir.
i=1
Eger (I',M)p gamma halkas: giiclii birimli ve N gii¢lii birimsel MI'-modiil ise (n) = MT'n dir.
iii. X tarafindan iiretilen M1'-altmodiilii icin
N t
(X) = {Zk,xﬁ— Z mj)/jx/j | s,r€ Z+, xi,x'j ceX, mieM,y;el', k€ 7}

i=1 j=1
esitligi saglamir. Eger (I',M)p gamma halkas: giiclii birimli ve N giiclii birimsel MT-modiil
ise

N
(X)=MI'X = {Zmi%xi |s€ZT,x; €X,m;eM,y, €T}
i=1

olur.
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ispat.

i. N MI'-modiil oldugundan her m; € M, y; € I' icin Y m;¥;n € N dir. Boylece MI'n C N
i

oldugu goriilii. Bununla birlikte Zm,y, ):m'}/n € MI'n ve her m € M, vy €T icin

m}/Z m;yin = Z(m}/m,)y,n €EMI'n oldugundan MFn N nin bir M1'-altmodiiliidiir.

ii. K= {kn+ Z miyin | k,t € Z, mi € M, y; € I'} kiimesinin n elemanint kapsayan bir

=1
MT -altmodiilii oldugunu gosterelim. n =n+ .Z OpYin oldugundan n € K saglanir. Ayrica
N MF modiil ve n € N oldugundan her n 61211\7, mic€Mve y,el (i=1,2,...,t) igin
kn+ ): m;Yin € N saglanir ve boylece K C N oldugu goriiliir. O halde K, n elemanint iceren N
MT- modulunun bir altkiimesidir. Simdi N tarafindan kapsanan K kiimesinin bir MT"-altmodiil

oldugunu gosterelim. Her ky,ky € Z, m,-,mj eEM, ’yi,)/j el'(i=1,2,...,t, j=1,2,...,5) icin

t N
(k1n+2m,~yi kzn+Zm3/n (ki —k2) n+zml% Zmﬁ?{”GK
i=1 =1

ve herac M, ye T icin

t t
y(kin+ Z m;yin) = kjayn+ Z(a)/mi)%n €K
i=1

oldugundan K, N MT-modiiliiniin bir MT-altmodiiliidiir. Béylece (n) MT -altmodiiliiniin
tammindan (n) C K elde edilir. Simdi K C (n) oldugunu gosterelim. Her kn + i miyin € K
icin (n) N MT-modiiliiniin MT -altmodiilii oldugundan kn € N, i = 1,2,...t igli?l m;yin € N
ve kn+ Zt‘, m;Yin € (n) olur. Buradan K C (n) oldugu goriiliir.

Simdi Nl ;iglii birimsel MT -modiil iken (n) = MTUn oldugunu gosterelim. MT'n C (n) oldugu
actktir. Diger taraftan (I',M)p gamma halkasmzn giiclii birimi (8,e) ve N giiclii birimsel

MT -modiil ise n = edn egitligi saglamir. Her kn + Z m;¥in € (n) i¢in

=
' t
kn+Y myn = k(edn)+ ) miyne MIn
i=1 i=1
saglandigindan (n) C MTUn oldugu goriiliir.
s t
iii. S ={Y kixi+ Y mjyx; | s,t€ L%, xi,x; € X, mj € M, y; € T, ki € Z} kiimesinin X
=1 j=1
kiimesini kapsayan N M -modiiliiniin altmodulii oldugunu gosterelim. Bir x € X icin
t
x=x+ ) Oyyjx € S oldugundan X C § saglamir. Ayrica S C N oldugu aciknir. Her
j=1
s t s’ t o
.Zl kix; + .Zl m;y;y;, .Zl Kix + '21 m Yy’ € Sigin
i= j= i= j=
kixy + -+ kgxg — kx| — - — KXl myyyr + - mepye — m Yy, —---—m;,ﬁ/y;, es
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S t
oldugundan S, N nin bir toplamsal altgrubudur. Hera € M, yc T ve Y kin;+ Y, mj}/jn’j es
i=1 j=1
icin

s t s t
a}/(Z kin; + Z mjj/jn'j) = Zaykini—i— (aij)yjn} eSs
i=1 j=1 i=1 =1

J
esitlikleri saglandigindan S, N MT-modiiliiniin bir altmodiiliidiir. Simdi de S C (X) oldugunu

s t
gosterelim. Her Y. kx;+ ¥ mjyx; € S igin, x; € X C (X) ve (X), N MT-modiiliiniin bir
i=1 =1
s t
MT -altmodiilii oldugundan Y, kix; + Y. mj}/jx;- € (X) saglamir. Biylece S = (X) oldugu
i=1 =1
goriiliir.
N
Ayrica MTX = { Y, miYix; | s€Z7, x; € X, m; € M, ; € T'} kiimesi icin MT'X C (X) oldugu
i=1
actknir. Diger taraftan (I',M)p gamma halkasuun giiclii birimi (8,e) ve N giiclii birimsel

K t
MT -modiil ise her bir x; € X i¢in x; = eSx; seklindedir. Bu durumda Y, kix;+ Y, m j}/jx} €(X)
=1 j=1

=

icin
s 1 s t
/ /
Zkixi+2mj’)/jxj = Zki(eSXi)—Fij}/jijMFX
i=1 Jj=1 i=1 j=1
oldugundan (X) C MI'X gerceklenir. O

3.2. Gamma Modiillerde izomorfizma Teoremleri

Teorem 3.10. (I',M)p bir gamma halka, N bir MT-modiil ve Q, N modiiliiniin bir altmodiilii
olsun. Bu durumda M xI'xN/Q — N/QhermeM, yeI'ven € N icin my(n+ Q) =myn+
Q bigiminde tanumli dig islemi ile N/Q bir MU -modiildiir. Ayricaw: N — N/Q, n—n+Q

ile tanimli doniisiim bir MT'-modiil epimorfizmasidir ve cekirdegi Q dur.

Ispat. Oncelikle N/Q kiimesinin bir MT-modiil oldugunu gostermek igin my(n + Q) =
myn+ Q isleminin iyi tanimli oldugunu gésterelim. Herhangi m, m’ e M, y, Y €', n,n’' € N

elemanlar1 icin m =m’, y =y ve n—n’ € Q olsun. Buradan m'y'n = myn ve

!

myn—m'yn' = myn—m'yYn+m'yn—m'yn
= myn—myn+m'y(n—n')
= mY(n—-n')€Q
esitlikleri saglanir. Boylece myn + Q = m'y'n’ + Q oldugundan bu iiclii islemin iyi taniml
oldugu goriiliir. Aym zamanda her m, my, my e M, o, B eTven+Q, nj+Q, n,+Q€N/Q
icin
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i. ma((n+Q)+(n2+Q)) =ma(n; + Q)+ ma(ny+ Q)
ii. (m+m)o(n+Q)=man+Q)+ma(n+Q)
iii. m(oo+B)(n+Q)=mo(n+Q)+mpP(n+Q)
iv. (myomy)B(n+Q) =myo(maf(n+Q))
esitliklerinin saglandigi kolayca goriiliir. O halde N /Q kiimesi bir MT-modiildiir.
Simdi ise 1 : N - N/Q, n+— n+ Q ile tammlanan déniisiimiin MT-modiil

homomorfizmast oldugunu gosterelim.  Bu doniigiimiin iyi tammli ve toplamsal grup

epimorfizmasi oldugu aciktir. Hern € N, m € M ve y € I icin
n(myn) = myn+Q=myn+Q)=myn(n)

oldugundan w bir MT'-modiil homomorfizmasidir.

Son olarak Kermt = Q oldugunu gisterelim. n € Kern ise m(n) =n+Q = Q yanin € Q
olur. Boylece Kerm C Q saglanmir. Diger taraftan q € Q icin ¢+ Q = Q oldugundan ©t(q) = Q,
yani q € Ker 1 dir. Boylece Kermw = Q oldugu goriiliir. [

Tammm 3.11. Yukaridaki teoremde tanimlanan 7 doOniisiimiine dogal MI-modiil

epimorfizmasi veya MI'-modiil projeksiyonu denir.

Teorem 3.12. (I',M)p bir gamma halka, ¢ : N — W bir MT'-modiil homomorfizmast ve Q,
Kero tarafindan kapsanan bir MT -altmodiil olsun. Bu durumda her n € N i¢in $(n+ Q) =
©(n) ile tammh teklikle belirli bir ¢ : N/Q — W MT-modiil homomorfizmast vardir ve
bununla birlikte Imp =Im@ ve Ker® = Ker@/Q esitlikleri saglanir. Ayrica ¢ doniigiimiiniin
bir MT'-modiil izomorfizmast olmast icin gerek ve yeter kosul ¢ MI'-modiil epimorfizmasi ve

Q = Ker@ olmasidr.

ispat.
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Oncelikle ¢ doniisiimiiniin iyi taniml1 oldugunu gosterelim. ny + Q, n, +Q € N/Q igin

n+Q=ny+Q=n;—ny € QCKerp
= @(n1—nz) = @(n1) — @(n2) = Ow
= @(n1) = ¢(n2)
= @(m+Q0)=0(n+0Q)

oldugundan @ iyi tanimhidir. Simdi @ doniisiimiiniin bir MT'-modiil homomorfizmasi

oldugunu gosterelim. Her n; + Q, n, + Q € N/Q igin

¢((n1+Q)+(n2+Q)) = ¢(n1 +0) + ¢(n2+ Q)

esitliginin saglandig1 agiktir. Aym zamanda hern+Q € N/Q,m € M ve y € T igin

¢(my(n+Q)) = ¢(myn+ Q) = @(myn) = my@(n) = myp(n+Q)

esitlikleri saglandigindan ¢ bir MI-modiil homomorfizmasidir. Burada her n € N i¢in
on(n) = @(n+ Q) = ¢(n) oldugundan ¢x = @ esitligi saglanir. Simdi N/Q modiilinden W
modiiliine tanimlanan ve ¢ o & = @ olacak sekilde MI™-modiil homomorfizmasinin tek tiirlii
yazilabilecegini gosterelim: y : N/Q — W doniisiimii w7 = ¢ olacak sekilde bir MT'-modiil

homomorfizmasi olsun. Her n+ Q € N/Q igin

v(n+ Q) =y(n(n) = (yr)(n) = ¢(n) = ¢(n+Q)
oldugundan y = ¢ saglanir.

Ayrica,

welmp <w=0¢(n+Q),ImneN

ew=@(n) € Img
gerektirmeleri saglandigindan Im@ = Im¢@ olur. Simdi Kery = Ker¢/Q oldugunu gosterelim.

n+Q € Ker@ <0y = ¢(n+ Q) = ¢(n)
<n € Ker
<n+Q € Kergp/Q

gerektirmeleri saglandigindan Kerp = Ker¢/Q oldugu goriiliir.
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Son olarak @ doniisiimiiniin izomorfizma olmas: icin gerek ve yeter kosulun ¢
doniigiimiiniin bir epimorfizma ve Kerg = Q oldugunu gosterelim. @ bir MI'-modiil
izomorfizmasi olsun. @ orten oldugundan Im¢ = Im@ = W saglanir. Boylece ¢ oOrten
olur. Simdi Ker¢ = Q oldugunu gosterelim. Hipotezden Q C Ker¢@ dir. Diger taraftan ¢

izomorfizma oldugundan Kerp = {Q} olur. Boylece

a € Kergp =0y = ¢(a) = p(a+ Q)
=a+Q € Kerp = {0}
=a+Q0=0=a€cQ
gerektirmeleri saglandigindan Kerg C Q oldugu goriiliir. Sonug olarak Ker¢g = Q esitligi
saglanir. Aksine ¢ bir MI'-modiil epimorfizmasi ve Ker¢ = Q olsun. Bu durumda Im¢ =

Im@ oldugundan ¢ doniisiimiiniin bir MI-modiil epimorfizmas: oldugu aciktir. Simdi @

doniisiimiiniin birebir oldugunu yani Kerg = {Q} oldugunu gosterelim.
a+Q e Ker@ =0y = p(a+0Q0) = ¢(a)
=a € Kergp = Q
=a+0=0
gerektirmeleri saglandigindan Kerp = {Q} olur. O

Sonug¢ 3.13. (I',;M)p bir gamma halka ve ¢ : N — W bir MI'-modiil epimorfizmasi ise
N /Kerg ~W olur.

Ispat. Terem 3.12 de Q = Ker¢ alimirsa ispatin gerceklendigi goriiliir.

Teorem 3.14. (I',M)g bir gamma halka, N' ve Q' sirasiyla N ve Q MT-modiiliiniin
altmodiilleri ve ¢ : N — Q MT'-modiil homomorfizmast olsun. Bu durumda @(N') C Q' ise ¢ :
N/N' — Q/Q, n+ N+ @(n)+ Q seklinde tamimlanan bir tek MU -modiil homomorfizmast
vardir. Bununla birlikte ¢ MI'-modiil homomorfizmasinin izomorfizma olmast icin gerek
ve yeter kosul Im@ + Q' = Q ve ¢~ 1(Q') C N’ olmasidir. Ozel olarak ¢, @(N') = Q' ve

Kero C N’ kosullarim saglayan bir MU-modiil epimorfizmast ise ¢ bir izomorfizmadur.

Ispat. ¢ : N — Q MT-modiil homomorfizmasi ve ¢(N’) C Q' olsun.

N—2 -0
N/N’3—¢>Q/Q’
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Once @ doniisiimiiniin iyi taniml1 oldugunu gosterelim. Her a +N', b+ N’ € N/N' igin
a+N =b+N =a—-bc N
=¢(a—b)=¢(a) - p(b) € p(N') C Q'
=¢(a)+Q =¢(b)+0
=@(a+N)=0(b+N)
gerektirmeleri saglandigindan ¢ doniisiimii iyi tanimlhidir.
Diger taraftan hera+N', b+N' € N/N', m € M, y € T i¢in @ doniigiimiiniin MT-modiil
homomorfizmasi ve Q' niin altmodiil oldugu kullanilirsa
¢(a+N'+b+N') = @la+b+N)=¢(a+b)+(Q
= ¢@)+0' +9b)+0' =p(a+N)+p(b+N)
ve
¢(my(a+N') = @(mya+N') = @(mya)+Q'
= myg(a)+ Q' =my(¢(a)+ Q)
= my@(a+N')
esitlikleri saglanir. O halde @ bir MI-modiil homomorfizmasidir.

Simdi ¢ fonksiyonunun bir MI-modiil izomorfizmas1 olmas1 i¢in gerek ve yeter
kosulun Imo + Q' = Q ve ¢ !(Q') C N’ oldugunu gosterelim. @ bir MT-modiil
izomorfizmasi olsun. Im@ + Q' C Q oldugunu biliyoruz. Her g € Q i¢in ¢+ Q' € Q/0’
ve ¢ orten oldugundan @(a+ N') = g+ Q' olacak sekilde en az bir a+ N’ € N/N' vardur.

q€Q=q+0 €0/C
=q+0 =¢(a+N')=0¢(a)+ 0
=qg€Ime+Q’
gerektirmeleri saglandigindan Q C Im¢ + Q' olur. Simdi ¢~!(Q’) C N’ oldugunu gosterelim.
@ birebir oldugundan Kerp = {N’} olur.
aco ' (Q)=p(a) Q= pla)+0 =0+
:>(P(a—i—N/) = OQ/Q/
=a+N' € Kerp = {N'}

=acN

26



gerektirmeleri saglandigindan ¢ ~!(Q’) C N olur.

Simdi Im¢ + Q' = Q ve ¢~ '(Q') C N’ iken ¢ MT-modiil homomorfizmasinin bir
izomorfizma oldugunu gosterelim. Her ¢+ Q € Q/Q’ igin

geQ=Imp+Q & g=x+4 3IxcImovedq e

& g—x€Q Ixclme

& q—9(a)cQ 3¢(a) €Img

& q+0 =¢@+0 3Ip(a) cImg
& g+0 =¢(a+N) Ja+NeN/N
& g+0 €Im@

gerektirmeleri saglanir. O halde ¢ oOrtendir. Simdi ¢ epimorfizmasinin birebir oldugunu

gosterelim.
n+N €Kerp =p(n+N')=0Q
=¢(n)+0 =0
=¢(n) € 0
=neco (Q)CN
=n+N'= 0y

gerektirmeleri saglandigindan Ker® = {N'} olur. Bdylece @ epimorfizmasinin birebir oldugu

goriliir.

Son olarak @(N’) = Q', Kerpo C N’ ve ¢ orten ise ¢ doniisiimiiniin izomorfizma
oldugunu gosterelim. ¢ orten oldugundan ¢ MI'-modiil homomorfizmasiin orten oldugu

aciktir. Simdi ¢ doniisiimiiniin birebir oldugunu gosterelim.

n+N' €Kerd =p(n+N)=on)+0' =0
=p(n) € Q' =o(N)

o
(
o(n)=o(n'),In' e N'
(n—

Y

J

Q(n ) Oy, In' e N’

=n—n"c€Kero CN',3In' €N

=neN = n+N =N
gerektirmeleri saglandigindan Kerp = {N’} olur. Yani ¢ birebirdir. 0
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Teorem 3.15. (I',M)g bir gamma halka, Q ve W bir N MT-modiiliiniin altmodiilleri olsun.
Bu durumda, Q/(QNW) ~ (Q+W)/W olur.

ispat.

¢:0—(Q+W)/W
q—q+W

doniigiimiinii tanimlayalim. Her g € Q i¢in @(q) = g+W = (¢+0)+W € (Q+W)/W
oldugundan ¢ kapalidir. ¢ doniisiimiiniin iyi tanimli oldugu ve toplamsal doniisiim oldugu

aciktir. Diger yandan herm € M, y €1 ve g € Q icin

o(myq) = myg+W = my(q+W) = myp(q)

oldugundan ¢ bir MT"-modiil homomorfizmasidir. Her (¢+w)+W € (Q+W)/W i¢in (¢ +
w)+W =g+W = ¢(q) olacak sekilde g € Q oldugundan ¢ 6rtendir. Son olarak ¢ MT'-modiil

epimorfizmasinin ¢ekirdegini bulalim.

Kerp ={qc Q| ¢(q) =W}
={q€Qlg+W=W}

={q9€Q|qgeW}=0nW.

O halde Teorem 3.12 den Q/(QNW) ~ (Q+W)/W saglanr. O

Teorem 3.16. (I',M)p bir gamma halka, Q ve W bir N MT'-modiiliiniin altmodiilleri olsun.
Bu durumda, W C Q ise Q/W, N/W MT -modiiliiniin bir altmodiiliidiir ve (N/W)/(Q/W) =~
N/Q ifadesi saglanr.

Ispat. Burada Q/W kiimesi N/W toplamsal degismeli grubunun bir altgrubudur. Oncelikle
Q/W modiiliiniin N/W MT -modiiliiniin bir altmodiilii oldugunu gosterelim. Herme M, ye T
veq+W € Q/Wicinmy(qg+W)=myq+W € Q/W oldugundan Q/W, N/W MT-modiiliiniin
bir MTI'-altmodiilii olur. Her n € N i¢in

©:N/W—N/Q

n+Ww—=n+Q
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doniisiimiinii tanimlayalim. Her ny +W, np +W € N/W igin

m+W=nm+W=n-neWcQ
=n—ny €0

=>nm+0=n+0

oldugundan ¢ iyi tamimhdir. Ayrica ¢ doniisiimiiniin toplamsal oldugu aciktir. Her m € M,

yel'ven+W € N/W igin
e(my(n+W)) = @(myn+W) =myn+Q =my(n+ Q) =myp(n+Ww)

esitliginden ¢ bir MT'-modiil homomorfizmasidir. Her n+ Q € N/Q i¢in ¢(n+W) =n+Q
olacak sekilde n+W € N/W elemani var oldugundan ¢ 6rtendir. Diger yandan

Kerp ={n+W eN/W | @p(n+W)=Q}
={n+W |n+Q=0}
— {0+ W | neQ} = Q/W.

oldugundan Teorem 3.12 geregi (N/W)/(Q/W) ~ N/Q oldugu goriiliir. O

Teorem 3.17. (I',M)g bir gamma halka, N bir MT'-modiil ve Q, N modiiliiniin bir altmodiilii
olsun. Bu durumda N nin Q yu kapsayan tiim altmodiilleri ile N / Q nun tiim MT -altmodiilleri
arasinda K — K/Q ile verilen, birebir karsilik gelen bir esleme vardir. Boylece N/Q
modiiliiniin her M1 -altmodiilii, K, Q MT'-altmodiiliinii kapsayan bir altmodiil olmak tizere

K /Q bicimindedir.

Ispat. S(N), Q MT-altmodiiliinii kapsayan N MT-modiiliiniin tiim MT -altmodiillerinin

kiimesi ve S(N/Q) ise N/Q MT'-modiiliiniin tiim MT -altmodiillerinin kiimesi olsun.

y:S(N) = S(N/Q)
K—n(K)=K/O

doniisiimiinii tammlayalim. Bu doniisiimiin kapali ve iyi tammli oldugu aciktir. Oncelikle
bu fonksiyonun birebir oldugunu gosterelim. K, Te S(N) i¢in w(K) = y(T') olsun. Buradan
K/Q =T/Q saglanir ve

keK<k+QeK/Q=T/Q<keT
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oldugundan K = T olur ve bdylece y birebir fonksiyondur. Simdi de y fonksiyonunun
orten oldugunu gosterelim. 7w : N — N/Q, n+— n+ Q MI'-modiil homomorfizmasi orten
oldugundan her A € S(N/Q) igin m(x~(A)) = A esitligi saglamr. Simdi 7~!'(A) € S(N)
oldugunu gosterelim. Burada 77! (A) C N ve N MT-altmodiil oldugundan sadece Q C 7~ (A)
oldugunu gosterecegiz. Her g € Q i¢in 71(q) =g+ Q= Q =0y, € A oldugundan g € n1(A)
dir. Boylece Q C £~ (A) olur ve bu ise 77'(A) € S(N) olmasimi gerektirir. Ayni1 zamanda
her A € S(N/Q) igin w(n~1(A)) = 7(n~!(A)) = A esitlikleri saglandigindan y 6rtendir. [

Teorem 3.18. (I',M)p bir gamma halka ve {N; | i € I} MI-modiillerin bir ailesi olsun. Bu

durumda N; toplamsal degismeli gruplarimin direkt carpimi | N; ve direkt toplami Y Nj;

il i€l

olmak iizere asagidaki ozellikler saglanir.
i. JIN; toplamsal degismeli grubu bir MT*-modiildiir.
il. lg N; direkt toplamu [] N; direkt ¢arpimin bir MT -altmodiliidir.
iii. I%Ier k € Ii¢in m : [lIGJIV, — N dogal izdiigtimii bir MT™-modiil epimorfizmasidir.
iv. Herk €/icin 1 : ]\lfil—> %‘,IN,- dogal icermesi bir MI'-modiil monomorfizmasidir.

i
ispat.

i. Teorem 2.10 den []N; direkt carpimu toplamsal bir gruptur. Ayrica M X I' x [[N; —
[1N;, my{ai} = {m}/al,e}l dis islemi tanimlansin. Buna gore her m,m;,my € M, y, v, 712616 I' ve
l{eci,-}, {bi} € TIN;igin

o my({ai} + (bi)) = mylas) + myl)

b. (my+my)y{ai} = miy{ai} + may{ai}

c. m(yi+n){ait =myi{ai} +mpfai}

d. (miyim)p{ai} = min(mapiai})
esitliklerinin saglandig1 kolayca goriiliir. Boylece ];I[Ni direkt ¢carpimi bir MI"-modiildiir.

i
ii. Teorem 2.13 den ) N; direkt toplami ] N; direkt carpimun bir altgrubudur. Aym zamanda
meM,yel ve {a,-l}ele Y. Nj olsun. Burlaecllan Y N direkt toplam tanimi geregi sonlu sayida
i € I hari¢ g; = 0 dur. Olillijzden mya; =0 olulre.Idelece sonlu sayida i € I hari¢ my{a;} =
{mya;} = 0 oldugundan my{a;} € ¥ N; saglanir. O halde Y. N; direkt toplami [ N; direkt
carpimin bir M -altmodiiliidiir. < < <
iii. Teorem 2.10 den her k € [ icin m : E[INi — Ni, {a;} — a; doniisimii bir grup

epimorfizmasidir. Ayni1 zamanda her m € M ve y € I' icin
m(my{ai}) = m({myai}) = myay = mym({a;})
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oldugundan her k € [ i¢in m; doniisiimii bir MT'-modiil homomorfizmasidir.

iv. Teorem 2.13denher k € I'i¢in 1 : Ny — Y. N; a — {a;} doniisiimii i #kisea; =0vei=k
i€l

ise a@; = a tanimu ile bir grup monomorfizmasidir. Ayni zamanda herm € M, y € I, i # k i¢in

y(mya) = {0} = myy(a) ve i = k i¢in y(mya) = {mya} = my{a} = myy(a) oldugundan

her k € I i¢in 1; doniisiimii bir MT™-modiil homomorfizmasi olur. [

Tammm 3.19. [[N; MTI-modiline {N;|i€l} modil ailesinin direkt c¢arpimi,
icl

Y N; MT'-modiiline {N;|i €I} modil ailesinin direkt toplamm denir.  Ayrica 7

icl

MT -epimorfizmasina dogal izdiisiim ve 1 MI-monomorfizmasina da dogal icerilme

doniisiimleri denir.

Tanmm 3.20. (I';M)p bir gamma halka, N bir MI'-modil ve {N;|i€l} ailesi N

MT -modiiliiniin altmodiillerinin bir ailesi olsun. Bu durumda eger

i. N MT'-modiili, {N; | i € I} ailesinin toplami seklinde yazilir ve
ii. NJ, {N;|i# k} ailesinin toplam olmak iizere her k € I icin Ny NN} = (O)

kosullari saglanirsa N MI'-modiiliine {N; | i € I} altmodiil ailesinin i¢ direkt toplam denir.

Ayrica bu durumda her bir i € [ icin N; M1 -altmodiiliine de direkt toplanan denir.

3.3. Gamma Modiil Dizileri

Tanim 3.21. (I'; M)p bir gamma halka, MT"-modiil homomorfizmalarinin N BN ) YW dizisi

icin Im¢ = Kery esitligi saglanirsa bu diziye Q da tamdir denir.
Onerme 3.22. (T',M)p bir gamma halka, N, Q, W ii¢ MT'-modiil olsun.

. 0= 0 % W dizisinin tam olmasi icin gerek ve yeter kosul ¢ MI'-modiil
homomorfizmasinin birebir olmasidir.

i. Q % W — 0 dizisinin tam olmas icin gerek ve yeter kosul w MI™-modiil
homomorfizmasinin 6rten olmasidir.

iii. N5 0% W dizisi tam ise yo = 0 dur.
ispat.

i 0% 0 % W tam dizi olsun. Bu durumda Im0 = {0} = Kerg esitlikleri saglandigindan ¢
birebirdir. Tersine, ¢ birebir MI™-modiil homomorfizmasi olsun. Bu durumda Im0 = Ker¢ =

{0} esitlikleri saglandigindan O RN 0 % W MT-modiil dizisi tamdir.
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. Q Aw i> 0 tam dizi olsun. Bu durumda Imy = Kerf = W oldugundan y ortendir.
Tersine, y orten MI™-modiill homomorfizmasi ise Imy = W = Kerf oldugundan Q Aw i) 0
tam dizidir.

iii. N5 0% W tam dizi ve her n € N icin ¢(n) € Img = Kery oldugunda y(¢(n)) =0
olur. Boylece y¢ = 0 saglanir. [l

Tamim 3.23. (I',M)p bir gamma halka, Ny Iy N i N, EE fQ' N,_1 I N,, MT-modiil

homomorfizmalarinin sonlu dizisi olmak tizere i = 1,2,...,n — 1 icin Imf; = Kerfy;
P!
kosulu saglaniyorsa bu diziye tam dizi denir. Eger 0 — N; Q Ny — N3— 0 MT'-modiil

homomorfizma dizisi tam ise bu diziye kisa tam dizi denir.

Onerme 3.24. (I',M)p bir gamma halka, N, Q, W, N, Q' ve W' MT-modiil olmak iizere

diyagram verilsin. Her iki satir da tam dizi olacak sekilde bu diyagrami degismeli yapan

MT’-modiil homomorfizmalar: var olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir.

i. f,h MI'-modiil monomorfizmalari ise g bir MI'-modiil monomorfizmasudir.
ii. f,h MI'-modiil epimorfizmalari ise g bir MI'-modiil epimorfizmasidir.

iii. f,h MT'-modiil izomorfizmast ise g bir MI'-modiil izomorfizmasidir.
Ispat.

i. f ve h MI'-modiil monomorfizmalart olsun. g MTI'-modiil homomofizmasinin birebir
oldugunu gostermek icin Kerg = {0g} oldugunu gostermek yeterli olacaktir. q € Kerg olsun.
Bu durumda g(q) = O¢ olur. Burada diyagramin degismeliliginden dolay1 y'g = hy esitligi

kullanmilirsa

hy(q) = v'g(q) = v'(0g) = Oy

esitlikleri saglamir. Bu ise y(q) € Kerh olmasim gerektirir. Burada h birebir oldugundan

v(q) = Ow dir. Boylece
q € Kery =Im¢@
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oldugundan q = @(n) olacak sekilde n € N vardir. g(q) = Oy ve yine diyagramin
degismeliliginden @' f = g esitligi kullanmilirsa

Og = glq) = g(@(n)) = ¢f(n)

bulunur. Burada ¢’ ve f MI'-modiil monomorfizmalari oldugundan ¢’'f de MT'-modiil

monomorfizmadir. Béylece ¢’ f(n) = 0y olmast n = Oy olmasint gerektirir. Bu durumda

q=¢(n) = ¢(0n) =0g

olur. Boylece Kerg = {0} olur. Buradan g fonsiyonunun bir MI'-modiil monomorfizmast
oldugu goriiliir.

ii. f,h MTU-modiil epimorfizmalar: olsun. Keyfi bir ' € Q' icin g(qo) = ¢’ olacak sekilde
bir qo € Q elemammin varligim gésterecegiz. q' € Q' ise W' (q') =w' € W olur. h orten

oldugundan
h(w) =w'=v'({)

olacak sekilde w € W vardir. y orten oldugundan y(q) = w olacak sekilde q € Q vardir. O
halde

olacak sekilde bir g € Q vardir. Diger taraftan diyagranun degismeliliginden dolayi hy = y'g

dir ve buradan

v'(q') = (hy)(q) = (v'g)(q)

esitlikleri saglanir. W' MT-modiil homomorfizmast oldugundan

0=v'(¢)-v'(¢(q) =v'(d —2(q))

elde edilir. Buradan

/

q —g&(q) € Kery' = Img’

olur. O halde q' — g(q)=¢'(n') olacak sekilde bir n' € N’ elemanmi vardir. Ayrica f Orten
oldugundan n' = f(n) olacak sekilde bir n € N vardir. Béylece

g —glg)=0'(n')=0'(f(n)) = (¢'f)(n)
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elde edilir. Burada diyagramun degismeliligini, yani @' f = g@ esitligini kullanirsak

q —g(q) = (¢'f)(n) = (g@)(n)

esitlikleri saglanir: Boylece g’ = g(¢(n))+g(q) = g(@(n)+q) olacak sekilde gy = ¢(n)+q €
Q elemani vardir. O halde g fonksiyonu bir MI'-modiil epimorfizmasidir.

iii. Teoremin i. ve ii. kisimlarindan istenen elde edilir. O]

Tamm 3.25. (I',M)p gamma halka, N, Q, W, N’, Q' ve W/ MT"-modiil olmak iizere

diyagramu verilsin. Her iki satir da kisa tam dizi iken bu diyagrami de8ismeli yapan f,g,h

MT -modiil homomorfizmalar1 varsa bu iki dizi izomorftur denir.

Teorem 3.26. (I', M) bir gamma halka ve MT"-modiil homomorfizmalarimin 0 — A, ENy RN

Ay — 0 bir kisa tam dizisi olsun. Bu durumda asagidakiler denktir.

1. gh =1, olacak sekilde / : A, — B MT™-modiil homomorfizmasi vardir.
ii. kf = 14, olacak sekilde k : B — A; MI'-modiil homomorfizmas: vardur.
ii. Verilen dizi, 0 — A4 N Al DA = Ar — 0 kisa tam dizisine izomorftur, 6zel olarak

B=A; ®A; sa8lanir.

Ispat.

(i=iii) 0— A 1> B % A, — 0 kisa tam dizisi verildiginde gh = 14, olacak sekilde /1 : A, —

B MT'-modil homomorfizmasi var olsun.

0— A —2A0A 2 A ——>0

N

0 Ay 7 B 2 Ar 0

diyagramimi degismeli yapan ¢ MI'-modiil izomorfizmasini tanimlayarak yukarida verilen
iki dizinin izomorf oldugunu gosterecegiz. Bu doniisimii ¢ : A @Ay — B, ¢(a,a2) =

f(ay) + h(ap) ile tammlayalim. Bu doniigiimiin bir fonksiyon oldugu ve toplamaya gore
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homomorfizma o6zelligini sagladigr aciktir. Simdi bu fonksiyonun MI-homomorfizmasi

oldugunu gosterelim. Herm € M, y € I ve (aj,a2) € A] B A; igin

@o(my(a,a2)) =@(mya;,myay) = f(mya) +h(myay)
=myf(a1) +myh(az) = my(f(a1) +h(az))

=myQ(ai,az)

esitlikleri saglandigindan ¢ MI'-modiil homomorfizmasidir. Simdi de yukarida verilen
diyagramin degismeli oldugunu gosterelim. Hipotezdeki gh = 14, ve Onerme 3.22 iii. den

gf = 04, oldugu kullanilirsa her (a;,az) € A| @ A3 igin

pu(a1) = @(a1,04,) = fla1) +h(04,) = f(a1) = f(1a,(a1)) = fla,(a1)

gp(ar,az) = g(f(a1) +h(az)) = gf (ar) + ghlaz) = 14,(a2) = 1a,m(a1,a2)

esitlikleri ile yukaridaki diyagramin degismeli oldugu goriilir. Bdoylece 14, ve lg,
izomorfizma oldugundan Onerme 3.24 geregi ¢ bir izomorfizmadir.

(ii = iii) 0— A i> B -5 Ay — 0 kisa tam dizisi verildiginde k f = 14, olacak sekilde k : B —
A1 MTI'-modiil homomorfizmasi var olsun.

0— A —1 B % A .0

N

0—A —11>A1 DA F)Az —0

diyagramini degismeli yapan y MI™-modiil izomorfizmasini tanimlayarak yukarida verilen iki
dizinin izomorf oldugunu gosterecegiz. Bu doniisimii ¥ : B — A; © Ay, w(b) = (k(b),g(b))
ile tanimlayalim. Bu doniisiimiin bir fonksiyon oldugu ve toplamsal doniisiim oldugu agiktir.
Simdi bu fonksiyonun MT-homomorfizmasi oldugunu gosterelim. Herme M, ycl'veb e B
icin
Y(myb) =(k(myb),g(myb)) = (myk(b),myg(b))
=my(k(b),g(b)) = myy(b)

esitlikleri saglandigindan y bir MI'-modiil homomorfizmasidir. Simdi de yukarida verilen
diyagramin degismeli oldugunu gosterelim. Hipotezdeki kf = 14, ve Onerme 3.22 (iii) den

gf = 04, oldugu kullanilirsa her b € B ve a; € A i¢in
my(b) = my(k(b),g(b)) = g(b) = 14,(8(b)) = 14,8(b)
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vf(a) =w(f(a1)) = (kf(a1),gf(a1)) = (1a,(a1),0(a1)) = (a1,04,) = t1(a1) = 1114, (ar)

esitlikleri ile yukaridaki diyagramin degigsmeli oldugu goriilir.  Boylece 14, ve lu,
izomorfizma oldugundan Onerme 3.24 geregi W bir izomorfizmadir.

(iii = i,ii) Satirlar1 tam dizi olan agagidaki diziler birbirlerine izomorf olsun.

1
0 A =—A BAYy~—=A)— 0
1] %)
) (N (8
00— A ——B———4; 0

Boylece yukaridaki diyagrami de8ismeli yapan bir ¢ MI™-modiil izomorfizmasi vardir.
h:A) — B, h(az) = ¢12(a2) = (P(OAI,CZZ)

ile tamimlanan h dOniisiimiiniin bir fonksiyon oldugu acgiktir. Simdi bu fonksiyonun

MT-homomorfizma oldugunu gosterelim. Her a», a3 € A>; vy €I’ ve m € M igin

h(ax+az) = 9(04,,a2+az) = ¢(04,,a2) +9(04,,a3) = h(az) + h(az)

veE

h(myaz) = ¢(04,,myaz) = my9(0a,,a2) = myh(az)
esitlikleri saglandigindan 4 bir MI-homomorfizmasidir. Diger taraftan yukaridaki
diyagramin degismeliligi yani g¢ = 14,7, esitlifinden yararlanarak her a, € A; icin
gh(az) = g(P12(a2)) = (89)12(az) = (1a,M2)12(a2) = 14, (Ma12) (a2) = 14, (a2)
elde edilir. Boylece gh = 14, saglanir. Benzer sekilde
k:B— Ay, k(b) =m0 ' (b)

ile tammlanan k doniigiimii bir MT'-modiil homomorfizmas: oldugu ve kf = 14, esitli§inin

saglandig1 kolayca goriiliir. [

Eger bir kisa tam dizi Teorem 3.26 iin kosullarindan birini sagliyorsa bu diziye parcalanir

dizi denir.

Teorem 3.27. (I',M)p bir gamma halka, {A; | i € I} bir MT"-modiil ailesi, C bir MT"-modiil ve
{9i: C — A;| i € I} MT-modiil homomorfizmalarimun bir ailesi olsun. Bu durumda her i € 1

icin T, = @; olacak sekilde ¢ : C — [[A; teklikle belirli M1'-modiil homomorfizmast vardir.
i
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Ispat. Teorem 2.11 dan istenen 6zellige sahip @(c) = {@i(c)}ics ile taniml, teklikle belirli

@ : C — []A; toplamsal grup homomorfizmas1 vardir. Bu homomorfizmanin MI™-modiil
i

homomorfizmasi oldugunu gosterelim. Her bir ¢; MI'-modiill homomorfizmas1 oldugundan

hermeM,yeTI veceCigin

@ (myc) = {@i(myc) yier = {my@i(c) }ier = my{@i(myc) yier = myg(c)
esitlikleri saglandigindan ¢ bir MI'-modiil homomorfizmasidir. 0

Teorem 3.28. (I',M)p bir gamma halka, {A; | i € I} bir MI'-modiil ailesi, D bir MI"-modiil
ve {y;: A;i — D | i € I} MT-modiil homomorfizmalarimin bir ailesi olsun. Bu durumda her
i € Iigin Yy = y; olacak sekilde y : Y. A; — D teklikle belirli MT'-modiil homomorfizmast
vardur. Bu ozellik ile },A; izomorfizma fclzrkzyla teklikle belirlidir.

i

Ispat. Teorem 2.14 dan istenen ozellige sahip w({a;}) = ¥ Wi(a;) ile tanimli, teklikle belirli
i

v : Y A; — D toplamsal grup homomorfizmasi vardir. Bu homomorfizmanin MT-modiil
i

homomorfizmasi oldugunu gosterelim. Her bir y; MI-modiil homomorfizmasi oldugundan

herme M, yeT ve {a;} € YA, i¢in
i

y(my{ai}) = w({myai}) =} vi(myai) = } myyi(ai) = my} w(ai) = myy({a;})

esitlikleri saglandigindan y bir MT'-modiil homomorfizmasidir. [
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4. SERBEST GAMMA MODULLER

Calismamizin bu boliimiinde bir gamma modiiliin bir altkiimesinin dogrusal bagimsiz
olmas1 ve iirete¢ olmas1 tanimlanarak, taban kavrami ortaya konulmustur. Bu boliimde
serbest gamma modiillerin bir karakterizasyonu verilmis ve serbest gamma modiillerle ilgili
bazi teoremler ispatlanmistir. Ayrica giiclii birime sahip boliimlii gamma halkalari iizerinde

tanimlanan vektor uzaylarinin tabanlari ile ilgili bazi teoremler verilmigtir.

4.1. Tammm Ve Temel Ozellikler
Tanim 4.1. N bir MI'-modiil, S C N ve X C N olsun.

1. Birbirinden farkli her xy,x3,...,x, € X i¢in mj o1 x| +ma0xy + - - - + m, 04, x, = Oy olacak
sekilde my,my,...,m, € M ve o,00,...,0, € I' var iken her bir i i¢cin m;o;M = (0p)
saglanirsa X kiimesine dogrusal bagimsiz denir.

ii. Eger N MI'-modiiliiniin her eleman1 mo s + mpy0psy + - - - + m, 04,5, dogrusal bilesim
biciminde yazilacak sekilde m; € M, ¥ € I' ve s; € S elemanlar1 varsa N, S tarafindan iiretilir
denir ve N = (§) ile gosterilir. S altkiimesinin elemanlarina N MI'-modiiliin iiretecleri denir.
iii. N MT'-modiiliinii iireten dogrusal bagimsiz bir X C N altkiimesine, N MI"-modiiliiniin bir

tabam denir.

a 0 a

0
Ornek 4.2. M = {[0 b 0} \a,be@}, = d||c,deQ, i¢in (I',M),y bir
0

o O 0

gamma halkasidir.

N = {[? ? 2 ﬂ |a,b,c,d,e, f,g,h EQ} toplamsal degismeli grubu icin N bir
MT -modiildiir. Simdi

v _J[rooo] o100l 00100001 Mimesinin N
2 T Ylo1 00’00 10’000 1’[1000 umes

MT -modiiliiniin dogrusal bagimsiz bir altkiimesi oldugunu gosterelim. i = 1,2,3,4 olmak
Ci 0

lizere m; = {C(l)‘ 1(9) %’1 eMvea;= |0 d;| €I elemanlari i¢in
l
Ci 0

1000 0100 0010 000 1
Mmoo 1o ol T2 o 1 o T™B g g o 1| T™%M|1 o ¢ of =

esitligi var olsun. Carpma islemleri yapilip Oy ye esitlendiginde i = 1,2,3,4 i¢in a;c; = b;d; =

0 elde edilir. X kiimesinin dogrusal bagimsizligin1 géstermek i¢in i = 1,2,3,4 olmak iizere
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m;o;M = (0p7) oldugunu gostermeliyiz. Her m = [g S 8} € M igin i = 1,2,3,4 olmak
uzere
Ci 0
o — a 0 a; 0 4 x 0 x| |2aicix O 2acix| |0 0 0
EM= 10 b 0 olloy o= o bay o] jooo
1

esitlikleri saglanir. O halde i = 1,2,3,4 i¢in m;a;M = (Oy) olur.

1. N MI'-modiiliiniin X kiimesi tarafindan iiretildigini gosterelim. Her [Cel ? ; ﬂ eEN
icin
r 17 -Cl 0- r 9 1 1 -b O-
A R R 1 L | A R R A LI H
& : Jla ot . b 0
rl 17 -C O- r 7 1 1 -d O-
R R I R A N L I
£ 4 lec 0] * . [d 0]
seklinde yazilabilece§inden N MI-modiilii X kiimesi tarafindan iiretilir.
Boylece X kiimesi N MI'-modiiliiniin bir tabanidir. [

N bir MT'-modiil, X kiimesi N gamma modiiliin dogrusal bagimsiz bir altkiimesi ve
u € N olsun. Eger u = my1x; + - - - + myYuxy, = m}yjx1 + - - - +m,,¥,x, iken her m € M i¢in
m;yim = my/m esitligi saglanirsa u € N eleman1 X kiimesinin elemanlarinin dogrusal bilesimi

olarak tek tiirlii yazilir denir.

Onerme 4.3. (I',M)p giiclii birime sahip bir gamma halka ve N giiclii birimsel MT-modiil

olsun. Bu durumda m € M ve y € I olmak iizere myM = (Oy) ise myN = (On) olur.

Ispat. (I', M)z gamma halkasinin bir giiclii birimi (8,e) olsun. m € M ve y € T i¢in myM =

(0p7) ise mye = Opy olur. Buradan her n € N igin
Oy = (mye)dn = my(edn) = myn
esitlikleri saglandigindan myN = (Oy) olur. ]

Teorem 4.4. (I',M)p giiclii birime sahip bir gamma halka, F giiclii birimsel MT -modiil ve
L, (I';M)p gamma halkasinin sol operator halkast olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler

denktir.

i. F bir tabana sahiptir.
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ii. F, her biri MI"-modiil olarak L ye izomorf olan devirli MI™-modiil ailesinin i¢ direkt
toplamudir.

iii. F, L MT'-modiillerin bir direkt toplamina, MT-modiil olarak izomorftur.

iv. Herhangi bir N giiclii birimsel MT'-modiilii ve f : X — N fonksiyonu verildiginde fi =
f esitligini saglayan teklikle belirli bir f : F — N MI'-modiil homomorfizmasi var olacak

sekilde, bos kiimeden farkli bir X kiimesi ve i : X — F fonksiyonu vardir.

Ispat. Yukaridaki kosullarin denkligini gosterirken su sekilde yol izlenecektir: Once i, ii, iii

da i = iv ve iv = iii oldugu ispatlanacaktir.

(i =1ii) X, F MT-modiiliniin bir taban1 ve x € X olsun. L, (I, M)p gamma halkasinin sol
operator halkas1 olmak iizere Onerme 3.3 ve Teorem 3.9 (i) den L ve MT'x birer MT-modiildiir.
f:L— MTx, Z[m,,}/,] > Zm,}/,x dontisiimiinii tammlayalim. Bu doniisiimiin iyi tanimli
oldugu aciktir. Slmdl f donugumunun MT -modiill homomorfizmasi oldugunu gosterelim.

Her Z [mi,y], ¥ [nj,B)] € Ligin L nin MT-modiil oldugu kullanilirsa
J—l

S

f (i[mlv'yl Z n]?ﬁ] ) [mlay1]+ +[mt,')/t] [”ll,ﬁl]"‘"""[nmﬁs])

i=1 j=1
=minx+-+myx+nfix+ -+ ngfex
t K
=) miyix+ ) niBx
j=1

i=1

(g mi, Y; ) (j;[njuﬁj])

esitliklerinin saglandig1 goriiliir. Bununla birlikte her m € M ve y € I igin

f <myi[mi,%]> =f (imv[wm]) =f (i[mmm])

i=1 i=1 i=1

t t
=Y mymiyx =my Y miyx
i=1

i=1

=myf (Zt‘,[m,-,%])

i=1

t
esitlikleri de saglandigindan f bir MI'-modiil homomorfizmasidir. Ayrica her Y m;Yx €
i=1
t t 1
MTx elemam icin f( X [m;,%]) = ¥ mi¥ix esitligini saflayan Y [m;,%] € L elemant var

i=1 i=1 i=1

t
oldugundan f MI'-modiil epimorfizmasidir. Diger taraftan her Y [m;, %] € Kerf igin
i=1
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I

(Noghy

t t
[mi,%]) = ¥ mivix = Op dir. Buradan Y [m;, %i]x = Oy elde edilir. {x} C X dogrusal
i=1 j

= i=1

t 14
bagimsiz oldugundan (Z [m,y,]) M = (Op) olur. Buise Y [m;, 7] = 0 olmasii gerektirir.

i=1 i=1

O halde Kerf = (0) olur. Bdylece f fonksiyonunun bir MI'-modiil izomorfizmasi oldugu
goriilir. Bu durumda F MT'-modiiliiniin tabaninda yer alan her x elemani i¢in L ~ MTx

olur. Simdi F ~ ) MTx oldugunu gosterelim. X, FF MT'-modiiliinii tirettig¢inden her u € F
xeX

icin u = myyx; + - - - + myYx, olacak sekilde m; € M, ¥ € I' ve x; € X elemanlar1 vardir.
Buradan F MT'-modiili {MTx | x € X} ailesinin toplami seklinde yazilir. Bununla birlikte

x # x* igin ( Y MFx> NMTx* = {0F} oldugunu gosterelim. v € ( y MFx) (MT'x* olsun.
xeX xeX

Buradanv =} (Z mmx) = Y k;Bix* olacak sekilde m;, k; € M, ¥;, B; € I elemanlar1 vardir.
xeX \i i

Bu durumda Y m;yix; + - - - + Y mivix, — Y kifix* = Of elde edilir. (I', M)z gamma halkasinin
5 i i

bir gii¢lii birimi (0, e) olmak iizere bu esitlik
(Zmi'yie) oxy1+---+ (Zmz%e> 0xy — (Zkiﬁie> ox" = Or
i i i

seklinde yazilabilir. X dogrusal bagimsiz kiime oldugundan her bir i i¢in (mee) oM =

():k,-ﬁ,-e) dM = (Of) esitlikleri saglanir. Buradan Y k;8;M = (0Or) dir. Onerme 4.3 den
i i
Y kiBiF = (OF) saglamr. x* € F oldugundan v = Y k;Bix* = Op elde edilir. Bdylece
i i

( Yy MFx> (MTx* = {Op} dir. O halde Tanim 3.20 den F ~ Y} MTx saglanir.
xeX xeX

(iii = i) (0,e) cifti (I',M)p gamma halkasinin gii¢lii birimi ve F, bir X kiimesi tarafindan

indekslenen Y L direkt toplama MT-modiil olarak izomorf olsun. Y L direkt toplaminin
xeX xeX

bir 6,, elemant, x;. bileseni [e, 0] ve diger bilesenleri O;, = [0y, 8] olsun. Simdi {6, | x; € X}

kiimesinin Y, L MI™-modiiliiniin bir tabani oldugunu gosterelim. m; B0y, + - - - + m 6y, =
xeX
0y f ise her bir i icin m;B;[e, 6] = [m;fe, 8] = [0, 8] oldugundan m;f;e = Oy olur. Buradan
xeX

her m € M i¢in
m;Bim = m;Biedm = (m;Bie)om = Oy
esitligi saglamr. Boylece Y. m;B;6, = Oy ; iken m;BiM = (0p) olacagindan {6, |
sonlu x€X

x; € X} kiimesi Y, L MT'-modiiliiniin dogrusal bagimsiz altkiimesidir. Ayni zamanda her
xeX
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{Z[mj,yj]} € Y Ligin
J xeX

{ZWJ%‘]} =) <Z[mj#j]> Oy
J i i\

seklinde yazildigindan {6y, | x; € X} kiimesi ), L yi iiretir. Boylece {6y, | x; € X} kiimesi
Y L MI'-modiilii i¢in bir tabandir. Burada F x;X Y L oldugundan F MT-modiiliiniin de bir
)tczfl))(anl vardir. <

(ii = iii) F,her biri MT'-modiil olarak L ye izomorf olan devirli MT"-modiil ailesinin i¢ direkt
toplam1 yani F, {MT'x | x € X} ailesinin i¢ direkt toplami olsun. Bdylece her x € X igin
F~ Y MI'xve MI'x >~ Lolur. Budurumda F ~ Y L saglanir. Boylece F', L MI'-modiillerin
bir d)icree)i(t toplamina izomorf olur. <

(i = iv) X, F MT'-modiiltiniin bir tabani, i : X — F icerme doniisiimii olsun. Bununla birlikte
f:X — N doniisiimii verilsin. X kiimesi /' MI-modiiliiniin bir tabani1 oldugundan her u € F
elemant m; € M, ¥ € T, a; € X olmak iizere u = Y, m;¥a; seklinde yazilir. f: F — N, f(u) =
f (Xmiviai) = Y. m;Yif(a;) olarak tammlansin. Onlcelikle bu doniistimiin iyi tanimli oldugunu
géslterelim. u ; YmYia; = Zn,ﬁ,a, =y olsun. Bu durumda ):(m,}/e —n;Pie)da; = On olur
ve X kiimesi doglrusal baglrrllsm oldugundan her i igin (m;¥e — n;Bie)0M = (Op) saglanir.
Buradan her m € M i¢in m;y;e = n;B;e elde edilir. Bu m;y;ed f(a;) = n;B;ied f(a;) esitliginin
saglanmasini gerektirir. Boylece f(u) = Zm,y, fla) = Zn, Bif(a;) = f(v) olur. Simdi bu

doniisiimiin bir MT™-modiil homomorﬁzma51 oldugunu gosterehm
fluv) Zml%al+2”1ﬁjaj Zm,}/f ai +Z”/ﬁ] (aj) = f(u)+ f(v)

esitlikleri saglanir. Ayni1 zamanda her m € M ve y € I' i¢in

fmyu) = mem = Y mymivif (ai) = my} mivif (ai) = myf (u)

oldugundan bu fonksiyon bir MI-modiil homomorfizmasidir. Ayrica her a € X i¢in
(fi)(a) = f(i(a)) = f(a) oldugundan fi = f esitli§i saglamr. Son olarak bu MT-modiil
homomorfizmasinin teklikle belirli oldugunu gosterelim. g : F — N ve gi = f olacak sekilde
bir MI"™-modiil homomorfizmasi var olsun. Her a € X i¢in g(a) = g(i(a)) = f(a) oldugundan
her u € F i¢in

=g(Zmi%‘ai)=Zmi%g(al Zmz% = f(u)

esitlikleri saglandigindan f MI™-modiil homomorfizmasi teklikle belirlidir.
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(iv = iii) Teoremde verilen (iv) kosulu saglansin. Y M, X kiimesi tarafindan indekslenmis
MT -modiillerin direkt toplami olmak iizere Y = {6,, | a; € X} kiimesi ) M MT-modiiltiniin
bir tabanidir. Bu nedenle (iv) den j:Y — Y M fonksiyonu ve F giiclii birimsel MT-modiili
icin asagidaki diyagrami deZismeli yapan teklikle belirli bir f : ¥ M — F MT-modiil

homomorfizmasi vardir.

diyagramda verilen f MI'-modiil homomorfizmasinin MT-modiil izomorfizmasi oldugunu
gosterirsek ispat biter. |X| = |Y| oldugundan g : Y — X birebir ve orten bir fonksiyon vardir.

Teoremin (iv) kosulu saglandigindan

y % . x

|

MﬁF
2 f

diyagram degismelidir, yani ig = fj esitligi saglanir. Benzer sekilde

gfl

= Y

b

(PZM

1

diyagraminda jg— ' = @i esitligi saglanir. O halde bu iki diyagram birlestirdigimizde

diyagramindan (¢ o f)oj= jo(g 'og) = joly = j esitlikleri saglanir. Ayn1 zamanda
lymj=jve f MT"-modiil homomorfizmasinin teklikle belirli olmasindan @o f = Ly p esitligi
saglanir. Benzer sekilde fo @ = 15 oldugu goriilebilir. Boylece f birebir ve érten MT'-modiil

homomorfizmasidir. L]

Sonug 4.5. (I', M) giiclii birime sahip gamma halka olsun. Bu durumda her N giiglii birimsel
MT -modiilii bir F' serbest MI'-modiiliin homomorfik goriintiisiidiir. Eger N sonlu iiretecli ise

F sonlu iiretecli secilebilir.
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Ispat. X, N MT-modiiliiniin bir iirete¢ kiimesi ve F, X kiimesi iizerinde bir serbest MT-modiil
olsun. Bu durumda Teorem 4.4 iv. den i : X — N icerme doniisiimii ve F' MI™-modiilii icin
f : F — N MT'-modiil homomorfizmas1 vardir ve X C Imf saglanir. X, N MT-modiiliinii
urettiginden her n € N i¢in n = Y. m;Y;x; olacak sekilde m; € M ve y; € T" vardir. Burada f
MT -modiil homomorfizmasi oldulgundan n=Ymyx = YmY; flx)=f (X miyix;) saglanur.
Boylece Imf = N olur. l l l O

4.2. Gamma Vektor Uzaylan

Tanim 4.6. (I', M)p bir boliimlii gamma halkasi ve (8,e) bu gamma halkanin giiclii birimi
olsun. (N,+) bir toplamsal degismeli grup olmak iizere M x I' x N — N, (m, a,n) — mon

ile tanimlanan I'-dis islemi her n,ny,ny € N; mymy,my € M ve o, 3 € T igin

i. ma(n;+ny) =mong +mony
ii. (m+my)an=man+myan
iii. m(a+ B)n=mon+mfPn

iv. (myomy)Bn=mia(myBn)

v. edn=n

kosullarini sagliyor ise N ye MI'-vektor uzayi denir.

a

Ornek 4.7. M = { {o

0 0 b 0
4 O] |ae Q} vel'= 0 b | |beQ ) toplamsal gruplari i¢in
00

10

0 1 0] giiclii birimine sahip bir gamma cisimdir.

1 0
(I',M)n gamma halkasi 0 1], [
00

N = { {Z IZ ;‘:| |a,b,c.d,e,f € Q} toplamsal degismeli grubu i¢in N bir MT-modiildiir.

Ayni zamanda her n € N igin edn = n oldugundan N bir MT -vektor uzayidir.
Onerme 4.8. Bir (I',M)p boliimlii gamma halkast iizerinde tanimlh V- MT -vektor uzayinn

maksimal dogrusal bagimsiz bir X altkiimesi, V MI'-vektor uzayinin bir tabanidir.

Ispat. V MT-vektor uzayinin maksimal dogrusal bagimsiz bir altkiimesi X olmak iizere W =
(X) olsun. X dogrusal bagimsiz oldugundan X kiimesi, W MT -vektor uzayimnin bir tabanidir.
W =V iseispat biter. W # V olmas1 durumunda a ¢ W olacak sekilde bir a € V vardir. X U{a}
kiimesinin dogrusal bagimsiz oldugunu gosterelim. Yani m,m; € M, v,% € I', x; € X olmak

tizere mya +myy1x1 + -+ + myYpx, = Oy iken myM = (0y) ve her bir i i¢in m;y;M = (Oy)
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oldugunu gosterelim. (I, M)p gamma halkasmin bir giiclii birimi (3, e) olsun. Onerme 2.24
den (I, M)p gamma halkasmin L sol operatdr halkasmin giiglii birimi [e, §] dir. Onerme 2.29
den (I',M)p bolimlii gamma halka oldugundan L sol operator halkasi da boliimlii halkadir.
myM # (0p7) oldugunu kabul edelim. Buradan [m,y] # Of, dir. L boliimlii halka oldugundan
L halkasinin Oy, # [m, Y] eleman tersinirdir ve [[m,y] = [e, 8] olacak sekilde bir / € L vardur.
Burada mya+m 7y x1 + - - - + myYuxn = Oy ise [m, y|eSa+ [my,y1]edx) + - - - + [my, u|edx, =
Oy olur. Esitligin her iki tarafin1 soldan [ € L ile ¢arptigimizda I[m, Y|eda + l[my,Y1]edx; +
oo+ 1[my, Yuledx, = Oy saglanir. (I[m,y])eda = [e,0]eda = eda = a oldugundan

a=—I[my,n)edx; — - —Il[my, y]edx,
=—I(m)nxr — - — 1(mp) YuXn

elde edilir. Burada a € V eleman1 X kiimesinin bir dogrusal bilesimi oldugundan a € W olur
ve bu durum ¢eligki yaratir. Boylece [m, Y] = O, saglanir. O halde myM = (0p) dir. Bununla
birlikte X kiimesi dogrusal bagimsiz oldugundan her i = 1,2,...,n icin m;y;M = (Oy)
saglamir. Boylece X U {a} dogrusal bagimsiz bir kiimedir ve bu ise X kiimesinin maksimal
dogrusal bagimsizhigi ile ¢elisir. O halde W =V dir ve X kiimesi V MI'-vektor uzayinin bir
tabanidir. ]

Teorem 4.9. (I',M)p bir boliimlii gamma halkast olmak iizere V- MT-vektor uzaymn her
dogrusal bagumsiz altkiimesi, V- M1 -vektor uzayinin bir tabani tarafindan kapsanir. Boylece

V MT'-vektor uzaywn bir tabani vardir.

Ispat. X kiimesi V MT-vektor uzayinin herhangi bir dogrusal bagimsiz altkiimesi ve S, V
MT -vektor uzaymin X kiimesini kapsayan tiim dogrusal bagimsiz altkiimelerinin bir ailesi
olsun. Burada X € S olup § # 0 dir. Kiimelerde bilinen altkiime bagintisiyla S kismi siralidir.
{Ci | i € I't kiime ailesi S ailesinin bir zinciri ve C = |J G; olsun. C kiimesinin dogrusal
bagimsiz oldugunu gosterelim. myy1xy + -+ + m, X, :lef)v olacak sekilde m; e M, y; € I’
Ve X1,X2,...,%, € C = U C; olsun. {C;|i € I} zincir oldugundan x;,x3,...,x, € C; olacak
sekilde bir i € [ vardir. la € S oldugundan C; kiimesi dogrusal bagimsizdir. O halde her bir
Jj igin m;y;M = (Op) esitlikleri saglanir. Boylece C kiimesi dogrusal bagimsizdir. Ayrica
X C C oldugundan C kiimesi S kiime ailesinin bir elemamidir. C, {C; | i € I} zincirinin bir
tist sinir1 oldugundan Zorn Lemma geregi S ailesinin bir maksimal B elemant vardir ve bu V

MT -vektor uzaymin maksimal dogrusal bagimsiz bir altkiimesidir. O halde Onerme 4.8 den

B kiimesi X dogrusal bagimsiz kiimesini kapsayan V MI'-vektor uzayinin bir tabanidir.
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Sonug olarak (I', M)p bolimlii gamma halkasi olmak iizere V. MT -vektor uzayimin bir

tabani vardir. L]

Teorem 4.10. (I',M)p boliimlii gamma halkast olsun. V. MT -vektor uzay: kendisinin bir X

altkiimesi ile iiretilsin. Bu durumda X kiimesi V M1 -vektor uzaywun bir tabanini kapsar.

Ispat. V = (X) olsun. S = {B C X | B kiimesi dogrusal bagimsiz } kiime ailesi, kiimelerde
bilinen altkiime bagintisi ile kismi siralidir. § kiime ailesinin her zincirinin bir {ist sinir1
vardir. Zorn Lemmadan X tarafindan kapsanan V MTI-vektor uzaymin maksimal dogrusal
bagimsiz bir Y altkiimesi vardir. X kiimesinin her eleman1 Y kiimesinin elemanlarinin bir
dogrusal kombinasyonu seklindedir. Ciinkii ¥ kiimesi V' MI'-vektor uzayim iiretmiyorsa Y
kiimesinde olmayan fakat X kiimesinde olan bir a elemant i¢in Y U{a} € S oldugu gériiliir ve
bu Y kiimesinin S de maksimal eleman olusu ile ¢elisir. Boylece V = (¥) = (X) elde edilir.

Buradan V MT -vektor uzayiin bir tabaninin X tarafindan kapsandig1 goriiliir. [

Teorem 4.11. (I',M)p giiclii birime sahip bir gamma halka ve F, sonsuz bir X tabani olan
serbest M1'-modiil olsun. Bu durumda F MI'-modiiliiniin her tabanm X ile aym kardinal

sayisina sahiptir.

Ispat. F sonsuz elemanli bir X tabanina sahip olsun. Y kiimesi, F MT-modiiliiniin diger bir
tabani ise oncelikle Y kiimesinin sonsuz oldugunu gosterelim. Y kiimesinin sonlu oldugunu
kabul edelim. X kiimesi F MI'-modiiliinii iirettig¢inden Y nin elemanlar1 X kiimesinin
elemanlarinin sonlu sayida dogrusal bilesimi seklinde yazilir. Bu ise X kiimesinin F
MT -modiiliinii iireten {xi,...,x,} sonlu altkiimesinin var olmasini gerektirir. X sonsuz bir
kiime oldugundan en az bir x € X — {xj,...,x,} eleman: vardir. Bu x elemant {xi,...,x,}
kiimesinin dogrusal bilesimi seklinde yazilabileceginden x = my1x1 + - - - + m, ¥,x, olacak
sekilde m; € M ve ¥ € I elemanlar vardir. Bu ise X kiimesinin dogrusal bagimsizlig: ile

celisir. Bu nedenle Y kiimesi sonsuzdur.

K(Y), Y kiimesinin tiim sonlu altkiimelerinin ailesi olsun. Her x € X i¢in x eleman1 Y
kiimesinin sonlu elemanlarinin dogrusal bilesimi seklinde yazilacagindan x = my;y; +-- -+
m,Yuyn esitligini saglayacak ve her i icin m; ;M # (0y) olacak sekilde m; € M, ¥ € T ve
yi € Y elemanlart vardir. Simdi f: X — K(Y), x+— {y1,...,y,} dontisiimiinii tanimlayalim. ¥
taban oldugundan y; ler teklikle belirlidir ve f iyi tanimli bir fonksiyondur. Burada Im f

kiimesinin sonsuz oldugu gosterilecektir. Eger Imf sonlu olsayd: bu durumda |J S, Y
Selmf
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kiimesinin sonlu altkiimesi olurdu ve X kiimesinin her eleman1 bu sonlu |J S kiimesinin
elemanlarinin dogrusal bilesimi formunda yazilirdi. Burada X kﬁmesininS;h?\jICF -modiiliinii
irettigi goz oniine ahmirsa |J S sonlu kiimesinin £ MI-modiiliinii trettigi gorilir. Oysa F
MT-modiilii sonlu bir kﬁmggtg%ﬁndan iretilmez. Bu celiskinin nedeni Imf kiimesinin sonlu

oldugu kabuliidiir. O halde Imf sonlu kiime degildir.

Simdi her T € Imf C K(Y) igin f~!(T) kiimesinin X in sonlu bir altkiimesi oldugunu
gosterelim. Eger x € f~!(T) ise x elemani (7') altmodiilii tarafindan kapsanir. Yani, f~!(7) C
(T) dir. T sonlu ve her bir y € T elemani, X kiimesinin sonlu sayida elemanlarinin dogrusal
bilesimi seklinde oldugundan (7') C (S) olacak sekilde X kiimesinin sonlu bir S altkiimesi
vardir. Boylece x € f~(T) ise x € (S) ve x, S kiimesinin elemanlarinin dogrusal bilesimidir.
Burada x € X ve § C X oldugundan x € S olmak zorundadir. Aksi taktirde x ¢ S ise SU {x}
dogrusal bagimlidir ve bu X kiimesinin dogrusal bagimsizlig ile celisir. Boylece f~!1(T) C S

olur ve bu nedenle f~!(T) kiimesi sonludur.

Her bir 7 € Imf icin f~!(T) kiimesinin elemanlari x1,...,x, seklinde siralayalim ve
gr: fN(T) — Imf x N, x; — (T, k) birebir fonksiyonunu tanmimlayalim. T, L € Imf icin T #
Lise f~1(L)N f~1(T) = 0 dir. Aksi taktirde bir x € f~'(L)N f~!(T) ise f(x) = L =T olur.
Boylece {f~!(T) | T € Imf} kiimesi X kiimesinin bir ayrigtmudir. Burada x € f~!(T) olmak
izere X — Imf x N, x — gr(x) fonksiyonu birebirdir ve boylece |X| < [Imf x N|saglanir.

Bu nedenle Tanim 2.1, Teorem 2.4 ve Sonug 2.5 den
[X| < [Imf x N| = [Imf|.Ap = [Imf]| < [K(Y)| = Y]

saglanir. Ispatin baginda X ve Y tabanlarim yer degistirirsek |Y| < |X| bulunur ve bdylece

Teorem 2.3 den |Y| = |X| esitligi elde edilir. O

Teorem 4.12. Bir (I', M) boliimlii gamma halkast iizerinde V- MT-vektor uzaymin herhangi

iki tabanumin kardinal sayilart aymidir.

Ispat. X ve Y, V MT'-vektor uzaymin herhangi iki tabam olsun. Eger X ve Y tabanlarinin
her ikisi de sonsuz ise Teorem 4.11 den |X| = |Y| dir. X ve Y sonlu olsun. Bu durumda X ve
Y tabanlarin1 X = {xi,...,x,} ve Y = {y1,...,ym} seklinde yazabiliriz. X taban oldugundan
Ym = m1YiX1 + -+ - + myYuxy, olacak sekilde m; € M, y; € I elemanlar1 vardir. Burada y,, # 0
oldugundan biitiin i ler i¢in m; ;M = (0p) olamaz. Ciinkii her i igin m;y;M = (0p7) olursa

Onerme 3.4 den her i igin m;¥x; = Oy olacagindan y,, = 0 bulunur. Ayrica Onerme 2.29 dan
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(I',M)p boliimlii gamma halkasi ise L sol operator halkasinin da boliimlii halka oldugunu
biliyoruz. Yukaridaki y,, = m;yix) + -+ + myp¥,x, yazihminda ilk m;yM # (0p) saglayan
terim my, € M ve y, € Tise Iy = [my, V] € L ve [my, ] # Or, olur. L halkasi iginde /; elemaninin

tersi [, ! ise (8,e) (I, M)p gamma halkasinin giiglii birimi olmak tizere

l;le5ym = l;leSmk}/kxk—k e +l]:165mnynxn

esitliginden

xe =1 eSym — I eSmyy 1 Vs 11 — - — I eSmyYaxy
elde edilir. Bu nedenle X' = {y,;, X1, .., Xk_1,Xks1,---,%,} Kiimesi V MT-vektor uzayimi
liretir.

Benzer algoritma ile X’ taban oldugundan y,, ; elemam X’ kiimesinin elemanlarinin

bir dogrusal bilesimi seklinde yazilabilir. O halde

Ym—1 = SmBmYm +miyix1 + -+ Mg Ye—1Xk—1 + My Vi1 Xk 1 + -+ -+ M Y

esitliini saglayan 3s,,,m; € M, 3B,,, % € I elemanlar1 vardir. Bu yazilimda

die{l,....k—1,k+1,...,n} igin m;y;M # (0p) dir. Aksi taktirde y,;,—1 — SmBnym = 0
olurdu ve bu ise Y kiimesinin dogrusal bagimsizlig: ile celisirdi. Yukaridaki yazilimda ilk
m;YiM # (Opr) saglayan terimler m; € M ve y; € I'ise [; = [m},yj] # O dir . L halkasi i¢inde

[; elemaninin tersi lj_1 ise
lj_le5ym_1 = lj_le5sm[3mym + lj_le(smjijj 4t lj_le6mnj/nxn

esitlifinden x; terimi

_ -1 -1 1
xj—lj eéym—l_lj e5smﬁmym_l] mj+17/j+1xj+1_"‘_lj My YnXn

seklinde yazilir. Buradan x; terimi y,,—1, ym ve X; (i # j,k) terimlerinin bir dogrusal
bilesimidir. Sonug olarak, {yu,—1,ym}U{x;i | i # j,k} kiilmesi V MT-vektor uzayin iiretir.
Bu sekilde devam edilirse, y,,_» terimi y,,_1, Y ve x; (i # j,k) terimlerinin bir dogrusal
bilesimidir ve {ym—2,Vm—1,¥m} U {xi | i # j,k,t} kiimesi V MT-vektor uzaymn iiretir.
Yukarida bir y ekleme ve bir x ¢ikarma islemi tekrarlanabilir. Bdylece k. adimin sonunda
Ym,Ym—1s---sYm—k+1 V€ X;i terimlerinin n — k tanesinden olusan kiimeyi elde ederiz ve bu
kiime V MT -vektor uzayini iiretir. E§er n < m oldugunu kabul edersek n. adimin sonunda

{Vms--sYm—n+1} kiimesi V. MT-vektor uzayimn iiretir. m —n+ 1 > 2 oldugundan y; terimi
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VYms - - -y Ym—n+1 terimlerinin dogrusal bilesimi olur. Bu ise Y kiimesinin dogrusal bagimsizligi
ile ¢elisir. Bu nedenle, m < n olmak zorundadir. Benzer sekilde X ve Y tabanlarinin rolleri

degistirilirse n < m oldugu goriiliir ve boylece m = n saglanir. [

Tamm 4.13. (I',M)p giiclii birime sahip bir gamma halka ve her F serbest MT-modiiliiniin
her tabaninin kardinal sayist ayni olsun. Bu durumda giiglii birime sahip (I',M)p gamma
halkasina sabit boyut 6zelligine sahip gamma halka ve F serbest MI'-modiiliiniin herhangi
bir tabaninin kardinal sayisina F' serbest MI'-modiiliin boyutu (veya ranki) denir ve dimyr F

ile gosterilir.

Onerme 4.14. Sabit boyut izelligine sahip bir (U,M)p gamma halkast iizerinde E ve F
serbest MI'-modiiller olsun. Bu durumda E ~ F olmas icin gerek ve yeter kosul E ve F

MT'- modiillerinin boyutlarimin ayni olmasidur.

Ispat. E ~ F olsun. Bu durumda f : E — F birebir ve érten MT-modiil homomorfizmasi
vardir. X ve Y sirasiyla E ve F serbest MI'-modiillerinin birer tabani olsun. Bu durumda
f(X)={f(x) | x € X} kiimesinin F serbest MI"-modiiliiniin bir taban1 oldugunu gosterelim.
m; € M, y; € I olmak tizere Y m;y; f (xi) = OF ise f MT"-modiil homomorfizmasi oldugundan
f (Zmiy,-xi) =0p dir. f birell)ir oldugundan Y m;yix; = O ve X kiimesi, £ MT-modiilinde
doglrusal bagimsiz oldugundan her bir i i¢in lm,-}/,-M = (0py) olur. Boylece f(X) kiimesi F
MT -modiiliinde dogrusal bagimsizdir. Diger taraftan ¥, ' MI'-modiiliiniin taban1 oldugundan
her u € F i¢in u = immyi olacak sekilde m; € M, y; € I' elemanlar1 vardir. Ayrica f Orten
oldugundan her i ig:lin yi = f(a;) olacak sekilde a; € E elemant vardir ve X kiimesi , E
MT-modiiliiniin bir tabani oldugundan her a; = L.b iBjx;j olacak sekilde b; € M ve B; € T’

J
elemanlar1 vardir. Burada f doniisiimiiniin MT'-modiil homomorfizmasi oldugu kullanilirsa

U=miyiyir+---+myYuyn

=miyf(a)+---+m¥Yuf(an), 3a; €E

=mnf ( Y bljﬁlﬂj) o maf ( ) bnjB,,jxj)

sonlu sonlu

=my1 Y, biiBiif(xj)+- - +mn7nzbnjl3njf(x/')
J

sonlu
esitlikleri saglanir. O halde F MT"- modiiliiniin her elemaninin, f(X) kiimesinin sonlu sayida
elemaninin dogrusal bilesimi seklinde yazildig1 goriiliir. Boylece f(X), F MI'-modiiltiniin
bir tabani olur. f bir izomorfizma ve (I, M)p gamma halkas1 sabit boyut 6zelligine sahip

oldugundan |X| = |f(X)| = |Y| esitlikleri saglanir.
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Tersine, E ile F serbest MI'-modiilleri ayn1 boyutlu yani tabanlarinin kardinal sayilar

ayni ( |X| = Y| ) olsun. Bu durumda f : X — Y birebir 6rten dontigiimii vardir. Her a € E

icin a = mexi (mi e M, v; €T, x; € X) seklinde tek tiirlii yazilir ve bu nedenle g : E — F,

a= Zmi}l/ix,- = YmiYif (x;) seklinde tanimlanan doniisiim iyi tanmimlidir. Ayrica her m € M ve
i i

Yy € I' icin

g(mya) =g (mYZmi%‘xi> =g (Zmymi'}’ixi>

=Y mymitif (i) = myY mif (x;)

=myg (Zmi%xi> =myg(a)

esitlikleri saglandigindan g fonksiyonu bir MT-modiil homomorfizmasidir. Bu fonksiyonun
birebir oldugunu gosterelim. a € Kerg olsun. f birebir ve orten bir fonksiyon oldugundan her

bir x; € X i¢in f(x;) = y; olacak sekilde teklikle belirli y; € ¥ eleman1 vardir. Boylece

OF = (Z"ﬁ'}’ﬂﬁ) Zmz% x, th%)ﬁ

esitlikleri saglanir. Burada Y kiimesinin dogrusal bagimsizligindan her i i¢in m; ;M = (0y)
olur. Béylece Onerme 3.4 den a = Y m;Yx; = O saglanir. Simdi g fonksiyonunun ortenligini
gosterelim. Heru € F igin u = Zm;}/iy,- olacak sekilde m; € M ve % € I elemanlar: vardir ve
f doniisiimii 6rten oldugundan }(x,-) = y; olacak sekilde x; € X elemanlar1 vardir. Buradan

v =Y m¥x; € E i¢in
i

Zm,y, x;) Zm,y,y, =u
esitlikleri saglanir. Boylece g doniisiimii bir MI™-modiil izomorfizmasidir ve E ~ F olur. [l

Teorem 4.15. (I',M)p giiclii birime sahip gamma halka, 1, (I';M)p gamma halkasinin
kendisinden farkli bir ideali ve F, X tabanina sahip bir serbest MI"-modiil olsun. Bu durumda
ITF ={YaYui |ai €1, €, u; € F} olmak iizere F /ITF bir (M /I)I-modiildiir. Ayrica
T:F — ;V JIUF dogal MT-modiil epimorfizmasi olmak iizere F /IUF, ©(X) tabanina sahip
bir serbest (M /I\T-modiildiir ve |7t(X)| = |X| saglanir.

Ispat. Oncelikle ITF kiimesinin F MT-modiiliiniin bir MT-altmodiilii oldugunu gosterelim.
Hera;, d; €1, v, v; €T ve u;, u; € F igin Y a;Yu; — L ayu; € ITF olur. Ayrica her m € M,
i J
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yeTl ve Za,y,u, € ITF igin m}/Za,}/,u, = Z(mya,-)yiui € ITF saglanir ve boylece ITF, F
M F—modulunun bir M F—altmoduludur

Simdi ise F/ITF grubunun (m + I)y(u + ITF) = myu + ITF T-dig islemiyle bir
(M /IT-modiilii oldugunu géstermek igin bu ti¢lii iglemin iyi tanimli oldugunu gosterelim.
Her m,m' e M, y €T ve u, u' € F elemanlar i¢cin m —m’ € I ve u—u' € ITF olsun. Bu

durumda / ideal ve IT'F altmodiil oldugundan
myu—m'yu' = myu—m'yu+m'yu—m'yi' = (m—mw')yu+m'y(u—u') € ICF

olur ve tanimlanan I'-dig islemi iyi tanimlidir. Ayrica her u+ IT'F, v+ ITF € F/ITF,
m+1, s+1€M/Ivey, B el igin

i. (m+Dy(u+ITF+v+ITF)=(m+1)y(u+ITF)+ (m+1)y(v+ITF)
ii. (m+I+s+0)y(u+ITF)= (m+1)y(u+ITF)+ (s+1)y(u+ITF)

iti. (m+I)(y+B)(u+ITF)=m~+1)y(u+ITF)+ (m+I)B(u+ITF)
iv. m+Dy((s+1)B(u+ITF))=(m+1)y(s+1))B(u+ITF)

v. (e+1)0(u+ITF)=u+ITF

kosullarinin saglandig1 kolayca goriiliir. Boylece F/ITF de8ismeli grubunun bir
(M /IT'-modiil oldugu goriiliir.
Simdi X kiimesi, F MI-modiilin bir tabam ise n(X) kiimesinin F/ITM

(M /IT-modiiliiniin bir taban oldugunu gosterelim. Her u + ITF € F/ITF igin u € F

oldugundan u =) m;Y¥;x; olacak sekilde m; € M, y; € I' ve x; € X elemanlar vardir. Buradan,
i

u+ITF =Y miyx;+ITF =Y (m;Yixi+ITF)
i i

=Y (mi+ DY(xi+ITF) =} (mi+1) 7 (x;)

seklinde yazilir ve boylece m(X) kiimesi F /ITF (M /I)I'-modiiliinii iiretir. Bunun yani sira,

7(X) kiimesinin dogrusal bagimsizligini incelemek igin
Op/rp =ICF =Y (m;+1)y;m(xj) = Y (m;¥jx; +ITF) =Y m;yjx; +ITF
J J J
alalm. Bu durumda Y m;y;x; € ITF olur. Boylece Y mjyjx; = Y. nifruy olacak sekilde
J J k
ne €I, B € T', uy € F elemanlart vardir. Her bir u; eleman1 X kiimesinin elemanlarinin bir

dogrusal bilesimi ve I, (I', M)p gamma halkasinin bir ideali oldugundan Y n; Biuy, katsayilart
k
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I idealinde olan X kiimesinin elemanlarinin bir dogrusal bilesimleri seklindedir. Sonug olarak,

a €1, 04 €1, y, € X olmak iizere

Zmﬂ/jxj = anﬁk”k = Zaz 0yt
J k t

seklinde yazilir. Bazi x; taban elemanlari ile y; taban elemanlarinin ayni oldugu goz Oniine
alinir ve x;, y; taban elemanlarinin esit olmadig1 durumda 0%x;, 0B;y; elemanlar1 eklenir ve
tekrar indislenirse 0 = Y. (m Yz — ax Qi) olacak sekilde z; € X elemanlari vardir. Burada
(8,e), (T,M)p gamma I];alkasmm gii¢lii birimi olmak iizere X kiimesinin dogrusal bagimsiz
oldugu kullanilirsa her k i¢in (m;y.e — aroge)OM = (0y) oldugu goriiliir. Her bir k igin
ar € I oldugu goz oniine alinirsa her m € M igin myedm — arouedm = Oy ve myYm =
aroym € I saglanir. Boylece her bir k igin (my +1) Y (M /I) = (Op/7) olur. Buradan 7(X), M /1
I-halkast iizerinde dogrusal bagimsizdir. O halde F/ITF, m(X) tabanina sahip bir serbest
(M /1T -modiildiir.

Son olarak, 7 : X — 7(X), x — w(x) = x+ IT'F 6rten doniisiimiiniin birebir oldugunu
gosterelim. x, X' € X i¢in 7(x) = w(x’) olsun. (8,e), (I',M)p gamma halkasmnin giiglii
birimi ise (0,e + 1) elemani1 da (I',M/I)p gamma halkasinin gii¢lii birimidir. Buradan
(e+1)0m(x) = (e+1)dn(x') olur. Boylece edx+ ITF = edx’ +ITF yani ed(x—x') € ITF
saglamir. Eger x —x' # 0 ise e§(x —x') = Y a;¥;x; olacak sekilde a; € I, y; € T, x; € X
elemanlar1 vardir. Bir onceki paragraftaki ;fbntem uygulandiginda X kiimesinin dogrusal
bagimsizlig1 da kullanilarak edM = ay;M elde edilir. I ideal oldugundan a;y;M C I saglanir
ve buradan her m € M i¢in edm = m € I oldugundan I = M olur ki bu hipotezle ¢eligir. Bu
nedenle x = x’ olmak zorundadir. Boylece 7 : X — 7(X) doniisiimii birebir olup |X| = |7(X)|

elde edilir. L]

Sonug¢ 4.16. (I',M)p ve (I',M’)p giiclii birime sahip gamma halkalari ve f : (I'M)p —
([',M") sifirdan farkli bir gamma halka epimorfizmasi olsun. Eger (I',M’)p sabit boyut

ozelligine sahip ise (I', M)p gamma halkas1 da sabit boyut 6zelligine sahiptir.

Ispat. f: ([ ,M)p — (I',M’)p sifirdan farkli bir gamma halka epimorfizmasi ve gekirdegi
I olsun. f orten oldugundan (I',M/I)p ~ (I',M')p saglanir. X ve Y kiimeleri F serbest
MT -modiiliiniin tabanlar1 ve w : F — F/ITF dogal gamma modiil epimorfizmasi olsun.
Teorem 4.15 geregi F/ITF, (I',M/I)p gamma halkasi iizerinde serbest (M /I)I-modiildiir.

Bununla birlikte 7(X), 7(Y) bu gamma modiilin tabanlaridir ve |n(X)| = |X|, |n(Y)| =
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Y| saglanir. Ayrica M/I ~ M’ ve (I',M')p gamma halkasi sabit boyut ozelligine sahip
oldugundan (I", M /I)p gamma halkasi da sabit boyut 6zelligine sahiptir ve buradan |7(X)| =
|m(Y)| saglanir. Boylece |X| = |Y| oldugu goriiliir. O halde (I',M)p sabit boyut 6zelligine
sahiptir. [

Sonug 4.17. (I',M)p, homomorfik goriintiisii bir bolimlii halka olan giiclii birimli gamma
halka olsun. Bu durumda (I',M)p gamma halkas1 sabit boyut 6zelligine sahiptir. Ozellikle,
(I',M)p giiclii birime sahip degismeli bir gamma halkasi ise (I',M)p sabit boyut 6zelligine

sahiptir.

Ispat. (I',M)p ile (I',M’)p giiclii birime sahip birer gamma halka ve f : M — M’ gamma
halka epimorfizmasi olmak iizere M’ = f(M) bir bolimlii gamma halkasi olsun. Teorem
4.12 geregi (I',M')p gamma halkas1 sabit boyut 6zelliine sahiptir. Boylece f gamma halka

epimorfizmasi oldugundan Sonug 4.16 geregi (I', M) sabit boyut 6zelligine sahiptir.

Ozellikle, (I',M)p gamma halkas1 bir giiclii birime sahip ise Teorem 2.31 geregi
(I',M)p gamma halkasinin bir / maksimal ideali vardir. Ayni zamanda Teorem 2.32 den
(I', M) p gamma halkas1 degismeli oldugundan (I', M /I)p gamma halkas1 bir gamma cisimdir.
Boylece Teorem 4.12 den (I', M /I) g gamma cismi sabit boyut 6zelligine sahiptir. Buradan 7 :
M — M /I doniisimiiniin dogal gamma epimorfizma oldugu g6z 6niine alinirsa bu teoremin

ilk kismindan (I', M)z gamma halkas1 sabit boyut 6zelligine sahiptir. O

Teorem 4.18. Bir (I',M)p boliimlii gamma halkast olmak iizere V bir vektor uzayt ve W bu

MT -vektor uzaymin MI'-altuzayr olsun. Bu durumda asagidaki ozellikler saglanir.

1. dimMrW < dimMrV
ii. Eger dimyrW = dimy,rV ve dimyrV sonlu ise W =V dir.

iii. dimyrV = dimyr W + dimyp(V /W)
Ispat. W, V MT-vektor uzayimn bir altuzay1 ve W altuzayinin bir taban1 ¥ olsun.

i. Teorem 4.9 dan V MT-vektdr uzaymnin Y kiimesini kapsayan bir X tabani vardir. Bu
nedenle dimy,rW = |Y| < |X| = dimyrV olur.

ii. X, W altuzaymin Y tabanin1 kapsayan V MI-vektor uzaymin bir tabani olmak iizere
dimyrW = dimyrV oldugundan |Y| = |X| olur. Diger taraftan | X | sonlu ise ¥ C X

oldugundan Y = X olmak zorundadir. Bu ise W =V olmasin1 gerektirir.
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ii. Y, W MTI'-vektor uzaymin bir tabani olmak iizere X, V MI™-vektor uzaymnin Y C X

bagintisini saglayan bir tabani olsun. Oncelikle
U={x+W|xeX-Y}

kiimesinin V /W MT -vektor uzayinin bir tabani oldugunu gosterelim. Eger v € V ise
V= mey,- —l—anﬁjxj
i J
esitligini saglayan m;,nj € M, v, B; € I', yi € Y, xj € X —Y elemanlar vardir. Boylece her
v+W eV/W igin
v+ W :Zm,-y,-y,' +anﬁjxj +W = anﬁjxj +W
i J j
ZZ(njﬁij +W)= anﬁj(xj +W)
J J

oldugundan U kiimesi V /W MT -vektor uzayin iretir. Bununla birlikte, sonlu tane i i¢in

m; €M,y €T, x; € X —Y olmak iizere
Y mivi(xi+W) =0y =W
i

ise ) m;y;x; € W olur. Buradan
i

Y mivixi =Y niBjy;
i J
olacak sekilde n; € M, B; € I', y; € Y elemanlar1 vardir. X =Y U (X —Y) kiimesi dogrusal
bagimsiz oldugundan her i, j igin m;;M = n;B;M = (Op) esitligi saglanir. Bu nedenle U

dogrusal bagimsiz ve |U| = |X — Y| saglanir. Boylece kardinal sayisi tanimindan
dimyrV = |X|=|Y|+|X —Y|=|Y|+|U| = dimyr W +dimyr(V /W)
oldugu goriiliir. [

Teorem 4.19. (I', M) bir boliimlii gamma halkasi, V ile V' birer MT-vektér uzay ve
f:V = V' bir MU-dogrusal déniigiim olsun. Bu durumda V MT-vektér uzaymun Kerf
altuzayimin tabamini iceren bir X tabani vardir. Ayrica f(X — Kerf) kiimesi Imf altuzaymin

bir tabani olur ve dimyrV = dimyr(Kerf) + dimyr(Imf) esitligi saglanir.

Ispat. V ile V/ (I, M) boliimlii gamma halkas iizerinde birer vektor uzay, f:V — V’ bir

MT -dogrusal doniisiim ve W = Ker f olsun. Teorenm 4.9 dan W MT -altvektor uzayinin bir

54



Y tabani vardir ve bu Y taban1 V' MT-vektor uzayinin bir X tabanina genisletilebilir. O halde
Y C XNKerf olur. Y kiimesi W = Kerf MI'-vektor uzayim iirettiginden X N Ker f kiimesini
de iiretir. Aym1 zamanda X NKerf C X ve X dogrusal bagimsiz oldugundan X NKerf de
dogrusal bagimsizdir. O halde X NKerf, Kerf MI'-altvektor uzayinin bir tabanidir.

Simdi f(X —Kerf) = {f(x) | x € X, f(x) # 0} kiimesinin Im f MT-vektor uzayinin bir
taban1 oldugunu gostermek icin 6nce bu kiimenin dogrusal bagimsiz oldugunu gosterelim.
mi €M,y €L, x; €X, f(x;) # 0 icin Ym;%f(x;) = 0 olsun. f bir dogrusal doniisiim
oldugundan l

0= Zm,% Xi) = Zm,%x,

bulunur ve buradan ) m;yx; € Kerf olur. Kerf NX kiimesi Kerf MI'-vektdr uzayiin
i
bir tabani oldugundan ) m;yx; = anﬁjyj olacak sekilde n; e M, B; € I', y; € KerfNX

i J
elemanlar1 vardir. Burada y; € Kerf NX, x; € X — Kerf ve X kiimesi dogrusal bagimsiz

oldugundan her i, j i¢in m;y;M = n;B;M = (0) olur. Simdi bu kiimenin Imf MI-vektor
uzayini iirettigini gosterelim. u € Imf igin u = f(v) olacak sekilde v € V eleman1 vardir ve X
taban oldugundan v = Y. m; Y;x; +an/3jyj olacak sekilde m;,n; € M, ¥, B; € T', x; € X —Kerf
ve y; € KerfNX elerrianlan Varihr. Burada f dogrusal déniisiim ve her j igin f(y;) =0

oldugundan

Zm,y,xl + anﬁjyj
—Zmz% Xi +ZnJBJ y] Zm,}/, x,

saglanir ve buradan Imf, {f(x) | x € X, f(x) # 0} kiimesi tarafindan iiretilir.

Diger taraftan, Sonug 3.13 den V /W ~ Imf dir. Boylece dimy,r-(V /W) = dimyr(Imf)
olup Teorem 4.18 den dimy,rV = dimy,-(W) + dimy,r-(Imf) saglanir. O

Teorem 4.20. (I',M)g bir boliimlii gamma halkast olsun. V ve W bir T MT-vektor uzayimn

sonlu boyutlu MT'-altvektor uzaylari ise
dil’nMr(V + W) = dimyrV +dimpyr W — dimMr(V N W)
esitligi saglanir.

Ispat. V ve W bir T MT-vektér uzaymin sonlu boyutlu MT -altvektdr uzaylari olsun. V AW

altuzay1 V ve W altuzaylar tarafindan kapsanan sonlu boyutlu bir MT -altvektor uzayidir. X,

55



VW MTI'-vektor uzayimn bir taban1 olmak iizere Teorem 4.9 den V ve W MTI™-altuzaylarinin
X kiimesini kapsayan tabanlari vardir. Bu tabanlara sirasiyla Y ve Z diyelim. Yani X =
{x1,...,x,} olmak iizere Y = {x1,...,Xn,V1,...,Vm} kiimesi V MT-vektor uzayinin tabani ve

Z={x1,...,xn,21,--,2s } kimesi W MT -altuzayiin tabani olsun. Simdi

S= XU(Y X) ( ) {xla xnayla"'aymazla-"yzs}

kiimesinin V + W MT -altvektdr uzayini bir tabani oldugunu kanitlayalim. Once bu kiimenin
dogrusal bagimsiz oldugunu gosterelim. 1 <i<n, 1 <j<m, 1 <k<sicinx; € X,y; €
Y-X,z;,€Z—X,mj,a;,b € M, v, 0, B € I olmak iizere
n m N
Y miyxi+ Y ajouyi+ Y biPrzk = 0r 4.2.1)
i=1 j=1 k=1
olsun. Z, W altuzayinin bir tabani oldugundan
m
Y ajoyy;= Zml%xl Z biPrz €W
j=1 =
oqe. m m .
elde edilir. Ayrica ) ajajy; € V oldugundan ) ajojy; € WNYV olur. X kiimesi W NV
j=1 J=1
m 1
altuzayinin bir tabam oldugundan ) a;a;y; = Y c,nx, olacak sekilde ¢, € M ve ), € I’
j=1 r=1
m t
elemanlant vardir. Buradan ) aja;y; — ¥ ¢,Nx, = Or saglanir ve Y kiimesi dogrusal
j=1 r=
bagimsiz oldugundan her r i¢in ¢,n-M = (Op), her j igin a;o ;M = (Op) olur. Boylece

. m
Onerme 4.3 den her j i¢in aja;N = (Oy) olup Z ajoy; = Oy esitligi saglanir. Bu

durumda (4.2.1) denkleminden Z m;Yix; + Z b Brzi = Or olur. Z kiimesi dogrusal bagimsiz
oldugundan son esitlikten her i ve k icin m,’y,M biBiM = (0py) esitlikleri saglanir. O halde

S kiimesi dogrusal bagimsizdir.

Simdi S kiimesinin V +W MI-vektor uzayim irettigini gosterelim. u € V + W ise
u =v+w olacak sekilde v € V ve w € W elemanlar vardir. Y ile Z kiimeleri sirasiyla V ve W
altuzaylarinin tabanlar1 olduklarindan v = Zm,}/,x, + Zm Yiyjvew = Zm 'V X+ Zm;/ LA
olacak sekilde m;,m', mj/,m/" € M, ¥, }{{,7/” € F xi, X € X, yj € Y Xvez€Z-X
elemanlar1 vardir. Buradan her u € V+ W elemant u = v+w = ):msysxs + ):m’ Vi +

Zm;’ 'v" 7 seklinde yazildigindan S kiimesi V + W MT -vektor uzayini iiretir. O halde S kiimesi
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V +W MTI'-vektor uzaymin bir tabanidir. Boylece

dimyr(V + W) = |X| + ¥ — X| + |Z—X|
:dimMr(V N W) -+ (dimMrV — dimMr(V N W))
+ (dimMrW — dimMr(V N W))

=dimyrV +dimy,r- W — dimMr(W N V)

esitlikleri saglanir. O

Asagidaki teoremi vermeden Once, (I',M)p boliimlii gamma halkasi bir (I',N)g
boliimlii gamma halkasi tarafindan kapsaniyorsa (I', N)p gamma halkasinin M x I' x N — N,

(m,y,n) — myn tglii iglemiyle bir MT-vektor uzayi oldugunu not edelim.

Teorem 4.21. (I',M), (I',N)p, (I',S)p gamma cisimler ve M C N C S olsun. Bu durumda

dimyr S = (dimy,r N) (dimyr S) saglanr.

Ispat. X kiimesi S NI-vektor uzayinn, Y kiimesi de N MT-vektor uzayinin birer tabani ve
(8,e), (T',M)p gamma halkasinin bir gii¢lii birimi olsun. BudurumdaZ = {ydx|y€Y,x€ X}

kiimesinin S MT-vektor uzayinin bir tabani oldugunu gosterelim.

Oncelikle Z kiimesinin S MT-vektor uzaym iirettiini gosterelim. X kiimesi S
NT-vektor uzaym drettiginden her s € S icin s = }_n;%x; olacak sekilde n; € N, ;€ I' ve x; €
X elemanlar1 vardir. Aym1 zamanda N MT° —Vekt(irl uzay1 Y kiimesi tarafindan iiretildiginden
her bir n; € N elemant n; = Y m;;3;;y; olacak sekilde m;; € M, B;j € I' ve y; € Y elemanlar
vardir. Burada (I', M)p degigineli ve (0,e) bu gamma halkanin bir gii¢lii birimi oldugundan

s Zzni%xz' =Y (Zmijﬁijyj) Vi
i J

1

=2 iy viedxi =} ) mijBijevi(y;0x)
l ] j

i

yazilabilir. Buna gore Z = {ydx |y € Y, x € X} kiimesi § MT-vektor uzayin iiretir.

Simdi Z kiimesinin dogrusal bagimsiz oldugunu gosterelim. m;; € M, y;; € I,
yj €Y vex; € X olmak iizere Y m;;%;;(v;0x;) = Og ise m;;;;M = (Opr) oldugunu gosterelim.

ij
Burada Y (Y. m;;7:jy;6)x; = Os ve X kiimesi dogrusal bagimsiz oldugundan her m € M ve
i

her i i¢in Y m;;y;;y;6m = Oy dir. (I',N)p gamma halkasi degismeli oldugundan her i igin

J
Y. m;;Y;jmOy; = Op esitligi saglanir. Burada Y kiimesi dogrusal bagimsiz oldugundan her i
J
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ve j igin m;;y;jméM = (Oy) elde edilir. (6,e), (I',M)p gamma halkasinin bir gii¢lii birimi
oldugundan MM = M saglanir ve boylece m; ;i MOM = m;;y;iM = (Oy) esitligi saglanir. O
halde Z kiimesi dogrusal bagimsizdir. Boylece Z = {ydx |y € Y, x € X } kiimesi S MT"-vektor

uzayinin bir tabanidir. Sonug olarak dimy,rS = (dimy,rN)(dimyrS) esitligi saglanir. O

58



5. PROJEKTIF VE INJEKTIiF GAMMA MODULLER

Bu boliimde projektif ve injektif gamma modiilleri tanimlanarak bu tip modiiller i¢in

bir karakterizasyon verilmistir.

5.1. Projektif Gamma Modiiller

Tamm 5.1. (I', M) bir gamma halka ve P bir MT-modiil olsun. Alt satir1 tam dizi olan her

/

A-S-B— -0

MT -modiil homomorfizmasi diyagrami i¢in

P
n,’
3
A—S-B—0
diyagrami degismeli (yani gh = f) olacak sekilde 4 : P — A MI'-modiil homomorfizmas1 var

ise P MT'-modiiliine projektif gamma modiil denir.

Teorem 5.2. (I',M)p gamma halkast (e, d) gii¢clii birimine sahip olsun. Bu durumda her F
serbest MI'-modiilii projektiftir.

Ispat. Giiclii birimsel MT-modiil homomorfizmalarinin asagidaki diyagramu verilsin.

F
/
ALt-B——0
Burada g epimorfizma ve F, X tabanina sahip (i : X — F) serbest MI"-modiil olsun. Her bir
x € X igin f(i(x)) € B ve ayn1 zamanda g bir epimorfizma oldugundan g(a,) = f(i(x)) olacak
sekilde a, € A elemani verdir. Ote yandan F serbest MT-modiil oldugundan X ten A ya her

fonksiyon icin
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diyagrami deg8ismeli yapan F' den A ya bir MI'-modiil homomorfizmas1 vardir. Buradan
her x € X i¢in X — A, x — a, fonksiyonunu alirsak i(i(x)) = ay olacak sekilde h: F — A

MT-modiil homomorfizmasi vardir. Burada her x € X icin gh(i(x)) = g(ax) = f(i(x))

oldugundan gh = f saglanir ve boylece F' projektif gamma modiildiir. 0
- a b c d o .
Ornek 53. N = e f g h |a,b,c,d,e,f,g,h € Qp toplamsal degismeli grubu
a 0 a c 0
M = {[O b 0} |a,b€@}, = 0 d||c,deQp olmak iizere N bir projektif
c 0

MT -modiildiir.

Sonug 5.4. (I', M) gamma halkas1 olmak iizere her N MT"-modiil, bir projektif MT'-modiiliin

homomorfik goriintiisiidiir.

Ispat. Sonu¢ 4.5 den her N MT-modiil bir serbest gamma modiilin homomorfik
goriintiisidiir. Ayn1 zamanda Teorem 5.2 den her serbest MI-modiil, projektif gamma modiil

oldugundan istenen elde edilmis olur. [
Teorem 5.5. Bir (I';M)p gamma halkast ve bir P MT'-modiilii i¢cin asagidakiler denktir.

i. P projektif gamma modiildiir.
ii. Her0 — A i> B2 P — 0 kisa tam dizisi parcalanirdir. Boylece B ~ A & P dir.

iii. F ~ K @ P olacak sekilde bir F serbest MI'-modiilii ve bir K MI-modiilii vardir.
ispat.
(i = ii) Alt satir1 tam dizi olan

P

.|

8

B——P——0
diyagramu verilsin. P projektif gamma modiil oldugundan gh = 1p olacak sekilde 4 : P — B
MT-modiil homomorfizmas: vardir. Boylece 0 — A i> B é P — 0 kisa tam dizisi Teorem
3.26 den parcalanir dizidir ve B ~ A & P saglanir. "
(ii = iii) Sonug 4.5 den, her MT"-modiil bir serbest MT"- modiiliin homomorfik goriintiisiidiir.
Bundan dolay1 bir F serbest MI'-modiilii ile g : FF — P MI'-modiil epimorfizmas1 vardir. Eger
K =XKergise 0 -+ K S F % P — 0 bir tam dizidir. Hipotezden bu tam dizi parcalanir dizidir,

yani F ~ K @ P dir.
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(iii = i) F ~ K @ P olacak sekilde F serbest MI'-modiilii ve K MT-modiilii var olsun.

P
/
ALt-B—-0
MT-modiill homomorfizmalarinin bir diyagrami, alttaki dizi tam olacak sekilde verilsin.

7w : K®P — P dogal izdiisim MI™-modiil homomorfizmasi, t : P — K @ P dogal icerilme

MT-modiil homomorfizmasi ve ¢ : F — K & P M1'-modiil izomorfizmasi olsun. Buna gore

A—2 B 0

diyagramini goz oniine alalim. Teorem 5.2 den F projektif gamma modiil oldugundan gh; =
fro olacak sekilde 4y : F — A MT-modiil homomorfizmasi vardir. h=hj¢~'1: P - A

olsun. Buradan

gh=gho 1= froe 1= frlgept = fri=flp=f
esitlikleri saglandigindan P projektif gamma modiildiir. 0

Onerme 5.6. (I', M) bir gamma halka ve {P; | i € I'} bir MT-modiil ailesi olsun. Bu durumda
L P; direkt toplaminin projektif gamma modiil olmast icin gerek ve yeter kosul her bir P,

l
MT -modiiliiniin projektif gamma modiil olmasidir.

Ispat. ¥ P; direkt toplam1 projektif gamma modiil olsun.
i

Pj
/
A—t-B——0
alttaki dizi tam olmak iizere MI'-modiill homomorfizmalarinin diyagrami verilsin. Her
bir j i¢in 7; : Y B, — P; dogal izdiisim ve t; : P; — ) P; dogal icerilme MT-modiil
i i

homomorfizmalarin1 g6z 6niine alalim.
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L P; projektif gamma modiil oldugundan gh; = f7; olacak sekilde ; : . P — A MI'-modiil

homomorfizmasi vardir. 7 = hyt; : P; — A alinirsa

gh=ght;=frji=flp = f
oldugundan P; projektif gamma modiildiir.

Tersine, her bir P; projektif gamma modiil olsun. t; : P; — ) F; dogal igerilme ve 7; :
i

L P; — Pj dogal izdiisiim MT'-modiil homomorfizmalari i¢in

MTI™-modiil homomorfizmalarinin diyagraminda her j i¢in P; projektif gamma modiil

oldugundan gh; = f1; olacak sekilde h; : P, =+ A MI'-modiil homomorfizmas1 vardur.

Teorem 3.28 den her j i¢in h: Y P, — A, hi; = h; olacak sekilde teklikle belirli MT-modiil
i

homomorfizmasi vardir. Burada & = h;7; oldugundan

gh:ghjﬂ'j :fljﬂ'j :flzpl. :f

saglanir. O halde )}’ P; projektif gamma modiildiir. O
i
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5.2. Injektif Gamma Modiiller

Tamim 5.7. Bir (I', M) gamma halkas! iizerinde J bir MI™-modiil olsun. Eger iist satir1 tam

dizi (yani g bir monomorfizma) olan her

0—-A—2-B

d

J

MT-modiil homomorfizmasi diyagrami i¢in

0—>A—2-B

diyagrami degismeli (yani hg = f) olacak sekilde bir 4 : B — J MI'-modiil homomorfizmasi

var ise J/ MT'-modiiliine injektif gamma modiil denir.

Onerme 5.8. (I',M)p bir gamma halka ve {J; | i € I} bir MU-modiiller ailesi olsun. Bu
durumda []J; direkt carpimu injektif gamma modiil olmasi icin gerek ve yeter kosul her i € |
i

icin J; MU'-modiillerinin injektif gamma modiil olmasidir.
Ispat. [17; injektif gamma modiil olsun. Her bir & i¢in 7 : [1J; — Ji dogal izdiistim ve

i : Jy — [1J; dogal igerilme MI-modiil homomorfizmalarini g6z Oniine alalim.
i

0—>A—2>B
f[
Ji

st tarafi tam dizi olmak itizere MI-modiil homomorfizmalarimin bir diyagrami verilsin.
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[17; injektif gamma modiil oldugundan h;g = 1, f olacak sekilde h; : B — [[J; MI™-modiil
i i
homomorfizmasi vardir. h = mhy : B — Jji desek

hg = mhig = myf =15 = f
esitlikleri saglandigindan J; injektif gamma modiildiir.

Tersine, her k icin J; injektif MT'-modiil, 7y : []J; — Ji dogal izdiisiim ve 1 : J, — []J;
i i

dogal icerilme MI'-modiil homomorfizmalari olsun.

Jr MI'-modiilleri injektif gamma modiil oldugundan h;g = @ f olacak sekilde hy : B — Ji
MT-modiill homomorfizmalar1 vardir. Teorem 3.27 den her k i¢in mh = hy olacak sekilde

teklikle belirli bir 4 : B — []J; MT'-modiil homomorfizmas1 vardir. Buradan
i

hg = uhg = ymf = 1,.f = f
esitlikleri saglandigindan [[J; injektif gamma modiildiir. U
i

Onerme 5.9. (I',M)p giiclii birime sahip bir gamma halka olsun. J giiclii birimsel
MT -modiiliiniin injektif gamma modiil olmast icin gerek ve yeter kosul (I',M)p gamma
halkasinin her K sol ideali icin her K — J MT'-modiil homomorfizmasinin, M — J MT-modiil

homomorfizmasina genisletebilir olmasidur.

Ispat. (I',M)p gamma halkasinin her K sol ideali i¢in 0 — K % M MT-modiil

homomorfizmalarinin bir tam dizisidir. J injektif MT-modiil oldugundan

diyagramini degismeli yapan bir 2 : M — J MI'-modiil homomorfizmasi vardir. Bu durumda
K l) J MT'- modiill homomorfizmasi, M M J MT- modiil homomorfizmasma genigletilmis

olur.
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Tersine, J giiclii birimsel MT-modiilii ve (I', M)p gamma halkasinin her K ideali igin K
dan J ye verilen her MI'-modiil homomorfizmasi, M den J ye M1'-modiil homomorfizmasina

genisletilebilir olsun. Ust taraftaki dizi tam olmak iizere

0—=A-%.B

4
J
MT-modiill homomorfizmalarinin bir diyagrami olsun. J MI'-modiiliiniin injektif gamma

modiil oldugunu gostermek icin hg = f olacak sekilde bir 4 : B — J MI'-modiil

homomorfizmasinin varligini gostermeliyiz.
A={h|h:C — J MI'-modiil homomorfizmasi Img C CC Bve hg = f}

kiimesini tanimlayalim. C = Img C B alindiginda g monomorfizma oldugundan g : A — Img

birebir ortendir ve fg~!

: Img — J, A kiimesinin bir elemanidir. Boylece A bos kiimeden
farklidir. Domh, h MI'-modiil homomorfizmasinin tanim kiimesi olarak tanimlansin. A
ailesi iizerinde /1 < hp kismi siralama bagintisini Dom/; € Domhy ve hy |pomn, = 71 olarak
tanimlayalim. A ailesinin bir Ay < hp < --- < h; < --- artan zincirini alalim. Her i
icin Domh; = C; olarak tanimlarsak tamim kiimesi C = (JC; olan /' : C — J MTI'-modiil
homomorfizmasi her i i¢in C; C C ve I’ |¢,= h; kosullarim sagladigindan 7’ MT-modiil
homomorfizmasi h; < hy < --- < h; < --- zincirinin bir iist siniridir ve A’ € A dir. Bu durumda
A kismi sirali kiimesinin her zincirinin bir iist sinir1 var oldugundan Zorn Lemma geregi A
kiimesinin bir maksimal eleman1 vardir. Bu elemana 4 : H — J MI'-modiil homomorfizmasi

dersek, bu homomorfizma hg = f ve Img C H C B olacak sekilde A kiimesinin bir maksimal

elemanidir. H = B oldugunu gostererek ispati tamamlayacagiz.

H # B ve b € B— H olarak kabul edelim. Burada (I',M)p gamma halkasinin bir
giiclii birimi (e, §) olmak iizere T = {a € M | adb € H} kiimesini ele alalim. H MT-modiil
oldugundan T kiimesi (I',M)p gamma halkasinin bir sol idealidir. Diger taraftan u : T — J,
a +— h(adb) doniigiimii iyi tanimlit MT-modiil homomorfizmasidir. Hipotezden u doniisiimii
M gamma halkasina genisletilebileceginden her a € T icin k : M — J, k(a) = h(adb) olacak

sekilde bir k MI'-modiil homomorfizmasi vardir. k(e) = ¢ olsun.

h:H+M8b—J

d+méb— h(d)+mdc

65



doniisiimii tanimlansin. Simdi / doniisiimiiniin iyi taniml oldugunu gosterelim. dy +m;8b =
dy+mydb € H+MSbicind| —dy = (mp —my1)0b € HNM b oldugundan my —m; € T olur.

Buradan

h(dy) — h(dy) =h(d; — da) = h((my —m1)0b) = k(my —my)
=k((my —m)6e) = (mp —my)0k(e)

=(my —m))dc =mydc—m6¢

esitlikleri saglanir ve boylece

h(d1 +m15b) = h(dl) +m;0c= h(dz) +mpdc = h(dz +m25b)

oldugu goriiliir. Bununla beraber Img C H C H +M&8b C B oldugundan h : H + M&b — J
MT-modiill homomorfizmast A kiimesinin bir elemanidir. Boylece H ; H + Mdb olmast h

doniisiimiiniin A kiimesindeki maksimalligi ile ¢elisir. Bu nedenle H = B ve J injektif gamma

modiildir. O]

Onerme 5.10. Bir D toplamsal degismeli grubunun boliinebilir olmast icin gerek ve yeter

kosul D grubunun injektif ZZ.-modiil olmasidir.
Ispat. (Z,Z)p bir gamma halkas1 ve her D toplamsal degismeli grubu bir ZZ-modiildiir.

(<) D injektif ZZ-modiil olsun. Toplamsal degismeli D grubu bdéliinebilir oldugunu
gostermek i¢in her y € D ve her 0 # n € Z icin y = nx olacak sekilde bir x € D elemaninin
var oldugunu gosterelim. y € D ve 0 # n € Z olsun. (n) serbest ZZ-modiil oldugundan
f:(n) — D, n+— yile tammlanan teklikle belirli ZZ-modiil homomorfizmasi vardir. D injektif

gamma modiil oldugundan

diyagramini degismeli yapan 4 : Z — D ZZ-modiil homomorfizmasi vardir. Eger x = h(1) €

D alinirsa
nx=nlh(1) =h(n) = f(n) =y

oldugundan D boliinebilirdir.
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(=) D boliinebilir olsun. (Z,Z)p gamma halkasinin sol idealleri n € Z olmak iizere (n)
seklindedir. D béliinebilir oldugundan f : (n) — D bir ZZ-modiil homomorfizmast ise f(n) =

nx olacak sekilde x € D vardur.

diyagraminda h : Z — D, 1 — x tammlarsak h(n) = nh(1) = nx = f(n) saglanir. Boylece h
ZZ~modiil homomorfizmasi, f ZZ-modiil homomorfizmasinin bir genislemesi olur. O halde

Onerme 5.9 den D injektif gamma modiildiir. O
Ornek 5.11. Q toplamsal grubu injektif ZZ-modiildiir.

Onerme 5.12. (', M) gamma halkas: (8, e) giiclii birime sahip ve A bir toplamsal degismeli

grup ise
Hom zz(M,A) ={f : M — A | f ZZ-modiil homomorfizmasi}

toplamsal degismeli grubu her m,x € M, y € T ve f € Hom zz(M,A) icin (myf)(x) =
f(xdmye) dus islemiyle bir giiclii birimsel M -modiildiir.

ispat.

M xT"x Hom Zz<M7A) — Hom Zz(M,A)

(m, v, f) — myf
myf:M— A, (myf)(x) = f(xomye)

dis islemini tanimlayalim. Bu dig islemin kapali oldugu agiktir. Ayrica f iyi tanimh
oldugundan bu dis islem de iyi tammhidir. Simdi bu dig iglem ile Hom z7(M,A) toplamsal

degismeli grubunun MT-modiil oldugunu gosterelim.

i. HermeM,yeT, fi, f» € Hom zz(M,A) ve x € M i¢in

(my(fi + f2)) (x) =(fi + fo) (xOmye) = fi(xSmye) + fo(xSmye)
=(myf1)(x) + (myf2)(x) = (myfi + myfa) (x)

esitlikleri saglandifindan my(fi + f2) = myfi +myf olur.

67



ii. Hermy,my € M,y €T, f € Hom z7(M,A) ve x € M i¢gin

((m1 +ma)yf) (x) =f(x8(my +my)ye) = f(xOm)ye+xdmyye)
=f(x8myye) + f(xdmaye) = (myyf)(x) + (mayf)(x)
=(m1yf +mayf)(x)

esitlikleri saglandigindan (m; +mo)yf = myf +moyf olur.
iii. Horme M, y, B €T, f € Hom z7(M,A) ve x € M igin
(m(y+B)f) (x) =f(xdm(y+ B)e) = f(x6mye +xémpe)
=f(x6mye) + f(x6mPe) = myf(x) +mp f(x)
=(myf +mpf)(x)
esitlikleri saglandigindan m(y+ B)f = myf +mpBf dir.
iv. Her my,my € M, y, B €T ve f € Hom 77(M,A) ve x € M igin
(m1y(ma f)) (x) =(maf f)(xdmyye) = f((xOmiye)dm;Be)
=f(x6(m1yedmy)Be) = f(x6(miymz)Be)
= ((m1ym2)B f) (x)

esitlikleri saglandigindan m;y(myB f) = (m;ymy)B f olur.
v. Her f € Hom z7(M,A) i¢in (¢S f)(x) = f(xdede) = f(x) esitlikleri saglandigindan ed f =

f saglanir.

Boylece Hom 77(M,A) toplamsal degismeli grubunun giiglii birimsel MI-modiil oldugu

goriliir. [

Onerme 5.13. (I',M)p giiclii birimli gamma halkas, A giiclii birimsel MT-modiil olmak
iizere Hom yr(M,A) bir MT-modiildiir.

Ispat. Her MT-modiil homomorfizmasi bir ZZ-modiil homomorfizmasi oldugundan
Hom yr(M,A) C Hom z7(M,A) olur. Hom yr(M,A) toplamsal degismeli grubunun
Hom 77(M,A) MT'-modiiliiniin bir MT-altmodiilii oldugunu gosterelim. Bunun i¢in her
méeM, yeTl ve f &€ Hom yr(M,A) i¢in myf : M — A grup homomorfizmasinin
MT-modiil homomorfizmast oldugunu gosterelim. Hom 77(M,A) kiimesinin MI™-modiil

olmas1 tanimindan her m,x € M ve y € I i¢in

(myf)(minix) =f ((m1yix)dmye) = f (myy1(x6mye))
=m Y1 f(xdmye) = myi (myf)(x)
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esitlikleri saglanir. Buradan myf € Hom yr(M,A) olur. Boylece Hom yr(M,A) kiimesi de
bir MI™-modiildiir. 0

Onerme 5.14. J bir boliinebilir toplamsal degismeli grup ve (T',M)p giiclii birime sahip bir

gamma halka olsun. Bu durumda Homzy(M,J) MU -modiilii injektif gamma modiildiir.

Ispat. Onerme 5.9 den Homyyz(M,J) nin bir injektif MI'-modiil oldugunu gostermek
icin (I',M)p gamma halkasinin her K sol ideali i¢in her f : K —Homgy(M,J)
MT-modiil homomorfizmasinin 4 : M —Homgz(M,J) MI-modil homomorfizmasina
genisleyebilecegini gostermek yeterlidir. (I',M)p gamma halkasinin bir gii¢lii birimi (3, e)

olsun. K, (I'; M)p gamma halkasinin bir sol ideali ve
f: K — Homgz(M,J)
a— fy
MT -modiil homomorfizmasi verilsin. g : K — J, g(a) = f,(e) doniigiimiinii tammlayalim.
f iyl tamml oldugundan aj,a; € K i¢in a; = ap ise fy, = fu, dir. Bu fonksiyonlarin
e € M eleman altindaki griintiileri f, (¢) = fg,(e) esitligini saglar. Buradan g(a;) = g(a2)

olur ve boylece g doniisiimii iyi tanimlidir. Ayrica f fonksiyonu bir grup homomorfizmasi

oldugundan her aj,a; € K icin

glar+a2) = fay1ay(€) = (fay + far) (€) = fuy (€) + fay (€) = g(ar) +g(a2)

esitlikleri saglandigindan g fonksiyonu bir grup homomorfizmasi olur.

Ayrica J boliinebilir grup oldugundan Onerme 5.10 kullamilirsa J ZZ-modiiliiniin

injektif oldugu gériiliir. Injektif gamma modiil tanimi geregi

0—>K—g>

s
/
gj %
Y2

J

ZZ-modiil homomorfizmalarinin diyagramini degismeli yapan g : M — J ZZ-modiil

homomorfizmasi vardir. Bu diyagram degismeli oldugundan g |x= g esitligi saglanir.

h:M —Homgyz(M,J), a — h, dontisiimiinii m € M olmak tizere h, : M — J, hy(m) =
Z(mda) seklinde tammlayalim. Ik olarak her @ € M igin h, : M — J doniigiimiiniin

ZZ-modiill homomorfizmasi oldugunu gosterelim. g doniisiimiiniin grup homomorfizmasi
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oldugu kullanilirsa her my,my € M i¢in

ha(my +my) =g((my +my)da) = g(myda+myda)
=g(m10a)+ g(myda) = hy(my) + ha(my)

esitlikleri saglanir. Ayrica g doniisiimiiniin ZZ-modiill homomorfizmasi oldugu kullanilirsa

her ny,ny € Z igin

hq(ninom) =g((nynym)da) = g(nny(mda))
=nnyg(mda) = nynyh,(m)
esitlikleri saglanir. Boylece 4 doniisiimiiniin kapali oldugu goriiliir. Simdi de /4 doniigiimiiniin
iyi tamiml oldugunu gosterelim. aj,a; € M i¢in a; = a; ise her m € M i¢in méa; = mday
esitligi saglanir. g iyi tammli oldugundan g(mda;) = g(mday) olur ve boylece hy,, (m) =

hg,(m) oldugundan & doniisiimii iyi tanimli olur. Ayrica her m € M igin
hayta,(m) =g(mé (a1 + az)) = g(mbay +médaz)
=g(mdéay) + g(mdaz) = hy,(m) + hg,(m)
= (hay +ha,) (m)
esitlikleri saglandigindan hy 44, = he, + hge, elde edilir.  Bdoylece h fonksiyonu grup
homomorfizmasi olur. Simdi 4 fonksiyonunun MI'-modiil homomorfizmas: oldugunu
gosterelim.  Bunun i¢in her x,a € M ve y € I i¢in hyyy, = xYh, esitli§inin saglandigini
gosterelim. Hom 77 (M,J) kiimesinin MI'-modiil olmasinin tanimindan ve h, €
Hom 77(M,J) oldugundan her m € M igin (xyh,) (m) = h,(mdxye) esitligi saglanir. Boylece
(¥7ha) (m) =ha(mSxye) = & (mdxye) Sa)
=& (mdxy(eda)) = g(md(xya))
thw(m)
esitlikleri saglandigindan xyh, = hyy, elde edilir. Boylece h fonksiyonu MI-modiil

homomorfizmasidir. Son olarak her a € K i¢in h, = f, oldugunu gosterelim. a € K, me M

ise mda € K dir ve § |[x= g oldugundan

ha(m) = g(mda) = g(mba) = finsa(e)

esitlikleri saglanir.  f bir MT-modiil homomorfizmasi oldugundan f,,s,(e) = mdf,(e)

saglamir. Hom z7(M,J) kiimesinin MT-modiil olmasinin tanimindan ve f, € Hom z7(M,J)
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oldugu i¢in md f,(e) = f,(edmbe) = f,(m) saglanir. Bu esitlikleri birlestirirsek her m €
M igin hy(m) = f,(m) elde edilir. Boylece h MT-modiil homomorfizmasi, f MT-modiil

homomorfizmasinin bir genislemesidir. Boylece ispat biter. 0

Onerme 5.15. (I, M)y giiclii birime sahip bir gamma halka olmak iizere her A giiclii birimsel
MT -modiilii bir injektif MI'-modiile gomiilebilir.

Ispat. Onerme 2.16 geregi A toplamsal degismeli grubu, boliinebilir toplamsal degismeli bir
grup i¢ine gomiilebilir oldugundan toplamsal degismeli bir J boliinebilir grubuile f: A —J
bir grup monomorfizmasi vardir. f : Hom 77(M,A) — Hom 77(M,J) doniisiimiinii her g €
Hom 77(M,A) i¢in f(g) = f o g seklinde tammlayalim. f grup monomorfizmasi oldugundan
f doniisiimiiniin de bir grup monomorfizmasi oldugu kolaylikla goriiliir. Simdi f toplamsal
fonksiyonunun MT'-modiil homomorfizmasi oldugunu kamtlayalim. Oncelikle her m € M ve
y € T i¢cin f o (myg) = my(f o g) oldugunu gosterelim. Hom zz(M,A) MT-modiil oldugu

kullanilirsa g € Hom 77(M,A) ve her x € M igin

(fo(myg)) (x) = f ((myg)(x)) = f (¢(xEmye)) = (fg)(xEmye) = my(f o g)(x)

saglanir ve buradan f o (myg) = my(f o g) oldugu goriiliir. Boylece

f(myg) = fo(myg) =my(fog) =myf(g)
esitlikleri saglandigindan f fonksiyonu MI'-modiil homomorfizmasidr.

Ayrica, A — Hom yr(M,A), a — f, dontisiimii her x € M i¢in f,(x) = xda seklinde
tanimlansin. Bu doniisiimiin iyi tanimli ve grup homomorfizmasi: oldugu kolaylikla goriiliir.
Simdi birebir oldugunu gosterelim. ay,a; € A i¢in f,, = fa, olsun. e € M igin f,, (e) = fg,(e)
saglanir. Buradan eda; = eday olur. Boylece a; = a; esitligi saglanir ve verilen fonksiyon
birebir olur. Simdi de bu fonksiyonun MI'-modiil homomorfizmasi oldugunu, yani her m € M,
y € ' igin f,y, = myf, oldugunu gosterelim. Hom pr(M,A) kiimesinin MT-modiil olma

tanimindan ve f, € Hom yr(M,A) oldugundan her x € M i¢in
mYfa(x) =fa(x8mye) = (x6mye)da
=x0my(eda) = x6(mya)
:f mya (x)

esitlikleri saglanir. Boylece A — Hom yr(M,A) fonksiyonu bir MI'-modiil

homomorfizmasidir.
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Son olarak, Onerme 5.13 den Hom yr(M,A) MT-modiili Hom 77(M,A)

MT -modiiliiniin altmodiiliidiir. Elde ettigimiz MI'-modiil homomorfizlarim
A — Hom yr(M,A) S Hom 77.(M,A) i> Hom 77(M,J)

seklinde yazalim. Onerme 5.14 geregi Hom 77(M,J) MT-modiilii injektif gamma modiildiir.
Boylece A giiclii birimsel MI™-modiilii, bir injektif MI™-modiiliin icine gdomiilebilir oldugu

gosterilmis olur. [

Onerme 5.16. (T,M)p giiclii birime sahip bir gamma halka olsun. Bu durumda bir giiclii
birimsel J MT'- modiil icin asagidaki kosullar denktir.

1. J injektif gamma modiildiir.

ii. MI™-modiillerin her 0 — J i> B % C — 0 kisa tam dizisi parcalanir dizidir. Boylece B ~
J@C dir.

ii1. J, herhangi bir B MT'-modiiliin bir direkt toplananidir.

ispat.

(i = ii) Ust satir1 tam dizi olan

diyagrami verilsin. J injektif gamma modiil oldugundan hg = 1; olacak sekilde h: B — J

f

MT -modiil homomorfizmasi vardir. Boylece MI™-modiillerin 0 —J &= B 2, € — 0 kisa tam
h

dizisi Teorem 3.26 den pargalanir dizidir ve B ~ J @ C saglanir.

(ii = iii) Igerme ve izdiigiim MT-modiil homomorfizmalarinin tanimi geregi

0J5B5B/T—=0

kisa dizisi tamdir. Hipotezden bu kisa tam dizi pargalanir oldugundan 7g = 1p/; olacak

sekilde g : B/J — B MT"-modiil homomorfizmasi vardir. Teorem 3.26 den
©:J®B/J—B, ox,b+J)=x+gb+J)

MT -modiil izomorfizmasi vardir. Simdi J ve g(B/J) altmodiillerininin i¢ direkt toplaminin

B MT-modiiliine eist oldugunu gosterelim. Bunun igin ilk olarak B = J + g(B/J) oldugunu
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kamitlayalim. ¢ dontisiimii orten oldugundan her b € B i¢in b = ¢@(x,y +J) olacak sekilde
(x,y+J) € J@® B/J vardir. O halde

b=o(xy+J)=x+g(y+J)eJ+g(B/J)

oldugundan B = J + g(B/J) esitligi saglanir. Bunun diginda ikinci olarak JNg(B/J) = {0p}
oldugunu ispatlayalm. x € JNg(B/J) ise x € J ve x = g(b+J) olacak sekilde b+J € B/J

elemani vardir. Buradan
Opyy=J=x+J=mn(x)=n(g(b+J)) = (ng)(b+J)=1pg,;(b+J)=b+J

oldugundan x = g(b+J) = g(0p/;) = Op esitligi saglanir. O halde J N g(B/J) = {Op} olur.
Boylece B =J @ g(B/J) oldugundan J, B MT™-modiiliin bir direkt toplananidir.

(iii = i) J, herhangi bir MT-modiiliin bir direkt toplanam olsun. Onerme 5.15 den J
giiclii birimsel MI'-modiilii bir N injektif MI'-modiiliin bir altmodiiliidiir. Bununla birlikte
hipotezden N = J & K olacak sekilde N MT-modiiliin bir K altmodiilii vardir. Béylece Onerme

5.8 geregi N injektif gamma modiil oldugundan J injektif gamma modiildiir. [
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6. SONUC

Bu calismada gamma modiil yapist ele alinmis, daha sonraki boliimlerde gerekli
olan bazi teoremler kanitlanmis, gamma modiillerde taban tanimlanmis ve serbest gamma
modiiliin karakterizasyonu yapilmigtir. Ayrica boliimlii gamma halkalar iizerinde tanimlanan
gamma vektor uzaylar ele alinarak taban ile ilgili bazi teoremler kanitlanmigtir. Calismanin
son boliimiinde injektif ve projektif gamma modiillerle ilgili baz1 teoremler ispatlanarak bu

tip gamma modiillerin karakterizasyonu yapilmustir.

Daha sonra bu bilgiler kullanilarak N ve S MT-modiiller olmak iizere Homy (N, S)
ve Homy,r(N,N) toplamsal gruplarinin gamma halkasi olup olmayacagi ve gamma modiil

kategorisinde homolojik yapilar arastirilabilir.

Ayrica bir gamma modiiliin radikali ile ilgili arastirmalar yapilabilir.
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