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OZET

GENELLESTIRILMIS DAGILIMLAR VE GENTILE
ISTATISTIGINE UYAN PARCACIKLARIN HARMONIK
TUZAK iCINDEKi DAVRANISLARI

Sevilay SELVI

Yiiksek Lisans Tezi, Fizik Anabilim Dali
Tez Danmismani: Yrd. Do¢. Dr. Haydar UNCU
2014, 53 sayfa

Iki boyuta hapsedilen parcaciklar yarim tamsay1 ya da tamsay1 spin degerlerinin
disinda da spin degerlerine sahip olabilirler. ~ Bu yiizden bu parcaciklar
Bose-Einstein ya da Fermi-Dirac dagilimlarinin diginda istatistiksel dagilimlara
uyabilirler. Ayrica bozon ve fermiyon dagilimlarindan farkli dagilimlar boyuttan
bagimsiz olarak etkilesen parcacikarin istatistigini betimlemede kullanilmaktadir.
Bu nedenle bu calismada literatiirde Onerilen Haldene-Wu, g-on ve Gentile
istatistik dagilimlar1 tanitildi.  Ardindan, Gentile istatistifine uyan harmonik
tuzaktaki parcaciklarin termodinamik nicelikleri incelendi. Bu sonuglar
Haldane-Wu istatistigine uyan harmonik tuzaktaki pargaciklar icin elde edilen
termodinamik nicelikler ile karsilastirildi [1]. Ek olarak, Gentile dagilimi igin
girilebilir durum sayisini1 bulmak i¢in yeni bir yontem 6nerildi.

Anahtar Sozciikler
G-on gazi, Oransal Disarlama Istatistigi, Gentile Dagilimi, Harmonik Tuzaklama
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ABSTRACT

Generalized Distributions and Properties of the Particles Obeying Gentile
Distribution in Harmonic Trap

Sevilay SELVI

M.Sc. Thesis, Department of Physics
Supervisor: Yrd. Do¢. Dr. Haydar UNCU
2014, 53 pages

Particles that are trapped into two dimensions may have spin other than integer
or half integer values. Therefore, these particles may obey statistical distributions
other than Bose-Einstein or Fermi-Dirac distributions. In addition, distributions
different than bosonic and fermionic distributions are utilized for describing the
statistics of interacting particles independent of dimension. For this reason;
Haldene-Wu, g-on and Gentile statistics that are proposed as statistical distributions
in the literature are introduced in this study. Then, the thermodynamical properties
of particles which obey Gentile statistics and are in a harmonic trap is investigated.
These results are compared with the thermodynamical quantities of the particles
which obey Haldane-Wau statistics and are in a harmonic trap [1]. In appendix, A
new way to find the value of occupation number for Gentile statistics is proposed.
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G-on gas, Fractional Exclusion Statistics, Gentile statistics, Harmonic Trap
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1. GENELLESTIRILMIS iSTATiSTiGE NEDEN iHTiYAC
DUYARIZ?

1.1. OZDESLIK VE AYIRT EDILEMEZLIK KAVRAMLARI

Giinliik yasamda kargilastigimiz, kullandigimiz sistemler temel parcaciklara gore
cok biiyiik, fizikte makroskobik olarak adlandirilan sistemlerdir. Makroskobik
sistemler ¢ok sayida mikroskobik parcaciktan olusurlar.  Bu makroskobik
sistemlerin termodinamik Ozeliklerini belirlemek icin o sistemde bulunan
parcaciklarin istatistik dagilim fonksiyonlar1 bilinmelidir. Par¢aciklarin uyduklari
istatistiksel dagilim fonksiyonlarini belirleyen iki temel nokta vardir. Birincisi,
parcaciklarin 6zdeg ve ayirtedilemez olup olmadiklar, ikincisi ise pargaciklarin

sahip olduklar1 spin agisal momentumudur.

Kiitle, yiik, spin v.b., gibi dl¢iilebilen tiim i¢ 6zellikleri bakimindan birbirinin aynisi
olan parcaciklara 6zdes parcacik adi verilir. Ayirtedilebilirlik ve ayirtedilemezlik
kavramlari ise incelenen sisteme bagh olarak degisir. Ornegin, ayn1 maddeden
yapilmis ayni renk ve biiyiikliikkte on tane bilardo topunun olusturdugu bir
sistemde her bir topun Hamilton hareket denklemleri yazilabilir ve bir an i¢in
tiimiiniin konumlar1 ve hizlari ilkesel olarak belirlenebilir. Bu cisimler tiim fiziksel
ozellikleri agisindan 6zdes olsalar bile ayirtedilebilir cisimlerdir. Fakat elektron
gibi mikro parcaciklarin olusturdugu bir sistemdeki parcaciklarin bir anda tek tek
tiim konumlar1 ve hizlarinin belirlenmesi Heisenberg Belirsizlik Ilkesinden dolay1
miimkiin degildir. Parcaciklarin baglangi¢ kosullar1 belirlenebilseydi bile, bir siire
sonra belli bir konumda bulunan bir parcacigin daha 6nce baslangi¢c kosullarini
belirledigimiz parcaciklardan hangisi oldugunu bilemeyiz ¢iinkii mikro pargaciklar
makro parcaciklarin hareketlerindeki gibi belirli bir yoriinge izlemezler. Bu yiizden
0zdes mikro parcaciklar birbirinden ayirtedilemezler. Bunun sonucunda mikro

parcaciklardan olusan sitemleri incelerken, sistemin toplam Schrodinger dalga
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denklemi yazilir ve toplam sistemin dalga fonksiyonu elde edilmeye caligilir. Her
bir pargaci8a ait dalga fonksiyonunu belirlenemediginden, parcaciklarin konumlar1
da tam olarak belirlenemez. Bu da, daha dnce belirttigimiz gibi bu tiir par¢aciklarin
birbirlerinden ayirtedilemez olmasina yol agar. Ayirtdilemezlik kavraminin bir

sonucu Gibbs ¢eligkisi ad1 verilen bir siireg ile ile gosterilebilir:

1.1.1. GIBBS CELISKISI

Genellikle ayirtedilemezlik kavraminin kuantum mekaniksel bir kavram oldugu
diistiniiliir.  Oysa klasik istatistik fizikte de ayirtedilemezlik kavramina ihtiyac
duyulur. Bu, Gibbs ¢eligkisi adi verilen tersinir bir siirecle agiklanabilir. Sekil
1.1°deki kapta V4 ve Vp hacimlerinde N4 ve Np tane sicakliklari ve basinglar
birbirine esit A ve B ideal gazlar1 oldugunu varsayalim. Bu durumda ideal gaz
molekiilleri birbirlerinden ayirtedilebilen bilardo toplarina benzetilerek girilebilir
durum sayis1 enerjinin bir fonksiyonu olarak hesaplandiginda

VN amE)*
Q(E) = hTNil"("’TN—i—l) )

elde edilir [2]. Denklem (1.1.1) de verilen girilebilir durum sayis1 kullanilarak bu

(1.1.1)

sistemin entropisi igin

3V 3V
Stopy (T, V,N) = Nak [2 + ln[f [27tmkT| %@ + Ngk [2 + ln[;(2nka)g]} :

(1.1.2)
ifadesi elde edilir [2]. Aradaki bolme kalktiktan sonra toplam sistemin entropisi
3 Va+V, 3
ST()[J.mn (T7 v7 N) - NAk |:2 + ln[ A + z (2]‘[ka);]:|
3 Ve+V,
+ Ngk [2+ln[ Bt A(znka)i]], (1.1.3)

seklindedir. Kabin her iki boélmesinin hacimleri birbirlerine esit alinarak, her
iki bolmeye aym1 A gazi konuldugu varsayildiginda, ilk durum ve son durum

arasindaki entopi farki

VA = VB7 NA = NB = AS = STUP.mn - ST()pilk



® R ¢ ¢ ¢
° ¢
¢
O ¢
o ¢
¢ o
o © ¢ ¢
° ¢ ¢ ¢
A Gaz B Gaz:
Tr,pP —|— Tr, P
‘M:! 3 V:! *MB ] VB
Sekil 1.1. Gibbs Celigkisi
AS = Nykin[ AVE) | N2V,
B
AS = NkIn2,

seklindedir. Bu sonug tersinir bir siirecte entropi degisimi olmayacagini belirten
termodinamigin temel yasalarindan biri ile ¢elismektedir. Kaba yapay olarak
konulan bolmeyi kaldirmakla sistemin entropisi artmistir. Bu beklenmedik sonuca

Gibbs Celiskisi ad1 verilir.

Kabin i¢inde iki ayr1 kesimde farkli molekiiller oldugu kabul edilseydi, bolmeyi
kaldirmakla molekiiller tiim V hacmine yayilacak, sonug¢ olarak gelisi giizel bir
dagilim olugsacakti. Boyle bir siire¢ tersinmez bir siirectir. Ancak, yukarida ki
ornekte ideal gazi olusturan molekiiller 6zdes olduklar1 i¢in entropinin artmasini
gerektiren fiziksel bir siire¢ olusmaz. Ciinkii aradaki bolmenin kaldirilmasi

tersinmez degildir bu ylizden entropideki degisim sifir olmalidir.

Ayirtedilemezlik, Gibbs celigkisini ortadan kaldirir. Ayirtedilemezlikten dolayr N

tane pargaciktan olugan bir sistemin girilebilir durum sayisin1 bulmak igin (1.1.1)
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ifadesi 1/N! ile ¢arpilmalidir [2]:

VN (2mmE)*
(BPVN'T(3Y 1)

Q(E) = (1.1.4)

Kapta bulunan parcaciklar1 birbirlerinden ayirtedilemez kabul edip (1.1.4)

[

ifadesindeki durum sayisini kullanarak aradaki bolme kaldirilmadan 6nceki entropi
— (2xmkT
I, (2mkT)

]]
Vs

5
= L 2mmkT)3/? 1.1.
+ Npk [2+ln[hNB( mkT) ]], (1.1.5)

(ST

5
Stopu (T, V,N) = Nuk {Z—i—ln

ifadesindeki gibi tiiretilir [2]. Aradaki bolme kalktiktan sonra, yine (1.1.4)
ifadesinde verilen girilebilir durum sayisi kullanilarak son durumda toplam
sistemin entropisi i¢in

5 Va+V,
STopuy (T,V,N) :Nk[E +In] AhN B

[S1[9%

(2mmkT)?2]], (1.1.6)

elde edilir. (1.1.5) ve (1.1.6) ifadelerinden goriilebilecegi gibi, parcaciklarin
ayirtedilemez oldugu varsayildiginda ilk ve son durumlar arasindaki entropi farki
beklendigi gibi sifir olur. Buradan ayirtedilemezligin mikro parcaciklarin temel bir

ozelligi oldugu sonucu ¢ikartilabilir.
1.2. SPIN KAVRAMI

Yukarida da belirttigimiz gibi, parcaciklarin enerji seviyelerine dagilimim
belirleyen 6nemli bir diger 6zellik, parcaciklarin spin agisal momentumudur. Spin,
kuantum mekaniksel bir kavramdir. Bu yiizden parcgaciklarin spinleri hakkinda
bilgi sahibi olabilmek i¢in spin igslemcilerine ihtiya¢ duyulur [3].

S =S i+58,7+5%,

ile tanimlanan spin iglemcisi vektorel bir iglemcidir. Bu yiizden spin iglemcisi

yerine sayisal bir iglemci olan, spin islemcisinin karesini kullanmak daha kolaydir:

&2 &2, &2, Q2
$2=824+8+82
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Spin iglemcileri agisal momentum cebirini sagladigindan, &; ; Levi-civita tensoriinii

gostermek iizere, bu iglemciler
[$2,8]=0, i=xyz (1.2.7)
[Si,S;] = ihe; Sk, (1.2.8)

sira degisimlerini (komitasyonlarini) saglar [3]. Hesap kolayhig1 agisindan S, ve §y

islemcileri yerine

S =8, —iS,, (1.2.9)

S =S +iS,, (1.2.10)

seklinde tanimlanan azaltic1 ve artirict islemcilerini kullanmak daha elveriglidir.

(1.2.7) ve (1.2.8) denklemlerini kullanarak bu islemcilerin

1S, 8] = 258, (1.2.11)
[S.,8%] = +nS (1.2.12)
82,81 =0 (1.2.13)

sira degistirme bagintilarini sagladiklarini gostermek kolaydir. Olugturulan cebirde
birbirleri ile sira degistirebilen maksimum iki islemci vardir. Islem yaparken
baz vektor kiimesini birbirleri ile sira degistiren iki iglemcinin 6z vektorlerinin
kiimesi secmek hesap kolaylig1 saglar. Birbiri ile sira degistiren islemcileri i¢in
genellikle $2 , S. cifti almnir. Bu islemcileri her ikisinin de 6z durumu olan |, B)’ya

uyguladigimizda

$2la,B) = o?r?|a, B), (1.2.14)

Scla, B) = Bhja, B), (1.2.15)

elde edilir. Burada $? islemcisinin 6z degerini a*A? ve S, islemcisinin 6z degerini

de B# oldugunu kabul ettik.
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S. ve §? islemcileri S|, B) durumlarina uygulanacak olursa;
(S|, B)] = 1 a’[S |, B)], (1.2.16)

Se[S|a, B)] = n(1 + B)[Sx|ex, B, (1.2.17)

bagntilari elde edilir [3]. Bu bagntilara gore S'|o, B) durumlari S, *in (m+ 1)7
0z degerli 6z durumlaridir (bkz (1.2.17)).

Sile, B) = Cila, B 1), (1.2.18)

denkleminden de anlagilabilecegi gibi S, ve S_ islemcileri sirasiyla B degerini
bir artirir veya bir eksiltir. Buradaki C+ daha sonra bulacagimiz o ve B ya bagh

sabitlerdir.
S |a, B) vektoriiniin biiyiikligii:
1Sy o, B)I* = (S aBIS ), (1.2.19)
S5 |a, B) 1> = (o, BIS3S™oB) = [C4 P > 0, (1.2.20)
seklinde yazilir. S, S, islemcilerinin carpimi yerine
A A A ~2 ~
S-S} =82+8," —hS,
2487 =852-87, (1.2.21)
ifadesini ve (§_)* = S esitligini kullanarak, S, islemcisinin |o, B) 6z degerine

etkisi

Sia,B) =h\/ a2 —B(B+1)|a,B+1), (1.2.22)

seklinde bulunur [3]. Buradan
|Cy > =r*a® -1 B>— 1B >0, (1.2.23)
elde edilir. Benzer sekilde azaltici islemcinin normu:

IS o, B> = (S_aB|S_apB), (1.2.24)

|S"lee, B)* = (. BISyS-|af) =|C-|* >0, (1.2.25)



seklinde elde edilir [3]. Sy, S_ islemcilerinin carpimi yerine

2.7, (1.2.26)

ifadesini ve (S_)" = S esitligini kullanarak, S, islemcisinin |, 8) durumlarina
etkisi

S |a,B) =hy/a2—B(B—1)|a,B—1), (1.2.27)

seklinde bulunur. Buradan S_ islemcisinin 6z degerleri icin
IC_|>=r*a® —1*B>+ 1B >0, (1.2.28)

ifadesi bulunur [3]. Her vektdriin normu sifirdan biiyiiktiir. S |, B) vektorlerinin
de normu sifirdan biiyliktiir. Bu o6zellik ve (1.2.23) ve (1.2.28) denklemleri
kullanilarak

o’ >B(B+1), (1.2.29)
o’ >B(B-1), (1.2.30)

esitsizlikleri elde edilir. Arttirict iglemci |ot, ) 6z durumuna her uygulandiginda 3

0z degerini bir arttirarak bagka bir 6z vektore doniistiiriir

Sila,B) = Cila,B+1), (1.2.31)

Sila,B+1) = Cila,B+2). (1.2.32)

Bu islemler sonucunda f oOyle bir deger alabilir ki (1.2.29)’daki esitsizlik

saglanmaz. Bu yiizden 8 degeri bir B, ile sinirlandirilmahidir

S;’ayﬁmaX> = h[az — Binax(Bmax + 1)]%‘O‘aﬁmax+ 1) =0,

S|t Bax) =0 = &> = Buar(Brax + 1). (1.2.33)
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Benzer gekilde azaltici islemciyi |a,B) durumuna her uygulandiginda B 6z

degerini bir azaltarak bagka bir 6z fonksiyona doniistiiriir

S |a,B) = C_la,p—1), (1.2.34)

Sla,p-1) = C_|a,p-2).

Ama f oyle bir deger alabilir ki (1.2.30)’deki esitsizlik saglanmaz. Bu yiizden 8

degerinin bir B,,;, degeri ile sinirlandirilmasi gerekir
S0t Buin) = Hl0> = Buin(Bin = D] |0t Bin — 1) = 0,
S| et, Buin) =0,
o = Buin(Buin — 1) (1.2.35)

Yukaridaki (1.2.33) ve (1.2.35) esitliklerinden

Bmax(ﬁmax + 1) = ,Bmin(Bmin - 1), (1236)

ifadesi yazilir. Bu ifadeden

Bmax = Bmin - 17 7Bmax = _Bmina (1237)

esitlikleri elde edilir. Ama f,;, degerinin B, degerinden bir fazla olmasi
olusturulan kurguya gore anlamsizdir. Bu yiizden (1.2.37)’daki ikinci esitlik,
(1.2.36) denkleminin dogru ¢oziimiidiir. (1.2.37)’daki ikinci esitligi kullanarak
artirict iglemci |o, ) 6z degerine n kere uyguladiginda B, , azaltict iglemci de

|, B) 6z degerine m kere uyguladiginda f3,,;, degerinin elde edildigi kabul edilsin.
(%), B) = |, Brax) s B+1=PBuary, n=0,1,2,... (1.2.38)

(""" ot BY = 0, Buin) , B—1n=Buin, m=0,1,2,... (1.2.39)

Artirict igslemci B degerini her seferinde bir artirdigindan n kere uyguladiginda n

kez artar boylece By = B+ n olur. Benzer sekilde azaltici islemci B degerini
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her seferinde bir kez azalttigindan dolayr m kere uyguladiginda 8 degeri m kez
azacakur. Boylece By, degeri Bin = B — m olur. Burada n ve m dogal sayidir.

(1.2.38) ve (1.2.39) bagmtilarindan

Bmax_ﬁmin = n+m=2S§

Bmax - ﬁmin = 2Bmax =J

13
J=0,1,2,... §=0,-,1,7,2,... 1.2.40
R R 727 ’27 Y ( )

ifadelerini elde ederiz [3]. (1.2.40) denkleminden ii¢ boyutta spin degerlerinin ya

tam say1 yada yarim tamsayi degerler aldig1 goriilmektedir.

Bu noktadan sonra |, 8) 6z durumunu |S,m;) diye adlandiralim
o, B) =[S, ms) (1.2.41)
Boylece (1.2.33) ve (1.2.40) esitliklerini kullanarak
B =S = o> =S(S+1) (1.2.42)
elde edilir. Sonugta $? ve S, islemcilerinin 6z degerlerini

$2|S,mg) = S(S+ 1)H*|S, my) (1.2.43)

S.|S,my) = mgh|S, my)
seklinde buluruz. (1.2.37) bagintisindan
ﬁmax =5, Bmin =-S

degerleri elde edilir. Buradan m, degeri -S ile S arasinda degerler aldig1 ve birer

birer arttig1 goriiliir [3].
—S<mg <S8, mg=(-95),(=S+1),....,(S—1),(5).

Yani ii¢ boyutlu uzayda spin acgisal momentumu kesikli degerler alir.
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Simdi iki boyutlu uzayda spin acisal momentum islemcisinin aldig1 degerleri
incelenecektir. Iki boyutlu bir diizlemde hareket eden bir par¢acigin donme ekseni,
diizleme dik olan yondedir. Hareket x — y diizlemindeyse donme z ekseni etrafinda
olur. Yani iki boyutlu dsnmenin cebirinde S, ve §y islemcileri bulunmaz. Tek bir
islemciye ihtiyac vardir. Bu islemci S, ile gosterilebilir. Bu islemcinin 6zdurumu

S.a) vektorii ve S, islemcisi icin

|a) ile gosterilirse,

18,012 = (t] o] ) (12.44)
S.la) = o)

a’>0,aeR

esitsizligi yazilabilir. a? > 0 esitsizligini tiim gercel sayilar sagladigindan bu
denklem herhangi bir kosul olusturmaz, bu yiizden iki boyutlu uzayda spin agisal
momentum degerini sinirlayan bir kosul yoktur [4]. Dolayist ile iki boyutta
hapsedilmis parcaciklar fermiyon ve bozonlardan farkli davraniglar gosterebilirler.

Bu yiizden bu tiir parcaciklarin uyabilecegi farkli istatistik dagilimlar miimkiindiir.



11

2. GENELLESTIRILMIS ISTATISTIK

Sistemlerin termodinamik niceliklerini belirlemek i¢in sistemi olusturan temel
parcaciklarin dagilim fonksiyonlarini belirlemeliyiz. Bir onceki boliimden ii¢
boyutlu uzayda spin acisal momentum 6zdegerlerinin sadece 7’ nin yarim tamsayi
ya da tamsay1 katlar1 olabilecegini biliyoruz. Bunun sonucunda ii¢ boyutlu
uzayda iki temel parcacik vardir: Bozonlar ve fermiyonlar. Bozonlarin spinleri
tamsayidir ve Bose-Einstein istatistik dagilimina uyarlar, fermiyonlarin spinleri
yarim tamsayilardir ve Fermi-Dirac istatistik dagilimina uyarlar [5]. Fakat iki
boyutlu uzayda spinlerin tam ya da buguklu degerler almasini sinirlayan bir kosul
yoktur. Bu yiizden “Iki boyutta bozonlardan ve fermiyonlardan bagka, farkli temel
parcaciklar olabilir mi?" sorusu aklimiza gelebilir. Eger boyle parcaciklar varsa bu

parcaciklarin istatistiksel dagilim fonksiyonlar1 nasil olmalidir?
2.1. HALDENE KESIRLI ISTATISTIGI

Yaklagikca yirmi yi1l once Haldene [6] Pauli Disarlama ilkesini genellestiren,
genellestirilmis disarlama istatistigi (GDI) kavramini tamittr. Wu ise bu istatistige
uyan sistemlerin termodinamigini kurdu [7]. Haldene ve Wu’ nun Onerdigi
formiilasyondan sonra bir ¢ok aragtirmaci g-on gazi olarakta adlandirilan bu tiir
sistemleri inceleyen calismalar yapmistir. Ornegin, Bhaduri vd. ve Batchedor vd.
giiclii etkilesmeye sahip anyon ve Bose gazlarinin dagilimlarinin [8,9], Hansson vd.
2 boyutta’ de delta fonksiyonu etkilesmesine sahip bozonlarin GDI’ ye uydugunu

gosterdiler [10].

Haldene, bir parcacigin istatistigini genellestirmek i¢in, g istatistik parametresi ad1
verilen bir degisken tanimlamistir

_ _[dNJrAN_dN]

AN (2.1.1)
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Burada N parcacik sayisini, AN parcacik sayisindaki degisimi ve dy sistemdeki
(N — 1) pargacigin durumu belirli iken geriye kalan tek parcacigin Hilbert
uzaymin boyutunu belirtmektedir.  Verili bir durumda smirsiz sayida bozon
bulunabileceginden, bozonlar i¢cin g = 0 olacagi agiktir.  Diger yandan,
Pauli Disarlama ilkesinden dolayr ayni durumda iki ayristirilamayan fermiyon
bulunamayacagindan, fermiyonlar i¢in g = 1 olacaktir. Genellikle, bir
duruma giren parcacigin, diger parcaciklarin bu duruma girmesini zorlagtirdig1
varsayildigindan g < 1 alinir. g > 1 durumu bir enerji durumuna giren parcacigin
birden fazla yani g tane enerji seviyesini kapatmaya karsilik geldiginden fiziksel
olarak anlaml goriinmemektedir. g degeri mutlaka sifirdan biiyiik olmalidir [12].
Tanimlanan bu istatistik parametreyi kullanarak N tane parcacigin p tane duruma
ka¢ farkli seklide dagilabilecegini veren W istatistiksel agirlik fonksiyonu igin

Haldene 1991 yilinda
_ -1 -g)]!
N!lp—gN—(1-g)]!
genellestirilmis kombinatorik formiiliinii 6nerdi [6, 12]. Bu onerilen istatistiksel

(2.1.2)

agirhik fonksiyonu g =1 ve g = 0 icin swrasiyla fermiyonlarin ve bozonlarin

istatistiksel agirlik fonksiyonlarina indirgenir:

p!
1= W=
§ P Nip—N)!
(p+N—1)!
—0= Wy=LTT" 0
§ EZNIp—1)!

(2.1.2) kombinatorik formiiliinii kullanarak toplam enerji £ ve parcacik sayisi

N’nin korundugu sistemler i¢in yeni bir dagilim elde etmek miimkiindiir.
E=Y ng, N=Y n (2.1.3)
i i

(2.1.3) bag sartlarindan Lagrange carpanlar1 yontemi kullanilarak, S ifadesi
11 [p+ (ni—1)(1 )]
7 onillp—gni—(1-g))!
InW = Z InW;
i

W o= (2.1.4)

Gl
Il

InW — BE — BuN
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seklinde tanimlanan [nW degeri S ifadesinde yerine konuldugunda Stirling

yaklagimi kullanilarak

s = Z{[p+(1_g)(”i_l)]l”[P+(1—g)(ﬂi—1)]—n,-lnnl~
— [p—1—gmi—Din[p—1—g(n;—1)] - Ben;i +Bun;}, (2.1.5)

denklemi elde edilir. Burada B ve u degerleri Lagrange carpani adi verilen birer

sabittir.

Bir istatistiksel durumda p > 1 ve n; > 1 alinarak, S ifadesinin n; ye gore degisimi
s
al’l,‘ N

Y (1—g)in[p+ (1 —g)ni] — Inn;+gln[p(1 — gn;)] — B(& — i), (2.1.6)

i

(1-g)
p

seklinde elde edilir (p ve n; ¢ok biiyiik oldugundan 1/p ve degerleri ihmal

edilmistir.). En olast {n;} dagilimi, 3—5 = 0 esitligini saglayan dagilimdir. Buradan
[1—gr)*[1+ (1 —g)m] ' =8 = mePEH) (2.1.7)

esitligi elde edilir. Bu esitlikte % orani yerine 7; yazilarak dagilim, durum basina
diisen pargacik sayisi cinsinden elde edilmistir. Elde edilen bu esitlik g=0ve g=1

icin sirastyla bozonlarin ve fermiyonlarin dagilim fonksiyonlarina indirgenir

1

g=0 = M=oy
- 1

g:l = nF_ieﬁ(ei*IJr)_}_l'

(&) = (1584 ifadesi tanimlanarak (2.1.7) denkleminde yerine yazildiginda

o(E)S[1+0(&)]18 = Plemr) (2.1.8)

esitligi elde edilir. Buradan ortalama parcacik sayisi icin Bose-Einstein ve

Fermi-Dirac dagilimlarina benzer bir fade yazilabilir:

n=—-:. 2.1.9
" 0@ tg @19
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Bu dagilmin ilging bir ozelligi de g = 1/2 icin yiiksek sicakliklarda

Maxwell-Boltzmann dagilimina uymasidir: (2.1.8) bagintisindan
@1 +a@] = e

2
1 + 42B(&—1)]3
[ ]

(Ai)g=1)2 =

—(&—n)

kT > 1, (ﬁi)g:l/Z X~ e

elde edilir. Bu dagilimdan istatistik parametreleri, [0, 1] araliginda olan pargaciklar

icin genellestirilmis Pauli Disarlama Ilkesi ad:1 verilen bir esitlikte tiiretilebilir.
W(E)8[1+w(&)]!18) = Plet) (2.1.10)

denkleminin sag tarafindaki exponansiyel ifadenin O dan biiyiik olmas1 gerektigi
kullanilarak

w(é)Z(l‘%)>0:nl~<; (2.1.11)

n;
esitsizligi elde edilir. Bu ifade g = 1 icin Pauli digarlama ilkesine indirgendiginden,
bu ifadeye genellestirilmis Pauli disarlama ilkesi ad1 verilir. Genellestirilmis Pauli
digarlama ilkesine gore bir durumda en fazla 1/g pargacik bulunabilir. Bu yiizden,

g nin fiziksel olarak anlamli degerleri [0, 1] araliginda rasyonel sayilardir.

2.2. BOLUSUM FONKSIYONU KULLANILARAK ELDE EDILEN
GENELLESTIRMELER

2.2.1. G-ON DAGILIMI

Kuantum gazlarinin dagilimi yeni bir boliisiim fonksiyonu tanimlanarakta

genellestirilebilir [13]. Bu amagla dnerilen bir boliisiim fonksiyonu
Zy=[[(Zh—oe PEHM 4 (1 - )z e Plaiin) (2.2.12)

seklindedir [13]. Bu boliisiim fonksiyonuna gore, bir enerji durumuna birden fazla

pargacik girebilir ve ayn1 bozonlarda oldugu gibi bir duruma girebilecek pargacik
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sayisinin bir iist limiti yoktur. Ancak, bir duruma iki ve ikiden fazla parcacik girme

olasilig1 (0 < g < 1 oldugundan) (1 — g) ¢arpani ile orantili olarak azaltilmigtir.

Simdi bu boliisiim fonksiyonunu kullanildiginda, bir durumdaki ortalama pargacik
sayisinin ifadesini (7;) hesaplayalim. Bir sistemde ny, k. enerji durumunu iggal
eden ortalama pargacik sayisini, B, ise k. enerji seviyesinin ny pargacik tarafindan
isgal edilme olasiligin1 gostermek iizere, k. seviyedeki ortalama pargacik sayisi

=Y mPy(ne), (2.2.13)

;=0
denklemi ile hesaplanir. P, 'nin degerini bulmak icin dncelikle (2.2.12) boliistim
fonksiyonunu kullanalim. Bo6liisiim fonksiyonlarinin agilimi sonucu olusan her
bir terimin, boliigtim fonksiyonuna orani belli bir i. enerji seviyesinin n; parcacik
tarafindan iggal edilme olasiligin1 vermektedir. Bu sayede bir seviyenin n; par¢acik
tarafindan iggal edilebilme olasilig1
R )

_ ik
=01 e e e )

k
Pg (nk) == )
ek HZ‘;:o(Efzi:oef"’“" +(1-g)Zy e "i%)
ng > 2 — —
k= [T (%5, —ge i+ (1-g)Zy _ye~"i%)
veya daha basit bicimde
_ e "k
nk - 07 1 HT:I (Z’llizoe—nixi_i_(]_g)zzlzzefnixi) bl
k
Pg (ng) = , (2.2.14)
1— —np Xy
ng > 2 (1-ge

IT21 (%, —pe "+ (1-g)Z5 _pe™"i%)
seklinde ifade edilebilir. Bu denklemlerde x; = B(g —u) , B = ,{BLT tanimlamalari
kullanilmistir. (2.2.14) ifadesi (2.2.13) esitliginde ifadesi yerine konarak

e+ (1-g) Xn—ome "™
et (1—g) Y e

ny

elde edilir. Toplam ifadesi acilarsa iistteki egitlik

_ e (1—g)(2(e )2 +3(e )P +4(e ) 4 ..)
T T et (1—g)(e™)2(1 fe %+ (e )2 +...)

(2.2.15)
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sekline doniisiir ve birkag ara iglem sonucunda ortalama parcacik sayisi igin

e PlE—1) (g 2B &) _pge=Bla—1) 4 1)
ng =

(1 — ge*Zﬁ(&c*#))(] _ e*ﬁ(skfli)) (2.2.16)

esitligi elde edilir.

(2.2.12) de onerilen genellestirmede, bir enerji seviyesinin iki veya ikiden fazla
parcacik tarafindan iggal edilme olasilig1 par¢acik sayisindan bagimsiz olarak (1 —
g) ile orantili olarak azaltilmigti. Yani bu dagilimda bir durumun 2, 100 ya da
10'° parcacik tarafindan isgal edilme olasiliklar1 birbirine esittir. Oysa bozonik
durumdan fermiyonik duruma gecis yaparken, bir durumun belli sayidaki parcacik
tarafindan isgal edilme olasiliginin degeri, bu durumun kendinden daha az sayidaki
parcacik tarafindan isgal edilme olasiligina gore daha diisiik olmalidir. Bu yiizden,
bir durumun belli bir sayida parcacik tarafinda isgal edilme olasilifinin, parcacik
sayis1 arttik¢a azalacagi sekilde bir boliisiim fonksiyonu onermek fiziksel olarak

daha anlamli olabilir. Genellestirme parametresi g, [0, 1] araliginda oldugundan

Zo = TT(E, e Plemm 4 52 (1 — gymePlemm) (2.2.17)
i=1

seklindeki bir boliisiim fonksiyonu yukarida bahsedilen parcacik sayisi arttikca,

seviyenin iggal edilme olasiginin azalmasi sartini saglar.

(2.2.17) bolistim fonksiyonu kullanilirsa, k. enerji seviyesinin, n; pargacik

tarafindan iggal edilme olasilig1

e "Rk IT—o (Zp=o€ ")

n,=0,1 = o e
k ’ Hizl(zjli:()e "’xl—"_(l_g)nlzni:Ze nlxl)’

k —
P (I’lk) = )
e Ty (Bhyge "+ (1) 25 o)
=

ng > 2 S S— —
k= Hi:l(zrlliz()e n’x"“(]—g)"’zni:ze i)

esitligi ile ifade edililir. Bu esitlik daha basit olarak

o e k*k
=01 e e e

P () — : (2.2.18)
nk 2 2 (] _g)nkefnkxk

T (5], e "7+ (1-g)"n g, e 77)
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seklinde yazilabilir. Bu olasilik, ortalama parcacik sayisinin (2.2.13) ifadesinde

yerine konup

- e =X\ __ [(1_g)e_Xk]2
LU = e

0 -2 2 -3 3
Z e*nkxk(l_g)nknk _ 2e Xk(l—g) —e )Ck(l—g) ,

2 [1—e~x(1—g)]?
esitlikleri kullanilarsa, ortalama parcacik sayisi1 i¢in
_ 1—(1—g)e ™ 2¢ (1 -g)* = (1 —g)le ™

g T iemn-gr

seklinde yeni bir ifade elde edilir. Bu denklem basit birka¢ diizenleme sonucunda

1= (1= e+ (1 —g)?e (2 — (1 —g)e™)
(= (=gl )+ (g (- (1—g)e ™))

seklinde yazilabilir.

1 +ge k(1 — e 4 ge™%)

ng —

(2.2.19)

2.2.2. GENTILE DAGILIMI

Haldene-Wu genellestirmesinde denklem (2.1.1) ile tanimlanan g parametresinin
fiziksel anlami net olarak goriillememektedir. Bu dagilimin g parametresi ile
uyumlulugu, sagladigir genellestirilmis Pauli ilkesi olarakta adlandirilabilecek
(2.1.11) denkleminden goriilebilir. 1940 yilinda Gentile, FD ve BE istatistiklerini
genellestirmek icin bir boligim fonksiyonu Onermisti [14].  Bu dagilim
Haldene tarafindan onerilen g parametresinin fiziksel anlamini dogal bir bi¢cimde
icermektedir. Gentile’ nin de yeni bir dagilim Onermedeki amaci bozon ve
fermiyonlarin dagilimindan daha genel bir istatistik dagilim elde etmekti [14].
Bunun i¢in fermiyonlar gibi bir enerji durumuna yalnizca bir 6zdes fermiyonun
girdigi bir dagilimi degil de, bir duruma birden fazla ama bozonlardakinden
farkli olarak bir duruma girebilecek pargacik sayisinin bir iist limitinin oldugu bir

dagilimin 6zelliklerini arastirdi.

Iki boyuttaki anyonlar gibi fermiyon ve bozonlarin disinda pargaciklarin

olabileceginin anlagilmasi1 sonucu Haldane istatistiginin [6] ortaya atilmasindan
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sonra bagka genellestirilmis istatikler onerildi [12]. Ayrica, bu genellestirilmig
istatitistiklerden ¢ok daha once 1940 yilinda ortaya atilan Gentile istaistiine olan
ilgi de artt1 [15-36]. A.K. Rajagopal Gentile dagilimina uyan pargacik sisteminin
hem Von Neumann hem de Tsallis istatistiginde entropi hesaplarini yapti [17].
Oshima vd. ayn1 sistemin faz uzayinda olusturdugu yiizeyin egriligini incelediler
[19]. Bytsko, Gentile dagilimini da igeren genellestirilmis dagilimlar i¢in Bethe
ansatzi olusturdu [20]. W.S. Dai ve M. Xie sanildiginin aksine Gentile dagiliminda
bir duruma girebilecek pargacik sayisinin iist limiti (¢) sonsuza gittiginde, Gentile
dagilimindan her zaman Bose-Einstein dagiliminin elde edilemeyecegini; bu
limitte, sadece kimyasal potansiyelin sifirdan (daha dogrusu taban durum enerji
seviyesinden) kiiciilk oldugunda Gentile dagiliminin Bose-Einstein dagilimim
verdigini gosterdiler [23,26]. Mead ve Papanicolaou, agisal momentum cebirini
bozon iglemcilerinin cebirine doniistiiren Holstein-Primakoff (HP) doniisiimiinii
kullanarak etkilesen bir Bozon gazinin incelenebilecegini gosterdiler.  HP
doniistimiiniin ilging bir ozelligi Gentile istatistigi ile uyumlu olmasidir [27].
Auccaise vd. cekirdek spini 1/2 den biiyiik olan sistemlerinin Gentile dagilimina
uydugunu HP temsilini kullanarak buldular ve deneysel olarakta gosterdiler
[27]. Rovenchak sonlu sayida parcacik iceren bir boyutlu Bose sisteminin
istatistiginin Gentile istatistigi ile esdeger oldugunu gosterdi [28]. Dai ve Xie
Gentile istatistiginin cebirini olugturdular [33]. Ryabov Gentile dagilimina uyan
sistemlerin de Bose-Einstein yogusukluguna benzer bir yogusuma ugrayabilecegini

gosterdi [35].

Gentile, bir enerji durumuna girebilecek pargacik sayisinin maksimum g = 1/g
olacag: diisiincesinin dogal sonucu olarak bu tiir pargaciklarin uyacagi boliisiim

fonksiyonu i¢in

Bu—ei)n (2.2.20)

n M\

T3
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ifadesini 6nerdi [14]. k. enerji durumunu isgal eden ortalama parcacik sayisi 7
e =Y niPo (2.2.21)
g
olmak iizere, x; = B(U — &), yi = €* ve G = 1 /g tamimlar1 kullanilarak, (2.2.20)’de

verilen boliisiim fonksiyonu

Kk G
76 = H PO (2.2.22)
Y = 7 (2.2.23)

, (2.2.24)

ifadesi elde edilir. Bu béliistim fonksiyonunun ag¢ilimi sonucu olugan her bir toplam
terimin, boliisiim fonsiyonu orani bir k. enerji seviyesinin n; pargacik tarafindan
isgal edilme olasiligini vermektedir. Bu yiizden bir seviyenin n, parcacik tarafindan
isgal edilebilme olasilig1

73 | D I

Fi(m) = — = i (2225)
1 &k

seklindedir. Bir kag matemetiksel ara iglem sonucunda P ifadesi icin

e (1 — ')

8 _
Pk (nk) - 1 — e (1+G) ’

(2.2.26)

elde edilir. Buradan Gentile dagilimina uyan parcaciklar i¢in ortalama pargacik

sayisint veren en olasi dagilim

B G < G exkl’lk(l _ exk)
ny = Z Pk (nk)nk = Z nkm (2227)

nk:0 nk:O
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seklinde elde edilir. (2.2.27)’de, x, yx ve G degerleride yerlerine yazilip toplam

almarak ortalama pargacik sayisi

Pl=e) (1 1) PUeaitl) 1 plu-a)(i+2)
g =

; (2.2.28)
(1 — eBlu—e))(1 — PH—el(z1)y

seklinde bulunur. Bu dagilimin anlamli bir sonu¢ verebilmesi i¢in g ’nin O ile 1

arasinda 1/g "nin tam say1 olacag1 bir deger segilmelidir.

Gentile dagilimdaki ortalama parcacik sayisinin bu ifadesi, sirasiileg=0ve g =1
icin bozonlarin ve fermiyonlarin ortalama parcacik sayisi ifadelerine indirgenir.

g =0i¢in
eﬁ (:u'fgi) 1

= 1-— eﬁ(lvl—&‘) - e—ﬁ(,u—.g,-) 1 (2229)

elde edilirken g = 1 i¢in

ePu—e) (] —2ePu—8) 4 2B(u-g))
(1 _eﬁ(u—ef))2(1 +eﬁ(u—ef))
eBlu—g) 1
1+ ePu—e) 11 eBu—a)

ny =—

(2.2.30)

bulunur.

(2.2.24) denkleminde verilen boliisiim fonksiyonunu kullanilarak, Gentile
istatistigine uyan parcaciklarin hal denklemi hesaplanabilir. Bunun icin Grand

Potansiyel Q kullanilarak hesaplara baslanabilir

K (1 _y‘)GJrl
Q=—PV =—kgTInZ; = —kpT1 e e O 2.2.31
BT InZg B n{g =y, } ( )
Bu esitlikte y; ve x; degerlerini yerine yazarak
1
Q= — kT [} In[l —exp(ir (=€) (G + 1)
1
— (1 —exp(—= (1 — &)l (2232)

kpT
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elde ederiz. Burada toplam yerine durum yogunlugu D(€) kullanip integral

yaklagimi yapilarak

kgT

~ In(1—exp((n — &)lde

PV = — kBT/OOOD(s)[ln(l—exp( (L-)(G+1) (2233)

elde edilir. Boylece hal denklemi i¢in genel bir ifade elde edilebilir.

(1 —exp(7 (1 —€)(G+1)))
(1 —exp(g,7 (1 —€)))

PV = —kgT / “D(e)In [ de  (2.2.34)
0
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3. HARMONIK TUZAKTAKI FARKLI PARCACIKLAR

3.1. HARMONIK TUZAK ICIN DURUM YOGUNLUGU

Oncelikle termodinamik limit yaklagimi yaparak ( N — oo , V — o =
% — sabit) D-boyutta harmonik tuzaktaki ideal gazlarin durum yogunlugunu
hesaplayalim!. Bu hesabn ilgili sistemdeki spinlerin serbestlik dereceleri ihmal
edilerek enerjilerinin, a bir sabit olmak iizere €(p) = ap® seklinde oldugu kabul
ederek hesaplayacagiz. Durum yogunlugu

D(¢) —/Cma[s—(sw;m#ﬂ)] (3.1.1)
denklemi aracilii ile hesaplanabilir [1]. Burada §, Dirac delta fonksiyonunu

gostermektedir.

Denklem (3.1.1)’den durum yogunlugu ifadesi, delta fonksiyonunun &zellikleri

kullanarak

§22°7 P20 g/ apS b
D(e) = d -3 3.1.2

bicimine doniistiiriilebilir. Burada

27'L'D/2
Sp =
I'(D/2)

D boyutlu birim kiirenin ylizey alanmidir [37]. (3.1.2) integrali alinarak

D D=2
,+T

$22°°  [(D/s)[(D/2) €*
(hw)P

(2mm!/2)PsaP/2 T(2 4+ 2)

D(e) = (3.1.3)

esitligi elde edilir. Harmonik tuzak ile tuzaklanan parcaciklarin karakteristik
uzunlugu tuzaklamada kullanilan manyetik alanin frekensina bagh oldugundan
(Ix o< 4/ %), (3.1.3) denklemindeki @ P ifadesi harmonik tuzaktaki parcaciklarin

etkin hacmi olarak yorumlanabilir V = o P [38].

'Bu ve bir sonraki béliim [1] ¢alismasinin bir ézetidir ve biitiinliigiin saglanmasi amaci ile teze
dahil edilmistir.
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3.2 HALDENE ISTATISTIGINE UYAN PARCACIKLARIN
TERMODINAMIGI

Genellestirilmis Haldene istatistiginin dagilim fonksiyonu

1
€)= ——, 324
0= o0 (324)
denklemi aracilig ile tanimlanir [7]. Burada @
0f(1+ ) "¢ = exp[B(e — )] (3.2.5)

sartin1 saglamahdir, B = 1/(kgT) ve u kimyasal potansiyeli ifade etmektedir. Bu
esitlik g = 0 icin bozonlarin ve g = 1 i¢in fermiyonlarin dagilim fonksiyonuna

indirgenir. 7 = 0K de ortalama parcacik sayisi

fle) = {(e_w) <0Oigin /g (3.2.6)

(e—w)>0igin 0
seklindedir. Bu denklemden de goriildiigii gibi Fermi dagilimi1 7 = OK de basamak

fonksiyonu kullanilarak ifade edilebilir.

D(¢€) durum yogunlugu kullanilarak sistemdeki toplam pargacik sayisi N ve toplam
enerji E sirastyla

N=— / " f(e)D(e)de (32.7)
0

E:/ f(e)eD(¢e)de (3.2.8)
0
integralleri alinarak bulunur.

Oncelikle, T = 0K de (3.2.6) esitligindeki dagilim ve (3.1.3) teki durum yogunlugu
ifadesini kullanip (3.2.8)’deki integrali alarak genellestirilmis Fermi enerjisini
bulalim. Bu amagla (3.2.6) denklemi, (3.2.7)’de yerine konup 7 = 0K’de &7 = f
almarak, € 'nin N cinsinden ifadesi bulunur. Bu ifade (3.2.8)’de kullanildi§inda

genellestirilmis fermi enerjisi,

@(9+9)]1/(€+§)_ (3.2.9)

gF:[}/ s 2
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$2°7°  T0/srD/2) 1
(2rm'2)PsaPls T(24+D)  (ho)

enerjisi cinsinden pargacik basina diisen enerji

bulunur. Burada y =

5 tanimlamasi yapilmistir. Fermi

E_(3+5%)
= er (3.2.10)

D D+2

NS5

seklindedir.

Sonlu sicakliklarda da parcacik bagina diisen enerji (3.2.8) denklemi araciligi
ile hesaplanir. Bunun i¢in ilk olarak verili bir sicaklik ve parcacik sayisi i¢in
kimyasal potansiyel belirlenmelidir. Bu (3.2.7) denklemi, kimyasal potansiyel
U icin ¢oziilerek yapilabilir. Ancak kimyasal potansiyeli (3.2.7) denkleminden

cekmek zordur. Bu nedenle
—/ y— &7+ e (3.2.11)
w+g" o
integralinde € degigkeni yerine
0f(1+ )78 = PEH) (3.2.12)

denklemi ile tanimlanan @ degiskenini kullanip, tt yerine de bu integralin alt limiti

olan € = 0 degeri kullanilarak
@f (14 @) ¢ = e PH (3.2.13)

seklinde elde edilen @y degerini kullanmak daha kolaydir. Bu islemler yapilarak

(3+°7%)

D D T p,p [ do 0., l1+ow sz
1=P.D s+2/ e N (AT TR B 3.2.14
e g e d L e ] BCEREY
elde edilir. Buradan ay cekilirse
E D DT Q+L+z/°° dw
= (— — s 2 _— 3215
N er (S+2)(EF w O(1+ o) ( )
x < In[(—)* -8
fmcgye o

denklemi aracilig1 ile parcacik basina diigsen enerji bulunur. (3.2.14) denkleminde

€r, g = I’deki yani fermiyonlar i¢in Fermi enerjisinin degeridir.
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Bu sistemlerin dzisis1 C, = (g—‘;)v tanimu kullanilarak hesaplanabilir:

1
C,= [ deD(e 3.2.16
/ ¢ 8Ta)+g ( )

Bu denklemdeki integralin icindeki tiirev alinarak 6zis1 ifadesi

— 10 1+
Cv:/deD(s e[‘gTz“ Tﬁ]w (3.2.17)

seklinde bulunur. (3.2.14) denklemini kullanarak

d
%: — Inf@f(1+ @) ] (3.2.18)
g1 (RaD=2
- (€+§>fa)0w1+w {In[()*(Fa) =)
(24 8) Joy arittay Inl(@)s () -y
ifadesi bulunduktan sonra bu (3.2.17) denkleminde yerine konup
¢ D D T b .o
o= G+
© do 0., 1+w. . 0.0
Inl(—)8 _ gn(5+7) 3.2.19
. atira) M ) D (3219
e (R4 D=2
o i@ ) (1+w)17g]_(% 2) Jay atttay () () S+
D, D4
@ 1+ (2+ %) o a2y Unl()e () e} 650
elde edilir.

Basing ve toplam enerji arasindaki genellestirilmis iligkiyi bulmak i¢in Gibbbs

serbest enerjisi kullanilabilir:

Q=—PV=—kpTInZ. (3.2.20)

Bu denklemde Z, biiyiik kanonik kiimedeki béliisiim fonksiyonunu gostermektedir:

Z=Y W({N;})exp[—BEiNi(& — p)]. (3.2.21)
{Ni}

Denklem (3.2.4) deki dagilim bagmtisin1 kullanarak termodinamik potansiyel

ifadesi
1

Q=—-PV=—kgT) G;,In|l+ — 3.2.22

B ; ln[ +(D] ( )
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seklinde bulunur. Termodinamik limit yaklagimi yapilip bu toplam ifadesi yerine

integral denklemi kullanilabilir. Buradan basing ifadesi i¢in

P

°° D, D 1
—_—= deesT2In[1+ — 3.2.23
o / [t +—] (32.23)

elde edilir. Bu denklemde kismi integrasyon yapilirsa

(u=g"% dv=1n[l+ Lldw)

p
(§+%)

p oo
7= /o f(e)eD(g)de (3.2.24)

esitligi bulunur. E = [ f(€)eD(e)de ifadesi toplam enerjiye esit oldugundan
denklem (3.2.24)’{in her iki tarafi VT ile ¢arpilarak
E

PV=5——
D, D
sT2

(3.2.25)

denklemi elde edilir. Bu esitlik genellestirilmis disarlama istatistifine uyan
harmonik tuzaktaki ideal gazlar i¢in Bernoulli esitligi olarak adlandirilir. Sistemin

entropisi ise S = % +InZ - N?” iligkisi kullanilarak

|- ==, (3.2.26)

seklinde bulunur.

3.2.1. SONUCLAR

D-boyutta Haldene istatistigine uyan harmonik tuzaktaki ideal gazin termodinamik
ozelliklerinin, teorik formiilasyonu bir 6nceki boliimde olusturulmustur. Bu
boliimde farkli g degerlerinin enerjiye ve 1s1 s1gasina etkisi gesitli grafikler aracilii

ile gosterilecektir. Bu grafiklerin hepsinde kg = 1 alinmigtir.

Sekil 3.1 de iic boyutta s = 2 ve farkli g degerleri icin parcacik basina diisen
toplam enerji sicakligin bir fonksiyonu olarak verilmigtir. Grafik incelendiginde
hem diisiik hem de yiiksek sicakliklarda g istatistiksel parametresi arttik¢a toplam

enerjinin de arti§1 goriilmektedir. g degeri artarken bir duruma girebilen pargacik
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35— : ,
3 |
25 |
g2
g
Y5}
1 L
g=01 ——
05 oy — ]
i P —
0 R * o B
0.1 02 03 04 05 0.6 07 0.8 09 1

Tleg

Sekil 3.1. s=2 ve 3D’de pargacik basina enerji-sicaklik grafigi.

sayisi azalir.  Bunun sonucunda verili bir N degeri icin alt enerji seviyelerine
girebilecek parcacik sayisi1 diisecektir. Bu enerji seviyelerine giremeyen parcaciklar
toplam parcacik sayisi sabit oldugundan zorunlu olarak iist enerji seviyelerini
dolduracaklardir. Yani g degeri artip fermiyonik davranis baskin hale geldikge,
parcaciklar taban durumuna yakin enerji seviyeleri yerine daha {ist enerji
seviyelerini iggal ederler. Bu da sistemin toplam enerjisini arttirir.  Sekil 3.2
de ise iic boyutta s = 2 ve farkli g degerleri icin 6zisinin sicaklikla degisimi

gosterilmektedir. Diigiik sicakliklarda hizla artan 6zisimin diisiik g degerleri i¢in

c/N

D=3,5=2

0.5 = i L L A L L L I
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Tleg

Sekil 3.2. s=2 ve 3D’de parcacik bagina 6zis1-sicaklik grafigi.



E/Neg

Sekil 3.3. s=2 ve 2D’de pargacik basina enerji-sicaklik grafigi.

2.2

2 L

1.8

16 +
14+
12+

1k
0.8 r
06 -

0.2

0.4 1

D=2,s=2

g=02 ——
0=0.3 -~
g=05
1 g=1

"01 02 03 04 05 06 07 08 09 A

Thep
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(g = 0.1 ve g = 0.3) belli bir sicakliktan sonra azalip sicaklik arttik¢a sabit bir

degere dogru gittigi goriiliirken, daha biiyiikk g degerlerinde (g = 0.5 ve g = 1)

ozisiin sicaklikla diizgiin bir bicimde artip sabit bir deger aldig1 gozlenmektedir.

Bunu anlayabilmek icin bozon ve fermiyonlarin 6z1s1 sicaklik degisimini gbzoniine

almaliy1iz. Sekil 3.2 de fermiyonlarin 6zis1 degisimi zaten verilmistir (g = 1).

Fermiyonlar 7 = OK sicakliklarina yaklasilsa bile Pauli disarlama ilkesinden dolay1

bozonlarda oldugu gibi bir faz doniisiimiine ugramazlar. Bu yiizden fermiyonlarin

0zi1s1 sicaklik degisimi diizgiin artan ve yiiksek sicakliklarda klasik gazlarda oldugu

c/N

Sekil 3.4. s=2 ve 2D’de parcacik bagina 6zis1-sicaklik grafigi.

2.2

2L

1.8

16 [

1.4 1

1.2 +

1+

0.8

0.6 |

0.4

/-’7: - D=2,5=2

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Tlep
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1.4
1.2 | D=1,5=2
1r =
s 08 Ry
“oost e
A - --x““,;//
T g=0.1 ——
0.2 o 7 9:03 .
_// g=05
N R =
01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1
Tleg

Sekil 3.5. s=2 ve 1D’de pargacik basina enerji-sicaklik grafigi.

gibi sabit bir deger alan egridir. Bu yiizden g degeri bire yaklastik¢a 6z1s1 sicaklik

degisimi de diizgiin artip sabit deger alan egriler sekline donlismektedir.

Bozonlarin ise diisiik sicakliklarda yogusuk faza gectigi bilinmektedir [39]. Ug
boyutta harmonik tuzak igindeki bozonlar faz degisimi sicakligina ulagtiginda
ozisilarinda siireksizlik olugur ve 6zisilari ani bir diigiis yasar. Bunun nedeni
faz dontistimii sicakliginda verilen enerjinin bir boliimiiniin sicakligi arttirmaya
degil de faz doniisiimiine harcanmasidir. Sekil 3.2 de g degeri azalip 6zisinin

belli bir sicaklikta azalmaya baglamasi pargaciklarin bozonik hale yaklastiginin bir

1

T -
09 -
N /
o7l /
= /
3 /
o6 |
fﬂ“.
05} | D=1,8=2
!
{ g=01 ——
0.4 H g=0.3 —— 1
g=0.5
-1
03 L 1 1 L 1 1 g 1 L
01 02 03 04 05 06 07 08 0.9 1

Tleg

Sekil 3.6. s=2 ve 1D’de parcacik basina 6zis1-sicaklik grafigi.
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D=1,5=1

E/Neg

0.8 -

06 £

04 -

-l

S =
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Tleg

0.2

Sekil 3.7. s=1 ve 1D’de pargacik basina enerji-sicaklik grafigi.

gostergesidir. Kiigiik g degerli parcaciklarda bu etki goriilse de g = 0 olmadigindan
bozonlardaki kadar keskin degildir.

Sekil 3.3 ve sekil 3.4’te iki boyutlu, sekil 3.5 ve sekil 3.6 da ise bir boyutlu sistemler
icin sirasiyla enerji ve dzis1 grafikleri verilmisti. Hem bir hemde iki boyutta
beklendigi gibi enerji artan g degerleri ile artmugstir. Ozis1 sicaklik grafiklerinde
ise, ozisinin bilyiik g degerleri i¢in belli bir sicaklikta {ic boyuttakine benzer bir
azalma gosterdigi ancak bu azalmanin miktarinin ¢cok az oldugu goriilmektedir.

Bu iki boyutta harmonik tuzaktaki bozonlarin dzisilarinin faz gecisi sirasindaki

16
14| §
12}

=z

S g

Q
08}

g=0.25 —— |
06 g g=0.3
G=0.5 -
1
04 1L 1 1 1 g 1 L
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Tleg

Sekil 3.8. s=1 ve 1D’de parcacik bagina 6zisi-sicaklik grafigi.
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azalmasinin ii¢ boyuta gore cok diisiik olmasi ile agiklanabilir. Bir boyuttaki
bozonlarda 6zisimin siireksizlik gosterdigi bir faz gecisi yoktur bu yilizden bir
boyutta g nin hicbir degeri icin 6zisida bir azalma goriilmez. Ayrica, bir boyut ve
s = 2 icin Sekil 3.6’daki grafikte degisen g degerlerine ragmen 6z1s1 tek bir deger

almigtir. Yani bir boyutta 6z1s1 g parametresinden bagimsizdir.

Son olarak bir boyutta enerjisi goreli (rolativistik) sistemlerdekine benzer bigimde
p ile orantili olan bir sistem icin enerji ve 6zisinin sicaklikla degisimi Sekil 3.7
ve Sekil 3.8 de verilmistir. Bu grafikler iki boyutta enerji ifadesinin p? ile orantili

oldugu sistemlerdeki toplam enerji ve 6zis1 grafiklerine benzemektedir.

33. GENTILE ISTATISTIGINE UYAN PARCACIKLARIN
TERMODINAMIGI

Bu bolimde D-boyutta tuzaklanmis harmonik potansiyel icindeki, Gentile
istatistigine [14] uyan parcaciklarin termodinamik nicelikleri gosterilecektir.
Oncelikle basing ifadesini elde edelim. (2.2.34) genellestirilmis basing

denkleminde, harmonik tuzagin durum yogunlugu ifadesi (3.1.3) yerine yazilarak

1
T (= o) [1—exp(cly(n — ) (G+1))]

v i)y [l—exp[@%(u—&)]}

de  (3.3.27)

G+1)ePH—8) _GePu—8)(G12) _ plu—e)

bulunur. Bu integralde dv = £5+2de ve u = In{ e[| P aTe] }

tanimlar1 yapilip kismi integrasyon uygulandiginda

P=—

| . 1)eBU—€) _ GePu—e)(G+2) _ Plu—e)
)/ go+p (Gt e Ge ¢ (3.3.28)
0

V(42 (1 —ePu=8))(1 — Bu—e)(G+1))

S
ifadesi elde edilir. (2.2.28) Gentile dagilimi ve (3.1.3) esitligindeki durum

yogunlugu denklemini kullanarak genellestirilmis basing ifadesinin

PV = DJlrlz) /OND(s)sf(e) de (3.3.29)
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seklinde oldugu goriiliir. Bilindigi gibi (3.3.29) denklemindeki integral ifadesi,

(3.2.8) de verilen toplam enerji integralidir. Buradan genellestirilmis basing ifadesi

E
2y

S

PV = (3.3.30)

Slie}

bulunur. Sistemin toplam entropisi ise S = % +InZ— NT” iligkisi kullanilarak

E 1 Nu
S=—11 i alad
'l

(3.3.31)
seklinde bulunur. Bu sonuglar Haldene istatistigini inceleyen bu iinitenin onceki
boliimlerinde tanitilan [1]’deki genellestirilmis basing ve toplam entropi ifadeleri

ile aymidir (3.2.25), (3.2.26).

3.3.1. SONUCLAR VE TARTISMA

Bu bolimde farkli boyutlarda harmonik potansiyel igindeki, Gentile
istatistigine uyan parcgaciklarin degisik g degerlerinde, enerji-sicaklik, kimyasal
potansiyel-sicaklik ve 6zisi-sicaklik grafikleri gosterilecektir. Bu grafiklerde de

(3.2) bolimiinde oldugu gibi kg = 1 alinmigtir.

D=3 &2

Sekil 3.9. 3D ve s=2’de parcacik bagina enerji-sicaklik grafigi-1.



34

Sekil 3.9 ve sekil 3.10°da D = 3 ve s = 2 i¢in parcacik basina enerji sicakligin
bir fonksiyonu olarak elde edilmistir. Sekillerden de goriilebilecegi gibi verili bir
sicaklikta daha diisiik g degerlerine sahip parcaciklardan olusan sistemin toplam

enerjisi daha azdir. Bu 6zellik su sekilde agiklanabilir: g azaldik¢a bir duruma

D=3, s=2

girebilen parcacik saysi artar.

Sekil 3.11. 3D ve s=2"de parcacik basina kimyasal potansiyel-sicaklik grafigi-1.

100r- - - -

/Neg

-100+

-0

Sekil 3.10. 3D ve s=2’de parcacik bagina enerji-sicaklik grafigi-2.

Bu yiizden sabit bir N degeri icin g azaldikca

D=3 =2
T
\\\\
\‘\
L \
=12 N
- gEy0
=110
\
Lo e L L L
00 02 04 08 08 10

T/GF
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bir duruma girebilen parcacik sayisi artar. Bu ylizden taban durumu ve ona
yakin seviyelere giren parcacik sayisi artigindan iist durumlara yerlesen pargacik
sayist azalacaktir. Boylece g azaldik¢a toplam enerji de azalir. Sekil 3.10’da g
parametresinin sifira yakin degerlerinde (bozonlara yaklasan degerlerde) bozon
gazindakine benzer faz gecislerinin oldugu goriilmektedir. Bu o6zellikler bir
onceki boliimde tanitilan Haldene istatisti§ine uyan parcaciklarda da goriilmiistiir.
Bunun nedeni olarak her iki sisteminde genellestirilmis Pauli digarlama ilkesine
uymasi olarak gosterilebilir. Ayrica Sicaklik arttikca Bose-Einstein ve Fermi-Dirac
dagilimlar arasindaki farkin 6nemsizlesip, hem bozonlarin hemde fermiyonlarin
Maxwell-Boltzman istatistigine benzer bir davranis gosterdigi bilinmektedir [5].

D=3 s=2

-250¢

Sekil 3.12. 3D ve s=2’de parcacik bagina Kimyasal Potansiyel-Sicaklik grafigi-2.

Sekil 3.11 ve sekil 3.12’de verili durumda g parametresinin farkli degerlerine
karsilik kimyasal pontansiyel, sicakligin bir fonksiyonu olarak cizilmigtir. Bu
sekillerden de goriildiigli gibi verili bir sicaklikta kimyasal potansiyel g degeri
ile azalmaktadir. Bilindigi gibi, kimyasal potansiyel, sisteme bir parcacik
ekleyebilmek i¢in, o sisteme verilmesi gereken minimum enerji miktar1 olarak

tanimlanmaktadir [40]. Bu tanimin uygunlugu Gentile dagiliminda daha iyi
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goriilebilir: Fermiyonlar (g = 1) i¢in sisteme eklenen yeni bir parcacik genellikle
sistemdeki en biiyiik enerjiye sahip parcaciktan daha iist enerji seviyelerine yerlesir.
Oysa g degeri azaldik¢a yeni eklenen parcaciklar sistemde varolan pargaciklarla
ayni seviyelere yerlesebilirler. Ayrica bir enerji seviyesinde birden fazla pargacik
bulunabildiginden enerjisi en fazla olan parcacik(lar)in enerjileri de, benzer bir
sistemdeki fermiyonlardan daha diisiik olacaktir. Bu yiizden, g degeri azaldik¢a
sisteme yeni bir parcacik eklemek icin gerekli enerji miktar1 dolayisiyla da
kimyasal potansiyel daha diisiik degerler alir. Sekil 3.12’de ise g’inin ¢ok kiiclik
degerlerinde, 0 K civarinda bozonlardakine benzer olarak kimyasal potansiyelin

taban enerji seviyesine yaklastig1 goriilmektedir.

00 02 04 06 08 10

Sekil 3.13. 3D ve s=2’de parcacik bagina Ozis1-Sicaklik grafigi-1.

Sekil 3.13 ve sekil 3.14’de ii¢ boyutlu uzayda, 6zis1 sicakligin bir fonksiyonu
olarak gosterilmistir. g = 1 icin 6z1s1 degerleri fermiyon dagilimina uyarken, g’nin
azalan dergerlerinde bozon dagilimina benzer egriler elde edilmistir. Sekil 3.14°
de ise g parametresinin ¢ok kiiciik degerler almasi ile birlikte belli bir sicaklikta
faz gecisine ugrayan bozon davranigi daha acik goriilebilmektedir. Bu sonug
Haldene istatistigine uyan parcacik davraniglarinin incelendigi, [1]’deki sonuglarla

da uyumludur.
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Sekil 3.15°de iki boyutlu uzayda parcacik bagina diisen enerji ifadesi sicakligin bir
fonsiyonu olarak elde edilmistir. Aynm1 degisimi ii¢ boyutta veren sekil 3.9’a kiyasla,
azalan g parametresine karsilik gelen enerji degerleri arasindaki fark artmugir.
Bunun nedeni ise iki boyutlu tuzakta ayni enerji degerlerine karsilik gelen katliligin
diger bir deyisle yozlagsmainin {i¢ boyuttakine gore daha az olmasidir. Yozlasma
azaldigindan diisiik enerji degerlerindeki durum sayisi azalacagindan sabit bir
N degeri icin daha iist enerji seviyelerine giren parcaciklarin sayisi artacaktir.
Bu g arttikca parcaciklarin daha {iist seviyelere yerlesmelerine yol agacar. Bu
yiizden daha biiyiik g degerlerine sahip parcaciklarla daha diisiik g degerlerine
sahip parcaciklar arasindaki enerji farki da artacaktir. Haldene istatistigine uyan
parcaciklar icin de durum yogunlugu aym oldugundan bu parcaciklar da benzer

davranislar gostermektedir [1].

Sekil 3.16’da D = 2 ve s = 2 icin, parcacik bagina diigen 6zisinin sicakliga gore
degisimi verilmistir. Bu durumda da azalan g degerlerinde bozon davranisina
benzer egriler gormek miimkiindiir, ancak elde edilen bu grafik sekil 3.13

ile karsilagtirildiginda, sekil 3.13’te bozon davraniginin daha belirgin oldugu

D=3 s=2
0L B B

— g=110P

i

Cv/N

00 02 04 06 08 10

Sekil 3.14. 3D ve s=2’de pargacik basina Ozisi-Sicaklik grafigi-2.
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E/Neg

00p, |

Sekil 3.15. 2D ve s=2’de par¢acik basina Enerji-Sicaklik grafigi.

201

15

Cv/N

051

00r

Sekil 3.16. 2D ve s=2’de parcacik bagina Ozis1-Sicaklik grafigi.
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aciktir. Bu da boyuttaki azalmanin pargaciklari bozon davranisindan az da olsa
uzaklagtirdigim gostermektedir. Sekil 3.16°da elde edilen bu sonug [1] teki sonugla
uyumludur. Ayrica sekil 3.15 ve 3.17°den de goriilebilecegi gibi boyut azaldikc¢a
sicaklik artis1 ile farkli g degerli parcaciklarin £ — T grafiklerinin tek bir egriye
dogru gidisi 3 boyuta gore daha yavastir. Buda azalan boyutlarda parcacik tiiriintin
farkliligini gosteren g parametresinin daha fazla 6nem kazandigini géstermektedir.
Hatta bir boyutta farkli g degerlerine karsilik gelen E — T grafikleri birbirlerine hig¢

yaklagsmamaktadirlar.

Sekil 3.17°de bir boyutlu uzayda parcacik bagina diigen enerji sicaklifin bir
fonksiyonu olarak verilmistir. Iki ve iic boyutta elde eldilen sekil 3.9 ve sekil 3.15
ile kargilastirlldiginda goriildiigii iizere bu durumda da azalan g degerleri ile toplam
enerji azalmaktadir. Daha oncede vurguladigimiz gibi boyuttaki azalmaya bagh
olarak sistemin katlilig1 azaldigindan sistemlerin toplam enerjileri arasindaki fark

artmigtir.

Sekil 3.18’de bir boyutta ve s = 2 durumunda pargacik bagina diisen 6zisinin

sicaklifa gore degisimi verilmistir. g parametresinin azalan degerlerinde bozon

D=1,8=2

T/EF

Sekil 3.17. 1D ve s=2’de parcacik bagina Enerji-Sicaklik grafigi.
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Cv/N

Sekil 3.18. 1D ve s=2’de pargacik bagina Ozisi1-Sicaklik grafigi.

davranigina benzer egriler elde edilmistir, ancak elde edilen bu grafik sirasi ile
tic ve iki boyutta elde edilen sekil 3.13 ve sekil 3.16 ile karsilastirildiginda,
boyuttaki azalmanin parcaciklari bozon davramigindan az da olsa uzaklagtirdigini

gostermektedir.

Haldene ve Gentile istatistigine uyan parcaciklar daha 6nce de vurgulandigi
gibi genellestirilmis Pauli digarlama ilkesini sagladiklarindan bir ¢ok ozellikleri
benzerdir. Ancak bu iki dagilima uyan parcaciklar arasinda bazi farklar da
goriilmektedir. Ornegin D = 2, s = 2 durumunda sekil 3.4’den de goriilebilecegi
izere Haldene istatisti§ine uyan parcaciklar i¢in g degerinin 6z 1s1ya gerhangi bir
etkisi yoktur. Her g degerindeki parcacik tiim sicakliklarda ayni 6zis1 degerine
sahiptir. Oysa Gentile istatistiinde bdyle bir durum goézlenmemistir.  Sekil
3.18’den goriilebilecegi gibi parcaciklarin 6zis1 degerlerinin sicaklikla degisimi

birbirlerine benzer olsa da ayn1 degildir.

Son olarak 1D’de enerjisi p ile orantili olan bir sistem icin enerji ve dzis1 degeri
Sekil 3.19 ve Sekil 3.20 de verilmistir. Bu grafikte 2D’de enerji ifadesi p? ile

degisen sistemler icin cizilmis grafiklerle benzerlik gostermektedir. Bu sonug
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15+

E/Neg

T/EF

Sekil 3.19. s=1 ve 1D’de pargacik basina Enerji-Sicaklik grafigi.

Cv/N

Sekil 3.20. s=1 ve 1D’de pargacik basina Ozis1-Sicaklik grafigi.
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Haldene istatistigine uyan parcacik davraniglarinin incelendigi, [1]’deki sonuglarla
da uyumludur. Ozis1 igin g parametresinin kiiciik degerlerinde birbirine benzer

ey

egriler elde edilse de g degeri arttik¢a 6z1s1 degerinin degistigi goriilmektedir.
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A. Gentile Dagihm Icin Istatistiksel Agirhik

1.1. Yontemin Tanitilmasi

Gentile istatistigi, bir kuantum durumuna fermiyonlardan farkli olarak birden cok,
bozonlardan farkli olaraksa sinirli sayida (g tane) parcacik girmesi durumunda
Fermi-Dirac ve Bose-Einstein istatistiklerinin nasil degistigini inceler. Boliim
(2.2.2.)de de ifade edildigi iizere Gentile, istenilen bu tiir pargaciklar icin
genellestirilmig bir boliisim fonksiyonu onerdi. Ancak Onerilen bu boliisiim
fonksiyonunun nasil bir istatistiksel agirliga yol a¢tig1 tam olarak bilinmemektedir.
Litaratiirde bu istatistiksel agirlig1 bulmak i¢in bir ¢alisma yapilmis olsa bile bu
caligsma olasi tiim g, N ve G degerleri i¢in sonu¢ vermemektedir [25] (Burada ¢ bir
duruma girebilecek maksimum parcacik sayisini, N toplam pargacik sayisini ve G
durum sayisin1 belirtmektedir). R. Hernandez-Perez, Dionisio Tun’ un yaptiklari
calismada, girilebilir durum sayist i¢in:

_( G+N—1 G+N—q-2
Wq—< N ) G< Negol ) (1.1.1)

esitligini elde etmiglerdir [25]. Bu ifade ¢ > [N/2] degerleri i¢in tam ¢oziim, ¢ <
[N /2] degerlerinde ise yaklagik ¢oziim vermektedir. Ayrica G > N igin

N/l /G
W,(G,N) =Y ( ; >Wq_1(G—j,N—qj) (1.1.2)
j=0
yine genel bir formiil elde etmislerdir.

Simdi Gentile’nin Onerdigi genellestirilmis boliisiim fonksiyonuna kargilik gelen
istatistiksel agirligini bulmak icin yeni bir yontem tanitacagiz. Bu yontem
bozonlarin girilebilir durum sayilarinin belirlenmesinde ikinci bir yontem olarakta
kullanilabilir. Daha anlagilabilir olmast acgisindan once bu yontemi kullanarak
bozonlarin istatistiksel agirliginin nasil bulunacagini anlatip ardindan yontemi
Gentile dagilimina genellestirelim.

G=2

NTane Bozon

2 e NN-1 .. 1 0

(N+1)
] ———— = 0 1 -1 N

1.D 2D ND (N+DD

Sekil A.1. N farkli bozonun 2 duruma dagilimi
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Sekil A.2. N farkli bozonun 3 duruma dagilimi
N tane 6zdes bozon (bozonlar i¢in ¢ = 0) G = 2 duruma
W(2,N)=N+1 (1.1.3)

farkli gekilde yerlestirilebilir (Bkz. Sekil A.1). N tane bozonun 3 duruma kag
fakli sekilde yerlesebilecegi, bu bozonlarin 2 duruma W(2,N) = N + 1 farkl
sekilde yerlestigini veren ifade kullanilarak bulunabilir. Bunun i¢in 3 gruptan birini
ayirip bu gruba sirastile Ny N —1,...,j,..., 1, 0 tane parcacik girdigini diigiinelim.
Ayirdigimiz durumda j tane pargacik var iken kalan diger iki durumda N — j tane
parcacik bulunur (Bkz. Sekil A.2). Bu N — j parcacigin 2 duruma N — j+ 1 farkli
sekilde yerlesebilecegini (1.1.3) denkleminden biliyoruz. Boylece her farkli j i¢in
(j=0,1,...,N), G =2 durumdaki yerlesim sayilarim toplayarak, N bozonun 3
duruma kag farkl sekilde yerlesebilecegi bulunmusg olur:

Nt N+2)(N+1)

=Li=

=1

(1.1.4)

farkli sekilde yerlesir. Bu ifadeyi

N+3_2> (1.15)

W(3,N):< 3

seklinde de yazabiliriz. Bu sekilde devam edilerek ayn1 mantik G farkli duruma

uygulandiginda
N J—
Z ( G+i > (1.1.6)
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N Tane Bozon

————L

N 0
G Tane

Enerji —_— 0 o N

0+G-2 N+G-2
oot
G-2 G-2

Sekil A.3. N farkli bozonun G duruma dagilimi

y < ::l > = ( ,’::rll ) (1.1.7)

i=m

Durumui

bulunur. Bu ifade

esitligi kullanilarak hesaplanip bozonlar i¢in girilebilir durum sayisi tiimevarim
yontemiyle de tiiretilir:

N+G-1 > (1.1.8)

W(G,N):< Gt

Ayn1 mantik degisen sartlar1 gozoniine alarak Gentile istatistifine uyan
parcaciklarin girilebilir durum sayilarinin belirlenmesinde de kullanilabilir.
Bozonlardakine benzer sekilde oncelikle verili bir g degerinde N tane 6zdes
parcacigin G = 2 enerji durumuna kag farkli sekilde dagilabilecegini inceleyelim.
g > N ise, Gentile dagilimi bozon dagilimi ile ayni olacagindan (N + 1) yerlesim
oldugunu biraz 6nce gostermistik. ¢ < N oldugu durum incelendiginde ise
W,(2,N) =2 — N+ 1 durum oldugu bulunur.

G=

24—N+1 g<N<2
2:{‘1 tLoasN=2q (1.1.9)

N+1 N<gq

Benzer sekilde N tane 6zdes Gentile parcaciklarinin G = 3 enerji durumuna kac
farkli sekilde dagitilabilecegi incelendiginde, toplam pargacik sayisi 2g < N < 3¢
araliginda oldugu durumda: Sekil A.4’ tende goriilebilecegi tizere W,(3,N) =

Z?EINH i toplamina esittir. Bu toplami daha agik olarak

N (3442 -N)(3g+1—N
W,3,N)= ¥ j— Bat )2(‘1+ ) (1.1.10)
=1

seklinde yazabiliriz. Bu ifadeyi

3q-N+2 > (1.1.11)

W,(3,N) = ( ,
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G=3, 29sN<Y

N Tane Parcacik

M —
3 N-2q N 211 ... 4q
i 2 Qg-1) - N-gq 3q-N+1
2g-2¢-0+1  29-124-1)-1  20-(N-g)+1
1{0 ZI.D II_NIIJ.D

Sekil A.4. N tane Gentile parcaciginin 3 duruma dagilimi

biciminde ifade etmek, bulmak istedigmiz genel formiil i¢cin kolaylik saglayacaktir.
Yapilan hesaplara benzer sekilde bu kez toplam parcacik sayist 3g < N < 4q
arasinda olmak iizere N tane 6zdes parcacigin G = 4 enerji durumuna kag farkl
sekilde dagtilabilecegi incelendiginde, olas1 durumlar sekil A.5 goriildiigii iizere

G =4, 3q<N<4q

N-3g N-3g+1 ... ¢

4g—- N +1
3q 3g-1 ... N-—g

4‘2’2]‘3“ i(i+1) (4g+3—-N)4g+2-N)4g+1-N)
o 2 3!
Sekil A.5. N tane Gentile parcaciginin 4 duruma dagilimi
T ii+1)  (4g+3-N)(4g+2—N)(dg+1—N)

W,(4,N) = ; 5= 5 (1.1.12)

bicimindedir. Ayn1 mantikla devam edilirse tiimevarim yontemi ile genellestirilmis
bir formiil elde edilebilir. G tane enerji durumu ve toplam pargacik sayisi (G —
1)g <N < Gq oldugu durumda, W, (G,N) girilebilir durum sayisinin

(Gg+G—1—N)!
(G—1){(Gg—N)!

W,(G,N) = (1.1.13)

oldugunu kabul edelim. Bu kabiilii ve tiimevarim yontemini kullanarak benzer
bir formiiliin (G + 1) enerji durumu i¢in de gegerli oldugunu gosterip, (1.1.13)
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denklemini kanitlayalim. Bu amacla (G + 1) enerji seviyesine N tane pargacigin
kac farkli sekilde yerlegebilecegini inceleyelim. Sekil A.6’dan da goriilebildigi

N Tane Parcactk
————
N-Gg N-Gg+1 ... g
(G+1) Tane 1 9
Enerji —_—
Durumu —_— } Gg Gg-1 ... N —q
(G+Dg-N+1
Gg +(G-1)—Gg " Gg+(G-D—-(Gg-1) L Gg+(G-1)—(N—gq)
G =1 ' G-1 T G-1
G-1 G (G+D)g+G+1-N)
o) (o2 (5
q Gq—»—G—l—(N—i)}

Sekil A.6. N tane Gentile parcaciginin G duruma dagilimi

izere (1.1.13) denklemini kullanarak (G + 1) duruma toplam yerlesimin sayisi

4 [Gg+G—1—(N—i)!

W, (G+1,N) = (1.1.14)
1 i:]VZGq (G—1)!(Gg—N)!
denklemi aracilig1 ile bulunur. Bu toplam bagka bir ifade ile
W,(G+1,N) = f Gg+G—1—-(N=i) (1.1.15)
q ) - 6, G-1 .

seklinde yazilabilir. Bu esitlikte i kosan indisi yerine k = Gg+ G — 1 — (N — i)
indisi kullanmilarak ve (1.1.7) denklemi aracilig1 ile (1.1.14) ifadesinin (1.1.13)

(G+1)q—|—G—N>

W,(G,N) = ( ' (1.1.16)

ifadesine egdeger oldugu goriilebilir.

Buraya kadar toplam enerji seviyesi G iken parcacik sayist [(G — 1)q,(Gq)]
araliginda olan durumlart inceledik. Yani g parametresine bagl olarak, (G — 1)
enerji durumuna kadar tiim seviyeler dolu oldugu durumda, kalan parcaciklarin G.
enerji seviyesine kag¢ farkli sekilde yerlesebilecegini veren genel bir ifade bulduk.
Ancak her zaman toplam parcacik sayist bu sekilde olmayabilir. ¢ parametresi
bir enerji seviyesine yerlesebilecek maksimum parcacik sayisini vermek tizere G
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enerji durumuna sahip bir sistem igin toplam pargacik sayisi (G — 1)g dan kiigiik

olabilir. Bu durumda istatistiksel agirliklar toplamlardan olusan ardisik bir formiil

ile bulunabilir. o = [%] ve @ # (G — 1) olmak iizere toplam parcacik sayisi

og < N < (o + 1)g arahginda degerler aldiginda istatistiksel agirlik tiimevarim
mantig1 kullanilarak

q
Wy (G,N) =Y W,(G—1,N—i) (1.1.17)
i=0

bulunur.
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