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OZET

GENELLESTIRILMIS KOMPLEKS
GEOMETRI

Cihan TURAN

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Damismani: Dr. Ogr. Uyesi Sibel SEVINC
2020, 41 sayfa

Bu tezin amaci, genellestirilmis kompleks geometri kavramini incelemek ve
bu kavramla ilgili 6nemli bazi1 Ozellikleri arastirip, bu oOzellikleri de bazi
orneklerle desteklemektir. Uzun yillar boyunca matematikgiler ve fizikciler, ayna
simetrisi ile ortaya ¢ikan kompleks ve simplektik geometriler arasindaki bagintilari
calismislardir. Bu tezde de temel olarak kompleks ve simplektik yapilar ¢alisilacak,
bu iki yapi arasindaki iligkiler incelenecektir. Daha sonra genellestirilmig
kompleks ve simplektik yapilar izerine bazi teoriler irdelenecektir. Ayrica kontakt
manifoldlarin genellestirilmis kompleks yapr ile iligkisi irdelenmistir.

Bu konuda yazilmis makaleler ve konu ile ilgili kitaplar, veri toplama konusunda
esas materyalleri olusturmaktadir.  Calismanin yoOntemi ise; Once literatiir
taramasiyla simdiye kadar konuyla ilgili yapilan ¢aligmalar1 bulup inceleme ve
elde edilen bilgiler 1s18inda yeni teoriler ve ornekler verme seklinde olacaktir.
Yani, ¢aligma siiresince kompleks geometri, diferensiyel geometri ve teorik fizikte
kullanilan yontemler, oncelikli kullanilacak yontemlerdir.

Anahtar Sozciikler: Kompleks geometri, genellestirilmis kompleks geometri,
genellestirilmis kompleks yapilar, kompleks yapi, simplektik yapi, genellestirilmig
kompleks manifoldlar, kontakt manifoldlar.
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ABSTRACT
ON GENERALIZED COMPLEX GEOMETRY
Cihan TURAN

M.Sc. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Asts. Prof. Sibel SEVINC
2020, 41 pages

The aim of this thesis is to examine the concept of generalized complex geometry
and to investigate some important features related to this concept and to support
these features with some examples. For many years, mathematicians and
physicists have studied the relationship between mirror symmetry and complex and
symplectic geometries. In this thesis, mainly complex and symplectic structures
will be studied and the relations between these two structures will be examined.
Then, some theories on generalized complex and symplectic geometries will be
examined.In addition,the relationship in the contact manifolds with the generalized
complex structure is examined.

Articles and books on this subject constitute are the main materials for data
collection. The method of the study; firstly, the literature review will be in the
form of finding and examining the studies done so far and giving new theories and
examples in the light of the information obtained. That is, the methods used in
complex geometry, differantial geometry and theoterical physics during the study
are the methods to be used with priority.

Key Words: Complex geometry, genaralized complex geometry, genaralized
complex structures, complex structure, symplectic structure, genaralized complex
manifolds, contact manifolds.
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1. GIRIS

Genellestirilmis kompleks geometri, tanjant ve kotanjant demetlerinin birlikte ele
alindig1 nispeten geometrinin yeni bir alanidir. Bu konu ilk olarak N.Hitchin
tarafindan 2003 yilinda tanitildi. Hitchin, Dirac yapilari kompleks vektor demetine
genigleterek bir kompleks yap1 kavrami tanimladi.

Hitchin’in c¢alismasinin ardindan Hitchin’in ©6grencileri M. Gualtieri ve G.
Cavalcati konuyu gelistirdiler. Aslinda Gualtieri’nin doktora tezi bu alandaki
ana kaynak kabul edilmektedir. Hitchin’in calismasindan kisa bir siire sonra
bu konunun teorik fizigin temel caligsma alanlarindan biri olan String Teorisi ile
iliskileri oldugu goriildii.

Genellestirilmis geometri iki Onciil iizerine kuruludur. Birincisi bir M
manifoldunun 7 tanjant demetini 7 @ T* direkt toplami ile degistirmek.
Ikincisi Lie Braketini Courant Braketi ile degistirmek. Aslinda genellestirilmis
kompleks geometri tanimlanirken izlenen yol kompleks ve simplektik yapilarin
birlestirilmesidir. Bunun i¢in de tanjant ve kotanjant demetlerinin 7 & T* direkt
toplamu iizerinde caligilacaktir. Direkt toplamin bazi ortogonal simetrileri 3 alan
doniistimleri yardimiyla elde edilebilir.

T & T* direkt toplammin diizgiin kesitleri Courant braketi denilen dogal bir
parantez operatoriine sahiptir. Courant (1990) Dirac yapilar iizerinde ¢alisirken
V @& V* toplamu iizerinde tanimlanan Courant braketini ortaya koymustur. Bu braket
Lie braketinin 6zel bir hali olup ayrica T & T* iizerinde gerekli integrallenebilme
kosullarini da saglamaktadir.

Bu tezin amaci genellestirilmis kompleks, simplektik ve kontakt yapilar arasindaki
bagintilar1 anlamaya ¢alismak olacaktir. Yani genellestirilmis kompleks yapilar ve

kontakt manifoldlarin karsilik gelebilecegi diger yapilar incelenecektir.
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2. TANIM VE OZELLIKLER

Tezin bu boliimiinde temel kavramlara ve tanimlara yer verilmistir.

2.1. Kompleks Vektor Uzayi

V, n— boyutlu bir reel vektor uzayr ve V iizerinde 6zdeslik doniigiimii / olmak
uzere;

JP=—1 .1.1)

sartin1 saglayan J : V — V lineer endomorfizmine V vektor uzayinda bir kompleks
yapi denir. V reel vektor uzayim bir kompleks uzaya doniistirmek i¢cin V. a,b € R
ve X € V olmak iizere;

(a+1ib)X = aX +bJX (2.1.2)

biciminde bir carpma islemi kullanilabilir. Bu ¢arpma iglemi ile V' reel vektor
uzay1 bir kompleks vektor uzayina doniistiiriilebilir. (V,J) ile gosterilen kompleks
vektor uzayinda, V reel vektor uzayi (V,J) kompleks uzaymin temel uzayidir.

Bu durumda V nin reel n— boyutu ¢ift olmak zorundadir. (V,J) nin kompleks
boyutu ise 5 dir. Tersine, J (V,J) kompleks vektor uzay: iizerinde JX = iX
seklinde taniml bir lineer endomorfizm olsun. Eger (V,J) reel 2n— boyutlu bir
reel vektor uzayi olarak goz oniine alinirsa J, V reel vektor uzayinin bir kompleks
yapist olur. Bu durumda s6z konusu J kompleks yapisina (V,J) tarafindan V

tizerine indirgenmis kompleks yap1 ad1 verilir. [1]]

Teorem: J , 2n— boyutlu V reel vektdor uzay: ilizerinde bir kompleks yapi
olsun. O zaman {ey,...,e,} (V,J) nin bir baz1 olmak iizere {ey,...,e,,Jey,...,Je, }

de V’nin bir bazidar. [3]] [2]



2.2. Simplektik Vektor Uzayi

Tanmm: V reel uzayi izerinde tanimlanan @ : V x V — R doniistimii, V. u,v,w eV

vektorleri ve V. a,b € R igin;

i) D(u,v) = DP(v,u)

i) P (au+bv,w) = a®(u,w) + bP(v,w)

P (u,av+bw) = aP(u,v) +bdP(u,w)

kosullarini sagliyorsa, ® doniisiimiine V reel vektor uzayinda bir simetrik bilineer

form denir. [4]]

Tanmm: V bir reel vektor uzayr ve @, V iizerinde tanimli simetrik bilineer
bir form olsun. 0 # v € V olmak iizere V u € V i¢in ®(u,v) = 0 oluyorsa
& simetrik lineer formuna, V lizerinde dejeneredir denir. Aksi takdirde &
non-dejeneredir.

Non-dejenere i¢in V. u € V i¢in ®(u,v) = 0 iken v = 0 dur. [4]

Bir simplektik form kisaca non-dejenere ve kapali bir 2-formdur. Bir simplektik
manifold ise simplektik formlarla donatilmis bir manifolddur. Buna gore
simplektik geometri, simplektik manifoldlarin geometrisidir. Simplektik
manifoldlar ¢ift boyutlu ve yonlendirilebilir olmak zorundadir. Kapalilik garti ise
dogal bir diferansiyel denklem olup, biitiin simplektik formlar1 lokal olarak benzer

yapar. [2]

Tanmm: V, R reel sayilar cismi iizerinde bir vektor uzay1 olsun. & :V xV — R

bilineer doniisiimii V u,v € V icin ®(u,v) = —P(v,u) ise P ye alterne bilineer
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doniisiim (veya anti-simetrik bilineer doniigiim) denir. [J5]]

Teorem: &, n-boyutlu V reel vektor uzayr iizerinde alterne bilineer bir
doniisiim  olsun. Bu durumda asagidaki esitlikleri saglayan V nin bir
ULy U, €],... €0, 01, ..., h, baz1 vardir:
D(u;,v) = 0, YwevV (2.2.3)
CI)(e,',ej) — <I>(hl,hj):0
D(ej,h;) = &,
(31
Ispat: Teoremin ispati Gram-Schmidt yonteminin bir antisimetrik versiyonu

aliarak tiimevarimla yapilacaktir. Bunun icin ilk olarak V' vektor uzayinin
U={ucV|®(u,v)=0,YveV} (2.2.4)

esitligiyle verilen U alt uzay1 gozoniine alinsin ve {uy,ua,us, ..., u; } kiimesi U alt
uzayinin bir bazi olsun. U @ W =V olacak sekilde W alt uzayin sifirdan farkl
e; vektorii verilsin. Bu durumda ®(ey,h) # 0 esitligini saglayan h; € W vektorii
vardir. Aksi takdirde W C U dir. Buna gore ®(e;,h;) = 1 olarak alinabilir.

W) = Sp(ey,h;) olmak iizere
We={weW: dwv)=0, YweW} (2.2.5)

olsun. Bu durumda Wy "W = {0} dir. Bu egitligin dogru oldugu agagidaki gibi
gosterilebilir.

Herhangi bir @ € Wy NW® icin a = ae; +bh;  (a,b € R) seklinde yazilabilir.
Ayni zamanda o € W,? oldugundan W,® nin tanimindan ® (o, e1) = ®(a,hy) =0

olmalidir. Buradan
@(a,el) =0 = dD(aeH—bhl,el) =0 (2.2.6)
= a®(€1,€1)+bq)(h1,€1):0

= b=0.



Benzer sekilde;

@(Ot,}n) =0 = CI)(ael +b/’l1,h1) =0 2.2.7)
= aCID(el ,/’l]) +b<p(h1 ,h]) =0

= a=0

olur. o = ae; + bh; oldugundan dolayr a = 0 elde edilir.
Buradan W NW? = {0} oldugu goriiliir.
Ayrica Wi @ Wfb = W dir. Simdi, herhangi bir v € W verilsin ve ®(v,e;) = c,

®(v,h;) = d olsun. Bu durumda v vektorii ;
v=(—ch+dey)+ (v+chi —de;) (2.2.3)

seklinde almabilir. Burada birinci bilesenin W; de ikinci bilesenin de Wfp da
oldugunu gostermek igin ®(—ch; + dej,v+ ch; —de;) = 0 oldugu gosterilmeli.

@ alterne bilineer doniisiim oldugundan

®(—chy +dey,v + chy—de)) = —c®(hy,v) —c*®(hy,h) (2.2.9)

+  cd®(hy,er) +dD(e,v) +dcd(er,hy) — d*D(ey,er)

hipotezi ele alinirsa ®(—ch; +dej,v+ ch; —de;) = 0 elde edilir. Simdi sifirdan
farkli e € W,® vektorii verilsin. O halde ®(e;,hy) # 0 olacak sekilde bir h, € W,*

vardir. ®(ep,hy) =1 ve Wo = Sp{ea, hy } verilsin. Buradan
V=UeW eW,d...eW, (2.2.10)

elde edilir. W; altuzaylarimin baz vektorleri ®(ej,h) = 1 olacak sekildeki e;, h;

vektorlerinden olusur. [[6]

U={ueV|®uy)=0,veV} (2.2.11)



6

olmak iizere U,V nin bir alt uzayidir.W,V de U nun tiimleyeni olmak iizere W da

V nin bir alt uzayidir ve
V=UoW

seklinde yazilir. U nun tanimi baz se¢ciminden bagimsizdir.

Tammm: V, R {iizerinde n- boyutlu bir vektér uzayr ve @ : V xV — R bir

bilineer dontigiim olsun. V nin duali V* olmak {izere

d . VoV

D(v)(u) = P(v,u) (2.2.12)

seklinde tanimli ® doniisiimiiniin ¢ekirdegi U dur.

Eger ® birebir yani U = {0} ise ® ye V iizerinde simplektik yapt , (V,®)

ikilisine de simplektik vektor uzay: denir. [[7]]

Manifold
Tammm: M bir Hausdorff uzay olsun. Eger M nin her bir agik alt kiimesi, R”
uzayma veya R” nin bir ac¢ik alt kiimesine homeomorf ise M ye bir n- boyutlu

topolojik manifold denir. [5]]

Tammm: (Hemen Hemen Kompleks Manifold ) M, 2n boyutlu diizgiin bir
manifold ve Q, M iizerinde (1, 1) mertebeli tensor alani olsun. Bu durumda p € M

icin
Q.p :TpM — TpM

lineer doniisiimii 7pM iizerinde bir kompleks yapr ise yani Q> = —I saglaniyorsa Q

ye M iizerinde hemen hemen kompleks yap1 denir. M manifolduna ise € kompleks



yapistyla beraber bir hemen hemen kompleks manifold denir. [_]]

Tanjant Vektor Uzay:
Tanim: M, R"” uzaymin acgik alt kiimesi olsun. g € M noktasinda, tanjant
vektorleri kiimesine M nin g noktasindaki tanjant uzay1 denir ve T, M ile gosterilir.

Tanjant uzayi, R tizerinde n- boyutlu vektor uzayidir. [5]]

Tanmm: M, R" uzaymin agik bir alt kiimesi olsun. M nin her bir ¢ noktasina
tanjant vektoriinii karsilik getiren doniisiime vektor alani denir. M iizerindeki X
vektor alani;

X:M— |JT,M
qeEM

Vg € M i¢in X (q) € T,(R") seklinde bir déniisiimdiir. [5]

Kotanjant Vektor Uzayi
Tanmm: p € M ve M diferansiyellenebilir bir manifold olsun. M manifoldunun
g noktasindaki 7T;M tanjant uzayimmn dual uzayma M nin g noktasindaki kotanjant

uzay1 denir.
;M= {wlw: T;M — R}

ile gosterilir.
T,M nin her bir elemanmna p noktasinda bir kotanjant vektor denir. Her bir

kotanjant vektdre M lizerinde diferansiyel I- form veya I-form denir. [9]

2.3. V@ V* Direkt Toplam Uzayiin Lineer Cebiri

V., m- boyutlu bir vektor uzay1 ve V* da bunun dual uzay1 olsun. Bu durumda

V @ V* asagida verilen simetrik ve anti- simetrik bilineer formlar tarafindan
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donatilir:
X+ LY +0)s = 560 +0 (X)), @3.13)
X+ LY +m)- = 5(E0) -1 (). @314

X,Y € Vve ,n € V*dir. Burada bu iki bilineer form da non- dejeneredir. (,) ile i¢
carpim ifade edilecektir. Buradaki i¢ ¢arpim (m,m) isareti ile verilecektir. Ayrica

bu bilineer formlara ek olarak V & V* uzay1 i¢in dig carpim
ANV @V = A"V @ A"V (2.3.15)
seklinde ayristirilabilirdir ve AFV* ile AKV arasinda dogal bir eslesme var olup,
(v*,u) = det(vi (u;)) (2.3.16)

seklinde verilir. Burada v* = v A ... AV} € ANV*ve u=ui A... Nux € ARV dir.
Boylece A2"(V @ V*) = R seklinde dogal bir tanimlama yapilabilir ve 1 € R say1st

V @ V* tizerinde bir kanonik yonlendirme belirtir. [[10]

2.4. V ®V* Direkt Toplam Uzayimin Simetrileri
SO(V @& V*) 6zel ortogonal grubun Lie grubu genel olarak soyle tanimlanir:
SO(V& V) ={T | (T,Y)+ (X,T,) =0, VYX,Y eV@HV*}. (2.4.17)

V @ V* uzaymn ayrigsim kullanilarak

A B
(5 )
yazilabilir. Burada A € End(V),B:V — V* B :V* — V olmak iizere B, f3 ters-
simetrik, yani B* = —B ve B* = —f dir. Boylece B, AV* 1 bir 2- formu olarak

diisiiniilebilir ve

B(X)=i.B (2.4.18)



olur. Benzer sekilde 8, A>V nin bir eleman1 olarak, yani bir bivektor olarak

diistintilebilir. Buna gore
so(VeV*) = N (VeV*) =End(V)® NV O AV (2.4.19)

olur. Ustel fonksiyon yardimiyla SO(V @ V*) 6zel ortogonal grubunun 6zdeslik
kisminda 7 ¢ T* 1 baz1 6nemli ortogonal simetrileri elde edilebilir (6rnegin B-

doniisiimii, B- doniigiimii, GL(V) etkisi vb.) [10]

Ornek 1. (B- doniigiim) B yukaridaki gibi verilsin ve

exp(B) = €8 = (113 (1))

X+ —X+C+iB

seklinde verilen ortogonal doniisiimii verilsin. ¢? doniisiimiinii bir kirpma

doniisiimii olarak diisiinmek kullanish olacaktir. Burada e? doniisiimii, izdiisiimleri
T te baglayan ve T yoniinde kirpan bir doniisiimdiir. Bu sekildeki doniisiim bir

B- doniisiimii olarak adlandirilir. [[10]

Ornek 2. (B- doniisiimii) Benzer sekilde, B yukaridaki gibi verilsin ve

ewp)=< = (o 1)
X+ —=X+C+iP

seklinde verilen ortogonal doniisiimii verilsin. Bu kez €P y1, izdiisiimleri 7* a
baglayan ve T yoOniinde kirpan bir kirpma doniisiimiidiir. Bu sekildeki doniisiime

de B- doniisiimii denir. [[10]

Ornek 3. (GL(V) Etkisi) Eger A € SO(V @ V*) yukanidaki gibi segilirse bu
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durumda

exp(A) =t = < ¢ (AE))—I )

doniigiimii, so(V @ V*) m 6zdeslik kismindaki GL™ (V) nin bir diogonal gémmesi

olur. Bunu GL(V) nin tamamina genisletmek igin

= (5 )

donitistimii kullanilabilir. SO(V @ V*) iki tane baglantili bilesene sahiptir ve GL(V)
nin iki baglantili bileseni, SO(V &V *) mn iki ayr1 bileseni tizerine ayr1 ayri1 doniigiim

olustururlar. [[10]

2.5. Maksimal Izotropik Altuzaylar

VX,Y € Ligin (X,Y) =01ise L <V @V* alt uzaymna izotropiktir denir. (m,m)
isareti altinda c¢alisildigindan béyle bir alt uzaym maksimal boyutu m olacaktir ve
L uzaymma maksimal izotropiktir denir. V & V* uzaymin maksimal izotropik alt

uzaylaria ayni1 zamanda lineer Dirac yapilar da denir. [[10]

Ornek: E <V herhangi bir alt uzay olsun. E nin V* daki annihilatorii
Ann(E) olmak iizere
E®Ann(E) <VaV*
olur ve bu bir maksimal izotropik alt uzaydir. [[10]
Ornek: E < V herhangi bir altuzay ve € € A’E olsun. & bir ters simetrik

doniisiim olup E — E*, X — i€ seklinde verilsin. € doniisiimiine benzeyen bir alt

uzay olarak

L(E.€) = {X+{ € E&V*: {[p = £(X)}
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uzay1 verilsin. Bu durumda VX + .Y +n € L(E, €) i¢in,

rgrem = 5(cene)

= ;(g(y,x) +g(x,y)) =0 (2.5.20)

Bu da tanim geregi L(E,€) uzaymn bir maksimal izotropik alt uzay oldugunu
gosterir.

Ikinci 6rnek € = 0 durumunda birinci 6rnegin 6zel hali olur. Ayrica L(V,0) =V ve

L({0},0) = V* dir. [10]
Onerme: V @ V* uzaymin her maksimal izotropigi L(E, ¢) formundadir. [[10]

2.6. Lie carpimi
Tamim: V,W € x(R") olsun. Her f € C*(R",R) i¢in

VW= VWA =WVIf] (2.6.21)

esitligi ile tanimh [V, W] vektor alanina, V ve W vektor alanlarimin Lie ¢arpumi
(veya bracket ¢arpumt) denir.

Lie ¢arpimi, x(R") x x(R") kiimesinden j (R") kiimesine giden bir fonksiyondur.

p € R"icin
VWl = (VWD) =(VIWIA-WVID(P) (2.6.22)
= (VWD) = WIVIFID(p) = VoW =W, [VIfI]
oldugundan

VW1 = Vo WA =W, [VI/]] (2.6.23)

olur. [[11]]



12

Teorem: V,W.X € x(R") ve f,g € C*°(R",R) olsun. Asagidaki 6nermeler

dogrudur.
a)
[W,V] = —[V,W] (2.6.24)
b)
vV, W, X]] + W, [X,V]] + [X,[V,W]] =0 (2.6.25)
c)
[fV.eW] = fV[g]W — gW[f]V + f&[V, W] (2.6.26)
d)
V. W]lfel = fIV,W][gl + [V, W][f] (2.6.27)
(L1]

2.7. Courant Braketi

Courant braketi, 7 & T* toplam uzayin elemanlarn icin kullanilan Lie braketine
alternatif, anti-simetrik ve bilineer bir operatoriidiir.
T bir tanjant demeti ve T* , T nin duali olmak iizere, X bir tanjant vektor ve § bir

kotanjant vektorii olarak tanimlanirsa, X + § € T & T* olur. i, i¢ ¢arpimi

X+EX+0) =il (=(C,X)=C(X))

seklinde tanimlanmis dogal bir i¢ carpimdir.

Bu boliim boyunca Lie tiirevi ve i¢ carpim, X,Y vektor alan1 olmak iizere
Lx =ixd+dix, Lixy =I[Lx,Ly], ixy =I[Lx,iv]

seklinde olacaktir.
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Tammm: [X,Y] iki kisimdan olusan vektor alani olmak iizere u = X + §

v=Y +n nin T ¢ T* Courant braketi;
1
[u,v] = [X—l— C,Y—i—n] = [X,Y] —i—ﬁx?’] —ﬁyg — Ed(ixrl —in) (2.7.28)

ile tanimlanur. [[12]]

Teorem: B kapali bir 2-form olmak iizere;
[X+{+ixB,Y +n+iyB] = [X+{,Y + 0] +ix B (2.7.29)

dir.

Ispat: Diferansiyel form o’nin Lie Tiirevi icin Cartan formiilii kulanlacaktir:
Lxo = d(ix(X) +ixdo.
Genellestirilmis olarak:
X+ +ixB,Y +n +iyB]
1
= [X+&,Y+n]+LxiyB—LyixB— 5d(ixin —iyixB) (2.7.30)
d(iyixB) = LyixB —iyd(ixB)’nin son iki terimi Cartan formiiliinii verir ve bundan
dolayi tekrar Cartan formiiliine gore;
X+ C+ixB,Y+n+iyB] = [X+,Y+n]+LxiyB—iyd(ixB)

= X+, Y+n]+ixyB+iyLxB—iyd(ixB)

= X+ Y+n|+ixyB+ivixdB (2.7.31)
seklinde bulunur. Eger dB = 0 ise braket korunur.
Dogal olarak yukarida tanimlanan i¢ carpim ve Courant braketi, bir M

manifoldunun bir difeomorfizminin etkisi altinda invaryanttir. Bununla birlikte, bir

kapali diferansiyel 2-form B hem i¢ carpimi hem de braketi korur. Kapali 2-form;

W2(M) ¢ x Dif f(M)
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difeomorfizminin y ari-direkt ¢ arpiminin g enel b ir s onucu a nlamina g elir. Bu
genellestirilmis geometrinin temel bir 6zelligi olup B-alan doniigiimlerini ve
difeomorfizmlerinin géz 6niinde bulundurulmasi gerekir.

Q*(M).; x Dif f(M) grubunun Lie cebiri B nin kapali oldugu T & A’T* in X + B
kisimlarindan olusur. Eger B = —d{ seklinde alinirsa, Y + 7 tizerindeki Lie cebir

etkisi,
X—dO)Y+n)=Lx(Y+n)—iydl =[X,Y]|+Lxn — Ly +d(iy£)2.7.32)

seklindedir. Bundan sonra, Courant braketi bunun ters-simetrik versiyonu olarak

yeniden yorumlanabilir.
1
X+CY +n]= (X =dE)(Y +n)— (¥ —dn)(X +¢)) (2.7.33)

Bununla birlikte Courant braketi bu sekilde bir Lie cebirinden tiiretilmis olsa da

Jacobi dzdesligini saglamayan herhangi bir Lie cebiri braketi olur.
f diizgiin fonksiyon ve u =X+ , v=Y +n, w=Z+ ¢ olmak iizere
Courant braketi asagidaki iki 6zelligi saglar.

[u, fv] = flu,v]|+ (X f)v—(u,v)df (2.7.34)

X(vyw) = ([u,v] +d(u,v),w) + (v, [u,w] +d(u,w)) (2.7.35)

[12]

2.8. Twisted (Biikiilmiis) Courant Braketi

T ® T* tizerindeki Courant parantez operatorii, bir H reel kapali 3- formu
yardimiyla twisted (biikiilebilir) hale getirilebilir, soyle ki bir H 3- formu verilsin

ve T @ T uizerinde bagka bir [, |z operatorii

X+C,Y+ny=[X+C,Y+n]|+ivixH (2.8.36)
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seklinde tanimlansin. Bu operator kullanilarak Nij, ve Jacy yeniden hesaplanirsa,

A=X+,B=Y+n veC=Z+ ¢ olmak iizere

Nijy(A,B,C) =Nij(A,B,C)+H(X,Y,Z) (2.8.37a)

Jacy(A,B,C) = d(Nij(A,B,C)) + iziyixH (2.8.37b)

seklinde olacaktir.

Burada Nij ifadesi Nijenhuis operatoriinii temsil eder ve
1

seklindedir.
Tiim bunlar gdz 6niine alinirsa, 2- formlarla twisted Courant parantez operatorleri

arasindaki iligki soyle elde edilir:

Onerme: b bir 2- form olsun. YW,Z € C*(T & T*) igin

[eb(W),eb(Z)} = bW, Z)y +db (2.8.38)

b

olup, buna gore e” nin [, | operatoriiniin bir simetrisi olabilmesi i¢in gerek ve yeter

kosul db = 0 olmasidir. Ayrica bunlar birer B- alan doniigiimil tanimlar. [|10]

2.9. Courant Braketinin Simetrileri Olarak B- Alan Doniisiimleri

Diizgiin vektor alanlarinin Lie parantez operatorii, manifold iizerinde bir yapi
tanimlar ve bu yap1 difeomorfizmler altinda invaryanttir. Ayrica tanjant demetin

Lie operatoriinii saglayan bagka bir simetrisi de yoktur.

Onerme: Bir M diizgiin manifoldun 7 : TM — M tanjant demetinin bir
otomorfizmi (f,F) olsun. Bu durumda F lifler iizerindeki lineer doniisiim ve

fiM—M,F:TM — TM olmak iizere,
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M_f>M

diyagrami ile , F' Lie parantez operatoriinii korusun, yani VX,Y vektor alanlar
icin
F(IX.Y]) = [F(X), F(Y)] (2.9.39)

olsun. Bu durumda F, f fonksiyonunun tiirevi olan f, a esittir.

T @ T* direkt toplam uzayinda Courant parantez operatorii dogal i¢ carpim
olup difeomorfizmler altinda invaryanttir. Ayrica B — alan doniigiimii adindaki
simetrilere sahiptirler. B diizgiin 2-form olup, T — T* seklinde tanimli bir
doniisiim olarak diisiiniilebilir ve X — ixB = B(X) i¢ carpimu ile verilir. 7 & T*

iizerindeki demet doniisiimii e? ile verilmektedir ve
1 0
B _
(57

sekilnde yazilir. Ayrica B* = —B olacagindan,

B*'B=(ef) P =P B =1 (2.9.40)
olup, ortogonaldir. [10]
Onerme: P doniisiimiiniin Courant braketinin bir otomorfizmi olabilmesi

icin gerek ve yeter kosul B-alan doniisiimiiniin kapali olmasi, yani dB = 0

olmasidir.
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Ispat: X+ ¢,Y 4+n € C(T ®T*) ve B diizgiin 2-form olsun. Bu durumda
[P(X+0),ef(Y+n)] = [X+{+ixB,Y+n+iyB
= [X+&,Y+n]+[X,iyB]+|ixB,Y]
= [X+¢.Y+n]+LyiyB— %dixin — LyixB+ %diinB
= [X+&.Y+n]+LxiyB—iyLxB+iyixdB

= A(X+¢,Y+n]) +iyixdB (2.9.41)

olur. &8 doniistimii, Courant braketinin bir otomorfizmi ise VX,Y icin ixiydB =0

olmalidir. Buna gore dB = 0 olmak zorundadir. [10]

2.10. Dirac Yapilar

V @ V* tizerindeki i¢ ¢arpimin, biri simetrik ve digeri ters-simetrik olan iki ayri

ifadeyle
XeLyemy = () +nX)
XELyam = S0 -n(X)

seklinde verildigi bilinmektedir. O halde su tanim verilebilir.

Tanmm: (Vektor Uzaylarn iizerinde) Bir vektor uzayi {izerinde tanimli olan
bir Dirac yapt , yukaridaki i¢ carpim altinda maksimal izotropik olan L C V @ V*
seklindeki bir alt uzaydir. [[13]]

Tanim: (Manifoldlar iizerinde) Bir hemen hemen Dirac yap: (ya da Dirac
demet), bir M manifoldu iizerindeki L C TM & T*M alt demetine karsilik gelir ve
yukarida verilen i¢ ¢arpim altinda maksimal izotropiktir. Bir hemen hemen Dirac
yapt integrallenebilirlik kosulunu sagladiginda Dirac yap1 (veya integrallenebilir

Dirac yapi1) adin1 alir. [[13]]
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TM & T*M iizerindeki bilineer parantez operatorii
X+, Y+n]=[X,Y]+Lxn— Lyl +d({(X+{,Y+7)_) (2.10.42)

seklinde tanimlanir. [[13]]
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3. GENELLESTIRILMIS KOMPLEKS YAPILAR

Kompleks ve simplektik yapilar birlestirilirken, manifoldun tanjant demeti
iizerindeki lineer operatorler degil de tanjant ve kotanjant demetlerin direkt toplami1
iizerinde calisir. Bu nedenle 7 & T* toplaminin diizgiin kesitleri Courant braketi
ad1 verilen dogal braket operatoriine sahip oldugundan, ayrica bu braket 7 & T*

iizerinde gerekli integrallenebilme kogullarini sagladigindan kullanilacaktir.

3.1. Jacobi Ozdesliginin Eksikligi

Courant braketi Jacobi 6zdesligini karsilamiyor. Bunun ne oldugunu belirlemek

yararlt olacaktir.

Onerme:
Jac(A,B,C) =d(Nij(A,B,C)) (3.1.1)
Burada N;; ifadesi Nijenhuis operatdriinii temsil eder ve
Nij(A,B,C) = %(([A73]7C> +([B,CJ,A) —([C,A],B))
seklinde olup (,) T @ T *iizerindeki i¢ carpimdir.
Ispat: Bu Gnermeyi ispatlamak icin 6nce 7 @ T* iizerinde Dorfmann braketini

tanimlayalim. o Dorfmann braketi ters simetrik degildir fakat ters simetrik olsaydi

Courant braketi olurdu.
(X+8)o(Y+n)=[X.Y]+Lxn —iyd
Iki braket arasindaki fark asagidaki gibidir.

[A,B] =AoB—d(A,B)
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Ve elbette [A,B] = 1(AoB—BoA) dir. Dorfmann braketi Leibniz kuralini

sagladigindan

Ao(BoC)=(AoB)oC+Bo(AoC)

olur A=X+{,B=Y+1n,C=z+¢almirsa:

olur. Simdi;

(AoB)oC+Bo(AoC)
= [XYLZ]+ [V, [X, Z] + Lix vi$
— izd(Lxm —iydC) + Ly(LxS —izdC) —ix z1dN
= [X,[Y,Z]]+ LxLyg — Lizd{ +izdiyd{
= [X,[V,Z]]+ Lx(LyG —izdn) — iy zdg

= Ao(BoC()

[[A,B],C] = [A,B]oC—d([A,B],C)
= (AoB—d(A,B))oC—d{[A,B],C)

= (AoB)oC—d([A,B],C)

(3.1.2)

(3.1.3)

Burada p kapali /-form oldugundan pt o C = 0 durumunu kullanildi. Son olarak,

Jacobitoril su sekilde ifade edilir. (C.p cylicpermutations: Devirli permiitasyonlar1

gosterir.)
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Jac(A,B,C) = [[A,B],C]+C.p
_ %((AOB)OC—CO(AOB)—(BoA)oC+Co(BoA)+C,p)
_ %( o(BoC)—Bo(AoC)—Co(AoB) —Bo(AoC)
+ Ao(BoC)+Co(BoA)+C.p)

= %(Ao(BoC)—Bo(AOC)-i-C-P)

_ %((AoB)oC—I—C.p)
— ([[A.B],C] +d({[A,B],C) +C.p)
r %(Jac(A,B,C)+3d(Nij(A,B,C))) (3.1.4)
Buradan;
Jac(A,B,C) = d(Nij(A,B,C))
olur. [10]

3.2. Genellestirilmis Kompleks Yapilarin Lineer Cebiri

V sonlu boyutlu reel vektdr uzayr olsun. V {iizerindeki bir kompleks yap1 J :
V — V,J? = —I esitligini saglayan endomorfizmdir. V iizerindeki simplektik yap1
ise nondegenere bir @ € A’V formudur. @ : V — V* seklinde olup, i¢ ¢arpim
yardimiyla v € V i¢in @ : U — i, ® seklini alir. Yani V iizerindeki simplektik
yapt @ : V — V* ©* = — seklindeki izomorfizmdir. Bu iki yapiy1 birlestirilirse
V @& V* direkt toplam uzayinin endomorfizmleri ele alinabilir. O halde V uzay
tizerinde bir genellestirilmis kompleks yapr, V @ V* direkt toplam uzayinin bir j

endomorfizmidir ve

i) komplekstir, yani j> = —1I

ii) simplektiktir, yani j* = —j
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dir. Ayrica V iizerindeki genellestirilmis kompleks yapi, V @ V* iizerinde dogal i¢

carpima ortogonal olan kompleks yapidir. [2]

Onerme: J nin V iizerinde bir genellestirilmis kompleks yap1 olmasi igin gerek

ve yeter kosul J?> = —1I olmasidur. [[14]

Ispat: V iizerinde genellestirilmis bir kompleks yapi J olsun. O zaman V

tizerinde kompleks yap1 oldugu aciktir ve ayrica

Jd=—J-J=—(-I)=1

tersine J2 = —I ve J*J = I dir. Buradan;
JnNJ = 1
JJ)) = I
J(=I) = IJ

J=-L

Simdide V nin biitiin genellestirilmis kompleks yapilarin uzayini ele alalim.
Burada J yapisinin 6zellestirilmesi aslinda (V @ V*) ® C uzaymn bir maksimal
izotropik alt uzaymin ozellegtirilmesiyle esdeger oldugunu asagidaki 6nermeye

bagl olarak soylenebilir.

Onerme : V iizerindeki genellestirilmis kompleks yapi, reel indeksi sifir
olan (yani LNL = {0}) bir L < (V& V*) ® C maksimal izotropik kompleks alt

uzaya egdegerdir.

Ispat : Eger J genellestirilmis kompleks yap1 ise L, (V & V*) ® C nin i-ozuzayidir.

O halde x,y € L icin ortogonallikten

<X,y> = <‘IX7‘])’> = <ix;iy> = —<X,y>
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olur. Buradan (x,y) = 0 dir. Bu nedenle L izotropik ve yari-boyutludur. Yani
maksimal izotropiktir. Ayrica L, J nin i-6zuzayidir ve bu nedenle LNL = {0} dir.

Tersine boyle bir L verildiginde J yi L iizerinde i ve L ilizerinde —i olarak
tanimlanabilir. Bu reel doniisiim V € V* iizerinde genellestirilmis bir kompleks

yap1 tanimlar. [|10]]

Onerme : 7 @ T* toplaminin L alt demeti verilsin. Asagidakiler saglanir.

L involiitif

Nijl, =0

Jac|p =0
Ispat : Eger L involiitif ise Nij|; = 0 oldugu agiktir. Jac(A, B,C) = d(Nij(A,B,C))
oldugundan Jac|; = 0 olur.
Gosterilmesi gereken Jac|;, = 0 oldugunda L nin involiitif olmasidir. Varsayalim ki
Jac|r, = 0 fakat L involiitif olmasin. O halde ([A,B],C) = 0 olacak sekilde A, B,C €
C*=(L) mevcuttur.

VfeC?(L)igin;
0= Jac(A,B, fC) = d(Nij(A, B, fC)) = 5 (14.B].C)df

olur ki bu da ¢eligkidir. Boylece L involiitif olmak zorunda. [|10]]

Herhangi kompleks ya da simplektik yap1 (7 & T*) ® C nin bir maksimal izotropik
alt demetini belirler. Bu yapilarin maksimal izotropik alt demeti belirlemesi
icin 6zel olarak Courant involiitif olmas1 gerekir. Courant braketi, Dirac yapiy1
tanimlamak i¢in ortaya atilmistir. Courant involiitif olmak, Courant braketi altinda

kapali olmak anlamina gelir. Buna gore, eger L involiitif ise

Nij|.=0 veya Jac |1=0 (3.2.5)
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olur. Burada Nij ve Jac sirast ile Nijenhius tensoril ve Jacobitorii temsil eder,
ayrica aralarinda

Jac(A,B,C) =d(Nij(A,B,C)) (3.2.6)
esitligi vardir. A,B,C € C*(T & T*) olmak iizere
Jac(A,B,C) = [[A, B],C] +[[B,C],A] +[[C,A], B] (3.2.7)

Ve

Nij(A,B,C) = %(([A,B],Q H(B.CLAY+(CALB) (328

sekinde olup, X + §,Y +n € C*(T & T*) i¢in Courant braketi de
[X+C,Y+n]:[X,Y]+an—Lyé—%d(ixn—iyé) (3.2.9)
seklinde tanimlanir. Burada Ly Lie tiirevi ve interior carpimi
Ly = ixd +dix, L y) = [Lx, Ly}, i[x y) = [Lx,iv] (3.2.10)

seklindedir. [[10]
Bu L < T @& T* reel maksimal izotropik alt demetine bir hemen hemen Dirac yapi
denir. L involiitif ise L alt demetine integrallenebilirdir veya kisaca Dirac yapt

denir. Bu tanim 7' & T* uzayinin kompleks alinmast durumunda da gegerli olur.

Teorem. Bir L hemen hemen Dirac yapisinin Courant involiitif olmasi icin

gerek ve yeter kosul, d dis tiirevinin
d(C*(Up)) C C=(U1) (3.2.11)

ifadesini saglamasidir. Diger bir ifadeyle L nin involiitif olabilmesi icin gerek ve
yeter kosul, U nun bir p diferansiyel formu igin X + § € C*((T & T*) ® C) olmak
izere

dp=ixp+CAp (3.2.12)
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olmasidir. [[10]

Ispat. L hemen hemen Dirac yapi olsun. A, B € C*(L) ve p € U igin
[A,B]-p=A-B-p (3.2.13)

olur. Burada L involiitif is A-B-p = 0 dir, dolayisiyla dp € C*(U;) olmahdir.
A=X+{,B=Y+n olsun. Budurumda ixp = —{ Ap ve iyn = —n Ap dur. O
halde

ixy] = [Lx,iv]p=Lx(—mAp)—iy(d(—=CAp)+ixdp)
= —LynAp—nA(ixdp+d(—CAN)) —iy(—=dEAp+Adp +ixdp)
= (—L=Xn+iydl) Ap —(iy +NA)(ix + EN)dp
= (—Lyn+iyd{)Ap+A-B-dp (3.2.14)

elde edilir ki buna gore
[A,B]-p=(AoB)-p=A-B-p (3.2.15)

olmalidir. [[10]

3.3. Ornekler

Ornek 1 (Kompleks Geometri):
E =V @ V* verilsin. V bir I kompleks yapisina sahipse o zaman J; = <_OI 1(1)
matrisi biciminde yazilabilen bir kompleks yapidir. [[15]]

Ciinkii

po (7T O\ (=1 0N _ (P O0N_ (=1 0\ _ ,
! 0o 0 r 0 0 -1

dir. Ayrica;
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dir.

Ornek 2:(Simplektik Geometri) V iizerinde @ simplektik yapisi verilsin.

O halde
0 —o!
w=(o %)

yapis1 V lizerinde genellestirilmis kompleks yapidir. [[16]

oo - (28 (5 ) (% %)

= (0 5YC 8-

dir. Yani @; V lizerinde genellestirilmis kompleks yapidir.

Ornek 3 (Presimplektik Geometri) : Tanjant demeti Dirac yapidir. Eger

2-form ® € T(A*T*) ve B alan doniigiimii kullanirsak
T ={X+wX|X €T}

hemen hemen Dirac yapidir. Aslinda 2.9.41| dan [e®u,e®v] = ®[u, V] — ixiyd®
elde edilir. e®T nin integrallenebilir olmasi igin gerek ve yeter kosul dy =
0 olmalidir.  Ayrica Nijenhuis operatoriinii e®?XA,e®Y,e®Z € T'(e®T) igin

hesaplayabiliriz.
Nij(e®X,e?Y,e®Z) = ([e”X,e’Y],e®Z)
= (ew[X,Y] — ixiyd(l),ewZ)
(ew[X,Y],ewZ) — (ixiyda),ewZ)

1
= ([X,Y},Z) — Eizixiyda)

1
= —do(X,Y,Z)

N |

(17].
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Ornek 4 (Kompleks geometri) : Bir hemen hemen J € End(T) kompleks
yapisi, To1 < T ® C bicimindeki —i 6zdemeti ile bir kompleks dagilimi belirler.

Maksimal izotropik
L;= TO,] @Ann(TOJ) = T()71 D Tf:o

uzay1 kurulursa sunlar soylenebilir: Eger L Courant involiitif ise 7p; de Lie
involiitif olmalidir. O halde J integrallenebilirdir. Eger J integrallenebilirse

X+, Y +neC(To, ©Ty) olmak iizere
[X+C7Y+n] 5 [X7Y] _'_ngn _ich

olup, acik¢a Tp 1 @ Y}fo i bir kesitidir. Bundan dolay1 L nin Courant involiitif
olmas! icin J nin integrallenebilir olmasi1 gerekir. Buna gore, integrallenebilir

kompleks yapilar birer kompleks Dirac yap1 olarak tanimlanabilir. [[10]

Ornek 5 (Simplektik Geometri): 7 tanjant demeti maksimal izotropik ve
involiitif olup, dolayisiyla bir Dirac yapr tanimlar. Bu temel Dirac yap1 i¢in
herhangi bir @ € Q*(M) 2-formu (kompleks de olabilir) kullanilarak, diger

involiitif ve maksimal izotropik olan yapilar da elde edilebilir. Ornegin;
O (T)={X+ixo|X T}

maksimal izotropik alt uzaymin involiitif olabilmesi icin d® = 0 olmasi yeterlidir.
Buna gore kapal1 2-formlarla tanimlanan simplektik geometri bir Dirac yapi1 olarak

tanimlanabilir. [[10]

Ornek 6: Ornek 4 te bir vektor uzay: iizerinde, bir kompleks yapidan
genellestrilmis bir kompleks yap1 iirettigimizi unutmayalim. Simdi M
iizerinde hemen hemen bir J kompleks yapisi verilsin. Hemen hemen

J = <_0J JO*> kompleks yapisinin integrallenebilmesi icin gerek ve yeter
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kosul J nin integrallenebilmesidir. Bu idday1 ispatlamak icin ilkin L = T o ® Tp 1
verilsin ve 7o anti-holomorfik vektorler ve M iizerinde holomorfik /-formlar

tarafindan donatilsin. X,Y € Ty ve {,n € To*.,l verilsin. O halde Courant braketi
L. .
X+&,Y+n]=[XY]+Lxn—LyC~ Ed(lxn —iy()

denklemi sayet J integrallenebilirse Lie braketi altinda kapalidir. Ifadenin tersi icin

J nin integrallenebilir olsun. O zaman Courant braketi

X+C¥4m] = DY+ Lxn— LrE - 5dlixn — i)

= [X,Y]+d(ixn)+ix(dn)—d(iy§) —iy(dQ)

olur. [[10]

Ornek 7: Bir reel 2-form B, E =V @ V* iizerinde B-alan doniisiimii
e —e—B(n(e))

ile etki eder. Eger V i 6zuzayi, L olan genellestirilmis J kompleks yapisi ile
donatilirsa bir B-alan etkisi diigiiniilebilir: Lg = {e—B(n(e)) : e € L}. Breel oldugu
icin LgNLg = (Id — B)LNL = {0}. Ters-simetri Lg nin izotropik oldugu anlamina

gelir. Eger E nin ayrigimi varsa J nin B-alan doniisiimii olan Jp yi matris formu :

=5 1) (s V)

seklinde yazilabilir. [[15]]
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4. KONTAKT MANIFOLDLAR

4.1. €' (M) Dirac Yapilari

e'(M) = (TM x R) @ (T*M x R) vektor demeti iizerindeki dogal bilineer form (, )

sOyle tanimlanabilir.

V(X fi) + (@j,gj) €T(e'(M)), j=1,2

(X1,/1) + (01, 81), (X2, f2) + (02, 82)) = %(inal +ix, 00 + f1g2 + f281) (4.1.1)

Ayrica herhangi k£ > 1 tam sayisi icin
d : QF (M) x Q1 (M) — QF1 (M) x QK (M)
(a,B) = d(a,B) = (da, (— 1) +dB) (4.1.2)
fonksiyonu tamimlanabilir. Burada a € Q*(M), B € Q¥1(M), d dis diferansiyel
operatoriidiir. Eger k = 0 ise, bu durumda df = (df, f) yani d*> = 0 dir. Bunlari

yaninda, her X € x(M), f € C*(M), a € Q¥M), B € Q" 1(M), igin daralma

doniistimii
i (@, B) = (ixa+(=1)""fB,ixB) (4.1.3)
seklindedir. Bu iki operatorden,
Loy = ix.pd +doie ) (4.1.4)

elde edilir.
e!'(M) nin diizgiin kesitlerinin uzay1 iizerinde, Courant braketine benzer bir

operator soyle tanimlanir.

(X1, /1) + (a1,81), (X2, f2) + (02, 82))]

= ([X1,X%], X1 2 —X2f1) + ﬁ(xl m(00,82) —ix, pyd(a,g1) (4.1.5)
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d burada () operatoridiir. [8]

Tamm:  Bir ¢'(M) Dirac yapisi, €' (M) nin bir L alt demeti olup , (,)
bilineer formuna gore maksimal izotropik ve integrallenebilirdir. Yani I'(L), [,]

braketi altinda kapalidir. [8]]

Simdi, ! (M) Dirac yapisinin baz1 6rneklerini verelim.
i) Jacobi Yapilari: Bir M manifoldu tizerindeki , bir bivektor alant 7 ve bir vektor

alan1 E tarafindan olusturulan (7, E) ikilisi ile verilsin.
[E,m]; =0, [T, 7wy =2EAT

Burada [,]; ¢oklu vektor alanlari tizerinde Schouten -Nijenhuis braketidir. Jacobi
yapisina sahip bir manifolda Jacobi manifoldu denir.

M iizerinde 7 bir bivektor alani ve E bir vektor alan1 olmak iizere, A*(TM x R)
nin herhangi diizgiin kesitli P(x, E) ikilisiyle tanimlanir. Ashinda P diizgiin vektor

doniisiimii ile agagidaki sekilde tanimlanabilir. Vo 1-form ve g € C*(M) igin,

P.T"MxR—->TMxR

P(o,g) = (ra+gE,—ipa) (4.1.6)

(18]

ii) Diferaniyel 1-formlar: Herhangi 2-form @ ve 1-form 7 tarafindan iiretilen

(w,n) ikilisi
(L(wm) _ {(x,m (i @+ 1, —1xm)y X € 2 (M), f € <C°°<M>}
X

tarafindan verilen £! (M) nin maksimal izotropik alt demeti L(®,n) y1 belirler.

Ayrica, @ = dn oldugunda T(L(y ) de verilen braket ile kapali olur. [8]]
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iii) Yerel Konformal Presimplektik Yapilar (l.c.p) : Bir l.c.p (lokal conformal
presymplectic) yapisi (Q, @) ikilisi ile M tizerinde bir manifold olmak iizere Q, bir
M iizerinde 2-form, @ kapali 1-form ve dQ = o A Q. Eger (Q, @) M iizerinde bir

l.c.p yapist ise €' (M) nin vektor alt demeti L(q ) su sekilde tammlanabilir.
[(Ligw) = {(X1 —ix0) + (ixQ+ fo, )/ (X, f) € x(M) x C*(M,R) (4.1.7)

vektor demeti L(Q, 0) ve TM x R izomorftur. Ek olarak, L ) bir €' (M) Dirac

yapisidir. [[19]

4.2. Kontakt Yapilarin Karakterizasyonu

Tanmm: M 2n+ 1 boyutlu diizgiin manifold ve 1 , M manifoldu iizerinde
kotanjant vektor alan1 olmak iizere M manifoldunun her noktasinda nA(dn)” # 0

ise 1 1-formu M iizerinde kontakttir denir. [20]

Onerme: L, € (M) nin alt demeti olmak iizere Ly ) formundan L,y
formuna ve bir (AE) € x*(M) x x(M) ikilisinden (®,n) € Q*(M) x Q(M)
ikilisine ge¢mek i¢in gerek ve yeter kosul,

i) L, (,) ile maksimal izotropiktir.

i) Ly N ((TxM X R) ©® {0}) = {0},VX eM

olmasidir. Ayrica, (A, E) nin Jacobi yapisi (@ = dn) olmast i¢in gerek ve yeter

kosul I'(L) nin de verilen genisletilmis Courant braketi altinda kapali

olmasidir. [8]]

Teorem: Bir &' (M) Dirac yapisi Ly mn kontakt 1-form 7 ya kargilik gelmesi igin
gerek ve yeter kosul Ly N ((TM x {0}) & ({0} x R)) nin €' (M) nin bir boyutlu alt

demeti (£,0)+ (0,—1) tarafindan iiretilmesi gerekir.
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Ispat: ex = (X,0) + (0,—ixn) ise ex € Ly olmasi igin gerek ve yeter

kosul

((Y,8)+ (iydn +gn,—iyn),ex) =0
V(Y,g) € x(M) x C(M)

olmasidir. Fakat bu VY € x(M) i¢in dn(X,Y) = 0 demektir. Bu da gosteriyor ki
LyN((TM x {0}) 4+ ({0} x R)), €' (M) nin 1 boyutlu alt demeti olmasi ancak ve
ancak ker dn , TM nin 1 boyutlu alt demeti olmasidir. Eger (£,0) + (0,—1)
LyN(TM x {0} ® {0} x R) yi iiretirse

<(C70) + (07—1)7 (07 1) + (7170» = W(C) —-1=0.
Buradan
kerdy Nkern = {0}

1 nin kontakt oldugu sonucuna varilir. [§]]

4.3. Hemen Hemen Kompleks Manifoldlar

Tanim: M hemen hemen bir kompleks manifold ve M nin hemen hemen kompleks

yapist Q olsun. [,] Lie parantez operatérii ve X,Y € I'(TM) i¢in
No(X,Y) = [QX,QY] — [X,Y] — Q[QX,Y] — Q[X, QY] (4.3.8)

bilineer fonksiyonuna Q nin Nijenhius tensor alant denir. Eger M hemen hemen

kompleks manifoldu iizerinde N (X,Y) = 0 ise M ye kompleks manifold denir. [9]

Teorem: M hemen hemen kompleks manifold olsun. M iizerindeki Q
hemen hemen kompleks yapisinin integrallenebilir olmasi icin gerek ve yeter kogul

Nijenhius tensor alaninin sifir olmasidir. [9]
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Ispat: M bir hemen hemen kompleks manifold olsun. Ayrica X ve Y, M
manifoldu iizerinde vektor alani olmak iizere z = [X — iQX,Y —iQY] olsun. Bu

durumda
7+iQz = [X —iQX,Y —iQY]+iQ[X —iQX,Y —iQY]

= [X,Y]—[X,iQY] - [iQX,Y] + [iQX,iQY]
+ iQ{[X,Y] - [X,iQY] - [iQX,Y] + [iQX,iQY]}
= [X,Y]—i[X,QY]—i[QX,Y] +2[QX,QY]
+ iQ{[X,Y]—i[X, QY] —i[QX,Y]+i*[QX,QY]}
= [X,Y]+Q[X, QY]+ Q[QX,Y] - [QX,QY]
— IQ{-[X,Y]| - Q[X,QY] — Q[QX,Y] + [QX,QY]}
= —N(X,Y)—iQN(X,Y)

olur. Hemen hemen kompleks yap1 integrallenebilir oldugundan z, (1,0) tipindedir

ve buradan z+ iQz = 0 dir. Bu durumda N = 0 olur. [9]

Tanmm: M 2n boyutlu manifold olsun. M iizerinde hemen hemen kompleks
yap1 (TM @ T*M) ® C yi komplekslestirmenin bir alt demeti E olup asagidakiler
saglanir

i) E izotropiktir

i) (TM®T*M)®C =E®E. Burada E, E nin kompleks eslenigidir.

8]

4.4. Hemen Hemen Kontakt Yapilar

Tanmm: 27+ 1 boyutlu bir reel diizgiin bir M manifoldu verilsin. &'(M)®C, M
tizerinde genellestirilmis hemen hemen kontakt yap1 olup E nin alt demetidir. E

izotropiktir ve E nin kompleks eslenigi E olmak iizere £(M) ® C = E & E dir. [20)]
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Onerme: 2n + 1 boyutlu bir reel diizgiin M manifoldu verilsin. M iizerinde
genellestirilmis hemen hemen &' (M) vektor demeti ile J endomorfizmast arasinda

birebir eslesme vardir ve J? = —id olup J ile (,) ortogonaldir. [20]

Tanim:Hemen Hemen Kontakt Yapilar J = 2n 4+ 1 boyutlu diizgiin bir M
manifoldu verilsin. (Q,{,n) ti¢liisii M iizerinde hemen hemen bir kontakt yapidir.
Burada, Q: bir (1,1) tensor cismi , {: M iizerinde bir vektor alamt ve 1: 1-form

olmak iizere

) =1 ve QX)=-X+n(X)§, VXex(M)
Ik sonug olarak (&) =0, n0Q = 0. [20]
Teorem: d = 2n+ 1 boyutlu diizgiin bir M manifoldu verilsin. (Q,{,n)
yapist M iizerinde bir hemen hemen kontakt yap1 olup © endomorfizminin ranki
2n dir.
Ispat: Q>=—-T+n®{ven({)=1den

Q2 =—C+m(£)-¢ =0

ve buradan Qf = 0 veya Qf, 0 degerine karsilik gelen Q nin 6zvektoriidiir.
Tekrardan Q> = —1 + 1 ® ¢ kullanilirsa

0= Q%L = —Q¢ +1(00)¢
veya
QL =n(Q¢)¢
olur. Simdi eger Q, 0 6zdegerinin 6zvektorii ise N (QE) # 0 ve bundan dolay1

0=0% =n(Q)QL = (n(QL))*#0
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Bu da ¢eligkidir. Dolayisiyla Q¢ = 0.

simdi, Q¢ = 0 oldugundan herhangi bir X vektor alani i¢in
NQX) =X+ QX = - QX +Q(n(X){) +QX =0

olur ve buradan n o Q = 0.
Sonug olarak Q¢ = 0 ve { # 0 oldugundan rank Q < 2n+ 1. Eger bir vektor alani
Z, Qf = 0 esitligini sagliyorsa Q> = —I+n® ¢ , 0 = —C +1(&)¢ denklemini

verir. Dolayisiyla { ile { esdegerdir ve boylece rank Q = 2n. [20]

Simdi her hemen hemen kontakt yapinin genellestirilmis kontakt yap1 oldugunu

gosterelim.
J:T(TM xR) - T'(TM xR)
JX,f) = (QX - fE,n(X)),  VXexM),feC”(M) 4.4.9)
ile tamimlansin. J? = —id ve J nin dual doniisiimii J* ile verilsin. J endomorfizmi

u=(X,f)+(ag) €T(e'M)igin J(u) = J(X,f) —J*(at,g) olmak iizere; J, J> =

—id ve J* = —J yi saglar. Ek olarak, Ann(F) E nin sifirlayan1 ve
Fy = {](X,f)x +V=1(X, f)x|(X, f) € T(TM x R)} (4.4.10)
olmak iizere genellestirilmis hemen hemen E kontakt yapisi
E = F & Ann(F) (4.4.11)

seklinde verilebilir. 8]

4.5. Integrallenebilme

Tanmm: Tek boyutlu diizgiin bir M manifoldu, genellestirilmis hemen hemen
kontakt £ C &'(M) ® C yapist denklem de verilen genisletilmis Courant

braketinin altinda kapali olmas1 durumunda integrallenebilirdir. [8]]
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4.6. Normal Hemen Hemen Kontakt Yapilar
Hemen hemen kontakt Q, £, 1 yapisi
No(X,Y)+dn(X,Y){ =0  VX,Y € x(M)
ise normaldir. Burada Ng, Q nin Nihenhuis tensoriidiir.

No(X,Y) = [QX, QY]+ Q°[X,Y] — Q[QX,Y] — Q[X,QY] (4.6.12)

Yardimci Teorem: Eger Q, £, 11 hemen hemen kontakt yapisi normal ise VX,Y €

X (M) igin
dn(x,8)=0 (4.6.13)
nex,f1=0 (4.6.14)
[QX, (] =Q[X, ] (4.6.15)
dn(QX,Y) = dn(QY,X) (4.6.16)
dir.

Ispat: Y = ¢ normallik kosulu uygulandiginda
0 = Nao(X,8)+dn(X,5)¢
= [QX,Qr]+Q%[X,{] - QQX, (] - Q[X, QL] +dn(X, )¢
= Q’X,{]-Q[eX,{]+dn(X,{)¢
elde edilir. 10 Q = 0 kullanilirsa dn(X,{) = 0 olur (VX € x(M)). Sonug olarak
Nn[QX, ] = 0. Bir diger deyisle
0 = No(QX,¢)+dn(QX, )¢

= —[QX,{J+Q[X, (]
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Son olarak eger X,Y € x(M) olursa

N(No(QX,Y) +dn(QX,Y){) = —n([Q°X,Y] +[QX,QY]) +dn(QX.Y)

Buradan dn(QX,Y) = dn(QY,X) sonucuna ulagilir. [§]

Her (©, {,n) hemen hemen kontakt yapisinin kompleks yapi olan E C €' (M) @ C

yi belirledigini gordiik. Ayrica asagidaki sonuca ulagilir.

Teorem: (Q,8,n) hemen hemen kontakt yapisinin normal olmasi igin

gerek ve yeter kosul [4.4.T1]de verilen E alt demeti ile integrallenebilmesidir.

Ispat: E nin integrallenebilmesi genellestirilmis Courant braketi altinda
['(F) nin kapaliligma esdegerdir. Burada F |4.4.10| denkleminde tanimlanan alt
demettir. [['(F),I'(F)] C I'(F) olsun ve

ux = (X,0), uy=(Y,0) €eI(g'(M))
verilsin. ey = Juy +v/—lux ve ey = Juy ++/—luy ile gosterilir. O zaman
lex,ey] € F < [Jux,Juy| — [ux,uy] = J([Jux,uy| + [ux,Juy))
Basit bir hesaplama ile
[Juy,Juy] — [ux,uy] = <[QX,QY] —[X,Y],QX -n(Y)—-QY - T[(X)>

Ayrica J([Jux,uy] + [ux,Juy]) ifadesi

(@11 + .01 - () - ¥(O)E (0.7 + X))
ifadesine esittir. Bunun yaninda [ex,ey| € I'(F) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

[QX, QY] —[X,Y] = Q(IQX, Y]+ [X,QY]) - (Xn(Y) - ¥Yn(X))§
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[QXn(Y) —Qrn(X)] = n([QX,Y]+[X,QY])
olmasidir. ~ Ciinkii VX,Y € x(M) igin [X,Y] = —Q([X,Y]) + n([X,Y]){ ve
N(QX) = 0 dir. Bu bagintilar ile
dn(QX,Y) = dn(QY,X)
sonucuna ulaglir.
Bu da eger E integrallenebilir ise hemen hemen kontakt yapinin normal oldugunu

gosterir. Diger taraftan VX,Y € y(M) igin No(X,Y)+dn(X,Y)& = 0 verilsin.

Yardimci teoremi kullanarak su sonuca ulagilir.
dn(QX,Y)=dn(QY,X)
Boylece herhangi bir
ex =ux+vV—1uxy , ey=uy+vV—1uy e(F)

icin [ex, ey] € I'(F) sonucuna ulasilir. Geriye herhangi bir ex = Juy ++/—luy €
I'(F) boliimii igin [ex,J(0,1) 4++/—1(0,1)] € ['(F) yi gostermek kaliyor. Bu kosul

[Qx.¢] = QX,{]
cnx) = —n(x,8))

ile esdegerdir.

{n(X) = —n([X,¢]) bagintis1 yardimci teoremden dn(X,{) = 0 denklemini
saglar. Boylece [ex,J(0,1) ++/—1(0,1)] € T'(F) sonucuna varilir. Bu nedenle
F, genigletilmis Courant braketi altinda kapalidir ve bu da E nin integrallenebilir

oldugu anlamina gelir. [8]]
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