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OZET

CESITLI SISTEMLERIN
ZAMANA BAGLI SCHRODINGER DALGA DENKLEMININ
COZUMLERI

Metin ASLAN

Yiiksek Lisans Tezi, Fizik Anabilim Dal1
Tez Danigmani: Dog. Dr. Haydar UNCU
2020, 75 sayfa

Bu c¢alisgmanin amaci, agik¢ca zamana bagli olan c¢esitli Hamiltoniyenler
icin Schrodinger dalga denkleminin yaklagik ve tam ¢6ziim yOntemlerinin
tanitilmasidir.  Hamiltoniyeni zamana agikca bagli olmayan sistemler icin
Schrodinger dalga denkleminin coziimlerinin genel bir teorisi vardir.  Bu
teori sayesinde bu tiir tiim sistemler icin Schrodinger denkleminin ¢oziimleri
bulunabilmekte yani bir an i¢in durum fonksiyonu bilinen bir sistemin daha sonraki
biitiin zamanlar i¢in durum fonksiyonu belirlenebilmektedir. Fakat Hamiltoniyeni
zamana acik¢a bagli olan Hamiltoniyenlerin Schrodinger denkleminin ¢oziimleri
icin genel bir teori yoktur. Sadece bazi Hamiltoniyen siniflari icin tam ¢6ziim
elde edilebilirken diger bazi Hamiltoniyenler icinse yaklasik ¢6ziim yontemleri
geligtirilmistir. Bu tezde, ilk olarak yaklasik yontemlerini tamitip ardindan tam
¢oziimil olan birka¢ durumu ele alinmistir: Kisa erimli zamana bagli Hamiltoniyen
gruplari i¢in integral doniisiimlerini, sabit hizla hareket eden sistemler icin Galilei
koordinat doniiglimlerini, zamana bagli manyetik alanlar altinda evrilen spin
(1/2) sistemi i¢in ise invaryant iglemci yontemini kullanarak tam ¢oziimler elde
edilmisgtir.

Anahtar Sozciikler: Zamana Acik¢a Bagli Hamiltoniyenler, Zamana Bagl
Schrédinger Denklemi, integral Déniisiimleri, Invaryant Matrix Yontemi
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ABSTRACT
Solutions of Time-Dependent Schriodinger Equations for Various Systems
Metin ASLAN

M.Sc. Thesis, Department of Physics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Haydar UNCU
2020, 75 pages

The aim of this study is to introduce approximate and exact solution methods
of the Schrodinger wave equation for several explicitly time explicitly dependent
Hamiltonians. There is a general theory for the solutions of the Schrodinger wave
equation for systems that has time independent Hamiltonians. Thanks to this
theory, solutions of the Schrodinger equation can be found for all such systems,
that is the state function can be determined for all the times for the systems
whose state function is known for an instant. However, there is no general theory
for the solutions of the Schrodinger equation for the explicitly time dependent
Hamiltonians. While an exact solution can be obtained for some Hamiltonian
classes, approximate solutions have been developed for several other Hamiltonians.
In this thesis, first of all, approximate solution methods are introduced and
then several exact solution methods will be considered: The exact solutions
are obtained by using the integral transform methods for short-ranged time
dependent Hamiltonians, Galilei coordinate transformation for systems moving
with a constant velocity and the invariant matrix method for spin (1/2) systems
evolving under time dependent magnetic fields.

Key Words: Explicitly Time-Dependent Hamiltonians, Time Dependent
Schrodinger Equation, Integral Transforms, Invariant Matrix Method
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1. Giris

Yakin bir siire 6nce yapilan bir calismada, Diinyanin onde gelen iiniversitelerinin
tictincii ve dordiincii sinif 6grencilerinin kuantum mekanigindeki temel kavramlari
ne kadar iyi anladiklar aragtirilmig ve dalga fonksiyonunun zamana bagimlilig1 ve
zamana bagli Schrodinger denklemi konularinin 6grencilerin birgogu tarafindan
dogru kavranmayan konular1 arasinda oldugu goriilmiistiir [1]. Bu yiizden
tezimde hem egitimsel olarak yararli olabilecek hem de halen aktif olarak
calisilan zamana agikca bagl bir grup Hamiltoniyenin Schrodinger denkleminin

¢cOziimlerini incelemeye ¢alistim.

Dogadaki temel etkilesimlerin tamaminin zamandan bagimsiz olmasinin diger bir
deyisle zamanla degigsmemesinin sonucu olarak, bircok kuantum mekanigine girig
kitabinda zamana ac¢ikca bagli Hamiltoniyenlerin betimledigi etkilesimler yalnizca
zamana bagl tedirgenme (pertiirbasyon) teorisi iinitesi ve birkag¢ aligtirmada ele
almmmaktadir [2H8]]. Buna ek olarak, zamana agikca bagli olmayan etkilesimleri
betimleyen Hamiltoniyenlerin evrim islemcisi U(¢)nin, U(t) = exp(—iHt/h),
seklinde genel bir ifadesinin olmast ve bu tarz Hamiltoniyenlerin kuantum
mekaniginin temel bir¢ok 6zelligini aciklamada yeterli olmasi lisans kuantum
mekanigi kitaplarim1 daha ¢ok zamandan bagimsiz etkilesimleri incelemeye

yoneltmisgtir.

Yukarida belirtildigi gibi doganin temel etkilesimleri zamanla degismemektedir.
Ancak bunun anlami tim etkilesimlerin zamandan bagimsiz oldugu ve zamana
acikca bagli Hamiltoniyenlerin gereksiz oldugu degildir. Zamana bagh
Hamiltoniyenler, Kruskal’itn Hamiltoniyenlerin asimptotik teorisini tanittig
calismasinda belirttigi gibi 0zellikle laboratuvar ortaminda olusturulan bircok
siireci betimlemektedirler [9]. Gelisen laboratuvar teknolojileri, Bose-Einstein
yogusuklugu, siiperiletkenlik, siiper akigkanlik gibi maddenin yeni hallerinin

gozlemlenmesini saglamistir [[10] . Maddenin bu yeni hallerinin tiimii diisiik
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sicakliklar yani O K ne yakin sicakliklarda ortaya cikmaktadir. Bu ylizden
cagdas deneysel fizikte sogutma mekanizmalari onemli bir yer tutmaktadir ve
hemen hemen tiim sogutma mekanizmalar1 zamana acik¢a baglh Hamiltoniyenlerce
betimlenen zamanla degisen manyetik alanlar icermektedir [[11]. Zamana bagh
Hamiltoniyenlerin bu ©Onemli uygulamasinin disinda bagka bir¢ok etkilesme
de zamana baghh potansiyeller ile betimlenmektedir. Metal yiizeylerden
fotoelektronlarin yayilimini [12}[13[], hizlandiricilardan yayilan yiiklii parcacik
demetlerini [14]] ve zamana bagl alanlarin etkisi altindaki atomlarin elektronik
yapisini [[15]] betimleyen modeller bunlara 6rnek olarak verilebilir. Zamana
bagli Hamiltoniyenlerden yararlanan diger bir model topolojik yalitkanlart
betimlemek i¢in kullanilan Floget sistemleridir [[16}/17]. Ayrica, zamana bagh
manyetik alanlarin etkisi altindaki iki spin 1/2 sistemin dolagikliklarinin zamanla
degisiminin incelenmesi kuantum hesaplama ve bilgi teorisinde uygulamalari
olabilecek ilging oOzellikler gostermektedir [18]. Bu uygulamalar zamana
bagli Hamiltoniyenlerin bir¢ok fiziksel siireci betimlemede kullanigli oldugunu
kanitlamaktadir. Bu nedenle bu tarz Hamiltoniyenlerin Schrédinger denklemi
¢Oziimlerini matematiksel olarak incelemek de 6nemlidir ve literatiirde bu konuda
bircok caligma yapilmigtir.  Literatiirdeki matematiksel caligmalar genellikle
zamana acik¢a bagli Hamiltoniyenlerin belli bazi siniflar1 icin Schrodinger
denkleminin analitik ¢odziimlerinin bulunmasina odaklanmistir ve bu konuda
verilmis tezleri de igeren bilyiik bir literatiir vardir [[19-21]]. Bu literatiir icinde diger
bir¢ok ¢alismaya ilham kaynagi olanlarini vurgulamak yararli olacaktir. Kruskal’
1 "Hamiltoniyenler ve tiim ¢oziimleri neredeyse periyodik olan diger sistemlerin
asimptotik teorisi (asymptotic theory of Hamiltonians and other systems with
all solutions nearly periodic)" adli makalesi bircok baska arastirmaya da yol
acmig Oncii bir caligmadir [9]. Lewis ile Riesenfeld’ in gelistirdigi zamana
acikca bagli Hamiltoniyenlerin belli bir kismi i¢in Schrodinger denkleminin

analitik ¢Oziimiinii elde etmeye yarayan invaryant iglemci yontemi de bir¢ok
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calismaya motivasyon olusturmustur [[22,23]]. Malkin-Manko-Trifonov yaklasimi
[24-26] ve Wei-Norman cebirsel yontemi de [27] zamana bagli Schrodinger
denkleminin ¢dziimlerinin karmasik degerli klasik denklemlerin ¢éziimii cinsinden
elde edilmesini saglamaktadir. Bunlara ek olarak vurgulanmaya deger bir
bagka calisma da zamana bagli Hamiltoniyenleri ortalama etkin (effective)
zamandan bagimsiz bir Hamiltoniyenle temsil ederek zamana bagli alanlarin
etkisi altindaki spin bagliligini betimleyen ortalama Hamilton teorisidir [28[]. Bu
teori elektron paramanyetik rezonans (EPR), niikleer manyetik rezonans (NMR),
niikleer kuadratik rezonans (NQR) spektroskopisi, magnetik rezonans goriintiileme

alanlarinda bir¢cok fenomeni modellleme de kullanilmaktadir [28].

Iki boyutlu spin 1/2 sistemleri kuantum mekanigindeki en temel ve kolaylikla
coziilebilen sistemleri olustursa da, kuantum mekaniginin hem zamana bagli, hem
de zamandan bagimsiz bircok temel 6zelligini agiklamada kullanilabilmektedir.
Literatiire Ramsey’ in salinan alan yontemi olarak gecen, zamana baghh manyetik
alanlarin etkisi altinda evrilen spin 1/2 sistemleri kullanarak kuantum durumlari
arasinda gecis olasiliklarinin deneysel olarak test edilmesini olanakli kilan deney
bunun en bilinen Ornegini teskil eder [29-31]. Ayrica spin 1/2 sistemlerin
zamana bagli manyetik alanlar etkisi altindaki evrimi incelenerek Berry fazi
ve Aharanov-Anandan fazi gibi geometrik fazlar kolaylikla anlagilabilmektedir
[31]. Bu yiizden, ilk olarak Lewis tarafindan zamana bagli harmonik salinici
Hamiltoniyenlerinin etkisi altindaki sistemlerin hem klasik hem de kuantum
mekaniksel ¢oziimlerini elde etmek icin gelistirilen invaryant iglemci yonteminin
[22,23]] temel 6zelliklerinin anlagilmasinda da spin 1/2 sistemlerinin iyi bir ara¢
olacagini diigiiniiyorum. Tezin en 6zgiin kismimin invaryant iglemci yonteminin

zamana bagli spin 1/2 sistemlere uygulandigi boliim oldugu sdylenebilir.

Tezin ikinci kisminda pertiirbasyon teorisinden bahsedilmistir. Ve daha

sonra Hidrojen Atomu Enerji Diizeyleri Arasinda Isimali Gegis Hizlarimin
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Hesabi zamana bagl pertiirbasyon teorisi ile ¢Oziilmiistiir. — Tezin iciincii
kisminda Hamiltoniyeni zamana bagl olan verili durumlar ¢6ziimii i¢in integral
doniigimleri yontemiden bahsedilmistir. Daha sonra kisa erimli 8 potansiyelinin
¢Oziimii yapilmigtir. Tezin dordiincii kisminda Galilei doniistimleri metodundan
bahsedilmistir. Daha sonra sabir hizla giden § potansiyelinin ¢oziimii yapilmustir.
Tezin besinci kisminda Invaryant islemci metodundan bahsedilmistir.  Daha
sonra Zamana Bagl Manyetik Alan Altinda Spin (1/2) Sisteminin Zaman Evrimi
nin Invariant islemci ile analitik ¢oziimii yapilmistir. Bu tezde yapilan biitiin

hesaplamalar kuantum mekaniginin Schrédinger cercevesinde yapilmaisgtir.



2. Zamana Bagh Pertiirbasyon (Tedirgenme) Teorisi
Bu caligmada ilk olarak zamana agik¢a bagli Hamiltoniyenlerin Schrodinger

denkleminin yaklasikca ¢oziimii icin gelistirilen pertiirbasyon teorisinden
bahsedilecektir. Bu konu bircok kitapta anlatilmaktadir [2| 3], ancak tezin

biitiinligli agisindan bu tezde de kisaca tanitilacaktir.

Zamana acikca bagh
H(t)=Hy+ V(1) (2.0.1)

seklinde verili bir Hamiltoniyenin ¢oziimiinii aradigimizi varsayalim.  Bu
denklemde Hj’ 1n zamandan bagimsiz, ¢oziilebilir bir Hamiltoniyen oldugunu yani
Hy’ n 6zdeger ve 6zvektorlerinin (6zfonksiyon) bilindigini varsayayiyoruz. Yani

H, Hamiltoniyeni icin zamandan bagimsiz Schrodinger denklemi;
Hy|n) = E,|n) (2.0.2)

araciligryla, Hy’ in E, 6zdegerlerinin ve |n) 6zvektorlerininin bulunabildigini kabul

ediyoruz. Bu vektorlerin herbirinin zamanla degigiminin
®o(t)) = Y ale % |n) (2.0.3)

oldugu zamana acikca bagli olmayan Hamiltoniyeninlerin genel teorisinden
bilinmektedir [2]. denklemindeki Ay, Hamiltoniyeninin ¢oziimleri
bilindiginden, bu denklemdeki V(¢) terimi sistemin tedirgenme terimi olarak
adlandirilir. ~ Pertiirbasyon teorisinde ama¢ Hy Hamiltoniyeninin 6zdeger ve

Ozvektorleri araciiyla

iha’lgit» =H()|W(1)) = (Ho+V (1)) (1)) (2.0.4)

denklemine yaklagik bir ¢oziim bulmaktir. Bu yoOntemin gegerli olabilmesi
icin (2.0.1) denklemindeki V(¢) teriminin durumlarin zaman evrimine etkisi Hy

teriminin etkisine gore ¢ok kiiciik olmalidir. Bu kosulun saglanmasi i¢in gerekli



6

esitsizlik, yontemle ilgili teori tanitilip bazi nicel egitlikler elde edildikten sonra

verilecektir.

Pertiirbasyon teorisinde (2.0.3) denklemine yaklagik ¢oziim aranirken daha genel
bir Hamiltoniyenin A = Hy + AV (¢) etkisi altinda evrimlesen durumlar incelenir.
Buradan elde edilen sonuglarda A = 1 alinarak (2.0.3) denklemi icin aranan
yaklasik c¢oziimler elde edilir ~Zamana baglh etkilesmenin baglatildigi ana
genellikten hi¢ birsey kaybetmeden 7y = O ami diyebiliriz. O halde etkilesme

terimini # < 0 icin 0, ¢ > 0 i¢in V (¢) seklinde yazabiliriz.

Zamana acik¢a bagli bir Hamiltoniyenin betimledigi bir sistem incelendiginden,
amacimiz verili bir baslangic durumunun |¥(0)) in zamanla nasil evrilecegini
bulmak yani t > 0 igin |¥(¢)) yi bulmaktir. ~Kuantum mekaniginin temel
kabullerinden birine gore, bir sistemin durumlart matematiksel olarak Hilbert
uzaymdaki vektorlerle temsil edilirler. Bu yiizden |W(r)) vektorii de zamanla
Hilbert uzay: icinde evrimlesir. Hy, Hilbert uzayma etki eden kendine eslenik

bir iglemci; Hilbert uzay1 da tam bir vektor uzayr oldugundan, |¥(¢)) her ¢ am

icin, Hy Hamiltoniyeninin 6zvektorleri cinsinden agilabilir. |¥(¢)) zamana bagh
oldugundan acilim katsayilar1 zamana bagli olmak zorundadir. Bunu dikkate alarak
W(r)) yi

[P(0)) =} an(t) n) (2.0.5)

n

seklinde yazabiliriz. Bu denklemde d,(¢) pertiirbasyon teorisi araciligiyla bulmaya
calisugimiz acilim katsayilarini gostermektedir. Hy m 6zvektorlerinin In) =
e’i%\n> seklinde evrimlegsmesinden esinlenerek, hesaplarda kolaylik saglamak

amaciyla d, (1) = a, (t)e*"% seklinde secebiliriz. Bu se¢im araciligiyla;
1¥(1)) = Y an(t)e % |n) (2.0.6)

seklinde yazilabilir. ¢ > 0 igin sistemin evrimini belirleyen Hamiltoniyen, H (t)

oldugundan yukarida belirtilen a¢ilimi (2.0.4) ile verilen zamana bagl Schrédinger



denklemine koyarak a,(¢) katsayilari igin

Y e i <ihdn - M,,V) n) =0 2.0.7)

esitligi elde edilir. Bu denklemde 4, = dd“t"

olarak tantmlanmigtir . Bu esitligin her
iki tarafinin da Hy Hamiltoniyeninin k 6zvektorii (k| ile i¢c carpimi alinarak;

A S
ap = ;(kﬂ/]n)e Pty (2.0.8)

denklemi elde edilir. Burada @y, = E‘;E" seklindedir. Bu ifadeye gelene dek

hi¢ bir yaklagiklik yapilmamis yalnizca bazi tanimlamalar yapilarak Schrodinger

denklemi araciligiyla tanimlanan degiskenler i¢in yeni esitlikler elde edilmisgtir.

Etkilesimleri zamana bagl sistemler icin Schrodinger denkleminin tam ¢oziimiinii
bulmak her zaman miimkiin olmayabilir. Bu durumlarda yaklasik bir ¢6ziim aranir.
Tedirgenme terimi V{t) nin kii¢iik oldugu durumlarda kullanilan yaklasim yontemi;
pertiirbasyon agilimi da olarak adlandirilan a,(¢) katsayilarinin yardimer degisken

A cinsinden bir seri agilimini yaklasik olarak bulmaya calismaktir.
an(t) = al (1) + Adl" (1) + 222 (6) + ... (2.0.9)
Tedirgenmenin ¢ = 0 aninda bagladigini kabul etmistik. Bunun sonucunda A = 0
icin
an(t) = al (t) = a,(0) = a'V) (0) (2.0.10)
olur. Tam t = 0 aninda, H (¢) Hamiltoniyeni, Hy Hamiltoniyenine esit oldugundan,

bu an i¢in (2.0.6) denkleminde verilen agilim, baslangic durum fonksiyonunun

(]%¥(0))), Hy Hamiltoniyeninin 6zdurumlari cinsinden agilimina indirgenir:
12(0)) = Y an(0)[n) = Yot |n). (2.0.11)
n

Diger bir deyisle A = 0 i¢in, (2.0.9) denklemi a,(r) = a (0) verdiginden, (2.0.6)
actlimi bir baslangic durumunun Ay Hamiltoniyeni altindaki zamanla evrimini

verecektir.
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Pertiirbasyon teorisine gore + = 0 ammndan sonra H(z) Hamiltoniyeni altinda
evrilen bir baglangic durumunun ifadesini yaklagik¢a bulabilmek icin (2.0.9)
denkleminde A nin artan iislerinin katsayilarinin hesaplanmasi gerekir [2]. Birinci
derece diizeltmeleri bulmak amaciyla kabuliinii denkleminde yerine

koyup tedirgenme agiliminda A nin esit iislerini birbirine egitleyelim:

a (1) + A" (1) + %4
= ;va‘m ’wknf<a,§ (1) + Aa} >()+12a£3><t)+...). (2.0.12)

n

Boylece, denklemin her iki tarafin A°l1 terimlerinin esitlenmesiden
a® () =0 at)=d”  k=12,.. (2.0.13)

Ali terimlerinin esitlenmesiden

bulunur. Buradan ilk “dizeltme" terimi

Zan / K|V e af’ (2.0.15)

seklinde bulunur. Bu sonug (2.0.9) denkleminde yerine konarak birinci dereceye

kadar yaklagik ¢oziim elde edilmis olur:

ax(1) = ax(0) + =

) al? / (k|0 |n)e'@ gt . (2.0.16)

Benzer sekilde A? icin

a® (1) = ilhz<k|\7|n>eiwknfa£,” ®) (2.0.17)

n

elde edilir. Bu ifadede a,gl)(t) katsayilar1 (2.0.16) denklemi aracigiyla bulundugu

icin a,(cz) (t) katsayilart da hesaplanabilir:

.(2 1 N ; f . -
0 (1) = — LKV |m)e ™ (Z/O (m|V(t)|n>e“"""t> N
1 t ot . o R _ ,
- %ZZ/O /0 (k|V [n)e™ @ (m|V |n)e' @ ai"dr’  (2.0.18)



Bu sekilde devam edilerek daha iist diizey pertiirbasyon terimleri de bulunabilir.

Hamiltoniyenin, ¢oziilebilir bir Hamiltoniyene belli bir andan sonra “kiictik” bir
tedirgenmenin eklendigi bu tarz problemlerde, baslangi¢ durumu genellikle Hy
Hamiltoniyenin 6zdurumlarindan biridir (ya da biri alinir) ¢iinkii < 0 i¢in sistemi
betimleyen Hamiltoniyen Hy Hamiltoniyenidir. O halde baslangic durumunun
Hy Hamiltoniyeninin dzdurumlarindan biri |/) oldugunda zaman evrimini nasil

oldugunu inceleyelim. Bu se¢im i¢in;
an(0) = dyn (2.0.19)
olacaktir. O halde ilk diizeltme terimi
al!) = %a,(o) /0 LV Do g (2.0.20)
seklinde bulunur. Buradan birinci dereceye kadar diizeltme

1o
a,(cl):5kl+% /O (k|V|1)e " a’ (2.0.21)

biciminde elde edilir. O halde sistemin ilk durumu Hy 1 bir 6zdurumu olan |/) ise
bir ¢ aninda sistemin gene Hy mn dzdurumu olan bir |s) durumunda bulunmasinin

genligi |I) # |s) icin birinci derece pertiirbasyona kadar
| LN o
(ls) = - /0 UV () ]s)e! ™" df’ (2.0.22)

bulunur. Buradan bir |/) durumunda baglayan sistemin bir ¢ aninda |s) durumunda

bulunma olasilig1

IR o
(1) = =] /0 U0 ()]s a2
1 t t A A ] ! n
- | [aw@yisysoenine o ="larar (2.023)
0 Jo

denklemi araciligiyla bulunur.
Bu boliimii bitirmeden 6nce daha dnce bahsettigimiz tedirgenme teorisinin Hangi

kosulda gecerli olacagi sorusunu inceleyelim. Tedirgenme teorisinin gecerli
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olabilmesi igin (2:0.9) agihimindaki terimler gitgide kiiiilmelidir. Ornegin a,({l) <<

a,(co) olmalidir. (2.0.16) teriminde a,(cl) acik ifadesi, a,(?) acilim katsayilar cinsinde

(1) (0)

verilmigtir. Buradan a; * << g, olma sartinin

1 N
5 (k|V|n)| << 1 (2.0.24)

oldugunu gormek kolaydir. Yani tedirgenme teorisinin gecerli olabilmesi icin

(2.0.24) sart1 saglanmalidur.

2.1. Hidrojen Atomunun Enerji Diizeyleri Arasinda Gegcis

Olasiliklarimin Hesabi

Bir hidrojen atomu, bir elektromanyetik alanla etkilestiginde 1s1mali gecisler yapar.
Burada sistemin Hamiltoniyeni

A A A

H = Hyj, +V (2.1.25)

seklindedir. Elektromanyetik alanlar igin i¢ine girdigi zaman momentum islemcisi
terimi (2V iglemcisi)

ho h -
P9 0w

i i fic

biciminde doniisiimiine ugradigindan [2]],

q - ho gq- h,- iq-
- p—-A)=(-V—=A)=-(V-——A
p— (=23~ (CV-14) = 3V - 14
Hamiltoniyenin kinetik enerji terimi Hin:
1 [h - ig-1* 4
— = (V——A4)| =H 2.1.2
m [ X ( he ):| kin ( 6)

seklini alir. Bu durumda (2.1.25)) denkleminde verilen Hamiltoniyeni |¥(z)) dalga

fonksiyonunu uyguladigimizda;

A = Zin’;’[ —;‘({A] ?{*—Zﬁ]‘?(r»

—1?

- = [v_hcA] [V|‘P(t)>—A[‘P( ))] (2.1.27)



11

elde edilir. Bu ifade diizenlenerek;

2 L iq > -
AR =~ V) - w94
2ig» = ¢
- IR ) - L Ae) (2.1.28)

seklinde yazilabilir. Bu noktada Coulomb ayar1
VA=0 & kL@

kullanilarak;

2 . 2
£v2+@ﬁ-v+2q

AR@W) = | -5V + 4R T4 o1

A% |P(1)) (2.1.29)

ifadesi elde edilir [2].. Kullanilan elektromanyetik alan zayif ise %Az terimi

ihmal edilebilir. Bu durumda A Hamiltoniyeni
7 B v (2.1.30)
seklindedir. Yani — %VZ = Hy olarak secilirse, diger terim;

. ha - -
V() ="M2%.V 2.1.31)
mc

tedirgenme terimi olarak alinabilir. Hidrojen atomuna kutuplanmis (polarize), zayif
ve tek renkli bir 151k (diizlem elektromanyetik dalga) uyguladigimizi varsayalim.
Bu durumda vektor potansiyel

—

A =eécos(k-7— 1) (2.1.32)

seklinde ifade edilebilir. Burada ® dalganin agisal frekansini, k dalganin
yayilma yoniinii ve € dalganin yayilma yoniine dikey diizlem i¢indeki kutuplanma
vektoriinii gostermektedir. Bu noktada dikkat edilmesi gereken nokta (2.1.30)
denklemindeki Hamiltoniyen elde edilirken Coulomb ayarinin kullanilmig
olmasidir. Bu yiizden (2.1.32)) denkleminde verilen vektor potansiyelin Coulomb

ayar kosulunu saglayip saglamadig1 kontrol edilmelidir:

A = é(kxk + ky$ + kzz — oot) (2.1.33)
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— —

V(cos(k-7— wt)) + (cos(k-7— wt)) (V- &)

<
>y
Il

= —sin(k?F— or) [(kﬁ-kf—i— k) -é]
= 0. (2.1.34)

Bu sonug elde edilirken elektromanyetik dalgalarda kutuplanma vektorii é ve dalga
vektorii & min birbirine dik olmalari kullanilmigtir.  Coulomb ayar kosulunun

saglandig acgikga goriiliir. Elektrik alan vektorii;

19 - (D - A

denklemi aracilig: ile elde edilir [48]. (2.I.32) denkleminde verilen vektor
potansiyel ifadesi kullanilarak, bos (yiiksiiz) uzayda elektriksel potansiyel & nin
sifir olmasindan dolayi elektrik alan vektorii || & ||= @ esitligi kullanilarak

E =| k| sin(k-7— or)é (2.1.36)
seklinde elde edilirken manyetik alan vektorii;|| & ||= 2 esitligi
B=VxA=—kxésin(k-7— or) (2.1.37)
olarak bulunur. Elektrik ve manyetik alan vektorleri

KLELE | E|=IB|

kosulunu sagladigt @2.1.36) ve (2.1.37) denklemlerinden goriilmektedir.

Elektromanyetik dalgalarda enerjinin yayilma yoniinii veren Ponyting vektori ;

- C = =
S=—FEXB 2.1.38

4r % ( )

seklinde tanimlanmistir [2]]. Poynting vektoriiniin normu, elektromanyetik

dalganin ilettigi enerji yogunlugunu verir. Enerji yogunlugunun bir periyot

izerinen zaman ortalamasi dalganin siddetini verir:

1) = Sh=7 [ ISla

1
_ Tj;[ 2\|k||/ sin? (k-7 — oor)dt

2
_ @ler (2.1.39)
8w
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Bu ifadeyi (2.1.31) tedirgenme terimini daha rahat hesap yapabilecegimiz bir
sekilde yazmak icin kullanacagiz. A vektorii kutuplanma yoniinde oldugundan,

V vektériiniin kutuplanma yoniindeki bileseni gereklidir:

QY

el V=V, (2.1.40)

Ayrica (2.1.39) denklemi kullanarak kutuplanma yon"undeki birim vektor

8ncl(w) €

e=4— 2
0 el

(2.1.41)

seklinde yazilabilir. (2.1.39) esitliginden de gorulebeilecegi iizere bu denklem é
birim vektoriinii "1" sayis1 ile carpmaya benzemektedir. Bunu yapmamizin nedeni,
tedirgenme terimini elektromanyetik dalganin siddeti cinsinden yazildiginda hem
daha rahat yaklagim yapilabilir, hem de deneyle daha rahat karsilagtirilabilir bir
bicimde yazilabilmesidir. (2.1.40) ve (2.1.41)) denklemleri kullanilarak,

denklemindeki tedirgenme terimi

N ihg |8mcl(®) —_— =
V(it) = — —— k-F—ot)—: -V 2.1.42
()= [Pt costi 7 an) .14

bi¢iminde yazilabilir. Bu esitlikteki cos(k - 7 — @) fonksiyonunun exponansiyel

Y

fonksiyonlar cinsinde ag¢ilimi kullanilarak bu terim

. w1 [2mcl(®) , _7:. _im g 2mcl(®) , 7.
_ ! k ¢ k
V(t) =e? N e (e™iVy)+e ' - po (e™iV,) (2.1.43)

biciminde ifade edilebilir. Pertiirbasyon terimini bu sekilde yazmadaki amag
hidrojen atomu Hamiltoniyenini Hy’ 1n O6zvektorleri ile daha kolay hesap
yapilabilecek bir bigime getirmektir.

Simdi birinci dereceden pertiirbasyon teorisi kullanarak hidrojen atomunun {izerine
elektromanyetik dalga gonderildiginde atomun enerji diizeyleri arasindaki gecis
genlik ve olasiliklarin1 hesaplayalim.  Enerji seviyeleri arasindaki farkin 7

E,—E,

ye boliimiinii = @y olarak tammlayalim. Pertiibasyon teorsinden V(')
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pertiirbasyonu altindaki bir sistemin gecis genligini (elektromanyetik dalganin

t > 0 durumunda atoma uygulandigini varsayiyoruz)
V() = + / IV () [y !
in Jo
bulmustuk.
(K| = (I'm|
n) = [nlm)

seklinde tanimlandiginda birinci dereceden pertiirbasyon teorisindeki gecis genligi;

Qo (1) = — / n''n| 2”"15 )( iy, el
+ % 27Tc(;§a)) (e"%FiVe)e_iw’/]nlm)ei“b’/dt’
— i 727[015(0) <n’l'ml|(efi%?ive)|nlm> /t e @ta)’ gy
imc 0] 0
+ % W(n'l'mﬂ (¥ iV ,) |nim) /O t =0 g/ (21 .44)

seklinde bulunur. Burada ilk terim uyarilmisg 1sima, ikinci terim rezonans

sogurumuna karg1 gelmektedir [2]]. Rezonans sogurumu olasﬂlgl ;

2
q- 8mcl(w) T —kr » Sin “t)
Pn%n(l (D) 4m2CQT|<nlm|(6 l )| lm>| ﬁ(2145)
ve uyarilmig 1s1n1m olasilig ise
2 i 020 p+®
¢ 8ncl(o) . , sin®(@42;)
Pn%n’(taw) = WT | <n’l/m/|(el 1V6)|nlm> | W (2 1 46)

olarak elde edlir. Son durumun enerji diizeyine tiim diger enerji diizeylerinden
gecisler olabilir Bu nedenle toplam gegis olasilifi, yukaridaki ifadenin @
frekansi1 lizerinden integre edilmesiyle hesaplanir. Bu integrali alabilmek ig¢in
elektromanyetik dalga siddetinin frekans dagilimi, yani I(®) fonksiyonunun
bilinmesi gerekir. Burada I(®) y1 rezonans frekansinda tepe yapan dar bir Gauss

dagilimi gibi diisiiniip
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alarak hesaplara devam edilirse toplam geg¢is olasilig;

Pn/<t) = / Pn%n/<t,w)da)

4ﬂ2q2 TRV o 2
~ W’((DW('@ m'|(e™iV,)|nlm) | (2.1.47)

olarak bulunur.
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3. Integral Doniisiimleri Kullamlarak Zamana Bagh
Hamiltoniyenler Icin Schrodinger Dalga Denkleminin ¢oziimii

Zamana agikc¢a bagli olan Hamiltoniyenlerin Schrodinger denkleminin ¢éziimleri
icin genel bir teori yoktur [6]]. Bu yiizden her Hamiltoniyene ya da benzer tiirdeki
Hamiltoniyenlere has ¢6ziim yontemleri aranir. Potansiyel terimleri, katsayilari
zamana agik¢a baglh Dirac & potansiyelleri olan Hamiltoniyenler i¢in siklikla

kullanilan yontem integral doniistimleridir [32}33].

Dirac & potansiyelleri genellikle ¢ok kisa erimli etkilesmeleri betimleyen
(etkilesmenin menzilinin bir parcacigin de Broglie A = |/~ dalga boyundan
cok daha az oldugu durumlar) potansiyellerdir. Bu potansiyel icin Schrodinger
denkleminin ¢6ziimiiniin basitli§i, bu potansiyelin egitimsel olarak siklikla
kullanilmasina yol agmig olmakla birlikte bu potansiyelden bircok fiziksel sistemi

betimlekte de yararlanilmigtir [34]).

Bu béliimde tanitmaya calisacagimiz yontem [32] calismasinda kullanilmis olan
yontemdir. Ayrica, yontemin uygulamalart tamtilirken [33] calismasindan da
yararlanilmistir.  Bu boliimde diger boliimlerden farkli olarak 77 = 2m = 1
kullaniacaktir. Bu secimi yapmamizdaki amag literatiirde bu konuda yapilmig

calismalarla uyumu saglamaktir.

Potansiyel terimi V (x,7) = ¢(r) 8 (x) olan bir Hamiltoniyeni ele alalim. Burada ()
zamana bagli siirekli ve tiirevlenebilir bir fonksiyonu temsil etmektedir. Bir boyutta

bu potansiyele sahip bir Hamiltoniyen i¢in zamana baglh Schrodinger denklemi

o ntd¥
h——=——— 1)0(x)¥ 3.0.1
Mot 2m dx? telt)d(x) ( )
seklindedir. Coziilmesi zor olan bu differansiyel denklem 6nce Laplace doniisiimii
ardindan Foruier doniisiimii uygulanarak c¢oziilebilir cebirsel bir denkleme

dontigtliriilebilir.  Simdi sirasiyla bu adimlari uygulayalim. Yazim kolaylig1
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bakimindan, ¥, = %—‘f’,‘l’x = %—\f, Y., = ‘9827%’ notasyonlar1 kullamip, 7 = 2m =1

secimleri yapildiginda (3.0.1)) denklemi
W+ ()8 (x)¥ = i, (3.0.2)

halini alir.

Ik olarak (3.0.2) denkleminin zaman degiskenine gore Laplace doniisiimiinii

alacagiz. Fonksiyonlarin Laplace doniisiimlerini iizerlerine bir ¢izgi cizerek,

F(s) = /0 e ft)dt (3.03)

ya da parantez kullanarak

z{ f(t)} _ /O e F(t)dr (3.0.4)

gosterecegiz.  Simdi (3.0.2) denkleminin zaman degiskenine gore Laplace

doniisiimiinii hesaplayalim:
W, (x,5) — i¥(x,0) +isP(x,s) = B(x)ﬁ{c(t)\P(O,t)} (3.0.5)

Bu denklemi elde ederken bir fonksiyonun tiirevinin Laplace doniisiimiiniin
sagladig1
df(t)

ﬁ{dt} = —f(0)+sf(s) (3.0.6)

esitligi kullanilmistir.

Goriildigi  tzere, denkleminin zaman degiskenine gore Laplace
doniigiimiinii alarak denklemdeki zaman tiirevinden kurtulabildik. Ancak (3.0.3)
denklemi halen konum degiskeni x cinsinden differansiyel bir denklemdir. Bu
nedenle bu denklemin de x degiskenine gore Fourier doniisiimiinii alacagiz.

nAamn

Fonksiyonlarin Fourier doniisiimlerini iizerlerine isareti koyarak gosterecegiz:

flk) = [ if (x)e*dx . (3.0.7)



18

Simdi (3.0.3)) denkleminin Fourier doniigiimiinu alalim:
— KPPk, s) — 1P (k,0) +isP(k,5) = ,C{c(t)‘I’(O,t)} . (3.0.8)

Bu denklemi elde ederken fonksiyonlarin birinci ve ikinci tiirevlerinin Fourier

doniisiimlerinin sagladig1

- df(x) —ikx _ 7
ve
” dzf(x) —ikx 7
1 e By = 12 f (k) (3.0.10)

esitliklerini ve Dirac 6 fonksiyonunun sagladigi

/ " S(x—a)f(x)dk = f(a) (3.0.11)
denklemini kullandik.

Laplace ve Fourier doniisiimii alindiktan sonra elde edilen (3.0.8)) denklemi, (3.0.2)
esitliginde verilen durum fonksiyonu W(x,7) nin zaman degiskenine gére Laplace,
konum degiskenine gore Fourier doniisiimleri olan @(k,s) fonksiyonu cinsinden

cebirsel bir denklemdir ve kolaylikla ¢oziilebilir:

i¥(k,0) + ,C{C(t)‘P(O,t)}
(—k> +1is)

B(k,s) = (3.0.12)

Durum fonksiyonunun integral doniisiimleri olan @(k, s) fonksiyonunu bulduktan
sonra yapilmasi gereken ters doniisiimleri hesaplamaktir. Oncelikle @(k, s)” nin
konum degigkeninin kargilig1 olan & (momentum) de8iskenine gore ters Fourier

doniistimiinii alalim.

_ i¥(k,0) +£{c(l)‘1‘(0,t)}
%eikx
e 2T (—k>+is)
[ %eikx\il(k’ 0) o ﬁ ik

el X
o am s T E{c(t)‘P(O,t)} By yeen s

Y(x,s) =
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Bu denklemde W(k,0) = [ e *W¥(x' 0)dx’ ifadesini kullanmak ters Fourier
doniistimiinii almay1 kolaylagtirmaktadir:

o dk eikx

lIJ — . ood / 7ikxI\P /0 -~ -
(.5) ’/_oo YY) | e

+ clewwonl [T X e (3.0.14)
c — 0.
’ —o 270 (—Kk* +is)
Boylece denklemin sag tarafinda her iki terimdeki k degiskeni iizerinden alinan

integral [ integrali olur. Rezidii teoremi yardimiyla bu integral

ik)c
b7
aliarak (bkz. [T.1))
ielViskl

_ 1 o0 o/ /
Y(x,s) = Mg/_mxp(xl,o)ez\/mxx | S 2\/5

L'{c(t)‘P(O,t)} (3.0.15)
bulunur.

Coziimii elde etmek igin gerekli son iglem (3.0.13)) denkleminde verili olan ¥(x, s)
fonksiyonunun zamana karsik gelen s degiskenine gore ters Laplace doniisiimiinii

bulmakutir. P (x,s) fonksiyonunun ters Laplace doniisiimiinii bulmak igin

1
g(s) = exp(ivisx' 3.0.16
8(s) =7 7 p(iVisx') ( )
fonksiyonunun Bromwich integrali hesaplanmalidir. Bu integral alinarak

(ayrmtilar i¢in ekler kisminn [I.2] boliimiine bakimiz) ve Laplace doniisiimii i¢in

konvoiisyon kullanilarak [|35]]

1 5]

/ o2
1 1) i
2/t J—oo

N dt’

Y(x,1) = P(x',0)e' i dx +

21\/5/ t— t’
(3.0.17)

elde edilir.

(3.0.17) denklemi ile (3.0.2) denkleminin ¢6ziimii formal olarak bulunmug gibi
goriinmekle birlikte ¢oziim halen tam olarak elde edilememistir. Ciinkii (3.0.17)

denkleminde verilen ifadede de W(x,7) fonksiyonu, W(0,7) ye baghdir. Ancak



20

W (x,t) nin genel ifadesi bilinmiyorsa bu fonksiyonun x = 0 alindigindaki ifadesi
olan W(0,¢) de bilinmiyor demektir. Bu yiizden ¢6ziim tam olarak elde
edilememistir. W(x,7) yi tam olarak bulmak i¢in (3.0.17) denkleminde x = 0

alinarak elde edilen

1 1 /’c(r’)‘P(O,t’)
2Vt 2ivimJo  Ni—t

integral denklemi ¢oziilmelidir. Bu denklem ¢oziiliip, ¥(0,7) (3.0.17) denkleminde

d’  (3.0.18)

oo ()2
W(0,1) = / W(x',0)e T di +

yerine konursa durum fonksiyonu tiim zamanlar icin belirlenerek ¢6ziim
elde edilmis olur. (3.0.18) integral denkleminin ¢oziilebilir olmasi Dirac &
fonksiyonunun katsayisi c¢(¢) fonksiyonuna baghdir. S$imdi (3.0.2) denkleminin

analitik ¢6ziimiiniin miimkiin oldugu bir 6rnegi inceleyelim.

3.1. 6 Potansiyelinin Katsayis1 Zamanla Ters Orantili

Simdi [33] c¢alismasinda yer alan, (3.0.I) denklemindeki & potansiyelinin

katsayisimn, o bir sabit olmak iizere c(t) = ¥ oldugu 6rnegi inceleyecegiz.

(3.0.T5) denkleminde c(¢) i¢in yapilan bu se¢im yerine kondugunda

_ 1
V/(x’s) = 2\/5

/w ei‘/mx*x,‘l//(x’,O)dx/ -t
oo 2

is

Vsl L{%q/(o,t)} . (3.1.19)

elde edilir. Bu durumda W(x,7) durum fonksiyonunu, baglangi¢ durum fonsiyonu

¥ (x,0) cinsinden veren Green fonksiyonu G(x,x’, 1)
W(x,r) = / Glx, 1) (x, 0)dx’ (3.1.20)

analitik olarak ¢oziilebilmektedir.

Bu ¢oziimii elde ederken (3.0.18) gibi bir integral denklemi ¢ozmek yerine,
W(x,7) nin Laplace doniisiim fonksiyonu (x,s) fonksiyonunda, x = O alinarak

elde edilen fonksiyon (0, s) nin sagladig bir differansiyel denklem ¢oziimiinden



21

yararlanacagiz. Bu denklemi elde etmek icin

ﬁ{if(t)} = /we 1f( 1)dt = /Owe*“f(t) (/Ome“ds’>d;
_ / / 0 f (1) d/di
CE(perepue e

= /wﬁ{f(t)}ds’. (3.1.21)

N

esitligini kullanacagiz [33]. (3.1.19) denkleminde x = 0 secilip, (3.1.21)

denkleminde elde edilen sonug kullanilarak

VI
¥(0,5) = z\f/ w(0,5)ds' + \F/ w(x,0)dx (3.1.22)

elde edilir.
u(s) :/ (0,5')ds’ | (3.1.23)

tanim yapilirsa (3.1.22)) denklemi, u(s) fonksiyonu cinsinden

o
7(0,5) = / dx' Vil (x' ) . 3.1.24
V(0.5) == muls) + o= | y(x,0) (3.1.24)
denklemine doniisiir. ¥(0,s) = —d':l—(ss) oldugundan bu denklem
du(s) o / 1 iis|Y| /
T — dx &Visk 0). 3.1.25
ds 21'\/5 u(s) 2\/> ! y(.0) ( )

biciminde birinci dereceden bir differansiyel denklem olarak yazilabilir. Bu

denklemin ¢oziimii

oo , et\/5|x/| ,
= d 0). 3.1.26
uls) = [ dx o | o) (3.1.26)
Verir. s degiskenine gore tiirev ve x' degiskenine gore integralin yer

degistirebilmelerinin sonucunda

0o / iis|¥'|
w(0,s5) = /_ i <|x,’|x+|ia> ("’2 N ) w(x,0)dx . (3.1.27)
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bulunur.

Pod L% 3.1.28
= 4t A
2+/is it ¢ ( )

denklemi kullanilarak

J2
1 o ‘x/|ei{T . )
t)= dx'. 1.2
vo =5 | <|x’|+ioc> V(.0 dx (3129

esitligi elde edilir. y(0,7) icin elde edilen bu ifade, %y(0,7) nin Laplace

doniistimiinde yerine konarak

L{%W(O,z)} :/_:dx’ (W> w(¥,0) . (3.1.30)

|x'| +ic

elde edilir. Bu sonucu da Eq.(3-1.19) denkleminin sag tarafinin ikinci teriminde

yerine koydugumuzda ¥ (x, s) igin

- _ 1 iis|x—x'| _ - e!Vis(hl+i1) ’ /
V(x,s) 7/_00 Wit [e io <|x’\+i06 y(x,0)dx". (3.1.31)

ifadesini buluruz. Bu denklemden s degiskenine goére Green fonksiyonunun

) v iis(xl -+ )
G(x,x’,s) = i [el\/glx_x —ix <e|xl|—|—l(x . (3132)
A

oldugu goriilmektedir. ~ Bu fonksiyonun ters doniigiimii (3.1.28) denklemi
kullamlarak ¢(r) = < igin alimp (3.0.1)) denklemindeki Hamiltoniyen igin ilerletici
(propagator) elde edilir:

e {“x‘xﬂ % exp {#’X’HX")QH ERESY

G 9 /7t = -
(e,%,1) 4t |X'| +io 4t

1
Vit
Ilerleticinin bu ifadesi kullanilarak durum fonksiyonu icin

B o 1 i(x—x)?
v = [ s Tmtexp{ . ]
(x| + 1¥'])*

4

04

W[+ ia ] }w(x ,0)dx’ . (3.1.34)

exp [i

ifadesi bulunur.
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4. Galilei Doniisiimii Kullamlarak Sabit Hizla Giden Dirac 6
Potansiyelinin Bagil Durum Coziimii

Bu boliimde sabit hizla giden Dirac 6 potansiyelinin bagil durum ¢oziimiinii Galilei

doniisiimii kullanarak yapacagiz. Oncelikle duragan oldugunu kabiil ettigimiz bir

S!

Sekil 4.1. Koordinat Sistemi

S koordinat sistemi i¢in zamana bagli Schrodinger denklemini yazalim:
L0 ) - B
i3 WD) =[5 Vi+VEDEED) (@01
m

Bu denklemi, S koordinat sistemine gore sabit U hiz1 hareket etmekte olan bir
sistemindeki koordinatlar cinsinden yazmak icin Galilei doniisiimlerini uygulayip

diizenlersek,

-

- 2
mo-r + %2t
h

W' (F,1)) = exp| —i 2w (7))

denklemi [36] ile verilmek lizere Schrédinger denklemi;

nAN (rt)) B o " p
S = = VAW () V() () (4.02)

seklinde elde edilir. Bu sayede V(7 — ¥t) seklinde potansiyel terimine sahip

Hamiltoniyenler i¢in, ¥ sabit oldugundan ¥ = F— Ut Galilei doniisiimii yaparak
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potansiyel zamandan bagimsiz hale getirilebilir. Boylece S’ koordinat sistemindeki
Hamiltoniyen artik agikca zamana bagli degildir. Bu sayede ¢oziim bu sistemde
elde edilip, ters Galilei doniisiimii yapilarak V(7 — ¥t) potansiyeli i¢in ¢oziim
bulunmug olur. Simdi AS(x — vr) potansiyel enerjisine sahip bir sabit hizla
hareketeden § fonksiyonunun ¢oziimiine bakalim. Islem kolayligi bakimindan
h = m =1 olarak alinacaktir. Bu durumda ¢6ziilmesi gereken Hamiltoniyen

1 42

seklindedir. Burada x’ = x — vt Galilei doniigiimii uygulandi§inda Hamiltoniyen;

1 d?

/Y N ., /
H=—5— 5 +A8(x) (4.0.4)

seklinde elde edilir. Bu Hamiltoniyenin bagil durum ¢6ziimii iyi bilinmektedir [|6].

Bu durumun 6zdegeri

)LQ
E=——
2
olup durum fonksiyonu
12
|Wo(x',1)) = v/ —Aexp [)L\x’ —i—izt] (4.0.5)

seklindedir [6]]. Daha sonra
[\P(,1)) = [Px—vt,1'))

Galilei doniisiimii uygulandiginda durum fonksiyonu;

2 2
|W(x,1)) =/ —Aexp | A|x — vt|+ivx — i<— 12 + v2>t] (4.0.6)

olarak yazilabilir. Bagil durumlarda faz carpanindaki zaman degigkeninin kat say1s1
enerji olarak yorumlandigindan S’ sisteminin bagil durum enerjisi;

A2 2
E=-T+= 4.0.7)

olarak bulunur. Bu sonug sezgilerimizle uyumludur; x’ koordinat sistemine gore E’

enerjisine sahip bir sistemin x sistemine gore E = E’ 4+ m%- enerjisine sahip olmasi
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beklenir.

NOT: Zamana bagl potansiyeller icin e8er potansiyel bir Galilei doniigiimii
ile duragan bir potansiyele doniistiiriilemiyorsa, sistemin enerjisinin ne oldugu
belirsizdir.  Yani genel olarak zamana bagli potansiyellerde dalga (durum)
fonksiyonunun exponansiyel terimindeki % nin katsayisina enerji denemez. Ciinkii
durum fonksiyonlarinin zaman bagimliliginin et olmasi, potansiyelin zamandan

bagimsiz oldugu sistemler i¢in gecerlidir. Yani
Y(7,t)=wy(F)T(t) (4.0.8)
tanimu yapilip zamana bagli Schrédinger denkleminde yerine kondugunda;

w(?)ihagft) — T()Hy(?) (4.0.9)

sonucu elde edilir. Burada y/(7) bir 6z durumsa Hy(7) = Ey(7) olur ve

w(?)ihaggt ) _T(Ew®) (4.0.10)
seklinde yazilir.
ihagft) —ET(t)=T() = 4.0.11)
oldugundan dalga fonksiyonu
Y7 1) = y(Fe (4.0.12)

olarak elde edilir.
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S. Spin % Sistemlerin Zamana Bagh Manyetik Alanlar Icinde

Evrimi

5.1. Zamana Acikca Bagh Invaryant Islemciler ve Bu Islemcilerin

Schrodinger Denkleminin Coziimii Ile Tliskileri

Zamana acik¢a bagh
H=H()

seklindeki Hamiltoniyenlerin bir kismi icin invaryant iglemci adi verilen ve
zamandan bagimsiz bir iglemci tanimlamak miimkiindiir.
Tamm Invaryant islemci: Bir invaryant islemci zamana gore tam tiirevi sifir olan

Hermitik bir islemcidir. Yani islemci

di(t) _ of(r) 1

— =" %[IA([),I:I(I)] =0 (5.1.1)
sartim1  saglar. Zamana gore tam tiirevin sistemin evrimini belirleyen
Hamiltoniyene bagli olmasindan dolayi, invaryant igslemcinin Hamiltoniyene has
oldugu bu denklemden goriilmektedir. Bir invaryant islemcinin kendisine has

olan Hamiltoniyenin Schrédinger denkleminin ¢dziimiinde kullanilabilmesi icin

Hermitik olmas1 gerekmektedir.

I=T (5.1.2)

Bu islemciler zamana bagli Schrédinger denkleminin c¢oziimlerinde kullanigh

olabilirler. Bir vektor (Ju(z))) iin sagladig1 Schrodinger denklemi

ih—u(t)) = H(t)|u(1)) (5.1.3)

ih=-(Ilu())) = H(I|u(r))) (5.1.4)
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denklemi elde edilir. (5.1.4) denklemi;

u(t)) vektorii Schrodinger denkleminin bir
¢oziimil ise, bu vektore invaryant islemci uygulandiginda Schrédinger denkleminin
baska bir ¢oziimiiniin elde edildigini gostermektedir. Invaryant islemci Hermitik
oldugundan etki ettigi uzayin boyutu kadar karsilikli ortonormal 6zvektore sahiptir.
Bu ozvektorleri |A,K) ile gosterelim. Burada A, I min 6zdegerlerini, K da diger
kuantum sayisin1 temsil etmektedir.

O halde;

I(#)|A,K) = A|A,K) (5.1.5a)

(M'K'|AK) = 80 Sk (5.1.5b)

seklindedir. [T = I oldugundan A ozdegerleri gercel sayilardir.  (5.1.54)

denkleminin zamana gore tiirevini alalim;
ol ~d ar d
EM,KH—IEM,K)—§|A,K>+AEM,K> (5.1.6)

ve (5.1.1) denklemindeki her bir terimi |A, K) vektriine yani invaryant iglemcinin
herhangi bir 6zvektoriine uygulayalim. (Burada sol taraf sifir oldugundan (5.1.1))

denkleminin i# ile ¢arpilmis halini kullantyoruz)
Lol . .
it |2, K) +IAIA.K) — A2, K) = 0 (5.1.7)
|A,K) vektorii [ islemcisinin 6zvektorii oldugundan bu denklem
ol n .
zhEM,K)—l—IHM,IQ—?LHM,IQ:O (5.1.8)

seklinde yazilabilir. (5.1.8) denklemindeki invaryant iglemcinin |A,K)

ozvektoriinden farkli 6zdegerli bir 6zvektorii [A', K’} ile i¢ carpimini alahm
. ! !/ ai / 11 T713 ! 11 17
ih(A',K ‘EM’KH_M JK'|IH|A,K)—A(A",K'|H|A,K) =0
Bu denklem / nin hermitikligi kullanilarak

ih</1’,1<’|‘;f|/1,1<> T )ALK|AAK) =0 (5.1.9)
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bi¢iminde yazilabilir. Bu denklemde A = A’ alinirsa
i
(2. K'| 5 |2,K) =0 (5.1.10a)
elde edilir. Bu denklemde K = K’ segilerek;
Qa, K| |7L K) = (5.1.10b)

elde edilir. Yani invaryant iglemcinin tiirevinin bir |A,K) durumunda beklenen

degeri sifirdir. Simdi (5.1.6) denkleminin (A, K| ile sayisal carpimini alahim.

oA

of d

(LKIAK) + A (LK 2 .K)

Boylece (5.1.10b) denkleminden iistteki denklemin orta esitliginin sifir oldugu

goriilebilir.
ar
or

elde edilir ve invaryant islemcinin 6zdegerlerinin zamana gore tiirevinin sifir

=, K| |)L K) = (5.1.11)

oldugu goriiliir:
a2
dt

Simdi, [ mn 6zvektorleri ile Schrodinger denkleminin ¢oziimleri arasinda bir iliski

=0 (5.1.12)

bulmaya calisacagiz. Bunun igin ilk olarak (5.2.28) denkleminde buldugumuz

sonucu kullanarak (5.1.6) denklemini yeniden yazalim.
. 0 ol
A—I)=—|A,K)=——|A,K 5.1.13
(=D 2 1AK) = 2T .K) (5.1.13)
Bu denklemin her iki tarafinin (A’, K’| vektorii ile i¢ ¢arpimini alalim.

MA’,K’yim,m <7UK'|1 1K) = <;L’,K'§f|z,1<> (5.1.14)

(MK’ ] M K) ifadesinden kurtulabilmek i¢in (5.1.9) denklemini bu ifade icin
¢oziip, (5.1.14)) denkleminde yerine koyarak

(A, K! M K) = (l—l’)<l’,K’\FIILK>
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yada
ih(A — A’)W,K’yim,m = A=A K'|H|A,K) (5.1.15)

denklemini elde ederiz. Eger A # A’ ise yani farkli 6zdegerlere gelen 6zvektorler
i¢in, (3.1.13)) denklemindeki (A — A’) ifadelerini sadelestirerek
A # Aigin;

d .
(l’,K’\ihEM,IQ = (A, K'|H|A,K) (5.1.16a)
yazilabilir. A = A’ i¢in (5.1.13)) denkleminden yola ¢ikilarak
d .
in(A.K| 5|2, K') = (A.KIAIAK) (5.1.16b)

yazilamaz.  Eger (5.1.16b) denklemi saglansaydi, ve (5.1.16b)

denklemlerini kullanarak, |A,K) vektoriiniin Schrodinger denklemini sagladigini
soyleyebilirdik. ciinkii bu vektoriin ortonormal {|A,K)} bazinda tiim
bilesenleri Schrodinger denklemi saglamis olacakti (ancak verili bir |A,K)
vektorii icin kendisi ile aymt yozlasmig alt uzayda bulunan bilegenlerin
Schrodinger denklemini sagladigini denkleminin saglandigindan emin
olamadigimizdan s6yleyemiyoruz).

O halde, yozlagmig alt uzayda Schrodinger denklemini saglayan karsilikli bir
owrtonormal baz kiimesi bulmaya g¢aligahm. Bilindigi gibi verili bir |A,K)
vektoriiniin fazi fiziksel durumunu degistirmez. Diger bir degisle |[A,K) ve ® € R
olmak iizere ¢’®|A, K) ayni kuantum durumuna kargilik gelmektedir. Su ana kadar
yaptigimiz islemlerde |A,K) nin fazina dair herhangi bir kabiil yapmadik. Yani
|A,K) vektoriinii halen zamana da bagli olabilecek (yani ® = ©(r) olabilir, yeterki
O(¢) tiim zamanlar i¢in gercel degerler alsin) bir faz ile carpabiliriz. Diger bir
degisle baslangigta sectigimiz /(¢) nin baz vektorleri (|A,K) lar1) kullanarak yeni
bir bazi

IA,K) = e« D|A K) k() R (5.1.17)
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seklinde tamimlayabiliriz.  (5.1.17) denkleminde ki ayx(z) faz fonksiyonlart
zamana bagli gercel degerler alan fonksiyonlardir.
I(t) islemcisinin zamana gore tiirev iceren bir terime sahip olmadigin

varsaydigimizdan

()X, K) g = 2e x| K)

Ayrica
alA K |A, K)o = ei(alK(l)_a?L’K’(t))<}L7K|A”K/>

esitlikleri saglanir. Diger bir degisle denklemi ile tamimlanan |A,K)
vektorleri de [(¢) islemcisinin kargilikli ortonormal 6zvektorleridir. O halde
denklem (5.1.16a) esitligi de dahil, () nin {|A,K)} 6zvektor bazi igin tiirettigimiz
tim esitlikler {|A,K)}, bazim denkleminin ayni zamanda A = A’
icinde gecerli olacak sekilde secebilirsek {|A,K)}, bazindaki biitiin vektorler
Schrodinger denklemini saglamig olurlar. Bu @ g (¢) fonksiyonlarini istenen kosul
saglanacak sekilde secmekle miimkiin olabilir.

Bu kosulu bulmak i¢in denkleminde tanimlanmug {|A,K)} vektorlerini
(A = A') igin yazilmug (5.1.16b) denklemine yerlestirirsek

—h(;aw(t))e"““(”wlf’A,K>+ihe"°‘“<(”<l,1<’ZM,K>=<LK’\I76"°‘“<’)A,K>
ya da
—h(ia”(z))ei“w)am+ihel’%< (A, K’\ - A K) = (A, K'|He x|, K)

denklemlerini elde ederiz. A nin tiirev igeren bir terimi olmadigin1 varsayarak son

denklem

d

iog(t) _ fi—
¢ ( ot

a)LK(t))SKK/ +heialK(t) <)’aK/|aat|)‘aK> = eialk(t) <2‘7K,’I:I|2'7K>

biciminde yazilarak e'%x () terimleri sadelestirilerek

d ) .
‘;‘jk — (AK'in —AAK)

hogk ot
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bi¢iminde yazabiliriz. Bu denklem K # K’ igin saglanabilmesi igin sag taraf
sifir olmalidir.  Bu (ih% — H) islemcisinin invaryant islemcinin 6z bazinda
kosegenlestirilmesi anlamina gelir. Bu kosegenlestirme her zaman miimkiin ¢iinkii
[ih g — A1) =0 dir ve ih§- — A Hermitik bir islemcidir. (3-I.I) denkleminde ki

) _ 2N Lty Aw) =0
kosulundan yola ¢ikarak [ih% — H,I] = 0 oldugunu gostermek basittir. (ih% —
H)t= ih% — H. O halde invaryant islemci / kullanilarak yapilacak ¢éziimlerde en
bagta ele alinan bazda (ih% — H) islemcisi kosegenlestirilerek devam edilmelidir.

O halde geriye kalan K = K’ se¢ip zamana bagli fazlari

doy g . . i_ N
h= % = (A.Klins. —H|2.K) (5.1.18)

5.2. Invaryant Islemcinin Spin } Sistemlere Uygulanmas

Bu boliimde, zamana bagli manyetik alanlarin etkisi altindaki spin% sistemlerin

evrimini inceleyecegiz. Uc boyutta (en genel) zamana bagli manyetik alan;
B(t) = By (t)%+Ba(t)§ + B3(1)2 (5.2.19)

seklinde yazabiliriz. Boyle bir manyetik alanin etkisi altinda hareket eden spin %
sistemin (bu noktadan sonra spin % sistemi kisaca spin olarak yazacagiz) zaman
evriminin; Bj(¢),B,(t) ve B3(t) ne sekilde segilirse ya da aralarindaki iligski ne
olursa analitik olarak ¢oziilebilir oldugunu bulmaya calisacagiz. Bu c¢alismada
¢oziilebilir en genel durumu yani ¢oziilebilir tim durumlar1 buldugumuzu iddia

etmiyoruz. Yalnizca ¢6ziilebilir baz1 durumlar1 gostermeyi hedefliyoruz. Spinin

manyetik dipol momenti, y jiromanyetik oran1 gostermek iizere;
L=ys (5.2.20)

seklindedir [2]. Bu manyetik dipol momente sahip bir spinin evrimini veren

Hamiltoniyen ise;

H=—-[i-B=—-yB-S (5.2.21)
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denklemi ile verilmektedir [2]. (5.2.20) ve(5.2.21) denklemlerinde § spin

islemcisini gostermektedir ve S spin islemcisi Pauli spin matrisleri ile temsil

edilirler:

hs B an aa
= —56 = —E(GXX‘F ny"‘ GZZ) . (5222)

[T

(5.2.22) denklemindeki 6,6, ve 6, nin matris temsilleri, 6; nin 6zvektorleri baz

alarak se¢ilmesi durumunda

0 1 0 —i 1 0
6x—<1 0>, Gy—<i 0), Gy—<0 _1> (5.2.23)

seklindedirler [49]. (5.2.21), (5.2.22)) ve (5.2.23) denklemleri kullanilarak

denklemi ile verilen manyetik alanin etkisi altindaki spini betimleyen Hamiltoniyen

N Lh B3(l‘) B](l‘)—iBz(l‘)
H=- [Bl(t)+iBz(t) “By(1) ]

(5.2.24)

matris degerli bir fonksiyon olarak bulunur [37]. O halde amacimiz (5.2.24)
denkleminde verilen Hamiltoniyen icin evrim iglemcisini ya da durumlar arasi
gecis olasiklarini, Bj(¢),B,(t) ve B3(f) nin hangi secimlerinde analitik olarak
hesaplayacagimizi bulmaktir. ~ Zamana bagli Hamiltoniyenler iginde evrim
islemcisi en kolay hesaplanabilen grup Hamiltoniyenler, farkli zamandaki ifadeleri
birbiri ile sira degistiren Hamiltoniyenlerdir 6. Bu tarz Hamiltoniyenler i¢in
evrim iglemcisi zamandan bagimsiz Hamiltoniyenler i¢in kullanilan ifadenin basit
bir genellestirmesidir. [H (), H(t,)] = 0 esitligi her #; ve t, ani icin saglantyorsa,
evrim iglemcisi

Ur) = exp[—;l /0 tH(t’)dt’] (5.2.25)
esitligi ile ifade edilir. Sonlu (N) boyutlu Hamiltoniyen iglemcisi (N x N) lik kare
matrisler ile temsil edilebilmektedir. Bir matrisin integrali her bir terimin integrali
almarak hesaplandigindan [37], denklemi verili bir Hamiltoniyen icin

hesaplanabilir. Bu yiizden ilk olarak (5.2.24)) denkleminde verilen Hamiltoniyenin
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farkli her iki zamanda sira degistirmesinin sartlarinin ne oldugunu inceleyecegiz.
(5.2.24) denkleminde verilen A (¢) Hamiltoniyenin farkli iki zamanda yazip sira

degisimlerini hesaplayalim.

[FI(n),H(Q)] = <— ?)2 X

{[ Bi(r)) Bl(tl)—iBz(n)H Bi(1,) Bl(tz)—iBz(tz)}

B](l‘])—i-iBg(t]) —B3(t1) B](l‘z)—i-iBz(tz) —B3(Z2)
_ |: B3(t2) B](tz)—iBz(lz)] [ B3(l1) B](t1)—iBz(t1):| }
B (t2) +iBa(2) —B3(12) By (t1) +iBa(t1) —B3(t1)

m\*
()
i(B1(t1)B2(12) — B1(t2)B2(t1)) [B1(12)B3(t1) — B1(t1)B3(t2)
—i—i(Bz ([1 )B3 (lz) — 82(12)33 (l‘] ))(g

[Bi(t1)Ba(t2) — B1(t2)B3(t1) 2.26)

+i(B2(11)B3(12) = Ba(12)B3(11))]  i(B1(12)Ba(tr) — Bi(11)Ba(t2))
Daha oncede belirttigimiz gibi [H(t;),H(t,)] = 0 oldugunda sistem analitik
olarak ¢oziilebilmektedir. Bu sartin saglanmasi igin (5.2.26) denkleminden de

goriilebilecegi tizere

B](l‘])Bz(l‘z) :Bl(lz)Bz(ll) (5.2.27a)
B](l‘z)Bg(l‘]) :Bl(tl )Bg(lz) (5.2.27]))
B2(t1)B3 (l‘z) = Bz(tz)B3 (ll) (5.2.27C)

esitlikleri tim #; ve #; zamanlarn icin saglanmalidir. (5.2.27) denklemleri
oldukca kisitlayicidir. Bu ii¢ kosulun saglanabilmesi icin su iki durumdan biri

saglanmalidir.

1. ki, ko, k3, sabit olmak iizere kB (t) = kB2 (t) = k3B3(t) (5.2.28a)
2. itj#k  Bit)=0  Bjt) =kBy(r). (5.2.28b)

Ancak bu iki durumda ilgin¢ degildir, ¢iinkii her iki durumda da sistem, bir

koordinat doniisiimii ile manyetik alanin yalnizca z yoniinde oldugu bir sisteme
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doniistiiriiliip kolayca ¢oziilebilir. Farkli zamanlardaki Hamiltoniyenlerin birbiri
ile sira degistirdigi durumun manyetik alanin yalnizca bir yonde oldugu duruma
esdeger oldugunu gordiik. Neyse ki zamana bagli bir manyetik alan i¢inde hareket
eden bir spinin evrimini bulmak i¢in baska yontemler de denenebilir. Ele aldigimiz
durum iki boyutlu durum uzayina sahip oldugundan, zamana bagli Schrodinger
denkleminin dogrudan ¢6ziimiinii denemek yararl olabilir. Iki boyutta zamana
bagl en genel durum her an icin

vy = (40). 0+ -1 (52.29)
seklinde ifade edilebilir. Manyetik alan icinde hareket eden spinin Hamiltoniyeni

(5.2:24) denkleminde verilmisti. (5.2.29) denkleminde verilen durum ve (5.2.24)

denklemindeki Hamiltoniyen i¢in zamana bagli Schrodinger denklemi

ihaat|‘P(t)> =H|¥(1)) (5.2.30)

. gl(t) _7ﬁ B3(I) Bl(f)—iBz(t) gl(t)
ih <g2(t)> 2 [Bl(t)+iBz(t) —Bs(1) } <g2(t)> (5.2.31)

biciminde bir matris denklemine doniisiir. Matris esitligini satirlari i¢in ayr1 ayri

yazarak
dgc}z( ) - &) = %Bs (t)g1(r) + %B*(t)gz (1) (5.2.32a)
dg;r(t) =800 = % (1)g1 (1) — %/Bs(f)gz(t) (5.2.32b)

elde ederiz. (5.2.32)) denklemlerinde yer alan f3(¢)
B(t) = By (t) +iBa(t) (5.2.33)

seklinde tanimlanmistir. Bu denklemi ¢6zmek icin iki ayr1 yontem izlenebilir.
Birincisi ¢iftlenmig bir denklem ikilisi olan (5.2.32) denklemlerini ayrigtirmaktir.
Bu yontemin dezavantaji elde edilen denklemlerin karmasik fonksiyonlar i¢in

denklemler olarak kalmasidir.  Ikinci yontem ise gi(f) ve g»(¢) karmagik
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fonksiyonlarin1 reel fonksiyonlar cinsinden ifade edip yalnizca reel degiskenler
cinsinden diferansiyel denklemler elde etmektir. Bu yodntemin dezavantaji ise
elde edilecek denklemlerin hem sayisinin artmast hem de denklemlerin ¢iftlenmis
olarak kalmasidir. Manyetik alanin bilesen fonksiyonlarinin cinsine gore bazen
birinci, bazen de ikinci yontem daha kullanigh olabilir. Birinci yontemde ilk adim
birinci dereceden diferansiyel denklemleri ¢ozmekte kullanilan integral ¢arpani

kullanmaktir. Bu ¢arpan (5.2.32a) denklemi i¢in

() = e 2 I Bst)ar (5.2.34a)
iken (5.2.32b) denklemi i¢in;

pl(f) = %/ Badr (5.2.34b)

seklindedir. Daha sonra ki islemlerde basitlik olmas1 a¢isindan

t
h(r) = %’ / By(')df’ (5.2.35)
tanimi1 yapalim.
dh(t) .. Y
o =) = 3Bs(1) (5.2.36)

olduguna dikkat ediniz. (5.2.324) ve (5.2.32b) denklemleri sirasiyla (5.2.34a) ve
(5.2.34b) denklemlerinde verilen w(¢) ve u~!(¢) integral carpanlari ile garpilirsa

denklemler
j(e"h(’>g1 (r)) — W =i B (1)1 (1) (5.2.37a)
1 2
ve
d ([ . v
- (e’h(’)gz(t)> = %’e"’@ B(r)gi(r) (5.2.37b)

denklemlerine doniisiirler. Simdi

s1(1) = p(r)g1(t) = e g (1) (5.2.38a)

s52(1) = = (1) g2 (1) = €™ Dgy (1) (5.2.38b)
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tanimlarini yapip, (5.2.37) denklemlerini (5.2.38)) tanimlari cinsinden yazalim:

d / .

(1) :%’ “(1)e 20 g, (1) (5.2.39a)
d ; .
po0) :%’ (1)e2M 0, (1) (5.2.39b)

Her iki denklemin bir kez daha tiirevi alinip, (5.2.39) denklemleri kullanilarak,
yine (5.2.39) denklemleri ¢iftlenmis halinden kurtarilip ayristirilabilir. Bu islemi

oncelikle denklemi i¢in yapalim

2g I ) .
d dtlz(t) = gﬂ"’@ [(ﬁ*(t) - iYB*(t)Bs(t)>sz(t) YR )sa(1)]| (5.2.40)

simdi denkleminden s5(¢), (5.2.39b) denkleminden s>(¢) yi ¢ekip (5.2.40)

denkleminde yerine koyalim.

2s s
d diz(t) = (jtmﬂ*(z) —iYB; (z)> d ;t(t) - %’ 1B(1)s1(2) (5.2.41)

df()/dr _
@

LIn[f(t)] esitligini kullandik. (5:2.41) denklemini manyetik alanin orijinal

elde ederiz. Bu denklemi yazarken her f(z) fonksiyonu igin gegerli olan

bilesenleri cinsinden

2S S
d a'tlz(t) _ {jtln[Bl (t) —iBy(t)] — ivBs(1) } d ;t@
LEOBOW0 -0 624

seklinde yazabiliriz.
Benzer sekilde (5.2.39b) denkleminin zamana gore birkez daha tiirevini alalim
ve (5.2.39) denklemlerini s1(¢) ve s1(t) yi, s2(¢) ve s2(¢) cinsinden yazmak igin

kullanalim:

2s iy 5 :
2 d;@ = T2t KB (£) +iyB(1)Bs (t)>sz(r) + ﬁ(t)s'z(t)] (5.2.43)

d2S2(l)

20 (Linpioy+inmin) 22

dt

“TBOPa() 5244
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(5.2.44) denklemi de orijinal manyetik alan bilesenleri cinsinden

2S N
Eonl) a0+ + iyt } 2
LBO B0 -0 6245

seklinde yazilabilir. Her ne kadar (5.2.42) ve (5.2.45)) denklemlerinde goriildiigii

gibi, (5.2:32) denklemlerinde |[¥(z)) durum vektoriiniin bilesenleri gi(r) ve
g2(t) igin elde edilen differansiyel denklemler ayrigtirilmis olsa da, denklemdeki
katsayilarin hem karmagik olmasi hem de zamana bagliligindan dolay1 B;(t)lerin,

(i=1,2,3) ¢ok az bir se¢imi i¢in bu denklemler ¢6ziilebilir olacaktir.

Zamana bagli Schrodinger denklemini ¢6zmek i¢in denenebilecek ikinci yontem

karmagik birer fonksiyon olan g;(7) ve g»(¢) fonksiyonlarini

gi(t) = u(t) +ivi (1) (5.2.46a)
ve

g2(t) = us(t) +iva(r) (5.2.46b)

seklinde gergel bilesenlerine ayristirp, bu ifadeleri (5.2.32)) denklemlerinde yerine

koymaktrr. Boylece
iy (1) + iy (£) = Z{Bg(t) <u1(t) +ivy (t))
+ {Bl (1) — iBz(t)} [uz(t) +ivs (t)] (5.2.47a)
ve
(1) +iva(t) = 2/[31 (1) + iBz(t)] [ul(t) +iv; (t)}
- {33 (1) (ug(l‘) +iv (t)> (5.2.47b)

elde edilir. (5.2.47) denklemlerinde f(z) = By (t) + iB»(t) fonksiyonunun agik

ifadesini yazdik ¢iinkii amacimiz denklemleri gercel ve sanal kisimlarina ayirarak
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tamamen gercel degisken ve sabitlerden olusan denklemler elde etmek. Bu

nedenle (5.2.47a)) ve (5.2.47b) denklemlerinin gergel ve sanal kisimlarini birbirine

esitleyecegiz. Bu yapildiginda

00 = 5 B30 )+ Bantt) B 000) (5.2.482)
01(0) = ¥ | B0 @) 81 010) B0 20 (52.480)
in(1) = ¥ 82000 (0 310y 1)+ B3 0020 (52.480)
02(0) = 1| B4 0 1) Ba(0yon 1) - B 0)t) (52.480)

denklemleri elde edilir. Goriildiigii gibi bu denklem sisteminin her biri gercel ve
birinci dereceden de olsa bilinmeyenlerin birbirine bagli oldugu ve sabit katsayili
olmayan bir denklem sistemi oldugundan, bu sistemin de cok ©6zel durumlar

disinda ¢6ziimiinii bulmak oldukg¢a zordur.

5.3. Invaryant Islemci ile Zaman Evriminin Hesaplanmasi:

Zamana bagli Hamiltoniyenler ile ilgili problemlerde siklikla kullanilan invaryant
islemci yontemi [[22/23|38-41]], zamanla degisen manyetik alanlarin etkisi altindaki
spinlerin zaman evrimi problemi icin de kullanilabilir. Invaryant islemcinin

tanmimlayicr iki 6zelligi vardir:

1. Zamana gore tam tiirevi sifirdir:

di ol i.. .
— == %[I,H] =0. (5.3.49)

2. Hermitiktir.
Ilgilendigimiz spin% sistemlerin durum uzayi1 2 boyutlu oldugundan, bu uzaya etki

eden invaryant islemci de iki boyutludur. Bu islemcinin Hermitiklik 6zelligini de

kullanarak, I, (¢) ve I (t), matrisin Hermitikliginden dolay1 gercel sayilar olmak
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lizere, invaryant matrisin en genel halini

> (Iu(r) Do(r)
= [121(f> Izz(r)] (5.3.50)

biciminde yazabiliriz. Simdi (5.2.24) denkleminde verilen Hamiltoniyen ve
(53.3.50) denkleminde verilen invaryant iglemciyi birbiri ile sira degisimini alip,
(3.3:49) denkleminde yerine koyarak invaryant matrisin elemanlar1 i¢in bir

diferansiyel denklem sistemi elde etmeye caligalim:

N

[I(t),[fl(t)} —

?’h{[ln(f) Ilz(f)H Bs(1) Bl(t)—iBz(T)}
2 121(2‘) 122(2‘) Bl(t)+iBz(t) —B3(l‘)

[ B3(l‘) Bl(l‘)—iBz(l‘):| [[11(1‘) 112(2‘):|}
Bl<t)+iBz(t) —B3(t) Iz](f) Izz(t)

Bi(t)+iBy(t) = B, Bi(t) —iBy(t) = B* (5.3.51)

tanimlarini yaparak;
[IA(I),I:I(t)} _

i iIm[1 (1) B (1)] 2 l1(0) = Da(0)]B* (1) — 12 (1) B3 (1)

)
2 [5[122(1) =1 (1)1B (1) + 11y (1)Bs (1) iImIy (1) B*(1)]
(5.3.52)

elde edilir. Bir matrisin tiirevi tek tek elemanlarinin tiirevinin alinmasi ile elde

edildiginden [37], (5.3.52)) denklemi (5.3.49) denkleminde yerine kondugunda

8111(1) 8112(1)
Jt Jt
[a[ll(l‘) 8122(t)]

ot o
n iy [ ilm[l15(t)B(1)] [ (t) = Lo (0)]B*(t) — 12 () B3 (t)
2 (3 (t) — (1)1 B(6) + 11, (1)B3 (1) ilm[I7,(t) B~ (1)]
00

= ] (5.3.53)
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bulunur. Bu matris denklemi ii¢ tane bagimsiz diferansiyel denklemden olugan bir
denklem sistemi verir. Bu denklem sistemi su sekildedir;

8111(1‘)

5, Vml()B()] =0 (5.3.54a)
a’gt(’ )4 Y lh4(0) — a(0))B° ()~ i12(0)Bs(0) = 0 (5.3.54b)
L) yimi0)8 ()] = 0
Son denklem Im(z*) = —Im(z) esitligini kullanarak
a"gf’ ) ¢ ym{1a(6)B(0)] = 0 (5.3.54c)
biciminde yazilabilir. (3:3.34a) ve (5.3:34c) denklemleri toplanarak
azgt@ . azgzt(;) Y 4 allalt(t) o azgzt(z) . O

elde edilir. Burada amacimiz, denklemi ile verilen Hamiltoniyen igin,
zaman evrimini hesaplayabilecegimiz bir tane invaryant iglemci bulmaktir. Ayni
Hamiltoniyen i¢in birden fazla invaryant iglemci bulunabilir ancak bu invaryant
islemcilerin hepsi ayn1 zaman evrimini verir [23]]. Bu yiizden denklemleri miimkiin
oldugunca kolaylastirmaya calisacagiz ve invaryant iglemcinin tiim elemanlarinin
yalnizca zaman degiskenine bagli oldugunu varsayacagiz. Boylece kismi tiirev
yerine tam tiirev kullanabiliriz. Bunun sonucunda (5.3.54d) denkleminin integrali

alinarak
111(2‘) = —122(Z)+C (5.3.55)

elde edilir. Amacimiz en kolay yoldan bir invaryant iglemci bulmak oldugundan

¢ = 0 kabul edebiliriz. Boylece
I (1) = —In(t) = (1) (5.3.56)
tanimini yapabiliriz. Bu tanimi (5.3.54b) denkleminde yerine koyarak

81;2[(;) + %20600)[3*(1) —iYIa(1)B3(1) =0
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ya da gerekli sadelestirmeleri yaparak

8112(t)
ot

+iy[oo(t)B*(t) — L2(t)B3(1)] = 0 (5.3.57)

elde ederiz. Su ana kadar invaryant islemcinin elemanlar icin elde ettigimiz
denklemler karmasik fonksiyonlar cinsinden denklemlerdir. Gergel fonksiyonlar
cinsinden diferansiyel denklemler elde etmek igin, o (f) ve on(t) gergel

fonksiyonlar olmak tizere
112(2‘) :al(t)+ia2(t) (5.3.58)

tammi yapahm ve (5.3.36), (5.3.38) ve (5.3.51) denklemlerindeki tanimlar
(5.3:544)) ve (5.3.57) denklemlerinde yerine koyalim. (5.3.54a)) denklemineki ikinci

terim o (1) ve a(t) cinsinden

Imlha(D)B(0)] = Im[(eu(t) +0a(1))(B1(1) +iBa(1))]

= oy(t)Ba(t) + 0p(t)By (1) (5.3.59)

verir. Boylece denkleminden

day(t)
dt

=Y[Ba(t) i (t) + Bi(t) 0o (1)] (5.3.60a)

esitligi elde edilir. (5.3.57) denkleminide, o (), o (t), aa(t) ve Bi(t) ve Ba(t)

cinsinden acgikca yazarak

docl(t) .dOCQ(I)
a

= —iY{ao(t)[Bl (1) = iBa(1)] = [ou (1) +ica(1)] B3 (f)}

elde edilir. Bu denklemin gercel ve sanal kisimlar1 birbirine esitlenerek

doﬁzlz(t) = —¥Ba(t) o (t) — ¥Bs(1) 0a(1) (5.3.60b)
do?t(t) = —¥Bi(1)oo(r) + ¥Bs(1)ou (1) (5.3.60c)

elde edilir.
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Invaryant islemcinin elemanlarini bulmak icin yazilan bu denklem sistemi,
Schrodinger denkleminin ¢oziimii i¢in elde edilen (5.2.48) nolu denklem
sisteminden bir hayli farklidir. denklem sistemi ii¢ gercel denklemden
olusurken, (5.2.48) denklem sistemi dort gercel denklemden olusmaktadir
ve (5.2.48) nolu denklem sistemindeki denklemler, (5.3.60) nolu denklem
sistemindeki denklemlerden daha fazla denklem icermektedir. Bu yiizden invaryant
islemciyi sonlu boyutlu sistemlerde kullanmanin, Schrodinger denkleminin
¢oziilemedigi baz1 durumlarda ise yarayabilecegi diisiiniilebilir. Simdi, manyetik

alanin zamana bagl oldugu bazi 6zel 6rnekleri inceleyecegiz.

5.4. Bir Spin (1/2) Sisteminin Zamana Bagh Manyetik Alanlar Altinda

Zaman Evrimi

-

5.4.1. Bir Spin (1/2) Sistemin B(t) = at"é, + bt"é, Alam Altindaki Evrimi

Bu boliimde bir spinin iki bileseni zamana tistel olarak bagh
B(t) = at"é, +bt"é, (5.4.61)

manyetik alani altindaki davranisini inceleyecegiz. Manyetik alani bu formda
secmemizin nedeni, bu manyetik alan altinda evrilen bir spinin evrim iglemcisinin
yukarida bahsettigimiz her iic yontemle de hasaplanabiliyor olmasidir. Boylece
her iic yontemin de kullanilabildigi durumda ayni sonucu verdiklerini 6zel bir
ornek lizerinde gostermis olacagiz. Evrim islemcisini ilk olarak standart yontem
ile hesaplayacagiz. (5.4.61) denkleminde verilen manyetik alanin etkisi altinda
hareket eden bir spinin Hamiltoniyeni, (5.2.24) denkleminden

~ h L)
H__z[; %] (5.4.62)

olarak bulunur. Bu denklemde z = a + ib olarak alinmistir. (5.4.62) denkleminde

verilen Hamiltoniyenin elemanlarini olugturan manyetik alan bilesenleri (5.2.28b))
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kosulunu sagladigindan, iki farkli zamandaki (5.4.62) Hamiltoniyenleri birbiri ile
sira degistirirler. Boylece, bu sistemin ilerleticisini (5.2.25) formiiliinii kullanarak
bulabiliriz. Daha 6nce de vurgulandigi gibi bir matrisin integrali, her bir elemaninin

integrali alinarak elde edilir [37]. Bu yilizden;

R 1 f . ) ’)/ 0 Z* tn+l
G(t)=—= | H(t)dt'=5| . = ! (5.4.63)
z

tanim1 kullanilarak
U(t) = exp [ié(z)] (5.4.64)

yazilabilir. Evrim islemcisi U (¢) yi Hermitik G(¢) matrisinin bir fonksiyonudur.
Bu yilizden Hermitik bir matrisin kosegenlestirilerek fonksiyonunu hesaplama
yontemi kullamlabilir [42]. ilk olarak matrisi bir benzerlik doniisiimii araciligiyla
kosegenlestirmek i¢in matrisin 6zdegerleri ve boylanmis (normalize) 6zvektorleri
bulunur ve bu 6zvektorlerin siitunlarindan olugan S matrisi kurulur. Matrisin
Ozdegerleri ve bu 6zdegerlere karsilik gele boylanmis 6zvektorleri sirasiyla su
sekildedir:
B M - Y|zl

T 2mr1)y 5T 2r1) (5:4.65)

1 z 1 _z
1) =7 <1> -0 ="75 ( 1-') (5.4.66)

Bu 6zvektorler kullanilarak G(t) matrisini S~' GS benzerlik doniisiimii aracihigiyla

ve

kosegenlestirecek S matrisi

(5
S=—71|F ¢ 5.4.67
N ACER ( )

biciminde elde edilir. Bu matrisin tersi
_ 1|zl (1 Z 1

sh= & i) = — 5.4.68
A0 5% e

seklindedir. Artik benzerlik doniistimii yapilabilir:

Y‘Z‘ln+] O
S*lGS:DG: 2(n+1)
0

(5.4.69)

B ’Y|Z|l‘"+l
2(n+1) *
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Bir kdsegen matrisin fonksiyonu kosegendeki elemanlarin fonksiyonlar1 alinarak

elde edilir [42]. Ornegin iki boyutlu késegen bir matrisin fonksiyonu

fKCg C(l)zﬂ N (f(gl) f(22)> (5.4.70)

seklindedir. Buradan

i”z‘i"ﬁl; 0

iD e 2+

el = o (5.4.71)
0 e 2

Son olarak ters benzerlik doniisiimii yapilarak (eié(’ ) = SeiPas ~1) evrim iglemcisi

bulunur:
')/| Z‘tn+l

f(t)ZZ(n—i-l)

seklinde tanimlanmis olmak iizere evrim islemcisinin matris ifadesi,

g0y — o _ [ coslf@] - Elsin[f(1)]
v ([ ()] coslf(r <>]> G473

seklindedir. Evrim islemcisinin birimsellik (iiniterlik, 00" = UTU = I) ozelligini

(5.4.72)

sagladig1 kolaylikla goriilebilir.

Simdi aynmi problemi yani (5.4.62) Hamiltoniyeni altinda evrilen bir spinin
evrim iglemcisini bulma problemini Schrédinger denklemini ¢6ziip sonuglari
karsilagtiralim.  Ilgilendigimiz spin sisteminin durum uzayi iki boyutludur ve
iki boyutta herhangi bir durum vektoriiniin genel ifadesi (5.2.29) denkleminde

verilmistir. Bu gosterimde baglangi¢ durum vektorii

#) = (40) 02+ e02 -1 (5474

vektorii olacaktir.  Schrodinger denklemini ¢ozerek evrim islemcisini bulmak
demek, |¥(¢)) vektoriinii, her 7 an1 i¢in |[¥(0)) vektorii cinsinden verecek islemciyi

(matrisi) bulmak ¥(¢) = U (r)¥(0) anlamina gelmektedir.

(5.2.29) vektorii ve (5.4.62) Hamiltoniyeni (5.2.30) denkleminde yerine

d (gi(t)\ _ v 0 't
nd (00) B0 <] 5479

konuldugunda
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denklemi elde edilir. Bu matris denklemi g;(z) ve g2(¢) fonksiyonlarini birinci

dereceden ciftlenmis bir differansiyel denklem sistem araciligi ile birbiri ile

iligkilendirir:
dgl(t) _ l’}/ * 1
e ""go (1) (5.4.76a)
dg(t) _ iy
=—z"g(t). 5.4.76b
7 ok 1(7) ( )

Bu denklemler (5.4.76a) denkleminin bir kez daha zamana gore tiirevi alinip,
elde edilen denklemdeki g»(¢) ve dg»(r)/dt fonksiyonlarindan kurtulmak i¢in yine
denklemleri kullanilarak ayrigtirilabilmektedir:

de1(t) ndai(1) VI 5,
dr? t dt 4

Her ne kadar elde edilen (5.4.77) denklemi degisken katsayil1 bir denklem olsa da,
bu denklem

gi(t)=0 (5.4.77)

u="*1 (5.4.78)
degisken doniisiimii kullanilarak,
vlz|
= 5.4.79
= Sty (5:4.79)
olmak iizere, sabit katsay1li
d2
1) | 621 (u) =0 (5.4.80)

du?
denklemine doniistiiriilebilir. Bu denklemin genel ¢6ziimiiniin
g1(u) = cycos(u) + cpsin(u)
ya da t degiskeni cinsinden
g1(t) = crcos(p ") 4 ¢y sin(@ ") (5.4.81)

oldugu iyi bilinmektedir [37]. g;(¢) nin bu ifadesi denkleminde yerine

konarak g () fonksiyonunu bulmak miimkiindiir.

dg;t(t) = igzt" [crcos(¢"™™) +casin(gr"h)] . (5.4.82)
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Bu denklem integre edilerek

() = |lzz| [crsin(@ ") —cocos(@ "] . (5.4.83)

elde edilir. Burada vurgulamakta yarar olan bir nokta oldugunu diisiinmekteyiz.
(5.4.82)) fonksiyonu integre edilirken g»(¢) fonksiyonuna iiciincii bir (c3) sabiti
eklenmesi gerektigi diisiiniilebilir. Ancak g;(z) ve ga(¢) fonksiyonlar1 kontrol
etmek icin denklemlerinde yerine konuldugunda c3 sabitinin sifir olmasi
gerektigi goriiliir. Bu fazladan sabitin ortaya ¢ikma nedeni (5.4.76) denklemlerini
ayristirmak i¢in denkleminin bir kez daha tiirevini almig olmamizdir.

Daha once de belirttigimiz gibi amacimiz evrim islemcisini bu yodntemle de
bularak, standart yontemle hesapladigimiz (5.4.73)) denklemindeki evrim iglemcisi
ile kargilagtirmaktir. Bu nedenle |W(¢)) vektoriinii |¥(0)) vektorii cinsinden
belirlemeliyiz. Bu nedenle (5.4.81) ve (5.4.83) denklemlerindeki c¢; ve c;
sabitlerini g;(0) ve g>(0) cinsinden yazmaliyiz. Bu (5.4.81) ve (5.4.83)

denklemlerinde ¢ = O alinarak kolaylikla basarilabilir.

Cc1 = &1 (0) (5.4.843.)
_ i
<

Bu esitlikler kullanilarak (5.4.8T)) ve (5.4.83) denklemleri
ilz]

e 22(0) (5.4.84b)

gi(t) =cos (¢1"*") g1(0)+ - sin (9#"*1) g2(0) (5.4.852)
o) = ’;' sin (¢#"*1) g1(0) +cos (¢1"") £2(0). (5.4.85b)

seklinde yazilabilir. (5.4.85)) denklemlerinden evrim islemcisini okumak kolaydir.
denkleminde tanimlanan f(z) fonksiyonunu kullanarak evrim iglemcisi

o [ cos[f(n)]  Esin[f(r)]
U(t)_<fsin[f(t)] cos[f (1) ) (5.4.86)

olarak bulunur ki, bu islemci olmas1 gerektigi gibi (5.4.73)) denkleminde bulunan

evrim iglemcisi ile aynidir.
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Son olarak (5.4.61) denklemi ile verilen manyetik alanin etkisi altindaki spin
sisteminin evrim iglemcisini invaryant iglemci yontemini kullanarak bulalim. Bu
sisteme etki eden manyetik alan bilesenleri, (5.3.60) denklemlerinde B (¢) = at”,
By (t) = bt" ve Bs(t) = 0 secimlerine karsilik gelir. Boylece (5.3.60) denklemleri

bu sistem i¢in

dogt(f) — e (1) (5.4.87b)
dost(’ L (5.4.87¢)

halini alir. Bu denklem sistemi de ¢oziilebilir bir denklem sistemidir. (5.4.76al)
denkleminde yaptigimiza benzer bir bicimde bu denklem sisteminde de ilk denklem
olan (5.4.874d) denkleminin zamana gore bir kez dahat tiirevini alarak ve elde
edilen denklemde «; (7) ve 0 (r) fonksiyonlarindan kurtulmak igin tekrar (5.4.87)
denklemlerini kullanarak denklemi

d*a(t) ndoo(r)

Kt o (1) = 0 5.4.88
dt? t dt + %(r) ( )
haline getirlir. Bu denklemdeki k* sabiti

k* = (ya)* + (yb)? (5.4.89)

seklinde tanimlanmistir. Bu denklem (5.4.77) denklemi ile aynm1 formdadir ve
o denklemde oldugu gibi, dontisimii kullanilarak ¢oziilerek, ¢4 ve cs

differansiyel denklemin ¢6ziimiinden gelen rastgele sabitler olmak iizere

kl‘n+1 ktn+1
pu— i -4-
0(1) C4COS<n+1)+C5SIH<n+1) (5.4.90)

bulunur.  o(¢) nin bu ifadesi (5.4.87b) ve (5.4.87c) denklemlerinde yerine

konduktan sonra bu denklemler birinci dereceden olup denklemlerin sag
taraflarinda bilinmeyen fonksiyonun herhangi bir terimi bulunmadifindan

kolaylikla integre edilerek o (¢) ve o (¢) fonksiyonlari sirasiyla

_ Lb ' ktn+l kthrl
oy (t) = . [C4sm<n+l C5CO0S p— (5.4.91)
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ve

B _ﬁ ] k tn-H B k l‘"+1
on(t) = k [04 sin < p—— C5C0S p——l (5.4.92)

bulunur. Boylece (5.3.56), (5.3.38), (5.4.90), (5.4.91) ve (5.4.92) denklemleri

kullanilarak bu sistem i¢in invaryant iglemci elde edilir:

[(¢) = cos [En41(7)] —X(b+ia)sin[E,41()]
1) = (—Z(b+ia) sin [&,41(7)] ‘ cos[E,.1(1)] ) . (5.4.93)

Bu denklemdeki &, (¢) fonksiyonu
Ei(t) = — (5.4.94)

olarak tanimlanmugtir.

Invaryant matris yonteminin zamana agikca bagh Hamiltoniyenlerin Schrodinger
denkleminin ¢6ziimiinde yararli olmasinin nedeni gerekirse zamana bagh fazlar
kullanarak 6zvektorlerinin Schrodinger denklemini ¢ozecek sekilde secilebiliyor
olmasidir [23]] (Ayrica bkz. Ekler). Bu nedenle oncelikle invaryant iglemcinin
ozdeger ve Ozvektorlerini elde ettik. denklemindeki invaryant matrisin
ozdegerleri

Ar=1 ve A =-1 (5.4.95)

dir. Burada genel teoride kanitlandig1 gibi invaryant matrisin elemanlar1 zamana
bagli olsa da ozdegerlerin birer sabit oldugu acikca goriilmektedir. (5.4.95)

denkleminde verilen 6zdegerlere karsilik gelen ozvektorler ise z = a + ib olmak

lizere .
_ nt 1
A4 (1) = ;ncf . ZL f | (5.4.96)
ve
% o [g”;‘} (5.4.97)

A-(1)) = cos [%]

seklindedir. Invaryant islemci Hermitik bir matris oldugundan ve bu iki 6zvektor

farkli 6zdegerlere karsilik geldiginden 6zvektorler birbirine ortogonal olmalidir.
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Y?|z|> = k? esitligi dikkate alinarak bu vektorlerin birbirine ortagonal oldugu

kolaylikla goriilebilir.

|A+(r)) ve |A_(¢r)) vektorlerin her ikisi de (5.4.62) denkleminde verilen
Hamiltoniyen icin Schrodinger denklemini saglamaktadirlar. Diger bir deyisle
H(t) (5.4.62) denkleminde verilen Hamiltoniyen olmak kaydiyla, |A.(z)) ve

|A_(t)) vektorleri
dAL (1)
dt

tih =H()A(r)

denklemini saglamaktadirlar. Bu iki vektor Hermitik olan invaryant matrisin
ozvektorleri oldugundan durum uzayini tararlar. Yani durum uzayindaki her vektor
bu iki vektoriin bir ¢izgisel (lineer) bilesimi olarak yazilabilir. Bu sayede ve bu
iki vektor Schrodinger denklemini sagladigindan durum uzayindaki her vektoriin
zaman evrimi bu iki vektor yardimi ile bulunabilir. Oncelikle verilen baslangig

durumu bu vektorler cinsinden agilir:
¥(0)) = a1]4+(0)) +a2(A-(0)) . (5.4.98)

Schrodinger denklemini sagladigindan, baglangic vektoriiniin daha sonraki bir ¢
anindaki ifadesi |4, (7)) ve |A_(7)) nin (5.4.98) denkleminde baslangi¢ ani igin

verilen agilimi ile aynidir:
|W(1)) = a1|As (1)) +aa]A_(2)) . (5.4.99)

Ilgilendigimiz problem icin bu iglemleri yapmadan 6nce vurgulamakta yarar olan
bir nokta vardir. Invaryant islemcinin ilk hesaplanan 6zvektorleri Schrodinger
denklemini hemen saglamayabilirler. Bu durumda bu 6zvektorleri zaman bagh
bir faz ile carpmak gerekir [23]. Ancak bu problemde ilk bulunan 6zvektorler

Schrodinger denklemini sagladigindan buna gerek kalmamusir.

Simdi (5.2.29) denkleminde verilen iki boyutlu bir uzayda en genel durum

vektoriiniin zaman evrimini |A4(¢)) ve |A_(r)) vektorleri aracigi ile bulalim.
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(5.2.29) denkleminde verilen durumun # = 0 anindaki ifadesi

von-(5io)

dir. |A4 (1)) ve |A_(¢))vektorlerinin t = 0 anindaki ifadeleri ise (5.4.96) ve (5.4.96)

denklemlerinden
i
A1) = ( 4 ) (5.4.100)
ve
0
A (1)) = <1> (5.4.101)
bulunur. Buradan |¥(0)) in 7 = 0 aninda, |4+ (0)) vektorleri cinsinden agimi
i
[¥(0))] = %gl(o)h(o)) +82(0)|2+(0)) (5.4.102)

bulunur. O halde yukarida anlatilanlardan herhangi bir andaki durum vektorii

(0} = L1 04 (1) + 2200+ (1) (54103

olarak elde edilir. |[A+(0)), (5.4.96) ve (5.4.97) denklemlerinden yerine konarak ve
|¥ (7)) nin (5.2.20) denkleminde verilen siitun vektorii hali kullanilarak

|Z|2 &1 iy Enri
<g1(t)> Ls cos[ }g1(0)+ I sm[ }gz(o) (5.4.104)

2(1)) ’};Z sin [5"2“] cos F"*'} 1(0)g2(0))

elde edilir. denkleminde verilen f(¢) fonksiyonunun f(r) = 5”; Lve k? =

Y?|z|* — k = 7|z oldugu dikkate alinarak

poy_ [ coslF®)]  Esin[£(r)]
U(t) - (Z su][f t)] COS[f(t)] ) . (64105

bulunur. Bu daha once diger iki yontemle buluna evrim iglemcileri ile aymdir.
Bu sonug bir anlamda ivaryant islemci yonteminin standart metotlarin ¢aligtig1 bir

durumda test edilmesini saglamigtir.

5.4.2. Invaryant islemci ile Coziilebilen Bir Sistem
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Bu iinitede son olarak yalmz invaryant iglemci ile analitik olarak c¢oziilebilen
bir durumu ele alacagiz. Yapilan hesaplamalar1 anlatmadan 6nce vurgulanmasi
gereken bir nokta, bu bolimde invaryant iglemci (bkz. (5:4.119) denklemi)
bulunduktan sonra elde edilen ifadelerin uzunlugu nedeni ile, hesaplamalari

yaparken Mathematica programindan yararlandigimizdir.

By ve B| manyetik alan, @ frekans boyutunda birer sabit olmak iizere

B(t) = B cos(wt)é, + Boé, + B, sin(w1)é, (5.4.106)
manyetik alaninin etkisindeki bir spini ele alalim. Bu manyetik alanin
bilesenlerinin

B) =B, cos(w1), B> = By, B3 = B, sin(wt) (5.4.107)

oldugu agikardir. Bu bilesenler (5.2.24) denkleminde yerine konarak bu sistemin

Hamiltoniyeni

A~ Yh| Bysin(wr) B, cos(@t) —iBy
7= 2 |Bicos(wt)+iBy  —B,sin(or) (5.4.108)

olarak elde edilir Bu Hamiltoniyeni olusturan manyetik alan bilesenlerinin
(5.2.284) ve (5.2.28b)) kosullarinin her ikisini de saglamamaktadirlar. Bu yiizden bu
sistem icin evrim iglemcisi (5.2.25)) denklemi ile elde edilemez. Ayrica (5.4.107)

denklemindeki bilesenler icin Schrodinger denkleminin dogrudan bir ¢oziimiinii
denemek ¢oziilebilir bir denklem sistemi vermemektedir. Bu nedenle ¢oziimii

invaryant islemci yontemi ile bulmay1 deneyecegiz.

Invaryant islemciyi kullanarak ¢oziimii elde etmek igin ilk olarak (5.4.107)

denklemlerinde verilen manyetik alan bilesenleri (5.3.60) denklemlerinde yerine

koyarak
doilot(f) — yBoou (t) + B, cos(w1) (5.4.109)
doiilt(t) = —YBo0(t) — yB sin(@t) (1) (5.4.109b)
dop(t) = —yB,cos(wt) oy (1) + yB. sin(@1)ay (1) (5.4.109¢)

dt
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denklem sistemi elde edilir. Simdi amacimiz bu denklem sistemini ¢ozerek
invaryant igslemciyi (ya da matrisi) kurmaktir. Bu denklem sistemini ¢6zmek i¢in
denklemler ayristirilirken ilk olarak denkleminin zamana gore iki kez
tirevi alimip bu denklemdeki og(f) ve oy (¢) fonksiyonlarindan kurtulmak igin
gereken her seferde yine kullanilmalidir. Bu yapildiginda yalnizca o ()

fonksiyonu cinsinden

ot dop(t
23( )4 [+ (0 —y80)) 2221 _ g (5.4.110)
dt dt
denklemi elde edilir. Bu denklem
doy (l‘)
h(t) = 54.111
(=22 (5.4.111)
ve
I'= \/(YBL)2+(w_?’BO)2 (5.4.112)
tanmimlar1 yapilarak ¢6ziimii iyi bilinen ikinci dereceden
d’n(t)
I“h(z) =0 54.113

denklemine doniistiiriilebilir. Bu denklemin ¢6ziimii iyi bilinmektedir:
h(t) = by cos(I't) 4+ by sin(I't). (5.4.114)

Bu denklemde elde edilen A(¢) fonksiyonunun ¢oziimii bir kez integre edilerek

o (1) fonksiyonu
b b
o (1) = ?‘ sin(Tt) — ?2 cos(I7) +b;. (5.4.115)

olarak bulunur. o;(¢) fonksiyonu i¢in bulunan bu ifade (5.4.109b) ve (5.4.109¢)

denklemlerinde yerine konursa bu kez o(¢) ve o (¢) bilinmeyen fonksiyonlar
icin iki tane differansiyel denklemden olugsan homojen olmayan birinci dereceden
bir denklem sistemi elde edilir Bu denklem sistemi bu bdéliimiin baginda
genel sistemin Schrodinger denklemi ¢oziimlerini anlattigimiz ciftlenmis

denkleminin ayristirllmasina benzer bir sekilde integral carpani kullanilarak
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ayrigtirilabilmektedir. Bu ayrigtirma yapilip elde edilen yalmzca og(f) ve a;(t)

icin denklemler ¢oziilerek

. _’}/Blb1 1 .

a) = Mol o))+ eosl( - o))
’)/BJ_bQ 1 . 1 .
- {y+ws1n[(1"+ o)t]+ y_w31n[(r—w)t]}
+ 2B ). (54.116)
ve
B, b I .

o(t) = —}/;Fl{y_i_wsm[(l“—&— 0)t] — y_wsm[(l“ a))t]}

r 732?[72 {_yiwcos[(f‘+ )]+ — cos[(l"—co)t]}

+ ¥B1b3 cos(t). (5.4.117)

elde edilir. (5.4.116), (5.4.117) ve (5.4.115) denklemlerindeki b;, by ve b3

sabitlerinin se¢imlerine gore bircok farki invaryant islemci matrisi elde edilebilir.

Ancak bu matrislerin hepsi de kuantum mekaniginde gecis olasiliklari gibi
gozlenebilir olgularda ayni sonucu vereceklerdir [23]]. Bu yiizden en kolay hesap
yapilabilecek invaryant matris secilmelidir. Bu da by = by =0, b3 = 1 secimine

karsilik gelmektedir. Bu seimle a(?), a;(r) ve ax(t) fonksiyonlar

ao(t) = %sm(a)t) (5.4.118a)
o (r) = % cos(or) (5.4.118b)
() =1 (5.4.118¢)

biciminde basitlesir. Bu secimle bu sistem i¢in invaryant matris,

. Bisin(or) Ztcos(wr) —
I(t 5.4.119
()= (yBL cos(mt) +i YBL sin(ot) > ( )

olarak elde edilir. Simdi bu matrisin 6zdegerlerini ve Schrodinger denklemini

saglayan Ozvektorlerini bulmaya calisalim. Bu matris 2 x 2 lik bir matris
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oldugundan 6zdegerlerini bulmak kolaydir:

1. — v/ (YBo— ©)> + (yB)? 1 = v (YBo— @)+ (yB )2
L= —

5.4.120
YBo— @ ’ YBo— @ ( )
Bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorler de

N i(\/(yBofw)er(yBL)zfyBl sin(cot))

VL+ >= YBo—®—iyB | cos(@t) (5.4.121a)
1

i i/ (Bo=@)+(yBL)>+7B. sin(a))

A_>=1|" yBo—w—iyB | cos(wr) (5.4.121b)
1

seklindedir. Bu 6zvektorlerin boylanmig olmadigina dikkat ediniz. Bunu bilerek
tercih ettik c¢iinkii boylanmis 6zvektorlerle zamana bagli Schrodinger denkleminin
¢oziimlerini kontrol etmek daha zor olmaktadir. Bu ylizden 6ncelikle boylanmamis

ozvektorlerle ¢alisip, olasilik hesabi yaparken vektorleri boylayacagiz.

(5.4.121) denkleminde verilen 6zvektorler ne yazik ki Schrodinger denklemini
saglamamaktadirlar. Ancak, invaryant islemcinin genel teorisinden bildigimiz
gibi [23], bu vektorler zamana bagh bir fazla (6(z) € R olmak iizere PLION
carpilarak, Schrodinger denklemini saglayan vektorler de elde edilebilmektedir
ve elde edilen yeni vektorler invaryant islemcinin 6zvektorlerinden yalniz bir faz
carpan1 kadar farkli olduklarindan invaryant iglemcinin 6zvektorleridir (Ayrintilar

icin ekler kismina bakiniz).

Faz carpimi sonucu elde edilen vektorlerin yozlagsmanin olmadigi durumlarda
Schrodinger denklemini saglamasi igin |A(¢)) invaryant iglemcinin yozlagmamig

bir 6zvektoriinii gostermek {izere

dig” —a@iL —ane) (5.4.122)

dt
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denklemini saglamalidir [23]. Ilgilendigimiz sistemdeki 6zvektorlerde yozlasma

olmadigindan her iki vektor icin de bu denklemi kullanabiliriz:

a6 d .

;t(t ) _ (el AR (1) (5.4.1232)
de_(t) d .

= ()i~ BA-() (5.4.123b)

(5.4.108) Hamiltoniyeni ve (5.4.121a) ve denklemlerindeki 6zvektorler sirasiyla,
(5.4.123al)) ve (5.4.123b) denklemlerinde yerine kondugunda 6, ve 6_ icin
d6y(1) _ \/(yBo— ®)*+ (yBL)?[yBo — iyB. cos(wt)] + yB  wsin(wr)

dt 2(yBy —iyB | cos(wr) — o)
(5.4.124a)
do_(t)  —/(yBo— )2+ (YB )2 [yBo— iyB  cos(wt)] + yB | wsin(wr)
dt 2(yBo — iyB | cos(wt) — o) '
(5.4.124b)

Bu denklemler integre edilerek faz fonksiyonlari

0. (1) = %\/(YBO — )%+ (YBL)Z—Han_I ((?;1;(()}2;}’1_3;)—23)_);;;5{)]
- flog {2(yBo— )+ [(yBl)z%— 1] cos(201) }
- %tan {ESOS(E‘”)] (5.4.1252)
0.0)= = —2\/Bo— @2+ (1B ~tan” (@&ffﬁ( [;3)]

ilog {2(yBo— @)* + [(¥B1)* + 1] cos(2ar) }

ltanfl [yBl cos(a)t)]

5 BO— o (5.4.125b)

olarak bulunur. Bu fazlar kullanilarak (5.4.119) denkleminde verilen invaryant
islemcinin Schrédinger denklemini saglayan 6zvektorleri |A.) (SA121) ve 6y
(5.4.125)) denklemlerinde verilmek iizere

Ay) = €%, > (5.4.126a)

A >) =€ A > (5.4.126b)
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z yénunde spin yukari ve asagi bulunma olasiliklarinin degisimi

Olasilik
1.0
0.8
0.6
0.4
0.2 ;

Olasihk

c d

Olasilik Olasilik
1.0 — 1.0
08f 08
06 s K 06
04 [ L 0.4
02f W 0.2

b ) A ) ‘_l“u’.-‘ wt ]

5 10 15 20 25 30
Spin Yukar) =======-- Spin Asadi

Sekil 5.1. yBy =0,a) yB, =1/2w,b) yB, = w,¢c) YB, =2w0,d) yB, = 10w

Bu iki vektor Schrodinger denklemini sagladiklarindan, bir Onceki boliimde
anlatildig1 gibi herhangi bir baglangic durum vektorii bu vektorlerin baslangig
anindaki ifadeleri cinsinden agilarak, vektoriin daha sonraki ifadesi, aym acilim

katsayilart, |Ay) vektorlerinin agilim katsayilari alinarak bulunur.

Elde edilen denklemlerin karmagiklig1 nedeni ile bu acilimlart daha once de
belirttigimiz gibi Mathematica programi kullanarak yaptik. Simdi farkli baslangic
durumlarinin Hamiltoniyeninin etkisi altinda evrilirken farkli durumlara

gecis olasiliklarini inceleyecegiz.



57

Ik olarak baslangicta z yoniinde spin pozitif durumda olan (<(1))) bir spinin
denklemindeki Hamiltoniyenin etkisi altinda evrilirken, yine spin z
yoniinde pozitif ya da spin z yoniide negatif bir durumda bulunma olasiklarinin
zamanla degisimini farkli yBy ve yB, degerleri i¢in grafiklerle gosterecegiz. Bu
grafikler YBg ve ¥B, in ® nin farkli oranlarina gore ¢izilmistir.

z yéniinde spin yukari ve asagi bulunma olasiliklarinin degisimi

a b
Olasilk Olasilk
1.0
08F
06 F
L O Y N s AN
RWANWANA '\ g
02fr v VI v v L
RV Y R Y R YA t
J8 PR VN V SR TR U SN 7 S Y
5 10 15 20
Spin Yukary =====— Spin Asadi
[« d
Olasilik Olasilik
1.0 1.0 >
II\‘ 7 \‘
08l 08\ 4 F H
\ 1
06F o6fL \t \ I h
04F /A \ \ o 04Ff )
L N W A ! v/ v
02br N NP N N 02t v N/
AN A NN N Lr £\ ‘
5 10 15 02 04 06 08 10 1.2 14
Spin Yukar] == === Spin Asagi Spin Yukar) =====— Spin Asagi

Sekil 5.2. YB; = w, a) yBo=1/10w,b) yBo=9/10w,¢c) yBy=11/100, d) yBy =
10w

Sekil [5.1] deki grafiklerin tiimiinde manyetik alanin sabit bileseni yBy = 0 alinmug
ve a, b, ¢ ve d grafiklerinde sirasiyla yB, = 1/2(w), yB, = (@), YB, = 2(w)
ve yB, = 10(w) icin baglangigta spin z yoniinde pozitif olan bir durumun

gecis olasiliklarinin zamanla degisimi gosterilmigtir. Tiim bu grafiklerde gegis
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olasiliklar1 zamanla kesinlik ve sifir olasilik arasinda salinmakla birlikte yB, in
gorece kiiclik degerler aldigr ilk ii¢ grafikte salinimin kendi i¢inde de dalgalanmalar
gosterdigi ancak yB | in diger ii¢ grafige gore oldukca biiyiik degerler aldig1 Sekil
[5.1]in son grafiginde bu i¢ dalgalanmalarin soniimlendigi goriilmektedir.

z yéniuinde spin yukari ve asagi bulunma olasiliklarinin degisimi

a b
Olasilk Olasilik
1.0 1.0 ™ T T
08F 08 11 Iy Iy
I\ Iy Iy
06} 0.6 Flapt v rnl ,
04FN N NN N NN 0.4 FW i AN W MY
AN AN AN AR AR AN ] ') il i
0.2—,\1|'|1\'\1\l’ 02H 1, 1, 1,
ARV ‘:' (W] \'l W) ot 1] H H \y o
5 10 15 20 5 10 15 20
Spin Yukar == === Spin Asagi Spin Yukar == === Spin Asagi

Sekil 5.3. a) YB, = @,YByp=9/10w,b) yB, =2m,YBy =9/10®

Sekil [5.2] deki grafiklerin tiimiinde manyetik alanin salian bilesenlerinini genligi
ile ilgili terim yB, = o alinmis ve sabit bilesen ile ilgili terim yBy a, b, c
ve d grafiklerinde sirastyla yBy = (1/10) @, By = (9/10) w), yBo = (11/10) ®
ve YByp = 10(®) almmigti. Bu degerlerin secilmesindeki ama¢ su sekilde
ozetlenebilir: 1k olarak yBy 1n sifirdan farkli ama kiiciik bir degeri secilerek sabit
terimin etkisini Sekil grafiklerle karsilagtirabilmek; daha sonra ise
denkleminden de goriilebilecegi gibi invaryant matrisin 6zdegerlerinin sonsuza
gitmesine yol acan YBy = @ degerine yakin iki deger, sirastyla ( YBy — @) ifadesini
negatif ve pozitif yapacak bicimde secip, rezonans olarak adlandirilabilecek bir
degere yakin degerlerde olasiliklar1 incelemek ve son olarak manyetik alanin sabit
bileseninin, salinan bilesen yB, e ve @ ya gore oldukc¢a biiyiik oldugu durumda
olasiliklarin degisimini gorebilmektir. yBy 1n sifirdan farkli ama kiigiik bir deger

aldig1 Sekil[5.2]a) grafigi, ozellikle yB, in aym degeri aldig1 Sekil[5.1]b) grafigi ile
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kargilagtirildiginda olasiliklarin degisiminin yBy bileseninin olmadig1 durumdakine
benzer bicimde sifir ile bir arasinda degisti8i ve grafikteki i¢ dalgalanmalarin
varligini siirdiirdiigii farkedilmektedir. Ancak manyetik alanin sabit bilegeninin
artarak yBy 1n rezonansa yakin oldugu degerlerde olasiliklarin artik sifir ile
bir arasinda degismedigi, baglangic durumunun ileriki bir zamanda kendi ile
ayn1 durumda bulunma olasiliginin higbir zaman yok olmadigr diger bir deyisle
spin donme (spin flip) olayinin bu degerlerde gerceklesmedigi goriilmektedir.
Ayrica, YBg 1 artmasiyla olasiliklarin zamanla degisiminin diizgiin egriler haline
gelip i¢ dalgalanmalar gostermedigi de gozlemlenmektedir. Sekil [5.2] d) de
gosterildigi gibi, YBy degeri daha da biiyliylip rezonanstan uzaklagstika olasiliklarin

saliniminin tekrar sifir ile bir arasinda salinmaya bagladig1 ve olasilik egrilerinin i¢

dalgalanmalar gostermeyip diizgiin seklini korudugu farkedilmektedir.

Sekil de yBy rezonansa yakin oldugu yBy = (9/10) degerinde iken yB
arttirlldiginda olasiliklara etkisi anlagilmaya caligilmis ve yB in artmasiyla birlikte

olasilik salinimlarinin yine kesinlik ve sifir arasinda oldugu goriilmiistiir.

Ik olarak inceledigimiz baslangic durumunun z yoniinde spin pozitif oldugu
durum sistemin Hamiltoniyeninin baglangi¢ amindaki (¢ = 0) 6zdurumu degildir.
Bu nedenle ayrica baglangic durumunun (¢ = 0) amindaki Hamiltoniyenin
O0zdurumlarindan biri oldugunda yB, ve yBy in farkli degerlerindeki gegis
olasiliklarinin zamanla degisimini de inceledik. denkleminde ¢t = 0

alindiginda Hamiltoniyen

0 ~(yB| —iyBo)
<_§(VBJ_ — iYBy) 0 (5.4.127)

seklini alir. Bu Hamiltoniyenin 6zdegerleri

Jow =D JBorr (B ve  do =2\ Jmop i Ga128)

seklinde olup bu 6zdegerlere karsik gelen boylanmig 6zvektorleri

___—Bi+iBy ___ B -iBy
\/10+>:< 2[(7/30)12-&-(73”2]) ve W_):( 2[(yBo)12+(yBL)2]> (5.4.129)
V2

V2
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z ydniinde spin pozitif ve negatif bulunma olasiliklarinin degisimi

Olasilik Olasilik

Spin Pozitif = ====— Spin Negatif

Olasihk

Spin Pozitif == === Spin Negatif

Sekil 5.4. yBo =0,a) YB, =1/2w,b) yB, =2w0,¢) YB, =50,

ifadeleridir. Bu 6zvektorlerden ilkini spin pozitif, ikincisini de spin negatif olarak

adlandiracagiz.

Sekil [5.4] te spin pozitif olan 6zvektorin (5.4.108) Hamiltoniyeni altinda
evrilirken, kendisinde (spin pozitif) ve kendine ortoganal olan durumda bulunma
olasiliklarinin zamanla degisimini YBg = degerleri icin gosterdik. Bu sekillerdeki
grafiklerde manyetik alanin salinan bilesenine karsilik gelen terimler sirasiyla a)
YB, = 1/2w, b) YB;, =20, ¢) YB, = 5® alinmigtir. Bu grafiklerde segilen
manyetik alan degerleri icin baslangic durumu z yoOniinde spin pozitif olan

durumdan ¢ok da farkli sonuclar elde edilmemistir. Gosterilen her ii¢ durumda
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z yéniinde spin pozitif ve negatif bulunma olasiliklarinin degisimi

a b
Olasihk Olasilk
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0.6
0.4
0.2
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Spin Pozitif === —-— Spin Negatif

Sekil 5.5. YB; = @, a) YBo=1/2®,b) yBo =20, c) YBo =50, d) yYBy = 10®

da olasiliklar, sifir ve bir arasinda salinmakta olup, salinimlarda i¢ dalgalanmalar

gozlenmektedir.

Sekil (5.3) te ise yB, = ® degeri i¢in a) yByp = 1/2®, b) yBy = 2, ¢)
YBo = Sw, d) YBo = 10w degerlerinde olasiklarin zamanla degisimi incelendi.
Bu grafiklerde baglangic durum spin z pozitif olan durumdan belirgin bir
farklilik goze carpmaktadir. Baslangi¢ durumu r = 0 anindaki 6zdurumlardan
biri oldugunda 7yBy 1n artan degerlerinde salinimin genliginin iyice azalip,
baglangi¢ durumunun kendinde bulunma olasiliginin kesinlik civarinda kiiciik

salinimlar yaptigi, YBy 1n degeri arttik¢a salinimin neredeyse tamamen kayboldugu
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z yénuinde spin pozitif ve negatif bulunma olasiliklarinin degisimi

a b
Olasihk Olasihk
1.0 1.0}
0.8 H 0.8 H
06F 06F
04F 04F
0.2 | 02H
10 20 30 40 50 “t ! 10 20 30 40 50 “t
Spin Pozitif == === Spin Negatif Spin Pozitif ===== Spin Negatif

Sekil 5.6. YB; = w, a) YBp =9/10@, b) yBp =11/10®w

goriilmektedir. Bu beklenen ve yorumlamasi kolay bir olgudur. 7By manyetik
alanin sabit bilesenine karsilik gelen bir terimdir ve bu terim diger terimler
gore baskin gelmeye bagladiginda Hamiltoniyendeki zamanla degisen terimler
onemini kaybetmektedir. Bu nedenle Hamiltoniyen zamana acikc¢a bagli olamayan
Hamiltoniyenler gibi davranip, bu Hamiltoniyenin ozvektorleri de duragan
durumlar gibi davranmakta ve baglangi¢ durumundaki 6zvektor ilerleyen tim

zamanlarda durumunu degistirmemektedir.

Son olarak Sekil [5.6]da, YBy 1n "rezonansa" yakin degerlerinde baslangic durumu
|Ao+) 1n zamanla degigimi gosterilmistir. Bu durum da baglangi¢ durumu spin z
yoniinde yukari olan durumdan farkliliklar gostermektedir. yBp in "Rezonansa"
yakin degerlerinde olasiliklar sifir ve bir arasinda salinmakta olup salinim egrileri

i¢ dalgalanmalar gostermemektedir.
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6. SONUC

Bu tezde zamana acikca bagli Hamiltoniyenler i¢cin Schrodinger denkleminin
coziimleri ele alinmigtir. 11k olarak tezin biitiinliigii agisindan bu tiir sistemler icin
yaklagik sonu¢ bulmaya yarayan ve literatiirdeki lisans seviyesinde ki kuantum
mekanigi kitaplarinin bir¢ogunda da yer alan zamana bagli pertiirbasyon teorisi
ele alindi. Daha sonra, bu teorinin bir uygulamasinin tanitilmasi amaciyla,
Hidrojen atomunun enerji diizeyleri arasinda ki gecis olasiliklarinin hesabi
yapudi. Tezin iiclincii kisminda integral doniisiimleri kullanilarak zamana bagh
delta potansiyelleri iceren Hamiltoniyenlerin Schrodinger denkleminin ¢éziimii
gosterildi. Tezin dordiincii kisminda Galilei doniisiimleri kullanilarak sabit hizla
hareket eden & potansiyelleri i¢in Schrodinger denkleminin ¢oziimleri gosterildi.
Son olarak tezin besinci kisminda Schrodinger denkleminin ¢6ziimil i¢in kullanilan
bir digyontem olan Invaryant islemci yontemi incelendi. Invaryant islemci yontemi
ile zamanla degisen manyetik alan altinda zamana bagh spin% sistemlerinin
cOziimleri yapildi. Bu boliimde yapilan hesaplar sonucunda, daha once sonlu
boyutlu uzaylardaki zamana acik¢a bagli Hamiltoniyenler i¢in hi¢ denenmemis
olan invaryant iglemci yonteminin, en azindan iki ve ii¢ boyutlu gibi kii¢iik boyutlu
uzaylarda ise yarayabilecegini gostermis oldugumuzu diisiiniiyoruz. Ayrica spin
1/2 sistemlere uyguladigimiz bu yontemin zamana bagli Hamiltoniyenler altinda
evrimlesen spinler arasindaki dolasiklifin incelenmesinde de kullanilabilecegi

ongoriilebilir.
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A. Ekler

1.1. Baz1 Integrallerin Hesaplanmasi
Bu boliimde tez igerisinde yer alan
o dk ek
o 27 (— K2+ is)
integralinin ¢oziimii gosterilecektir. Bu integral Rezidii yontemi kullanilarak

¢oziilebilir. Bu integralin sonucunu bulmak icin karmasik (kompleks) diizlemde
Sekil [A.T|de gosterilen gevrit (contour) iizerinden

dz &%
c2m (—22+is)
integralini ele aldik ¢iinkii bu integralin sonucu, integrale sonsuz yarigapli yarim

daire iizerinden (C..) gelen katki sifir oldugundan, (I.1.T)) denklemindeki integralin
sonucu ile aymdir. Ilk olarak bunu kanitlayalim. Sonsuz yarim daire iizerinde

C Ceuvriti

(1.1.1)

(1.1.2)

- > > '

Sekil A.1. (I.1.1) integralinin hesabi icin secilen cevrit

integral degiskeni z, kutupsal koordinatlar kullanilarak, z = iRe’® seklinde yazilr.
C. lizerinde R sabit oldugundan 6 degiskeni cinsinden(I.1.2) denklemindeki
integral

/ﬂ Rie®d0 R’ d0 1.13)
A 1.

2w —R2e%0 1 s
seklinde yazilabilir. Integrand fonksiyonunu £(8) olarak adlandiralim; yani
Rie'® oiRe”®
f(8) = 2,2i0 4 ;
2% —R°e?Y +is

tanimin1 yapalim.Bu fonksiyonun mutlak degeri

1

ReiR(cos 0+isin6)x
2n

1/(0)] =

1.14
—R%+is ( )
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denklemi ile verilir. R — oo limitinde

1 ‘Re—Rsin9x|
T 2m |RX+is|

Re_R sin Ox

m (1.1.5)

< limg e

17(0)]

olarak bulunur. x > 0 i¢in, s > 0 isin, C lizerinde 0 < 8 < 7 = sin 6 oldugundan
limg | f(0)] — 0 (1.1.6)

elde edlir. O halde C.., iizerinde

/ |f(0)|de — 0 (1.1.7)
Co

bulunur. Bir foksiyonun mutlak degerinin bir ¢evrit iizerindeki integrali sifir ise
fonksiyonun kendisinin de bu c¢evrit {izerindeki integrali sifirdir [50]. Buradan,
(I.1.1) ile(T.1.2) denklemlerindeki integrallerin sonuglarinin ayni oldugu goriiliir.
(I.1.2) denklemindeki integral kapali bir ¢evrit iizerinden alindigindan rezidii
teoremi [S0] kullanilarak hesaplanabilir.

(I.1.2) denklemindeki integralin rezidii teoremini kullanarak integralini alabilmek
icin dnce bu integralin ¢evrit i¢indeki tekil noktalarini bulmaliyiz. Bu tekil noktalar
% fonksiyonunun paydasim sifir yapan noktalardir:

— P 4is=0=7"—is=0

2 =is=z=TFVis. (1.1.8)

Burada i = ¢'Z esitligini kullanarak (T.1.8) denkleminin koklerini;
2 = se' s (1.1.9a)
2= 1/se T (1.1.9b)

seklinde yazabiliriz. Bu koklerden (I.1.9b) ¢evrit disinda kaldigindan (1.1.9a)
denklemindeki z; kok degerinde rezidii hesaplamir. Simdi 7% — is esitligini acik
halde yazalim:

2 —is=(z—is)(z+Vis). (1.1.10)
Buradan

I 1

—22+is (z—Vis)(z+Vis)

olarak yazilabilir. Bu denklemden de goriildiigii gibi z = z; = v/is degerinde birinci
dereceden bir kutup vardir. Bu yiizden bu noktadaki rezidii degeri

Resf(2)e=e = (2—20)f(2) (1.1.12)

(1.1.11)
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esitligi ile hesaplanabilir [S0]. Bu esitlik kullanilarak

() = (- VE) 2 i
Resf(z1) = —(z— Vis , _ =—— (1.1.13)
(Z - \/E) (Z + \/E) 7=20 2\/5

bulunur. Rezidii teoremi
fc f(z)dz =2mi ) Res|[f(z)] (1.1.14)
i
kullanilarak [50], (I.1.2)) denklemindeki integralin sonucu
d izx - iVis|x|
Sh. Ay (1.1.15)

c2m (=22 +is)  2/is

olarak bulunur. Daha 6nce de belirtildigi gibi, (I.I.I)) denkleminedeki integral ile
(T.1.2) denklemindeki integralin sonucu ayni oldugundan

© dk ek ielViskl (1.1.16)
—eo 27 (K2 4is)  24/is o
elde edilir.
1.2. Bromwich Integrali
Ekler kisminin bu boliimiinde
1 o,
2(s) = ——e(ViY) (1.2.17)

fonksiyonunun Bromwich integrali aracifiyla ters Laplace doniiglimiinii
hesaplayacagiz. Bu fonksiyonun Bromwich integrali

_1 1 e-tico o(i/izX') )
L {g(z)}zfm/g,m NG edz, €>0 (1.2.18)

seklinde tanimlanmistir.  Bu integralin paydasinda ve istelinde bulunan ./z
carpani z = 0 da bir dallanma noktasina (branch point ) sahip oldugundan, z =0
noktasi, bu integrali karmasik diizlemde hesaplamak i¢in kullanilacak bir ¢evritten
diglanmalidir. Bu yiizden bu integralin sonucunu bulmak igin C gevriti Sekil [A.2]
de gosterilen ¢evrit olmak iizere

PIVEY)
c 2/iz

integealini alacagiz. C cevriti sekilde gosterildigi gibi alt gevritlere parcalanmustir.
Bu pargalardan Cy hesaplamak istedigimiz Bromwich integralidir. Cevrit icinde

eddz, €>0 (1.2.19)
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Bromwich Cevriti

€+ioo

<o

Co

€-ioo

Sekil A.2. Bromwich integralinin hesab1 i¢in kullanilan cevrit.

(I.2.18) integralindeki integrandin hi¢ bir tekil noktasi yoktur. Diger bir deyisle
cevritin icindeki bolgede integrand fonksiyonu analitiktir. Dolayisiyla bu kapali
cevrit boyunca integral sifirdir. Bu yiizden hesaplamak istedigimiz Cy cevriti
iizerinden integral diger tiim parcalarin toplam degerinin negatifine esittir.

C1, C3 and Cs cevritlerinin herbiri tizerinden alinan integral sifirdir. Bu, daha 6nce
de vurgulanan; bir foksiyonun mutlak degerinin bir ¢evrit iizerindeki integrali sifir
ise fonksiyonun kendisinin de bu gevrit iizerindeki integrali sifirdir [SO] teoremi
kullanilarak gosterilebilir. C; ve Cs boyunca, R sonsuza giden bir sabit, 8, T < 6 <
27 araliginda olup, integral degiskeni z, O cinsinden z = Re® (— dz = iRe'®d0)
seklinde parametrize edilebilirler. O halde bu egriler boyunca cos 6 < 0 esitsizligi
saglanir. Ayrica bu egriler boyunca

iz=Re®"D) = iz = R BHD) = iv/ig = RE S5 HY) (1.2.20)
esitligi de gecerlidir. Boylece C; and Cs boyunca integrand fonksiyonunun mutlak
degeri

(f|x|>ezr
2Vivz

1
R%et (Rcos 0-+iRsin0)+|x'|(R2 cos(§ +3F)+iR2 sm(%-ﬁ-%ﬂ)

lim
R—s00

dz

> \

1
1 t{Rcos6+R2 COS(Q+M)‘XI‘
Rze 27

[§]

, T<0<2m (1.2.21)
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olarak bulunur. 7 < 0 < 27 aralifinda 7 < 6 < 27w = (%” < g—i- %” < %))
esitsizlikleri saglandigindan exponansiyel {izerindeki her iki kosiniis fonksiyonu da
negatiftir. ¢ ve |x’| ¢arpanlarmin her ikisi de pozitif oldugundan, R — oo limitinde
integrand fonksiyonunun mutlak degeri sifirdir:

1
R%et(Rcos 6-+R2 cos($+32)[x'|)

eiVizlY]) gzt

——d
2Viy/Z

Bir Onceki boliimde vurgulandigi gibi mutlak degeri bir ¢evrit boyunca sifir olan

bir fonksiyonun bu cevrit boyunca integrali sifir verir. Dolayisiyla C; and Cs
pargalarindan (T.2.19) integraline hig bir katki gelmez.

I%grolo = 1%1320 > — 0. (1.2.22)

Z

Simdi, Cs ¢evritinden de integrale gelen katkinin olmadigini gosterelim. Bu cevrit
boyunca, € — 0 olmak iizere, integral degiskeni z = €¢’® dir. Boylece integrand
fonksiyonunun C3 boyunca mutlak degeri sifira gider:

1 48,3 o
el€? \x’\e’(7+7”)+ete’9)se’9

e (IVizlY|+2t)
2ViV/z

dolayisiyla buradan da integrale katki gelmez.

O halde (1.2.18)) denkleminde verilen Bromwich integralini bulmak i¢in Along
C, ve Cy gevritleri iizerinden (1.2.19) integraline gelen katkilar1 bulmaliyiz. C;
dogrusu boyunca integral degiskeni z gereldir ve

z=¢TRe(z) = eTx=—x= /7= e Va=iVx

esitlikleri saglanir. Benzer sekilde C4 boyunca da

z=eRe(z) = ¢ Tx=—x= 7= e x=—iy/x

esitligi saglanir. Dolayisiyla, bu dogrular boyunca dz = —dx olur. Bu esitlikler
kullanilarak

SVEY) { 0 H(—iVil\F-1x) o g~ ViRV
/ _dy = —_<—/ —dx+/ dx>
GtC 2Viz 2mi o0 2iv/ix 0 2i/ix

-0 (1.2.23)

= lim
£—0

lim
£—0

2e6i(5+5)

1 v o(Vil¥ V) L o(=Vil¥'|Vx)
_ b </ ¢ te dx) (1.2.24)
2mi \ Jo 2iViy/x
Bu integraller x = u? = /x = u = 2‘1—)‘\/} = du degisken doniisiimil araciligiyla

1 °° 2 p .
I = (Vi) y (Vi) g )
1 i </0 e e u

1 o0 2 1y o0 2 Hiv
_ (=t +V/i|¥ |u) / (—tu® —/i|x' |u) )
= e du+ e du 1.2.25

Amn/i </oo —oo ( )
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. . .. .. . =) —ax2+bx _ é T ‘g . .
Gaussiyen integraller icin iyi bilinen [~ e dx = e4a\/g esitliklerini

kullanarak
(ivizx') 1 (2 1 (2
e T i(x) i(x")
eztdz = — —e ® = e 4 1.2.26
/C‘2+C4 2\/& 27i t ZM ( )
bulunur.
C cevriti boyunca hig¢bir kutup yoktur, buradan
1 (iviz|¥|) yat
2ri Jc Z\ﬁ\/E
o 1 £+ioo e(iﬁzﬂ) u
- = — e“d
@) = g/ G
4 _/ e(lm/) eztdz _ 9 1 e[()it)Z
C+Cy 2z 2/imt
(1.2.27)

elde edilir.
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