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OZET
(2,4,4) UCGENSEL GRUBUNUN ALT GRUPLARI

Ceren AYDIN
Yuksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danigmant: Prof. Dr. Adnan Melekoglu

2021, 34 sayfa

Bu ¢alismanin amaci (2,4,4) tiggensel grubunun alt gruplarini incelemek ve bunlari
boliim uzaylarina gore siniflandirmaktir.

Birinci boliimde kisaca tez 6zetlenmistir.
Ikinci béliimde tez calismasi igin gerekli olan temel bilgilere yer verilmistir.

Uciincii bélimde (2,4,4) iicgensel grubunun alt gruplar incelenmis ve bunlar
boliim uzaylarina gore siniflandirilmistir.

Son bolumde ise (2,4,4) U¢gensel grubunun indeksi 10 dan kiigiik veya esit olan
bazi alt gruplar1 ve bunlarin her biri i¢in birer iirete¢ kiimesi belirlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Grup, Ucgensel grup, (2,4,4) ticgensel grubu, Temel bélge,

Boliim uzay1.
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2021, 34 pages

The aim of this study is to investigate the subgroups of (2,4,4) triangle group and
classify them according to their quotient spaces.

In the first chapter the thesis is summarized briefly.

The second chapter is devoted to basic concepts that are required in the later
chapters.

In the third chapter, the subgroups of (2,4,4) triangle group have been investigated
and they are classified according to their quotient spaces.

In the last chapter, some of the subgroups of (2,4,4) triangle group of index less
than or equal to 10 with a generating set have been determined.

Key Words: Group, Triangle group, (2,4,4) triangle group, Fundamental region,
Quuotient space.
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1. GIRIS

Oklid dizleminin tim izometrileri fonksiyonlarda bileske islemine gore bir grup
olusturur. Bu grup E, notasyonu ile gosterilir ve Oklid grubu olarak adlandirilir
(Armstrong, 1988).

E, grubundaki elemanlar; yansimalar, 6telemeler, dondiirmeler ve Otelemeli
yansimalar olmak iizere dort tiire ayrilirlar. Bunlardan dondiirmeler ve 6telemeler
yonii korurlar, yansimalar ve 6telemeli yansimalar ise yonii korumazlar.

Oklid duzleminde d; ve d, dogrulari verilsin. Bunlar {izerindeki yansimalar
sirastyla r; ve r, olmak Uzere, rir, = ry or, izometrisi eger d; ve d, dogrulari
paralel ise diizlemdeki her bir noktay1 verilen dogrular arasindaki uzakligin iki kati
kadar Oteleyen bir 6telemedir (Sekil 1.1.1), eger kesisiyorlarsa dizlemdeki her bir
noktay1 kesigsme noktasi etrafinda dogrular arasindaki aginin iki kat1 kadar dondiiren
bir dondiirmedir (Sekil 1.1.2).

<t “» 2

Sekil 1.1.1 Paralel dogrular lizerindeki yansimalar
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Sekil 1.1.2 Kesisen dogrular iizerindeki yansimalar

Eger r3, d; ve d, dogrularim dik kesen bir d3 dogrusu iizerindeki yansima ise,
r1r,r3 izometrisi bir 6telemeli yansimadir (Sekil 1.1.3).

ds dz
A F 3
M -+ Iz
.-+ e 3
"l* L d-
I3
v v

Sekil 1.1.3 Otelemeli yansima

Dolayistyla Oklid diizleminin her izometrisi yansimalarin bileskesi olarak ifade
edilebilir.

T, karmasik diizlemde (C) i¢ acilarinin dlgtileri g, f ve f radyan olan bir tcgen
olsun. Ornegin T iiggeninin kdseleri 0, 1 ve 1 + i alinabilir (Sekil 1.1.4).
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Sekil 1.1.4 T ucgeni
Bu iiggenin kenarlarini igeren dogrular tizerindeki yansimalar,
a(z) =z,b(z) =—-zZ+2ve c(z) =iz

ile verilen a,b,c:C—> C fonksiyonlaridir (Alling ve Greenleaf, 1971). Bu
yansimalar fonksiyonlarda bileske islemine gore bir G grubunu iiretir ve asagidaki
bagintilar1 saglar:

a? = b? = c? = (ab)? = (bo)* = (ac)* =1
(Coxeter ve Moser, 1980). Bu G grubu (2,4,4) tiggensel grubu olarak adlandirilir.

Yukarida verilen T ¢geni G grubu igin bir temel bolgedir. Yani G grubunun
elemanlar altinda T tiggeninin goriintiilerinin birlesimi karmagik diizlemdir. Ayrica,

herhangi iki goriintiiniin i¢lerinin kesigimi bos kiimedir.

G grubunun indeksi N olan bir H alt grubu verilsin. H grubunun boliim uzay1
kompakttir ve Teorem 2.1.1 geregince herhangi bir temel bolgesinin alani, G
grubunun bir temel bolgesinin alaninin N katidir. Dolayisiyla H alt grubunun
herhangi bir temel bdlgesinin alani % birim kare olur. Boylece G grubunun herhangi

bir alt grubunun temel bélgesinin topolojik 6zelligi grubun bazi cebirsel 6zellikleri
hakkinda bilgi vermektedir.

Ornegin G grubunun sonsuz iiggensel alt grubu vardir ve bunlarm boliim uzaylar
iicgendir. Her liggen diske homeomorf oldugu icin liggensel gruplarin bdliim uzayi
disk kabul edilecektir. Ayrica G grubunun her tcgensel alt grubu (2,4,4) ucgensel
grubu oldugu i¢in G grubuna izomorftur.



Karmagik diizlemde kenarlar1 G grubuna ait yansimalar tarafindan sabit tutulan
dikdortgenler mevcuttur. Boyle bir dikddrtgenin kenarlarin1 igeren dogrular
Uzerindeki dort yansima, G grubunun dikdortgensel alt grup adi verilen bir alt
grubunu iiretir. Dikdértgensel alt gruplarin da b6liim uzay1 disktir ama G grubunun
bir dikddrtgensel alt grubu bir tGicgensel alt grubuna izomorf olamaz. Bunun sebebi,
dikdortgensel alt gruplarda yansimalar ve 180 derecelik dondiirmeler disinda sonlu
mertebeli elemanin bulunmamasidir. Dolayisiyla dikdortgensel alt gruplar G
grubunun farkli bir alt grup sinifini olusturur.

G grubunun herhangi bir iiggensel veya dikdortgensel alt grubu verildiginde, bunun
yonl koruyan izometrilerden olusan alt grubunun bolim uzayr kiireye
homeomorftur. Dolayisiyla boyle bir alt gruba kiiresel alt grup denir. Elemanlarinin
mertebeleri dikkate alindiginda G grubunun iki farkli kiiresel alt grup sinifina sahip
oldugu gortiliir.

G grubunun lineer bagimsiz iki 6teleme tarafindan tiretilen bir H alt grubunun bélum
uzay1 bir tor ylizeyidir. Boyle bir alt grup G grubunun torsal alt grubu olarak
adlandirilir. Tor ylizeyleri kompakt oldugu i¢in H grubunun G deki indeksi
sonludur.

G grubunun bir 6teleme tarafindan iiretilen bir alt grubu igin bir temel bdlge bir
sonsuz serittir ve alan1 sonlu degildir. Bu nedenle bu alt grubun boliim uzay bir
sonsuz silindirdir ve G deki indeksi sonlu degildir. Boyle bir sonsuz devirli alt gruba
G grubunun silindirik alt grubu denir.

G grubunun yansima ve dondiirmeler tarafindan tiretilen sonlu devirli alt gruplar da

mevcuttur. Bunlarin boliim uzaylan sirasiyla kapali yar diizlem veya konidir.

Aralarindaki dar ac¢inin Ol¢isi f radyan olan kesisen iki dogru iizerindeki

yansimalar ise 2n elemani bulunan D,, dihedral grubunu Gretirler.

[zomorf alt gruplarmn bdliim uzaylar1 homeomorftur, ancak boliim uzay1r homeomorf
olan alt gruplarin izomorf olmalar1 gerekmez. Ornegin G grubunun lcgensel ve
dikdortgensel iki alt grubu izomorf degildir, ama bunlarin boliim uzaylari kiire
oldugu i¢in homeomorftur.

Bu tez ¢alismasinin iigiincli boliimiinde G grubunun yukarida tanimlanan alt grup
siniflar1 detayli bir sekilde incelenecek ve her bir sinifa ait sayilabilir sonsuz alt grup



belirlenecektir. BOylece, terimleri G grubunun alt gruplardan olusan bir {G,,} dizisi
elde edilecektir.

Dordincu ve son bolimde ise MAGMA yazilimi kullanilarak (2,4,4) Ucgensel
grubunun yukarida bahsedilen tiirlere ait ve indeksi 10 dan kiiciik veya esit olan alt
gruplari belirlenecek ve bu alt gruplar bir ¢izelgede verilecektir. Cizelgede s6z
konusu gruplarn tiirleri ve iiretegleri de bulunacaktir. G6z 6niine alinan alt gruplarin
G grubundaki indeksleri sonlu oldugu igin gizelgede sadece boliim uzayr kompakt
olan alt gruplar yer alacaktir. Bunlar ise G grubunun ucgensel, dikddrtgensel,
kiiresel ve torsal alt gruplaridir. G grubunun sonlu ve silindirik alt gruplarinin boliim
uzaylar1 kompakt olmadigi i¢in bu tiir alt gruplar ¢izelgede yer almayacaktir.
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2 TEMEL BILGILER

2.1 Temel Bolge ve Boliim Uzay:

Tammm 2.1.1 X bostan farkli bir kime a € X ve ¢:G X X - X doniisimi, G
grubunun X kiimesi Uzerine bir etkisi olsun. Bu durumda, G, = {¢(g,a)lg € G}
kiimesine a noktasinin ydriingesi denir.

Tamm 2.1.2 (X, 7) bir topolojik uzay ve f: X — X bigimindeki homeomorfizma-
larin kiimesi G olsun. G kiimesi fonksiyonlarda bileske islemine gore bir gruptur.
Bu durumda, (X, 7) topolojik uzayinin asagidaki 6zelliklere sahip olan kapali bir F
alt klimesine G grubunun bir temel bélgesi denir:

i UfEGf(F):X’
ii. HerfeG—{e}icin FNf(F) = 0.

Ornek 2.1.1 f:C - C olmak uzere, f(z) = z + 3 olarak tanimlanan f Gtelemesi
sonsuz devirli bir G grubunu iretir. Sekil 2.1.1 de verilen F kiimesi G grubunun bir
temel bolgesidir.

A

\ 4

Sekil 2.1.1 (z — z + 3) grubu icin bir temel bolge

Bir G grubunun birden fazla temel bolgesi olabilir ve bunlarin alanlar1 esittir (Jones
ve Singerman, 1987). Bu caligma boyunca herhangi bir G grubunun bir temel
bolgesinin alani sonlu ise A(G) notasyonu ile gosterilecektir.



Temel bdlgeleri bilinen gruplarin alt gruplarmin indekslerini belirlemede ve
indeksleri bilinen alt gruplar i¢in temel bolge belirlemede asagidaki teorem
kullanilir.

Teorem 2.1.1 G bir grup ve G grubunun indeksi N olan bir alt grubu H olsun. Bu
durumda

A(H) _
AG)

dir.

Tamm 2.1.3 X bir topolojik uzay ve G, X uzayma etki eden bir grup olmak {izere,
her x,y € X icin,

xBy © y € G,

olarak tanimlanan 8 bagintisi bir denklik bagintisidir. Bu denklik bagintis1 X uzayim
denklik siniflarina ayirir. Bu denklik bagmtisina gore bir x elemanimin denklik
sinifi, x’in yoriingesidir. Ayrica, bu bagmtiya gore X/B = {G,|x € X} bolim
kiimesi ve t(x) = G, ile verilen t: X — X /B fonksiyonu bolim fonksiyonu olmak
tizere,

175 ={0 c X/B|n~1(0) € 7}

olarak tammlanan tg ailesi X/B kiimesi lizerinde bir topoloji olusturur. Bu
topolojiye boliim topolojisi denir. Bdylece (X/B,7g) bir topolojik uzaydir X/
kiimesi bu topolojiyle birlikte ele alindiginda bir topolojik uzaydir ve (X /B, TB)

topolojik uzayina boliim uzay1 denir.

Burada X /B boliim uzayinin elemanlar1 G grubuna gore yoriingeler oldugundan,
(X /B TB) topolojik uzayina bazi kaynaklarda yoriinge uzayi denir.

Ayrica, bu boliim uzay1 geometrik olarak su sekilde elde edilir. F < X alt kimesi G
grubu igin bir temel bolge olsun. Temel bolge tanimi geregince F kiimesindeki
herhangi iki nokta ayni denklik sinifinda bulunamaz. Ancak F kiimesinin sinir
Uzerinde birden fazla nokta ayni denklik sinifinda bulunabilir. X /B boliim uzay1, F
kiimesinin sinir1 tizerindeki ayni denklik sinifinda bulunan noktalar birlestirilerek
elde edilir.
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Ornek 2.1.2 Karmagsik diizlemde f(z) =z + 2 ve g(z) = z+ 1 + i ile verilen f
ve g otelemelerinin bileske islemine gore trettigi grup G olsun. Bu durumda,
koseleri 0,2,1 + i ve 3 + i olan paralelkenar, G grubu igin bir temel bolgedir. Bu
temel bolge lizerinde aynmi denklik sinifinda olan noktalar birlestirilirse boliim

uzayinin tor yilizeyi oldugu goriilir (Sekil 2.1.2).

1+ 3+
i :
0 2

Sekil 2.1.2 ki 6teleme tarafindan iiretilen bir grubun béliim uzay1

2.2 Ucgensel Gruplar

[, m,n 1 den biiylik pozitif tamsayilar olmak lizere, karmasik diizlemde i¢ agilarinin
olguleri %[ % ve g radyan olan bir T Uggeni verilsin. Boyle bir ticgen (I, m,n)

ticgeni olarak adlandirilir.

Sekil 2.2.1 Bir ti¢gensel grup igin temel bdlge



T uUcgeninin kenarlarimi iceren dogrular iizerindeki yansimalar fonksiyonlarda
bileske islemine gore bir G grubunu Uretir. Bu grup (I, m, n) uggensel grubu olarak
adlandirilir ve

(a,b,c|a® =b? =c? = (ab)! = (bc)™ = (ac)" = 1)

olarak ifade edilebilir. Sekil 2.2.1°de goriilen T Ui¢geni, grubu G grubu igin bir temel
bolge olmaktadir. T iiggeni karmagik diizlemde bulundugu i¢in %+ % +% =1ve

[, m,n sayilarinin alabilecegi degerlerin; 2,4,4, 2,3,6 ve 3,3,3 oldugu biliniyor. Bu
caligmanin ana konusu (2,4,4) tiggensel grubu ve alt gruplari oldugu i¢in (3,3,3) ve
(2,3,6) tiggensel gruplar1 dikkate alinmayacaktir.



10

3. (2,4,4) UCGENSEL GRUBUNUN ALT GRUPLARI

G bir (2,4,4) iicgensel grubu olsun. Islemlerin daha kolay yapilabilmesi amaciyla
birinci béliimde oldugu gibi bu béliimde de G grubu, karmasik diizlemde koseleri
0,1 ve 1 +iolan T ii¢geninin kenarlarini igeren dogrular iizerindeki

a(z) =2, b(z)=—-z+2vec(z) =iz
yansimalari tarafindan tiretilen grup olarak almacaktir.

Bu bélimde G grubunun degisik tiirden alt gruplari incelenecek ve her bir tire ait
sayilabilir sonsuz alt grup belirlenecektir. Boylece, her bir terimi belli bir tiire ait ve
G grubunun alt grubu olan bir dizi elde edilecektir.

3.1. Uggensel Alt Gruplar
G grubunda
x = (ab)c(ab)™! = abcha

elemani c ile esleniktir. Eslenik elemanlar ayni tiirden olduklari i¢in x elemani da
bir yansimadir. Ayni sebepten dolay1

¢, = cxc = cabchac = c(abc)?

elemani da G grubunda bir yansimadir. Sekil 3.1.1°de goriildiigi gibi; T; Giggeninin
kenarlarini igeren dogrular Gizerindeki yansimalar a, b ve c¢;’dir. T; iggeninin alani,
T tlggeninin alanmin 9 katidir. O halde Teorem 2.1.1 geregince a,bve c;
yansimalari G ’nin indeksi 9 olan bir G, alt grubunu tiretirler. Ayrica G; = (a, b, ¢;)
grubunun bir (2, 4, 4) tiggensel grubu oldugu agiktir.
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Sekil 3.1.1 G, grubu icin bir temel bolge

Benzer sekilde,
y = abc,(ab)™! = abcabcbhacba
ve
¢, = cyc = cabcabcbachac = c(abc)*

elemanlar1 G grubunda yansimalardir.

11
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Sekil 3.1.2 Ucggensel alt gruplar igin temel bolgeler

Sekil 3.1.2°de gortldigi gibi; T, Ucgeninin kenarlarini igeren dogrular tizerindeki
yansimalar a, b ve c, dir. T, ti¢geninin alani, T tiggeninin alaninin 25 katidir.
Boylece a,b ve c, yansimalart G grubunun indeksi 25 olan bir G, alt grubunu
retirler. Ayrica, G, = (a, b, c;) grubu da bir (2, 4, 4) tcgensel grubudur.

Yukarida yapilan islemlere benzer sekilde devam edilirse, n. adimda G grubunun
a, b ve c,, = c(abc)?™ yansimalari tarafindan iiretilen G,, ticgensel alt grubu elde
edilir. Temel bolgelerin alanlar1 dikkate alinarak Teorem 2.1.1. yardimiyla
Gy, alt grubunun G grubundaki indeksinin (2n + 1)? oldugu goriiliir.

Sonug olarak, terimleri G grubunun tiggensel alt gruplarindan olusan ve genel terimi
G, = {(a, b, c,) olan bir {G,} dizisi elde edilmistir.
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NZON
N

Sekil 3.1.3 a yansimasi ile eslenik olan yansimalar

Simdi de G grubunun her m pozitif tam sayismna karsihk G,, = (a,c, by,)
bigcimindeki alt gruplarini elde edelim. Sekil 3.1.3’te goriildiigii gibi, a yansimasi

ile eslenik olan
X = cac
elemani ve x ile eslenik olan
b; = bxb = bcacb = (bcac)b

elemanlar1 G grubunun birer yansimasidir. Ayrica, a, ¢, b; yansimalar tarafindan
uretilen G, grubu G grubunun bir (2,4, 4) tiggensel alt grubudur. Bu yansimalarin
sabit tuttugu dogrular tarafindan siirlanan ve alani1 T {iggeninin alaninin 4 kati olan
ikizkenar dik iggen G, grubu icin bir temel bolgedir. O halde G, alt grubunun G
grubundaki indeksi 4 olur.

Benzer sekilde,

y = xbx = cacbcac
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Ve
b, = byb = bcacbcach = (bcac)?b

elemanlarinin her ikisi de G grubunda yansima olan elemanlardir ve a,c,b,
yansimalar1 tarafindan tretilen G, grubu, G grubunun bir (2,4,4) Ucgensel alt
grubudur. Bu yansimalarin sabit tuttugu dogrular tarafindan sinirlanan ve alan1 T
tiggeninin alaninin 9 kati olan ikizkenar dik tiggen G, grubu icin bir temel bolge
olur. Dolayisiyla G, alt grubunun G grubundaki indeksi 9 dur.

Yukaridaki islemlere benzer sekilde devam edilirse, m. adimda G grubunun
a,c ve b, = (bcac)™b yansimalari tarafindan tiretilen G,,, t¢cgensel alt grubu elde
edilir. Temel bolgelerin alanlari dikkate alindiginda Gy, alt grubunun G grubundaki
indeksinin (n + 1)? oldugu goriiliir.

Sonug olarak, terimleri G grubunun (2,4, 4) Ucgensel alt gruplarindan olusan ve
genel terimi G,,, = (a, ¢, b)) olan bir {G,,} dizisi elde edilmistir.

pd
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Sekil 3.1.4 b yansimasi ile eslenik olan yansimalar
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Son olarak G grubunun her k pozitif tam sayisina karsihk Gj =
(b, c, ai) bigimindeki alt gruplarin1 elde edelim. Sekil 3.1.4’te gorildigi gibi, b

yansimasi ile eslenik olan
x = cbc
eleman1 ve bununla eslenik olan
a, = axa = acbca = (achc)a

elemani G grubunun birer yansimasidir. Bu durumda, b, ¢, a; yansimalar tarafindan
uretilen G; grubu G grubunun bir (2,4,4) Ucgensel alt grubudur.
b, ¢, a; yansimalarinin sabit tuttugu dogrular tarafindan sinirlanan ve alami T
tiggeninin alaninin 4 kati olan ikizkenar dik iiggen G; grubu icin bir temel bolgedir.
O halde G, alt grubunun G grubundaki indeksi 4 olur.

Benzer sekilde,
y = xax = cbcacbc
ve
a, = aya = acbcacbca = (achc)?a

elemanlarinin her ikisi de G grubunda bir yansimadir. Ayrica, b, ¢, a, yansimalari
tarafindan iretilen G, grubu, G grubunun bir alt grubudur. Daha 6nceki irdelemeler
dikkate alindiginda G, alt grubunun G grubundaki indeksinin 9 oldugu goriiliir.

Ayni yol izlenerek, k. adimda G grubunun b,c ve a, = (achc)®a yansimalari
tarafindan tretilen G liggensel alt grubu elde edilir. Temel bolgelerin alanlar
dikkate alindiginda Gy, alt grubunun G grubundaki indeksinin (n + 1)? oldugu
goruldr.

Boylece, terimleri G grubunun (2,4, 4) Ucgensel alt gruplarindan olusan ve genel
terimi G, = (b, c, a;) olan bir {G,.} dizisi elde edilmistir.

G grubunun su ana kadar elde edilen alt gruplarinin iireteglerinden sadece bir tanesi
G grubunun lreteclerinden farkli idi. Bu durum islemleri kolaylastirmaktadir.
Ancak G grubunun Greteclerinin Gcl de a, b, ¢ den farkli olan ti¢gensel alt gruplari
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da mevcuttur. Ornegin bu kisimda karsilasilan a; = achca, by = bcach ve ¢; =
cabcbac elemanlar1 G grubunun indeksi 25 olan bir ¢gensel alt grubunu Uretir.
Eger bu diisiince genellestirilirse, her n pozitif tam sayisina karsilik G grubunun
a, = (acbc)™a, b, = (bcac)™b ve c,, = c(abc)?" yansimalari tarafindan iiretilen
ve indeksi (4n + 1)? olan bir G, liggensel alt grubu ve dolayisyla {G,} alt grup
dizisi elde edilir.

3.2. Silindirik Alt Gruplar

Karmasik diizlemde bir otelemenin iki paralel dogru iizerindeki yansimalarin
bileskesi olarak ifade edilebilecegi, bir 6teleme tarafindan iiretilen bir H grubunun
(Z, +) grubuna izomorf oldugu ve C/H boliim uzayinin bir sonsuz silindir oldugu
biliniyor. Bu nedenle H grubu silindirik grup olarak adlandirilir.

a, b ve ¢, bu boliimiin basinda verilen G grubunu tireten yansimalar olmak tizere, bu
yansimalarin sabit tuttugu dogrulara paralel olan dogrular {izerindeki yansimalar
yardimiyla bu kisimda G grubunun silindirik alt grup aileleri elde edilecektir.

a, = cbc eleman b ile eslenik oldugundan G grubunda bir yansimadir. Ayrica a;
ve a yansimalarinin sabit tuttuklar1 dogrular paraleldir, Sekil 3.2.1. Bu nedenle
a;a = cbca bir 6telemedir ve A; = (a,a) grubunu uUretir. C/A; boliim uzay1 bir
sonsuz silindir oldugundan, A; grubu G grubunun bir silindirik alt grubudur.

Sekil 3.2.1 A; grubunu Ureten a ve a; yansimalari

a, = chca(chc)™! = chcachc eleman: a ile eslenik oldugundan G grubunda bir
yansimadir. a, Ve a yansimalarinin sabit tuttuklar1 dogrular paralel oldugundan,
aya = cbcacbca = (chca)? bir dtelemedir ve A, = (a,a) grubunu iiretir, Sekil
3.2.2. Benzer sekilde, C/A, bolim uzay: bir sonsuz silindirdir ve A, grubu G
grubunun bir silindirik alt grubudur.
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Sekil 3.2.2 A, grubunu Ureten a ve a, yansimalari

as = (cbcacbc)cbe(cbcachce) = cbecacbecbecbecache = cbeacbecachce

eleman1 b elemani ile eslenik oldugundan G grubunda bir yansimadir. a; ve a
yansimalarinin sabit tuttuklar1 dogrular paralel oldugundan,

asa = cbcacbccbechecachbea = (chea)?

bir dtelemedir ve A; = (aza) grubunu iretir, Sekil 3.2.3. Benzer sekilde, C/A;
bolim uzayr bir sonsuz silindirdir ve A grubu G grubunun bir silindirik alt
grubudur.

Benzer islemler yapilarak G grubunun, her n € Z* igin a,a = (chca)™ dtelemesi
tarafindan tiretilen A,, = ((cbca)™) silindirik alt grubu elde edilir.

Sonug olarak, terimleri G grubunun silindirik alt gruplarindan olusan bir {4,,} dizisi
elde edilmistir.

Burada her n € Z* icin A,, alt grubunun elemanlari, b yansimasi tarafindan sabit
tutulan dogruya paralel olan 6telemelerdir.
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Sekil 3.2.3 Az grubunu Ureten a ve a3 yansimalari

Benzer sekilde, her m € Z* icin a yansimasi tarafindan sabit tutulan dogruya
paralel olan (cacbh)™ bigimindeki 6telemeler tarafindan iiretilen B,, = ((cacb)™)
gruplarindan {B,,,} dizisi elde edilir.

Son olarak, her k € Z* igin ¢ yansimas tarafindan sabit tutulan dogruya dik olan
dogrular boyunca (abc)?* bigimindeki otelemeler tarafindan fiiretilen Cj, =
((abc)?*) gruplarindan {C,} dizisi elde edilir.

G grubunun yansima olan elemanlarinin sabit tuttugu paralel dogrulardan olusan 3
farkli aile bulunmaktadir. Bu nedenle G grubunun herhangi bir silindirik alt grubu
yukarida tamimlanan {A,}, {B,,} veya {C,} dizilerinden herhangi birinin bir terimi
olmak zorundadir.
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3.3 Torsal Alt Gruplar

Ikinci boliimde goriildiigii gibi, karmasik diizlemde lineer bagimsiz iki Steleme
tarafindan tiretilen bir H grubu ig¢in C/H boliim uzayi bir tor yilizeyidir. Béyle bir H
grubuna torsal grup denir. Bu bélimde ele alinan ve

a(z) =2, b(z)=—-z+2vec(z) =iz

yansimalari tarafindan iiretilen G grubunun 6teleme olan bazi elemanlari bir 6nceki
kisimda verilmistir. Simdi bunlar kullanilarak G grubu icin sonsuz torsal alt grup
belirlenecektir.

Bir onceki kisimda goriildiigii tizere, f; = cbca ve g; = bcac elemanlart G
grubunda 6telemelerdir ve bu 6telemeler

fi(z) = cbca(z) = z+ 2i ve g,(z) = bcac(z) =z+2

olarak daha agik bi¢imde verilebilir. Bu iki 6telemenin tirettigi grup t, hotasyonu
ile gosterilsin. Koseleri 0, 2, 2i ve 2 + 2i olan kare t; = {(cbca, bcac) grubu igin bir
temel bolgedir, Sekil 3.3.1. Bu karenin alan1 G grubunun temel bdlgesinin alaninin
8 kat1 oldugundan, t, alt grubunun G grubundaki indeksi 8 dir. Yukarida agiklanan
geometrik sebeplerden dolay1 G grubunun indeksi 8 den daha kiigiik olan bir torsal
alt grubu mevcut degildir. Dolayisiyla t; grubu G grubunun indeksi en kii¢iik olan
torsal alt grubudur ve son boliimde verilen Cizelge 4.1 in on dordiincii satirinda yer
alan gruptur.

Sekil 3.3.1°den yararlanilarak, f, = cbcacbca ve g, = bcacbcac elemanlarinin
G grubunda 6teleme olduklar ve

f(z)=z+4i ve g,(z) =z+4

olarak verilebilecekleri kolayca goriilebilir. Bu iki 6telemenin irettigi grup T,
notasyonu ile gosterilsin. Koseleri 0,4,4i ve 4 4+ 4i olan kare 1, grubu igin bir
temel bolgedir, Sekil 3.3.2. Bu karenin alan1 G grubunun temel bélgesinin alaninin
32 kat1 oldugundan, t, alt grubunun G deki indeksi 32 dir.
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2i 2+ 2i

Sekil 3.3.1 t, grubu icin bir temel bolge
T, Ve 1, alt gruplar belirlenirken izlenilen yol tekrar edilerek, her n pozitif tam
sayisina karsilik G grubunun, f, = (chca)™ ve g, = (bcac)™ Otelemeleri

tarafindan ftretilen t,, = (f,,, gn) torsal alt grubu elde edilir. Temel bdlgelerin
alanlar1 karsilastirilarak t,, grubunun G grubundaki indeksinin |G:t,| = 8n?

oldugu kolayca gortilebilir.

4 4+ 4§
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Sekil 3.3.2 t, grubu icin bir temel bélge

Bdylece, terimleri G grubunun torsal alt gruplarindan olusan ve genel terimi t,, =
(fn, gn) olan bir {t,} dizisi elde edilmistir.
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3.4 Dikdortgensel Alt Gruplar

D karmasik diizlemde bir dikdortgen ve bu dikdortgenin kenarlarini iceren dogrular
tizerindeki yansimalar x, y, u, v olsun. Bu yansimalar

x2=y? = u? =v? = (xy)? = (yu)? = (wv)? = (vx)? = 1
bagintilarini saglar ve fonksiyonlarda bileske islemine gore bir H grubunu Uretir. Bu
gruba dikdortgensel grup denir.

D dikdortgeninin H grubunun elemanlar1 altindaki goriintiilerinin birlesiminin
karmagik diizlemi verdigi ve temel bdlge 6zelliklerini sagladigi agiktir. Dolayisiyla
karmasik diizlemde herhangi bir dikdortgen, kenarlarini iceren dogrular iizerindeki
yansimalarin {irettigi dikdortgensel grup icin bir temel bolgedir.

Ornegin karmasik diizlemde koseleri 0,1, ve 1 + i olan karenin kenarlarmi igeren
dogrular1 sabit tutan ve

x(2)=2z, y@2)=—2Z, ulz)=2+2i ve v(z) = —Z+ 2

olarak verilen x, y, u, v yansimalar1 bir D; grubunu dretir. Bu grup bir dikdortgensel
gruptur ve yukarida bahsedilen kare bu grup i¢in bir temel bolgedir, Sekil 3.4.1.

Sekil 3.4.1 D, grubu icin bir temel bélge
D; grubunun bu temel bdlgesinin alani,
a(z) =2, b(z)=—-z+2vec(z) =iz

yansimalari tarafindan tiretilen G U¢gensel grubunun herhangi bir temel bdlgesinin
alanimin iki kat1 oldugundan, D; grubu G grubunun indeksi 2 olan bir alt grubudur
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ve a,b,cac ve cbc elemanlar tarafindan iretilmektedir. D; grubu ayrica son
boliimde verilen Cizelge 4.1 in dordiincii satirinda yer alan gruptur.

Bu kisimda, G tiggensel grubunun dikddrtgensel alt gruplarindan olusan bir {D,,}
dizisi elde edilecektir.

Yukarida verilen D; grubunda oldugu gibi, koseleri 0,2,ive2+i olan
dikdortgenin kenarlarini igeren dogrular tizerindeki

x2)=2z, y2)=—2, ulz)=z+2i ve v(z)=—-Z+4

yansimalar1 bir D, dikdortgensel grubunu dretir. Koseleri 0,2,ive 2+ i olan
dikdoértgen D, grubu icin bir temel bolgedir ve G grubunun herhangi bir temel
bolgesinin alaninin dort katidir, Sekil 3.4.2. Bu nedenle D, grubu G grubunun
indeksi 4 olan bir alt grubudur.

AN

i 2 BN

Sekil 3.4.2 D, grubu igin bir temel bolge

Benzer sekilde, her n pozitif tam sayisi igin, koseleri 0,n,iven+1i olan

dikdortgenin kenarlarini sabit tutan
x(z2)=2z, y(2)=—2, u(z)=2+2i ve v(z) =—Z+2n

yansimalari tarafindan tretilen bir D,, dikdortgensel grubu elde edilebilir. Bu grup,
G grubunun indeksi 2n olan bir alt grubudur.

Sonug olarak, terimleri G grubunun dikdortgensel alt gruplarindan olusan bir {D,,}
dizisi elde edilmistir.

Kenarlar1 G grubunun yansimalari tarafindan sabit tutulan dikdortgenler yardimuyla,
G grubunun bagka dikdortgensel alt grup dizileri benzer bicimde elde edilebilir.
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3.5 Kuresel Alt Gruplar

(2,4,4) tggensel grubunun, karmasik diizlemde bir ikizkenar dik {i¢genin
kenarlarini {izerinde bulunduran ii¢ dogru fiizerindeki yansimalar tarafindan

iiretildigi ve
(a,b,cla® = b? = c? = (ab)? = (bc)* = (ca)* = 1)

biciminde ifade edilebilecegi biliniyor. Burada ab, bc ve ca elemanlari, s6z konusu
ikizkenar dik tiggenin koseleri etrafinda sirasiyla 180, 90 ve 90 derecelik
dondirmelerdir. Bu t¢ dondirme (2, 4, 4) tggensel grubunun indeksi 2 olan bir H
alt grubunu Uretir.

X=abveY =bc
olmak (izere H grubu,
X, Y|X2=Y*=(XY)* =1)

olarak ifade edilebilir. Koseleri 0,1 ve 1 + i olan (iggenin (2, 4,4) Uggensel grubu
icin bir temel oldugu biliniyor. H grubunun elemanlar1 altinda bu tiggenin
goriintiilerinin birlesimi karmasik diizlemi kaplamaz ve dolayisiyla aym tiggen H
grubu icin bir temel bolge olamaz. O halde H alt grubunun herhangi bir temel
bolgesinin alani, tiggensel grubun herhangi bir temel bolgesinin alaninin en az 2 kati
olmak zorundadir. Eger (2, 4, 4) Ucgensel grubunun Gretecleri olarak

a(z) =z, b(z)=—-z+2vec(z) =iz

yansimalar1 almirsa, swrastyla 1,1+ i ve O noktalarini sabit tutan asagidaki
dondirmeler elde edilir:

X(z)=ab(z)=—z+4+2, Y(z)=bc(z) =iz+ 2 ve XY(2) = ca(z) = —iz.

Koseleri 0,1 ve 1+ i olan ikizkenar dik ticgen (2,4, 4) tcgensel grubu igin bir
temel bolge oldugundan, 6rnegin koseleri 0, 1,i ve 1 + i olan kare H grubu igin bir
temel bolgedir. Teorem 2.1.1 geregince H grubunun G grubundaki indeksi 2 olur.
Ayrica, C/H bolim uzaymin kiireye homeomorf oldugu goriiliir. Bu nedenle H
grubu ve tiggensel gruplarin benzer bigimde elde edilen alt gruplar1 Kiiresel olarak
adlandirilir.
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Karmasgik diizlemde bir dikdortgenin kenarlarini iizerinde bulunduran dort dogru
Uzerindeki x,y,u, v yansimalarinin

Ly uvlx? =y? =u? =v? = (xy)? = w)? = (Wr)? = (wx)* = 1)

biciminde ifade edilebilen bir ¢ dikdoértgensel grubunu iirettigi biliniyor. Burada
Xy, yu, uv Ve vx elemanlarinin her biri, s6z konusu dikdortgenin koseleri etrafinda
180 derecelik dondurmedir. Bu dondirmeler G dikddrtgensel grubunun indeksi 2
olan bir K alt grubunu uretir. Bu grup,

A=xy,B=yuve C =uv
olmak uzere
(4,B,C|A% = B2 = C% = (ABC)? = 1)
olarak ifade edilebilir.

K alt grubunun herhangi bir temel bélgesinin alani, G grubunun herhangi bir temel
bolgesinin alaninin 2 kati olacag igin, yukarida sozii edilen dikddrtgen ile bunun
x,y,u,v yansimalarindan herhangi biri altindaki goriintiisii olan dikdortgen ile
birlesimi K alt grubu i¢in bir temel bdlge olur. Bu sekilde olusturulan bir temel bolge
dikkate alinarak, C/K bdlim uzayinin da kiireye homeomorf oldugu goriiliir.
Dolayisiyla K grubu da kiiresel olarak adlandirilir.

O halde (2,4, 4) lcgensel grubunun bir kiresel alt grubu iki veya ¢ dondiirme
tarafindan iretilir. Boylece, dordiincii boliimde verilen Cizelge 4.1 de yer alan bir
klresel grubun iireteg sayisi dikkate alinarak, bir iggensel veya dikdortgensel grup
tarafindan indeksi 2 olan bir alt grup olarak icerildigi kolayca saptanabilir.

3.6 Sonlu Alt Gruplar

G grubunun sonlu alt gruplar devirli veya dihedraldir (Armstrong, 1988). Devirli
bir alt grup bir yansima veya dondiirme tarafindan tiretilir. Bir déndiirme tarafindan
tiretilen alt grubun mertebesi 2 veya 4 olacagi aciktir. Dolayisiyla G grubunun
devirli bir alt grubu Z, veya Z, grubuna izomorftur.
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n pozitif tamsayis1 1 den bliyiik olmak tizere, kesisen iki dogru arasindaki aginin
6lglsu 5 radyan olsun. Bu durumda bu dogrular iizerindeki yansimalarin iirettigi

grup,
(A,B|A? = B%2 = (AB)" = 1)
olarak ifade edilebilen D,, dihedral grubuna izomorftur.

G grubunun yansimalari tarafindan sabit tutulan herhangi iki dogru arasindaki aginin
6lglisti 7 veya 7 radyan oldugu i¢in G grubunun herhangi bir dihedral alt grubu D,

veya D, grubuna izomorf olur.
Ornegin G grubunun standart iiretegleri olarak alinan
a(z)=2z b(z)=—-z+2vec(z) =iz
yansimalari tarafindan iiretilen dihedral gruplar asagida verilmistir:
(a,b) = Z, X Z, = D,,
(a,c) = Dy,
(b,c) = D,.

Sonug olarak, G grubunun D, ve D, gruplarindan baska dihedral alt grubu mevcut
degildir.
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4. (2,4,4) UCGENSEL GRUBUNUN BAZI KOMPAKT ALT
GRUPLARI

Karmagik diizlemin izometrilerinden olusan ve bdliim uzay1 kompakt olan bir grup
kompakt olarak adlandirilir.

Dolayisiyla G bir (2,4,4) ucgensel grubu olmak (zere, G grubunun (gcgensel,
dikdortgensel, kiresel ve torsal alt gruplart kompakttir ama silindirik alt gruplar
kompakt degildir. G grubunun sonlu alt gruplari olan devirli ve dihedral gruplara ait
temel bolgeler kompakt olmadigi i¢in bunlara karsilik gelen boliim uzaylar1 da
kompakt degildir.

Bu bolimiin temel amaci, MAGMA yardimiyla G Uggensel grubunun indeksi 10
dan kii¢lik veya esit olan ve tiglincii boliimde incelenen tiirlere ait alt gruplarini
belirlemektir.

G grubunun silindirik ve sonlu alt gruplart kompakt olmadiklari i¢in bunlarin G
grubundaki indeksleri sonlu degildir. Bu sebeple s6z konusu gruplar harig tutularak,
G grubunun sadece ii¢gensel, dikdortgensel, kiiresel ve torsal alt gruplar1 dikkate
alinmustir.

Bu kisimda yapilan hesaplamalar, MAGMA nin asagida verilen kodlari kullanilarak
yapilmistir (Bosma vd, 1997):

> G< a,b,c >:= Group<a,b,c | a*2, b"2, ¢"2, (a*b)"2, (b*C) 4, (c*a) 4>;
> L:=LowlIndexSubgroups(G,10);

> #L;

>L;

Belirlenen alt gruplarin G grubundaki indeksleri, tretegleri ve tlrleri Cizelge 4.1 de

verilmistir.

Daha 6nce oldugu gibi, bu boliimde de G grubu karmasik diizlemde koseleri 0,1 ve
1 + i olan tiggenin kenarlarini igeren dogrular iizerindeki

a(z) =2z, b(z)=—-z+2 ve c(z) =iz
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yansimalari tarafindan iiretilen grup olarak almmistir. Dolayisiyla belirlenen alt
gruplarin Cizelge 4.1 in {igiincii slitununda yer alan {iretegleri, G grubunun yukarida
verilen ve t¢ilincii bolimde de standart olarak kullanilan a,b ve c Uretegleri
cinsinden ifade edilmistir.

Uciinci bélimde G grubunun sonsuz torsal alt grubunun mevcut oldugu
goriilmiistiir. Bu alt gruplardan biri hari¢ digerlerinin G grubundaki indeksi 10 dan
biyktir. Bu sebeple Cizelge 4.1 in on dérdiincii satirinda yer alan ve chca ile bcac
Otelemeleri tarafindan tiretilen grup, G grubunun indeksi en kicuk olan torsal alt
grubudur.

Cizelge 4.1 den ayrica, G grubunun indeksi en kiguk olan kiresel alt grubunun
birinci satirda, dikdortgensel alt grubunun ise dordiincii satirda yer aldigi
goriilmektedir. Tkinci ve iigiincii satirlarda bulunan gruplar ise G grubunun indeksi
en kiguk olan ii¢gensel alt gruplaridir.

(2,4,4) ucgensel grubunun herhangi bir alt grubunun &telemeli yansima olan
elemani mevcutsa bu alt grubun bolim uzayr Mobius seridi, Klein sisesi veya
projektif dizlemdir.

Ornegin
f(z) =cbca(z) = z+ 2i ve g(z) =abcac(z) =z+2
olarak verilen f ve g fonksiyonlari karmasik diizlemde sirasiyla bir 6teleme ve

Otelemeli yansimadir. Bunlarin rettigi alt grubun G grubundaki indeksi 16 olup
boliim uzayi ise bir Klein sigesidir.

Mobius seridi, Klein sisesi ve projektif diizlem kompakttir ama yonlendirilemez
yizeylerdir. Bu nedenle (2,4,4) tiggensel grubunun 6telemeli yansima igeren alt
gruplarina Cizelge 4.1 de yer verilmemistir.

(2,4,4) tggensel grubunun bir dondiirme ve bir yansima tarafindan iiretilen alt
gruplarinin boliim uzaylar1 diske homeomorf olduklari i¢in kompakttir ama Cizelge
4.1 de bu tiir alt gruplara da yer verilmemistir.
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Cizelge 4.1 (2,4,4) iiggensel grubunun bazi kompakt alt gruplari

indeks

Uretecler

Tlr

ba
ca

Kdiresel

Ucgensel

Ucgensel

Dikdértgensel

Kdresel

Kdresel

Dikdértgensel

Kiresel

Ucgensel

10

Ucgensel

11

cbc
cacbcac

Dikdértgensel

12

a
b
cac
cbcacbc

Dikdortgensel
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13

a
b
cac
cbcacbcecachbc

Dikdértgensel

14

chca
bcac

Torsal

15

(ca)?
(cb)?
acbcba

Kiresel

16

cb
acbcba

Kiresel

17

cac
bcacba

Kiresel

18

c
aca
bcb
abcabcbacba

Dikdértgensel

19

ba
caba
acbaca

Kiresel

20

ba
cbca
cacbcaca

Kiresel

21

ba
(ca)®
(chca)?

Kiresel

22

b
cbc
acbca
cacbcac

Dikdértgensel

23

b
c
acabcbaca

Ucgensel

24

a
c
bcabcbach

Ucgensel

25

a
b
cacbcac
chcacbc

Dikdértgensel
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26

a
b
chc
cacbcacbcacbcac

Dikddrtgensel

27

a
b
cac
cbcacbcacbcacbe

Dikddrtgensel

28

a
b
cabcbac

Ucgensel

29

10

ba
cacbca

Kdresel

30

10

a
b
cac
cbcacbcacbcacbcachc

Dikdortgensel
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5. SONUC

Bu tez caligmasinda ilk olarak (2,4,4) tiggensel grubunun alt gruplari incelenmis ve
bunlar boliim uzaylarina gore siniflandirilmistir. Ayrica, (2,4,4) lggensel grubunun
indeksi 10 dan kiiciik veya esit olan alt gruplari ve bunlarin her biri igin birer iireteg
kiimesi belirlenmistir.

Sonraki ¢alismalarda, (2,4,4) Ucgensel grubunun silindirik alt gruplari ve bunlarin
boliim uzaylari olan silindirler incelenebilir. Bu silindirler izerinde tipi {4,4} olan
diizgiin figlirler mevcuttur (Jones ve Singerman, 1978). Melekoglu (2008, 2018)
tarafindan diizgiin figiirlerin yansimalari konusunda yapilan ¢aligmalarin benzerleri

bu diizgiin figiirler i¢in de yapilabilir.
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