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OZET

KUANTUM SPIiN SISTEMLERINDE DOLASIKLIK VE
KUANTUM TELEPORTASYON

Ferid AKBAS

Yiiksek Lisans Tezi, Fizik Anabilim Dali
Tez Damigmani: Dr. Ogr. Uyesi Cenk AKYUZ
2019, 103 sayfa

Kuantum enformasyon teorisinin dnemli bir 6zelligi olan kuantum dolasiklik
oldukca genis bir uygulama alanina sahiptir. Sistemin dolagik olma o6zelligi
kullanilarak bilginin teleportasyonu giiniimiizde hem teorik hem de deneysel
olarak calisilan 6nemli konulardan biri olmustur. Heisenberg spin sistemleri de
dolasikligin olusturulmasinda ve bu dolagik sistemlerin bir kuantum kanali olarak
kullanilip, teleportasyonun gerceklestirilmesinde arastirilmasi gereken bir 6nem
tagir. Bu motivasyondan hareketle tezimizde oncelikle dort kubitten olusan J; — J»
Heisenberg XXX sistemi kullanilarak, bu sistemin hem en yakin komsu hem de
ikinci en yakin komgu kubitleri arasindaki dolasik kuantum kanallar araciligiyla,
dolasik bir kuantum durumunun teleportasyonunu inceledik. Sonrasinda ise
ayn1 incelemeleri dort spinden olugan spin(%, 1) karma spin J; — J, Heisenberg
XXX sistemi icin gerceklestirdik. Sisteme ekledigimiz D, ve D, gibi DM
etkilesmeleri ve B, manyetik alani gibi parametrelerle teleportasyonun en etkin
sekilde gerceklestirilebilmesi i¢in olasi durumlar1 belirlemeye calistik. Elde
edilen sonuclardan genelde ikinci en yakin komsu kubitler arasindaki kuantum
kanali kullanilarak yapilan teleportasyonun daha iyi oldugu goriilmiigtiir. Dort
kubitlik sistem icin D, parametresinin D,’ye gore diisiik sicakliklarda teleportasyon
iizerinde daha etkin oldugu anlasilirken hem dort kubitlik hem de karma spin
sistemlerinde diisiik manyetik alan degerleri icin diisiik olmayan belli sicakliklara
kadar iyi teleportasyon sonuglarina ulagilmistir.

Anahtar Soézciikler: Dolagiklik, Dzialoshinskii-Moriya (DM) etkilesmesi,
Heisenberg XXX Model, Kuantum Teleportasyon, Sadakat, Uyum
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ABSTRACT

ENTANGLEMENT AND QUANTUM TELEPORTATION IN QUANTUM
SPIN SYSTEMS

Ferid AKBAS

M.Sc. Thesis, Department of Physics
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Cenk AKYUZ
2019, 103 pages

Quantum entanglement, which is an important feature of quantum information
theory, has a very wide application area. Today, the teleportation of information
has become one of the important topics that are studied both theoretically and
experimentally by using the system’s entanglement feature. Heisenberg spin
systems have also importance to be investigated in the formation of entanglement,
and in the realization of teleportation by using these entangled systems as a
quantum channel. Based on this motivation, in our thesis, we first examined
the teleportation of an entangled quantum state through the entangled quantum
channels between the nearest neighbor and the next nearest neighbor qubits of
the system using the J; — J, Heisenberg XXX system consisting of four qubits.
Afterwards, we performed the same examination for the spin(%, 1) mixed spin
J1 —J, Heisenberg XXX system consisting of four spins. We try to determine
possible cases in order to perform teleportation in a most efficient way with the
parameters that we added to system, which are DM interactions like D, and D,
and B, magnetic field. From the results obtained, it has been observed that the
teleportation using the quantum channel between the next nearest neighbor qubits is
better. While the D, parameter has been found to be more effective on teleportation
at low temperatures than D, for the four-qubit system, better teleportation results
have been achieved for low magnetic field values up to certain temperatures, that
are not low, in both four-qubit and mixed-spin systems.

Key Words: Entanglement, Dzialoshinskii-Moriya (DM)Interaction, Heisenberg
XXX Model, Quantum Teleportation, Fidelity, Concurrence
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ONSOZ

Kuantum enformasyon teosinin 6nemli bir calisma alani olan ve saf kuantum
mekaniksel bir kavram olan kuantum dolagiklik, birlesik sistemi olusturan alt
sistemler arasindaki kuantumsal ilintiler olarak tanimlanir. Bu tabanda yapilan
caligmalar giiniimiizde kuantum teleportasyon, kuantum kriptoloji ve siiper yogun
kodlama gibi enformasyon iglemlerine kaynaklik eder. Bunun yaninda Heisenberg
spin sistemleri de sahip oldugu o6zellikler ile kuantum enformasyon teorisi i¢in
zengin bir arastirma konusu olusturur. Bu tezde hem z yoniinde homojen
manyetik alana hem de farkli DM etkilesimlerine sahip dort kubitlik J; — J,
Heisenberg XXX sisteminde ve yine z yoniinde homojen bir manyetik alanda
bulunan spin (%, 1) karma spin J; — J, Heisenberg XXX sisteminde bulunan farkli
kuantum kanallar1 iizerinden, verilen dolasik bir kuantum durumunun kuantum
teleportasyonu incelenmistir. Calismada elde edilen veriler yorumlanarak literatiire
katkida bulunulmustur.

Tez calismamda bana bilgi ve tecriibesiyle her konuda destek olan, yol gosteren
ve rehberlik eden danismanim Sayim Dr. Ogr. Uyesi Cenk Akyiiz’e tesekkiirlerimi
sunarim.  Yiiksek lisans egitimim ve tez calismam sirasinda bana sabirla ve
anlayisla destek olan egime ve biricik oglum Kivang Akbag’a tesekkiirlerimi ve
sevgilerimi sunarim.

Ferid AKBAS
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1. GIRIS

Doganin anlagilmasi acisindan 20. yy. fizikte 6nemli ve bilyiik gelismelere taniklik
etmigtir. Bu donemin baglarinda Max Planck ile kuantum teorisinin ilk fikirleri
olugsmaya baglamig ve kendi adiyla anilan "h" Planck sabiti kuantum fiziginin temel
taglarindan biri olmugtur. Bu ylizyilin ilk ¢eyre§inde siyah cisim 1simasi, foton
kavramu ve fotoelektrik olay, Compton olay1 ve de Broglie hipotezi ile sekillenen
ve bunlarin yaninda Bohr, Heisenberg, Schrodinger, Dirac, Pauli ve von Neuman’in

katkilariyla gelisen bu teori litariitiirde kuantum mekanigi olarak yerini almistr.

1935 yilina gelindiginde Einstein, Podolsky ve Rosen isimlerinin bag harfleriyle
anilan iinli EPR makalelerinde [1] dolagikligi kavramsal olarak kullanarak
kuantum mekaniginin tamamlanmamis bir teori oldugunu savunmuslardir. Bu
savunmalarinda: Bir sistemi bozmadan bu sistem ile ilgili fiziksel bir deger
tam bir kesinlikle ongoriilebilirse, bu durumda bu degere karsilik gelen bir
fiziksel gercekligin oldugunu ve birbirinden ayrilmis iki sistemin aymi anda
birbirini etkileyemeyecegini yani bu sistemin etkilerinin yerel oldugunu ifade
etmiglerdir. Yani EPR’ye gore; sistemin bir goézlenebiliri 6l¢iim yapilmadan
da fiziksel bir gerceklik sunabilir. ~ Bunun yaninda yerellik ilkesine gore
sistemlerden birinde yapilacak bir Sl¢limiin, diger sistemler hakkinda ayni anda
bilgi sahibi olamayacagimizi ve bunun ancak yerel gizli degiskenler kullanilarak
agilabilecegini sdyler. Ayni yil EPR makalesinden esinlenen Schrodinger [2]
yaptig1 calismasinda ilk kez dolagsiklik (verschrinkung, entanglement) kavramini
ileri siirmiigtiir. Schrédinger’e gore tamamen kuantum mekaniksel bir kavram
olan dolagiklik, birlesik bir sistemi olugturan alt sistemler arasinda yerel olmayan

ilintilerdir(corelations).

1964 yilinda Bell yapmig oldugu calismasinda ortaya koydugu esitsizlikler [3]

ile dolasikligin, Einstein’in EPR makalesinde one siirdiigiiniin aksine yerel gizli
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degiskenler ile aciklanamayacagimi ifade etmigtir. Kuantum mekaniginde bir
¢cok durum Bell esitsizliklerini ihlal eder. Bu durum 1982 yilinda Aspect ve
caligma arkadaglar tarafindan deneysel olarak da tespit edilmistir [4]. Bell’in
yapmig oldugu bu calisma sonucunda kuantum mekaniginin temellerine ait
olgularin tanimlanmasiyla birlikte kuantum hesaplama ve kuantum enformasyon

caligmalaria giden yol da agilmusgtir.

Birlesik bir sistemin, sistemi olusturan parcalar1 arasindaki yerel olmayan ilintiler
ve iist iiste gelme (superposition) ilkesi kuantum mekaniginin sezgilerimize aykiri
bazi olgularini ortaya koyar. Kuantum mekaniginin en etkileyici 6zelliklerinden
biri olan dolagiklik kavrami kuantum hesaplama, kuantum teleportasyon [5],
kuantum kriptoloji [6-8] ve siiperyogun kodlama [9] gibi kuantum enformasyon

islemlerinde temel bir rol oynar.

Kuantum teleportasyon, kuantum dolagiklifin bir avantaj olarak nasil
kullanilabileceginin onemli bir gostergesidir. Kuantum teleportasyon dedigimiz
islem bir sistemin kuantum durumunun bir gonderen tarafindan uzaktaki bir
aliciya yerel igslemler ve klasik iletisim (LOCC) ve paylagilmis bir dolagiklik
kaynag1 aracilif ile iletilmesidir. Kuantum teleportasyondaki temel unsur dolagik
ciftlerden olugsmus bir kuantum kanalidir. Miikemmel bir teleportasyon igin
kullanilacak olan kuantum kanalinin maksimum dolagik bir ciftten olugmusg
olmasi gerekmektedir. Kuantum teleportasyonu sadece birbirinden uzak iki grup
arasindaki kuantum iletisimin gerceklestirilmesi olarak diisiinmenin yanisira
kuantum hesaplama i¢in de kullanilabilecek bir uygulama olarak diisiinebiliriz.
Ornegin lineer optik kullamilarak yapilan kuantum hesaplamada teleportasyon

temel bir bilesen olarak kullanilmaktadir [10, 11].

Son yillarda fizikteki calismalarin ¢ogu basit katithal sistemleri iizerinde
yogunlagmistir ve Heisenberg spin sistemleri de bu sistemler arasinda yer alir.

Heisenberg spin sistemleri diger fiziksel sistemler ile karsilastirildiginda sahip
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oldugu pek ¢ok avantaj nedeniyle [12,13] optik orgiilerin [14], kuantum noktalarin
[15, 16], elektronik spinlerin [17], niikleer spinlerin [18] ve kuantum durumlarinin
transferinin [19] benzestirilmesinde (simiile edilmesi) siklikla kullanilir. Dahast
Heisenberg modelindeki 1sisal dolagiklik onun gercek kosullara olduk¢a yakin
olmasi nedeniyle teleportasyonun kuantum kanali olarak da kullanilmagtir.
Literatiirde iki ve ii¢ kubitlik Heisenberg sistemlerinin kuantum kanali olarak

kullanildig1 ¢alismalar mevcuttur [20-25].

Heisenberg sistemini ifade eden modelde sadece en yakin konsu etkilesimlerinin
(NN) degil ikinci en yakin komsu etkilesimlerinin (NNN) de dikkate alinmasiyla
modelin basit bir genellestirilmesi yapilabilir. ~Bu durumda sistem J; — J,
Heisenberg modeli olarak ifade edilir [26, 27]. Bu tiir etkilesmelere Cu — O,
CuGeO3 ve NaV,0s gibi bazi yari-bir boyutlu bilesiklerde rastlanabilir [28,29].

Heisenberg spin sistemlerinde spin-spin etkilesmelerinin yanisira spin-yoriinge
ciftlenimini de iceren ve Anderson’un siiper degis-tokus etkilesme teorisinin
genigletilmesinden ortaya cikan anizotropik ve antisimetrik bir degis-tokus
etkilesmesi de bulunur. Bu etkilesme

- =
B.(S] X Sz),

seklindeki Dzialoshinskii-Moriya (DM) etkilesmesidir [30-33]. DM
etkilesmesinin dolagiklik iizerinde dikkate deger etkileri oldugundan literatiirde
DM etkilesmesine sahip Heisenberg spin sistemlerinin hem dolasiklik hem
de teleportasyon oOzelliklerinin incelendigi pek c¢ok calisma bulunmaktadir

[22,24,34-36].

Bu diisiinceler neticesinde hazirlamig oldugumuz bu tezde baz1 kuantum spin
sistemlerinde dolagiklik ve kuantum teleportasyonu inceleyecegiz. Bunun icin 6nce
z-ekseni boyunca homojen bir manyetik alanda bulunan dort kubitlik bir J; — J,
Heisenberg XXX sistemi icin kuantum teleportasyonu inceledik. Teleportasyon

isleminin gerceklesmesi i¢in gerekli kuantum kanalimi sistemin hem 1. ve 3.
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kubitleri arasinda hem de 1. ve 4. kubitleri arasinda secerek gerceklestirdik. Ikinci
olarak dort kubitlik J; — J, Heisenberg sistemimizi x yoniinde DM etkilegsmesi ve
z yoniinde DM etkilesmesi oldugu durumlarda yine kuantum kanalinin hem 1.
ve 3. kubitler hem de 1. ve 4. kubitler arasinda oldugu durumlarda inceledik.
Buradan yola c¢ikarak farkli yonlerdeki DM etkilesmelerinin teleportasyon
tizerindeki etkisini anlamaya calisttk. Bunun yaninda spin —% ve spin — 1
gibi farkli spinlerden olusmus karma spin sistemlerinin de dolagiklik 6zellikleri
sergiledigi bilinmektedir ve uygulamada da NiCu(pba)(D,0)3.2D,0(pba = 1,3 —
prepaylerebisis(oxamato)) molekiiliiniin karma tip spin(3, 1) spin sistemini temsil
ettigi goriilmistiir [37—-40]. Bundan yola ¢ikarak spin(%, 1) Heisenberg karma spin
sistemini kullanip bir kuantum kanali olugturulabilecegi diisiincesiyle incelemeler

yapilip teleportasyon ozellikleri incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Kuantum Bit (Kubit)

Klasik bilgisayarlar temel birim olarak 0 ve 1 rakamlarim1 kullanarak
hesaplamalarini yaparlar. Bu aslinda sonucun ya O ya da 1 olmasi iizerine kurulu
bir iglemdir. Klasik bilgisayarlarda kullanilan bu temel birime bit denir. Bu
temel birimin kuantum hesaplamadaki karsihigi ise |0) veya |1) gibi kuantum
durumlaridir. Kuantum hesaplamadaki bu temel birime kuantum bit (kubit) denir
[41,42]. Ancak kubitler sadece |0) veya |1) durumlarinda degil bu durumlarin
lineer bir kombinasyonu seklinde de bulunabilmeleri nedeniyle klasik karsiliklari

olan bitlerden farklilik gosterirler.

Bir kubit iki boyutlu kompleks vektor uzayindaki durum vektorleri
1 0
|0) = ( 0 ) ve |[1)= < | ), (2.1.1)

vi=aloj+pl=a( o )+ (7). 12

seklinde yazilabilir. Burada o ve 8 kompleks katsayilardir. Kuantum mekanigi bu

olmak iizere,

katsayilarin tespit edilmesini kisitlar. Normalizasyon kosulu geregi |a|* 4 |B]> = 1
olmalidir. Bunun diginda ii¢ seviyeli kuantum durumlarina da kutritler denir ve ii¢

tane ortonormal baz’a sahiptir. Bir kutrit

1 0
lv)=a|0)+B 1) +y]2)=a| O | +B| 1 |+y| O |, (2.1.3)
0 0 1

seklinde yazilabilir. Yine normalizasyon sart1 geregi |o|> 4 |B/|*> +|¥|*> = 1 olur.
Dort seviyeli kuantum durumu ise kuadrit olarak adlandirilir ve dort ortonormal

baza sahiptir. Bir kuadrit



W) =a|0)+B[1)+7[2)+6[3) = +B + +9

SO o -
S O = O
o = O O
- o O O

+ B>+ 1> +8]* =1 olur.

Klasik 0 ve 1 bitlerine karsilik gelen |0) ve |1) kubitlerinin tensor ¢arpimlarini

kullanarak vektor uzaymi daha da genisletebiliriz. Mesela iki bite karsilik gelen

iki kubit i¢in dort tane durum olugur. Bu durumlar |00), |01), |10) ve |11) tensor
carpimi ile gosterilebilir
1
1 1 0
0@l -0-()R(s)-{ 0 |
0
0
0 0 0
v@m=-mn=(1)®( )= 0 |
1
0
0 1 0
v@o =l =(1)®(,)={ ! |
0
0
1 0 1
o@n-o-(4)®(7)-| o
0

Bu durumda iki kubitlik bir kuantum durumu
W) = «|00)+B[01)+7[10)+811),
seklinde yazilabilir. Burada da
o+ B+ [71* + 181> = 1,

seklindeki olasiliklar toplami bire esittir.



2.2. Kuantum Mantik Kapilari

Bir kuantum durumundaki degisiklikler ancak kuantum hesaplama dili kullanilarak
tanimlanabilir [43]. Bu hesaplamalar1 giivenilir bir bicimde yapabilmek i¢in
herbirinin farkli islem yaptig1 kuantum mantik kapilarini kullanmak gerekir [44].
Kuantum kapilari aslinda iiniter birer iglemcidirler. Bu iglemciler sayesinde orijinal
bilgi iglenir. Kuantum mantik kapilarini tek kubitlik ve ¢ok kubitlik kapilar olarak

siniflandirabiliriz.

2.2.1. Tek Kubitlik Kapilar

Bunlar sadece bir kubit iizerine islem yapan kapilardir. Ornegin klasik olarak
sadece degil(NOT) kapis1 0 — 1, 1 — O seklinde bir doniisiim yapar. Buna karsilik
cok sayida tek kubitlik kuantum mantik kapis1 vadir. X, Y, Z ve Hadamard kapilari
tek kubitlik kapilara 6rnek olarak verilebilir. X kapisi, [0) — |1), [1) — |0), Y
1) — —i|0) ve Z kapisida |0) — |0),

kapist [0) — i[1), 1) — —|1) doniisiimii

yapar. Bu kapilarin matris gosterimi

X = ( ? (1) ) (2.2.4)
Y = < ? Bi ) (2.2.5)
Z= ( (1) _01 > (2.2.6)
H:\%( i _11 > (2.2.7)

seklindedir. Hadamard kapust, ilk kubit [0) ise bu kubiti 27 seklinde [0) ile
|1) arasinda bir kuantum durumuna, |1) kuantum durumunda ise % seklinde
yine |0) ile |1) arasindaki bir kuantum durumuna déniistiiriir. Boylece herhangi bir

kubiti bir siiperpozisyon durumuna c¢evirmis olur.
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2.2.2. Cok Kubitlik Kapilar

KONTROL DEGIL(CNOT) kapisi ¢ok kubitlik bir kapidir. Bu kapida bir kontrol
kubiti ve bir hedef kubiti olmak {izere iki giris kubiti vardir. Sekil 2.1’de CNOT

kapisinin devre semas1 goriilmektedir. Bu semada list ¢izgi kontrol kubitini, alt

|A) |A)

B) N7 |BPA)

Sekil 2.1. CNOT Kuantum Mantik Kapist Semasi

cizgi de hedef kubiti gosterir. CNOT kapisinda kontrol kubiti |0) ise hedef kubit

degismez. Kontrol kubiti |1) ise hedef kubitini tersine ¢evirir ve iglemler
|00) — |00) ,
|01) — |01),
[10) — |11),
|11) — |10),

seklinde olur. CNOT Kuantum mantik kapisini matris formda da gosterebiliriz

0
0
CNOT = 0
1

S O = O
o - O O

1
0
0
0

Kapinin bu sekildeki matris gosterimi hesaplamalarda kolaylik saglar. Kuantum
mantik kapilarmin klasik kapilardan farki prosediirii geri ¢evirebilmemizdir.
Boylece ilk bagladigimiz noktaya geri donebiliriz. Bunu da diger mantik kapilarini

kullanarak yapabiliriz.



2.3. Kuantum Devreleri

Kuantum mantik kapilarimi [43] kullanarak kuantum devrelerini olusturabiliriz.
Devredeki ¢izgiler baglantilari temsil eder fakat bunlar klasik anlamda bir tel olmak
zorunda degildir. Cift ¢izgi klasik devreyi, tek cizgi ise kuantum devreyi temsil
eder. Bir 6l¢me islemi devre semasida Sekil 2.2°deki gibidir.

) — =

Sekil 2.2. Olgme Islemi Devre Semast.

Devreyi kurduktan sonra cizgiler lizerinde soldan saga dogru hareket ederek

kargilagilan devre elemaninin 6zelliine gore islem yapilir.

2.3.1. Kubit Kopyalayan Devre

Kubit kopyalayan devrede CNOT kapisi kuantum enformasyon teorisi i¢in dnemli

bir 6zelligi barindirir.

[1) = a[0) + b1)
a/00) + b|11)

0) ——

Sekil 2.3. Kubit Kopyalayan Devre Semasi

Sekil 2.3’den goriildiigii gibi |y) = a|0) +b|1) kuantum durumu CNOT kapisindan
gectikten sonra a |00) + b|11) durumunu almistir. Daha 6nce de belirttigimiz gibi
bu kapida |0) kontrol kubiti hedef kubitini degistirmezken |1) kontrol kubiti hedef

kubitini tersine degistirmistir. Girdi durumu

[@|0) +51)][0) = a|00) + b |10) , (2.3.8)



10

seklinde yazilabilir. Cikti durumu ise CNOT uygulandiktan sonra a|00) + b|11)
seklinde olur. Diger taraftan |y) = a|0) + b|1) gibi bilinmeyen bir kuantum

durumunun kopyalanmasi durumunda
lW) |w) = a*|00) +ab|01) +ab |10) +b*[11), (2.3.9)

olur. Goriildiigii gibi (2.3.8) ve (2.3.9) ifadelerine bakacak olursak ancak ab = 0
olmasi durumunda kuantum durumu kopyalanabilir. Eger a|00) 4+ b|11) kuantum
durumu iizerinde bir 6l¢iim yaparsak |a|? ve |b|* olasiliklartyla O ya da 1 sonucuna
ulagiriz. Bu ancak ab = 0 oldugu durumda miimkiin olmaktadir. Buradan
bilinmeyen bir kuantum durumunun kopya edilemeyecegi anlagilir. Bu kisim
2.8.1’de de anlatilacagi gibi kuantum enformasyon teorisinde kopyalanamama
teoremi olarak bilinir ve klasik ve kuantum bilgi arasindaki temel farklardan biridir

[43].

2.3.2. Bell Durumu

Bell durumlar1 kuantum hesaplamada ve kuantum enformasyon teorisinde 6nemli
bir yer teskil eder. Iki pargaciktan olusan bu durumundaki bir sistem kendini
olugturan alt sistemlerin tensorel bir carpimi seklinde yazilamaz. Maksimum
dolagikligin gilizel bir kamiti olan bu durum kuantum teleportasyon igin de
imkan saglar. Sekil 2.4 de Bell durumu iireten bir kuantum devresinin devre
semast goriilmektedir. Devre semasindan da goriilecegi iizere girdi durumu
once Hadamard kapisina gider. Hadamard kapisi |y) kuantum durumunu bir

sliperpozisyon durumuna doniistiiriir. Sonra da CNOT kapisina girer.

.
| By )

Yy S =

Sekil 2.4. Bell durumu iireten kuantum semasi
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Sekil 2.4 deki bu kuantum devresi [00), |01), |10) ve [11) girdi durumlarini

|®7) = |Boo) = \00>\v}2|11>7 (2.3.10)
") = 1Bor) = |01>\2|10>7 2.3.11)
@) = |Bio) = |00>\}2|“>, 2.3.12)
) =Bu) = W, 2.3.13)

kuantum durumlarina doniistiiriir. Bu durumlar Bell durumlart veya EPR ciftleri

olarak bilinirler. [3,43]. En genel haliyle Bell durumlarini

oy + (=DM 15)
Byy) = NG , (2.3.14)

seklinde yazabiliriz. Burada y, y’nin degilidir.

2.4. Yogunluk Operatorii

Herhangi bir kuantum durumunu durum vektorlerinin istatistiksel bir karigim

seklinde ifade edebiliriz ve bunu da yogunluk operatorleriyle saglariz.

Yogunluk operatorii p,

p =Y pilvi) (il (2.4.15)

seklinde yazilabilir. |y;) bir kuantum durumundaki durum vektoriinii, p; ise bu

durum vektorlerinin sistemde bulunma olasilig1 gosterir. Eger;
Trip] =1, (2.4.16)

Tr[p? =1, (2.4.17)

oluyorsa bu, saf durumdur (pure state). Eger;

Tr[p?] < 1, (2.4.18)
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ise bu, karisik durumdur(mixed state).
Bir yogunluk operatoriiniin 6zelliklerini siralayacak olursak;

1) Hermitik olmalidir
p=p" (2.4.19)
2) Izi bir olmalidir

Tr(p) = 1. (2.4.20)

3) p , pozitif bir operatér olmalidir. Herhangi bir durum vektorii i¢in
(ulp |u) >0, (2.4.21)

olmalidir.

2.5. Indirgenmis Yogunluk Operatorii

Birlesik bir sistem, iki veya daha fazla alt sistemden olusmug olabilir. Alt
sistemlerin kendi aralarindaki ve sistem iizerindeki etkilerini kavramada yogunluk
operatorlerinin bulunmasi onemlidir [43].  Sistemin yogunluk operatoriinii
bulduktan sonra alt sistemlerin de yogunluk operatorleri elde edilebilir. Bunlara

"indirgenmis yogunluk operatdrleri” denir.

Asagidaki gibi bir Bell durumumuz olsun. Bu maksimum dolagik bir durumdur.

0408) — [1413)
= 2.5.22
|B10) NG ; (2.5.22)

Burada sistem A ve B gibi iki alt sistemden olugsmus bilesik bir sistemdir. Bunlar

|B10) kuantum durumunda bulunurlar. Bu sistemin yogunluk operatérii

p = |Bio) (Brol, (2.5.23)

olur.

Eger sadece A alt sistemi ya da sadece B alt sistemine ait olan yogunluk

operatorlerini bulmak istersek kismi iz (Ek.2) alarak bu alt sistemlere ait
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indirgenmig yogunluk operatorlerini
pa=Tra(p), (2.5.24)

ps = Tra(p), (2.5.25)

elde edebiliriz.

2.6. Kuantum Dolagiklik

Kuantum mekaniksel sistemlerde siiperpozisyon ilkesi dolasiklik denilen bir
ozelligi icinde barindirir.  Tamamen kuantum mekaniksel bir kavram olan
dolagikligin klasik mekanikte bir karsiligr yoktur. Dolasiklik, alt sistemlerden

olugsmug bir kuantum sisteminin parcalar1 arasindaki kuantum ilintidir.

A ve B gibi iki alt sistemden olusmus birlesik bir sistemimiz olsun. Bu birlesik
sistemin kuantum durumu |y), H = Hy @ Hp olmak iizere H kompleks vektor
uzayinda bulunur. Burada Hy ve Hp, sirasiyla A ve B alt sistemlerine ait kompleks
vektor uzaylaridir. |¢) ve |yx) ise sirasiyla A ve B alt sitemlerindeki kuantum

durumlaridir. Yani

lw) € H,|¢) € Hy,|x) € Hp,

olmak {iizere eger bilesik bir sistem kendini olusturan alt sistemlerin tensorel bir

carpimi seklinde yazilabiliyorsa |y) kuantum durumu ayrilabilirdir [45]

lv)=10)Q)1x)- (2.6.26)

Eger bilesik sistem alt sistemlerin tensorel bir carpimu seklinde yazilamiyorsa

) #10) Q1) (2.6.27)

dolagiktir (entangled) denir. Bu durumda alt sistemler birbirleriyle klasik olmayan
ilintilere sahiptir [43]. Dolagiklik iki elektron, iki foton, atom ya da c¢ekirdek

arasinda olabilir. Dolagiklifa en iyi 6rnek Bell durumlaridir.  Genelde iki



14

parcacikli sistemler arasinda ifade edilmesine ragmen ii¢ parcacikli sistemler
icin de dolagiklik ifade edilebilir. Ornegin Greenberger-Horne-Zeilinger (GHZ)
durumlart olarak bilinen [46,47] {i¢ parcacikli bir sistemi

1
V2

seklinde tanimlamak miimkiindiir. Buna dayanilarak ii¢c-foton dolasiklig1 deneysel

IGHZ) 3 = —(|000) + |111)), (2.6.28)

olarak 1999 da gozlemlenmis [48] ve lic-foton dolasikliginin yerel olmama 6zelligi

de deneysel olarak test edilmistir [49].

Dolagik duruma gelmis ciftler artik ayni biitiinsel(global) kuantum durumundadir.
Boylece momentumlarimi, konumlarini, spinlerini, kutuplagsma niteliklerini
birbirleriyle ilintilendirmislerdir. Ornegin dolagik bir sistemdeki tek bir fotonun
polarizasyon durumu ol¢iildiigiinde yapilan ol¢iimden sistemdeki dolasik olan
diger fotonun polarizasyon durumuda etkilenmektedir. iki parcacikli sistemlerin
saf kuantum durumlarinin dolagikligim1 hesaplamak gorece daha kolaydir. Fakat
¢ok parcacikli sistemlerin karisik(mixed) kuantum durumlarinin dolagikligini
hesaplamak sistemdeki hangi pargaciklar veya hangi parcacik gruplar1 arasinda
dolasikligin oldugunun belirlenmesinin ve bunlara ait durum vektorlerinin ifade
edilmesinin kolay olmamasi nedeniyle zordur. Ancak, dolagiklik entropisi,
Schmidt Ayrismasi(Decomposition), Negatiflik(Negativity) ve uyum(concurrence)

gibi nitel ve nicel olciitler kullanilarak dolasiklik hesaplanabilmektedir.

2.7. Dolasikhigin Uygulamalari

Kuantum dolasiklifin kaynak olarak kullanilmasi sayesinde klasik yollarla
gerceklesirilmesi miimkiin olmayan iletisim ve enformasyon islemlerini
gerceklestirebilmek miimkiindiir. Kuantum teleportasyon, dolagiklik degis-tokusu

ve siiper yogun kodlama bunlara drnek olarak verilebilir.
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2.7.1. Kuantum Teleportasyon

Var olan bir dolagiklik ve klasik bir bilgi kanali kullanilarak bilinmeyen bir
kuantum durumunun transfer edilmesi olay: teleportasyon olarak tanimlanir [5].
Burada bir A noktasindan t aninda bir nesneyi yok edip bir B noktasina t+T aninda
tekrar yeniden goriiniir hale getiriken sadece nesnenin bilgisi teleport edilir [50,51].
Yani kuantum teleportasyon tamamen durumun bir noktadan bir bagska noktaya
iletiligidir. Burada cismin nesnelligini iletemeyiz. Teleportasyonda ilk yapmamiz
gereken nesnenin biitiin 6zelliklerini 6grenmektir. Once gonderen istasyonda
nesnenin taranmasi iglemi yapilir. Daha sonra alici ve verici arasinda kuantum
durumlarimi hareket ettirip bilgiyi alici istasyona gonderebiliriz. Teleportasyon
icin sistemin durumunu 6grenmeye gerek yoktur. Sadece bir A noktasindan bir
B noktasina bilginin iletilmesi i¢in klasik iletisim araglarindan (telefon, email, fax
gibi) birinin kullanilmast yeterlidir. Bu aslinda gérelilik ilkesinin ihlal edilmedigi
anlamina da gelir. Maksimum dolagikliktaki saf durumlar, teleportasyonun
gerceklestigi ideal dolasik kaynaklardir [52]. Baslangic durumunun safligi
teleport edilecek durumun dolasikliliginin belirlenmesinde 6nemli rol oynar
[53]. Kopyalanamama ilkesi [54, 55] ihlal ediliyor gibi goriinsede teleportasyon
tamamlandiktan sonra sadece hedef kubit |y) kuantum durumundadir. Data kubiti

artik |0) veya |1) kompiitasyonel baz durumlarindan birinde olacaktir.

Basit bir ornekle kuantum teleportasyonu agiklamaya calisalim. Alice elindeki
|ly) = a|0) + B|1) gibi durumu bilinmeyen bir kubit gondermek istesin. Bu
islem, durumu bilinmeyen bir kubitin bir yerden bagka bir yere aktarimi seklinde
olmalidir [5]. Alice ve Bob daha 6nce dolasik bir ¢ifti paylasmis olsunlar. Alice
once |y) kuantum durumundaki kubiti dolagik olan EPR ¢iftinin kendi elindeki
dolagik pargasiyla etkilesime sokar ve yaptig1 6l¢iim sonucunda |00), |01), |10),
|11), gibi dort olast sonugtan birini elde eder. Elde edilen sonug klasik iletisim

kanallarindan biriyle Bob’a iletilir. Bob da kendi elindeki dolasik parcayla bu
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aldig1 sonucu tekrar etkilesime sokarak baslangigtaki |y) durumunu elde etmig
olur. Simdi teleportasyonun nasil gerceklestigini "teleportasyon semas1” tizerinden
aciklayalim [43]. Devredeki ilk iki tel Alice’e, alttaki {i¢iincii tel ise Bob’a aittir.
Soldaki teller tek ¢izgidir ve bir kuantum bilgisinin iletimini ifade eder. Sagdaki
iki tel ise cift ¢izgidir ve klasik bilginin ilgili kanallara iletimini ifade eder. Semada

teleport edilecek durum, |y) = ¢ |0) + 1) olarak verilmistir. o ve 8 bilinmeyen

genliklerdir.
M
) ——+— [ R
I T Ms
D pi
|300) o
X:’L-fg Z:‘Vf] i_ |urJ>
A too1 1
[Yo) 1) o) [¥a) 1)

Sekil 2.5. Kubit teleport eden devre semasi

Devrede teleport edilecek bilinmeyen |y) durumunu |fBy) Bell durumu ile

etkilesime sokalim.

wo) = [w)|Bw),

1
= W)EHOOHHU],

= é[alw[|00>+|11>]+ﬁ|1>[|00>+|11>]], (2.7.29)

seklinde olur. Elde ettigimiz sonugta ilk iki kubit Alice’in iiciincii kubit Bob’undur.
Alice ve Bob’un ayrilmadan one paylastiklar1 EPR ¢ifti ise ikinci ve iigiincii
kubitlerdir. Alice artik kendi kubitlerini CNOT kapisina gondererek doniisiimii

saglar. Boylece |y) durumu elde edilir

lv1) = \2[06 10) [100) + [11)] + B [1) [[10) + [01)]]. (2.7.30)
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|w1) durumunun ilk kubitine Hadamart kapist uygulanir. Elde edilen |y,) kuantum

durumu

v2) = %[a(|0>+|1>)(\0,0>+|1,1>)+[5(|0>—|1>)(|1,0>+|0,1>)],
= %[|00>[06|0>+ﬁ\1>}+I01>[O€|1>+ﬁ|0>]

+10) [a]0) = B[]+ [11) [a[1) — B [0)]]. (2.7.31)

seklinde olur. Goriildiigii gibi |y,)’de dort terimden olugmustur. Burada |00)
kuantum durumu Alice’e, (a|0) + 1)) kubiti de Bob’a aittir. Benzer sekilde
ic tane daha eslesmis kubit goriilmektedir. Alice elindeki kubite dl¢iim yapar
ve yaptig1 6l¢iim sonucunda |00) bulursa bu durumda Bob’un kubiti |y) orijinal
kuantum durumunda olur. Alice’in elde ettigi 6lciim sonuglarina gére Bob’un elde

edecegi kuantum durumlar1 asagidaki gibi olacaktir:

00— |y3(0,0)) = «|0) + B 1),
01— [y3(0,1)) = 1) + B 10),
10— |y3(1,0)) = [0) - B 1),
1= lys(1,1)) = 1) - B |0)

Alice elinde bulunan kubit ciftine yaptig1 dl¢iim sonucu elde ettigi bilgiyi Bob’a
klasik iletisim kanallarindan (telefon, e-mail, faks gibi..) biriyle iletmesi sonucunda
Bob da uygun islemi yaparak baglangta Alice’in elinde bulunan bilinmeyen
kuantum durumunu elde etmektedir. Goriilecegi iizere dort farkli durum mevcuttur
ve bunlar Alice’in yaptig1 6lciim sonucuna gore olusur. Alice’in dl¢iimii 00 ise
Bob’un birsey yapmasina gerek yoktur ¢iinkii Bob’un elindeki durum zaten orijinal
durumu verir. Alice’in 6l¢iim sonucu 10 ise Bob Kuantum Z kapisini, 01 ise X
kapisini, 11 ise once X sonra da Z kapisini uygulayarak baglangigtaki bilinmeyen

orijinal durumu elde eder. Bob bu islemleri kendi kubitine Z¥' X2 doniisiimlerini
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uygulayarak

00:Z°X°|ys) = Ilys) =),

10:2'X°%ys) = az[l)—BZ|1)=a|0)+B 1) = |yu),

)
01:Z°X"|y3) = aX|1)+BX|0)=0a|0)+B 1) = |yu),
)
) = Z(aX|1)+BX|0)) —az|0) = BZ[1) = «|0) + B [1) = [ya),

11:Z2'X" |y

seklinde elde eder. Teleportasyonun bize getirdigi iki 6nemli sonug¢ vardir.
Bunlardan ilki klasik iletisim kanallar1 kullanildig: icin 1s1k hizindan daha hizl
hareket edilmemis olur. Bu, gorelilik ilkesinin ihlal edilmedigi anlamina gelir.
Diger bir sonuc da sadece elde edilen hedef kubit baslangictaki orijinal durumun
aynisidir.  Kopyalanma gerceklesmemistir.  Boylece kopyalanmama teoremi
de [54, 55] ihlal edilmis olmaz. Baslangigtaki orijinal data kubiti ise Ol¢iim
sonucuna gore |0) veya |1) kuantum durumlarindan birinde bulunur. Giiniimiizde
kuantum teleportasyonun deneysel anlamda uygulama alanlar1 da mevcuttur.
Simdiye kadar Kanarya adalarinda 143 km lik mesafeye kuantum teleportasyon
gerceklestirilmistir. Bir fotonun kuantum durumu Cinde Tibet daglarinda 5047 m
lik bir irtifada Ngari istasyonundan 1400 km’ye kadar bir mesafe boyunca Micius

kuantum uydusuna teleport edilmistir [56-59].

2.7.2. Kuantum Yogunkodlama

Kuantum yogunkodlama, dolasik bir sistem araciligi ile kargilikli iki sistem
arasinda kuantum iletisimini saglayan basit ama onemli bir uygulamadir. Onceleri
1 kubitin en fazla 1 bitlik bilgiyi tasiyabilecegi ileri siiriilmiistiir [60]. Bennett
ve Wiesner [9] tarafindan kuantum yogunkodlama ile iki bitlik klasik bir bilginin
tasinabilecegi daha sonra gosterilmis oldu. Ik once bir EPR cifti aynen

teleportasyon protokoliinde oldugu gibi iki kisi arasinda paylagilir. Once Alice
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ve Bob’un

) = \gnow 1)) = \2[\% 0+ 114+ (1), (2.7.32)

seklinde bir EPR ciftini paylastiklarim1 farzedelim. Burada ilk kubit Alice’e
ikinci kubit Bob’a aittir. Alice sahip oldugu kuantum durumuna, géndermek
istedigi iki klasik bite uygun tek kubitlik kuantum mantik kapisim1 uygulayip
|Boo) ,|Bo1) s |Bio) , |B11) Bell durumlarindan birini elde eder. Bu Bell durumlari 00,
01, 10, 11 gibi iki bitlik bir baz dizini tarafindan temsil edilir. Asagida kuantum

yogunkodlama gemasinda:

5(100) +]11)) <

Sekil 2.6. Kuantum Yogunkodlama Semas1

Alice Bob’a 00 bitlerini (I @) mantik kapisi yardimiyla géndermek istesin. Bu

kap1 |y) kuantum durumunu Bell durumlarindan |By)’a doniistiiriir

IR |y) = \f []00) + [11)] = |B) g - (2.7.33)

Eger 01 durumundaki klasik bitleri gondermek isterse, kendi kubitine X &)/

kuanatum mantik kapist uygular
X Q1) |y) = f [110) +[01)] = ), - (2.7.34)

10 klasik bitleri icin Z ) I kapisi uygulanir. Buna gore

Z@1)y) = 7 100) — [11)] = B) 1. (2.735)
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11 klasik bitleri i¢in i(Y ®7) mantik kapisi ugulanir

iy QI |y) = f [j01) — [10)] = |B); - (2.7.36)

Artik Alice kendi kubitini Bob’a gonderebilir. Alice’den gelen kontrol kubitine

Bob tarafindan ilk olarak CNOT kapis1 uygulanir ve asagidaki dort sonugtan biri

olusur

00):1B)o = 7[100>+|11>]
01):[B)oy = 7[111>+|01>]
1013 1B)10 = —5[100) ~ 10]]
1318}, = —5[101) = 1)L
Daha sonra elde edilen sonucun ilk kubitine Hadamard mantik kapisini
uygulayarak
W) = = 100)+ 1] = By = [00).
W) = 5010)+101)] = 8)y, = [01).
V) = 5000~ [11)] = )1y = [10).
¥ = 5000 10)] = ), = 1),

dort Bell durumundan birini elde eder. Bu Alice’in gondermek istedigi sonugtur.

Boylece kuantum yogunkodlama protokolii tamamlanmuisg olur.

2.7.3. Dolamiklik Trampasi

Kuantum dolagiklig1r birbirine c¢ok yakin pargaciklar arasindaki dogrudan
etkilesmeler olarak tanimlariz. Acaba aralarinda dolagiklik olmayan ve birbirinden
olduk¢a uzak parcaciklar arasinda da dolasiklik olusturabilir miyiz? Yapilan

caligmalar dolagik sistemler kullanilarak dolasik olmayan ve birbirinden ¢ok
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uzak parcaciklar arasinda da dolasiklik olusturulabildigini gdstermistir [61, 62].
Kuantum teleportasyondan farkli olarak dolagiklik tarmpasinda iki EPR cifti
kullanilir. Islemlerde karigikligi dnlemesi bakimindan 1 ve 4 numarali kubitleri
Alice’e, 2 ve 3 numarali kubitleri Bob’a kodlayalim. 1 ve 2 numarali kubitler ile 3

ve 4 numarali kubitler kendi arasinda dolagiktir

1

1Boo) 12 = 7[’0(»12 +[11) 5], (2.7.37)
1

1Boo) 34 = 5[100>34+ [11)5,]. (2.7.38)

Bu iki Bell durumunun carpimi

1
1Boo) 12 1Boo)zs = 5“00) 12100)34 +[11) 1, [00)3, +100) 5 |11),

+|11>12|11>34]7 (2.7.39)

olup, burada ikinci ve dordiincii kubitlerin yerlerini degistirip tekrar

diizenledigimizde

1
|ﬁ00>14|ﬁ00>23 = §[|OO>14|OO>23‘|‘|10>14|10>23+|01>14|01>23

+[11) 14 [11) 93], (2.7.40)

elde edilir. Simdide |Boo) 4 |Boo),3 ¢arpimina bakalim.

[Bo0) 141Bo0) o3 = [\2“0100 + |1114>]][\2[!0203> +1213)])],  (2.7.41)
1Boo) 141Bo0)os = %[|0104> 0203) + |1114) [0203) +10104) [1213)
+[1114) [1215)], (2.7.42)

seklinde elde edilir. (2.7.40) ve (2.7.42) denklemlerine bakildiginda (2.7.40)’da

eksik terimler oldugu goriiliir. Bu eksiklik asagidaki esitlik ile giderilebilir

1Boo) 12 [Boo)zs = %[|500>14\ﬁoo>z3+|301>14|ﬁ01>23+|510>14\510>23
+|ﬁ11>14’ﬁ11>23]- (2.7.43)
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Burada yaptiklarimiza bakacak olursak Alice 1 ve 4 numarali kubitlere 6lciim
yaptiginda y olasilikla |Boo) s, |Bot)14s |B10)14» |Bi1)14 sonuglarindan birini
bulacaktir.  Olgiim sonucunda Bob’un kuantum durumu ise |Boo)yss |Bo1)ass
1B10)23. |Bi1),3 sonuglarindan birine ¢okecektir. Artik 2 ve 3 numarali kubitler
karsilasmamig olduklar1 halde dolagiktirlar. Eger Alice ol¢iim yapmadan Once
ticiincii bir karakter olan Charlie i¢ numarali kubiti alip uzak bir yere giderse 6l¢iim
gerceklestiginde Bob ve Charlie arasinda bir ¢ift dolagik parcacik paylagilmis
olacaktir. Boylece dolasik iki ¢ift kubit elde edilmis olur. Bu olaya dolagiklik
trampasi denilir. Bu, dolagikligin birden fazla gruba aktariminda giizel bir

yontemdir. Dolagiklik trampasi deneysel uygulamalara da aciktir [63].

2.8. Kuantum Enformasyon Teorisinin Uygulamalari

Bu kisimda kuantum enformasyon teorisinin dnemli olan farkli bakis acisini ifade
etmeye celisacagiz. Bunun ic¢in ilk olarak genel bir sonug¢ olan kopyalanamama
teoremini (no-cloning teorem) inceleyecegiz. Buradan hareketle iz mesafesi (trace
distance) ve sadakat (fidelity) kavramlarini kullanarak iki kuantum durumunun
birbirlerine ne kadar benzer olduklarinin belirlenmesinin nasil olacagina bakacagiz.
Sonrasinda ise bir kuantum durumundaki dolagiklik miktarini belirlemek icin

uyuma (concurence) bakacagiz.

2.8.1. Kopyalanamama Teoremi

Enformasyon islemlerindeki en rutin prosediir verilerin kopyalarinin yapilmasidir.
Kuantum enformasyon teorisinin giiciiniin temel kaynag bir kubitin |y) = o/|0) +
B |1) seklinde bir siiperpozisyon durumunda bulunmasidir. Boyle bir kubitin tam
bir kopyasinin yapilamamasi kopyalanamama teoreminin (no-cloning teorem)bir
sonucudur [54]. Bunu agiklamak igin |y) ve |¢) gibi iki saf kuantum durumu

(pure state) diigiinelim. Ayrica iiniter bir U operatdrii olsun ve herhangi |x) (hedef
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kuantum durumu) kuantum durumu i¢in

U(lyv) Q1) = v Qw), (2.8.44)

U(19)@1x) =16) Q) 19), (2.8.45)

seklinde iglem yapsin. (2.8.44) ve (2.8.45) ifadelerinin sol kisimlariin ic

carpimindan
(W xIUHUI9)Q1x) = (Wl ¢), (2.8.46)

elde edilir. Burada UTU =1

(2.8.44) ve (2.8.45) ifadelerinin sag kisimlarinin i¢ carpimindan

(W (o) R o)) = (w] 9))?, (2.8.47)

elde edilir. (2.8.46) ve (2.8.47) denklemlerinin karsilastirilmasindan

(wllo) = ((w] ), (2.8.48)

sonucu elde edilir. Yukaridaki (2.8.48) denklemindeki esitligin saglanmasi i¢in
(| @) = 0 olmas1 gerekir. Boylece sadece ortogonal durumlar kopyalanabilir.
Yani en genel |y) ve |¢) kuantum durumlarin1 kopyalamak igin kullanilabilecek

iiniter bir operator yoktur.

Kopyalanamama teoreminden dolay1 bilinmeyen bir kuantum durumunun tam bir
kopyasi yapilamaz fakat miikkemmel olmayan bir kopyalama yapilabilir mi? Diger
bir deyigle bir kuantum durumu diger bir kuantum durumuna ne kadar benzer

olabilir? Bunu anlamak icin kullanilan 6l¢iitler bulunmaktadir.

Kuantum durumlarini ayirt etmek olduk¢a zordur ancak bir kaynagin olusturdugu
kuantum durumunu tekrar olusturdugumuzda bu ikisi arasindaki benzerligi
Ol¢gmenin bir yolu iz mesafesi (trace distance) ve sadakat (fidelity) gibi uzaklik

Olciitlerini (distance measure) kullanmaktir [43,64].
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2.8.2. iz Mesafesi

p ve o iki kuantum durumu olmak iizere iz mesafesi
1
D(p,o0) = 5Tr|p—0|, (2.8.49)

seklinde tanimlanir. Burada |A| = VATA.

7 ve s vektorleri strasiyla p ve ¢ durumlarinin Bloch vektorleri olmak iizere

1
D(p.o) =3[P -3, (2.8.50)

olup kubitler arasi iz mesafesi R® oklid uzayinda bulunan Bloch kiiresindeki
vektorler arasi uzakligin yarisidir. Bu nedenle yogunluk operatorleri uzayinda iz
mesafesi metriktir. 0 < D(p,o) < 1 araliginda degerler alir. Eger p = o ise

D(p,o0) =0 olurken p ve o ortogonal ise D(p,c) = 1 olur.

2.8.3. Sadakat

Bir kuantum kanali boyunca kuantum teleportasyonun 6zellikleri sadakat (fidelity)
ad1 verilen bir 6l¢iit ile belirlenir. Bu ol¢iit teleport edilecek kuantum durumu ile
teleport edilmis kuantum durumu arasindaki ortiismenin bir dl¢iistidiir. Buradaki
temel diislince iki parca enformasyonun ne kadar benzer oldugu ya da bazi islemler

boyunca enformasyonun ne kadar korundugudur.

p ve o durumlart icin sadakat

F(p,o0) = (Tr[y/\/po/p))?, (2.8.51)

olarak tanimlanir [65]. Burada p = p%p% = (UVDUY)(UVDU"Y) = UDU" dr.
Sadakat 0 < F' < 1 arasinda degerler alir. Eger iki kuantum durumu ayni1 ise F =1,
eger bu iki kuantum durumu ortogonal ise ' = 0 olur. Sadakat de iz mesafesi
gibi kuantum durumlar1 arasindaki bir uzaklik 6l¢iitiidiir ancak kendisi yogunluk

operatorleri i¢in bir metrik olmamakla birlikte kullanigh bagka bir metrige yol acar.
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Iki ayr1 kuantum durumuyla iligkili yogunluk operatérleri olan p ve ¢ komiitseler

p=Y,rii) (il ve 0 =Y,;s;|i) (i| olmak izere

Flpio) = (0l [V Dl DV ]

= m[@w i) Gl 13) (il 12) (il])2,

= (Tr], /Zi,risz'li> (ll)?,

= (Tr[, [} rsili) (il))?,

= (ZM)Z,
F(p,o) = F(r;si), (2.8.52)

yazilabilir. Yani p ve ¢ komiit ise F(p,o) seklindeki kuantumsal sadakat F =
(ri,s;) seklindeki klasik sadakate doniigiir. Burada r; ve s; sirasiyla p ve ¢’nin

ozdeger dagilimlaridir.

Ayrica bir |y) saf durumu ile keyfi bir 6 durumu arasindaki sadakat

Tr[v/|w) (v o [y) (w]])?,
Trlv/(wl o [y) ) (w]])%,

F(ly),o0) = (
(

= (T (ylolw) ly) (w)?,
(
(

Vivloly))?,

yloly), (2.8.53)
olur.

Eger 6 = |¢)(¢| seklinde bir saf durum ise F(|w),|¢)) = |(w]|¢)|* olur.
Goriildiigii gibi sadakat |y) ve o veya |y) ve |¢) kuantum durumlart arasindaki

ortiismedir.
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2.8.4. Uyum

Kuantum enformasyon uygulamalarinda dolagikligin miktarinin belirlenmesi
onemlidir.  Bell esitsizlikleri ve dolasiklik sahitligi (entanlement witnesses)

dolasikligin nitelendirilmesindeki ilk yaklagimlardir.

Dolagiklig1 karakterize etmenin bir yolu da uyum (cocurrence) hesaplamaktir. Bu
olciit ilk kez Bennet, DiVincenzo, Smolin, Wootters ve Hill [66—69] tarafindan
ortaya atilmistir ve sadece kubit c¢iftleri icin gecerlidir. temelde bu hesaplama
iki kuantum durumu arasindaki ortiismenin bir ol¢iisiidiir. p yogunluk operatorii
ile ifade edilen birlesik bir sistemin herhangi iki pargasi arasindaki yogunluk
operatorii p;;, indirgenmis yogunluk operatorii (reduced density operator) olarak
isimlendirilir ve i.nci ve j.nci kubitler harig sistemdeki tiim kubitler tizerinden kismi
izin alinmasi ile elde edilir(bakiniz EK 2). Bu indirgenmis yogunluk operatorlerine

ait uyum

Cij = max{\/21 — VA2 — /25— V/A4,0}, (2.8.54)

seklinde hesaplanir. Buradaki A,,(m = 1,2,3,4) degerleri
Rij = pij(c” Q) o”)pij(0” Q) 0”),

matrisinin VA1 > VA > VA3 > VA4 seklinde azalan siradaki ozdegerlerinin
karekokleridir. Ayrica burada 6 Pauli operatorii olup, p;; ise p;; operatoriiniin
kompleks eslenigidir. Uyum [0 — 1] aralifinda degerler alir. Sifir degeri dolagik
olmayan durumlara kargilik gelirken, bir degeri maksimum dolagik durumlara

karsilik gelmektedir.

2.9. Spin Modelleri

Heisenberg spin modelleri dolagikligin incelenmesinde bize ©onemli bilgiler
verir. Modelin basit ve uygulama alaninin genis olmasi, farkli boyutlarinin ve

parametrelerinin bulunmasi olduk¢a zengin bir kaynak oldugunu gosterir. Bu
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model, kati-hal sistemlerinde bir kuantum bilgisayart i¢in kubitler arasindaki
iligkiyi simiile etmede uygun bir aday olabilir [70, 71]. Kuantum noktalarin
[15,16,72,73], optik orgiilerin [14], niikleer spinin [18,74,75] ve bogluk kuantum
elektrodinamiginin [76, 77] anlagilmasinda bu modeller kullanilir. Uygulama
alanlar1 iki veya ti¢ kubitlik zincirler [78] olabildigi gibi sonlu ve sonsuz spin
zincirleri arasinda termal dolasiklik [79] ve kuantum faz gecisleri de [80] olabilir.
Spin modelinin en genel halini asagidaki gibi yazabiliriz
1N
H =Y (670} +J,0] 0] +J.0i°C;). (2.9.55)

243

Burada ¢%,0”,0° Pauli spin operatorleridir.  J,,J,,J; spinler arasi ¢iftlenim
sabitleridir. J’nin sifirdan biiyiik olmasi (J > 0) antiferromanyetik(afm), kiiciik
olmasi da (J < 0) ferromanyetik(fm) durumu gosterir. Bu modelde J, # J, #
J, # 0 olup Heisenberg modeli veya Heisenberg XYZ modeli [81-85] olarak
isimlendirilir.

Farkli yonelimlerde de model olugturmak miimkiindiir. Mesela;

1. Jy =J, =0 ve J; # 0 ise Ising Model [86,87] olarak olarak adlandirilir. Modelin
Hamiltoniyeni

J. N
H=7).0/0;, (2.9.56)
i.j
seklindedir. Bu en basit modeldir.

2. J, # Jy # 0 ve J; = 0 ise Heisenberg XY modeli [12, 13,21, 88-91] adin1 alir.
Modelin Hamiltoniyeni asagidaki sekildedir
N

1 ) )
H=3 Y (iofol +1y0] o). (2.9.57)
ij

3. Jy=J, =J ve J; = 0 ise model Heisenberg XX modeli [92-96] adin1 alir.
Modelin Hamiltoniyeni
N

JY ,
H=3 tzj‘!(cj oj +0)0}), (2.9.58)
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seklindedir.

4. J, =J, =J ve J; #J ise Heisenberg XXZ modeli [79, 97-103] adin1 alir.
Modelin Hamiltoniyeni asagidaki sekildedir

1 N
H =3} J(0]0} +0]0]) +J.(5]07). (2.9.59)
w

5. Jy =J, = J, =J ise Heisenberg XXX modeli [104, 105] adin1 alir. Modelin

Hamiltoniyeni
J & :
H= 52(6f6;+6;61y-+6,~26;), (2.9.60)
i’j

seklindedir.
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3. MODELLER ve HESAPLAMALAR

3.1. J; — J> Heisenberg XXX Sisteminde Kuantum Teleportasyon

~ - (]
: \\\\\ ’,/l :
H RN i
i ~° S~ i
g ~‘.
Spin 1/2 Spin1/2

Sekil 3.1. Dort kubitlik J; — J, Heisenberg modeli

Ik olarak inceledigimiz sistem, z yoniinde homojen bir B, manyetik alaninda
bulunan dort kubitlik J; — J, Heisenberg XXX modelinde olup (=1 ve ug = 1)

sistemin Hamiltoniyeni

4
H = 1Y (o'l +0/0), +0oic])
i=1
4 ‘ 4
+1, Y (06}, +0]0},,+0670],,)+B. ) of, (3.1.1)

i=1 i=1
olarak verilir. Burada c*(a = x,y,z) Pauli spin operatorlerini gostermektedir.
Oi+1 = O] ve O;4> = 0 seklindeki periyodik sinir kosullar1 (PBC) kullanilmistir.
J1 =1, J» >0 ve J, <0 kosullar1 icin en yakin komgu (NN) ve ikinci en yakin
komsu (NNN) kubitler arasindaki kuantum kanallar1 iizerinden teleportasyonun
gerceklesme durumlar1 incelenmigti.  Bundan sonra inceleyecegimiz diger
modeller i¢in de ayni sinir kosullar1 ve etkilesimler gecerli olacaktir. Sisteme ait

Hamiltoniyenin 6zdegerleri

Ei=E, = -B,—Jh, (3.1.2)
Es=E, = B,—J, (3.1.3)
Es = -3/, (3.1.4)

Es=E, = —b, (3.1.5)
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Es = -2J1+J,,

Ey = —Ji+J,

Ey = —B;—Ji+/,
Eyy = B.—Ji+J,
Epn = Jit+/,

Es = -2B;+J;+J,
Ey = —B:+Ji+/,

Eis = B,+Ji+J,

E = 2B, +Ji+ s,

(3.1.6)
3.1.7)
(3.1.8)
(3.1.9)

(3.1.10)

(3.1.11)

(3.1.12)

(3.1.13)

(3.1.14)

olmaktadir. Bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorler ise {]0,0,0,0), |0,0,0,1),
0,0,1,0), [0,0,1,1), 10,1,0,0), [0,1,0,1), [0,1,1,0), [0,1,1,1), |1,0,0,0),

11,0,0,1), |1,0,1,0), [1,0,1,1),

bazinda

lw1)
v2)
w3)
|ya)

lws)

|We)
ly7)

ws)

W)

[_|170a171>+|171a170>]7
[—0,1,1,1)+|1,1,0,1)],
[_|070a1’0>+|170a0’0>]a

[—10,0,0,1) +0,1,0,0)],

S-Sl - Sl Sl

[0,0,1,1) —|0,1,1,0) —[1,0,0,1) +|1,1,0,0)],

N —

[_’070’1)1>+’17150)0>]5

[—1]0,1,1,0)+]1,0,0, 1)],

~Sl-Sl-

—[]0,0,1,1)—2]0,1,0,1) +0,1,1,0) +[1,0,0,1)

2V3
~2]1,0,1,0) +1,1,0,0)],
1

—[-10,1,0,1)+]1,0,1,0)],
ﬁ[ | )+ )]

|1,1,0,0), |1,1,0,1), |1,1,1,0), |1

1LY

(3.1.15)

(3.1.16)

(3.1.17)

(3.1.18)

(3.1.19)

(3.1.20)

(3.1.21)

(3.1.22)

(3.1.23)
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‘l[/10> = %[—|(),1,1,1>—i—|1,0,1,1>—|1,1,O,1>—i—|1,1,1,0>]7 (3.1.24)
lyin) = %[—|o,o,o,1>+|o,o,1,o>—|o,1,0,o>+|1,o,o,o>], (3.1.25)
) = \%[[0,0,1,1)+!0,1,0,1)+!0,1,1,0)+]1,0,0,1)
+11,0,1,0) +1,1,0,0)], (3.1.26)
lyviz) = [1,1,1,1), (3.1.27)
lyia) = %[10,1,1,1)+11,0,1,1>+11,1,0,1>+11,1,1,o>], (3.1.28)
lyis) = %[;0,0,0,1)+10,0,1,0>+yo,1,0,0)+;1,o,o,0)], (3.1.29)
lyis) = 10,0,0,0), (3.1.30)

seklindedir. Sistem 1s1sal dengededir ve bu sistemin yogunluk matrisi

1
pziexp (—H /kgT) Z—\wj (v, (3.1.31)

seklindedir ve Z = Trlexp(—H /kpT)] = ¥ exp(—E;/kpT) ifadesi b(ih'jgiim
fonksiyonudur. Burada T sicaklik, kg de Boltzman sabiti olmak iizere f = o7 dir

ve hesaplamalarda kg = 1 olarak alinmigtir.

Standart teleportasyon protokoliine benzer sekilde iki kubitlik teleportasyon
protokoliinde [53] dolasik girdi durumu yok olup onun benzeri, uzak bir yerde

tekrar olusur. Iki kubitlik 6zel saf girdi durumu
0 io . 0
| Weirai ) :cos§\10>+e sm§|01>, (3.1.32)

(0< 6 <m0< ¢ <2nm) seklindedir. Burada 6 farkli genliklerdeki tiim durumlar

ve ¢’de faz faktoriinii géstermektedir. Buradan yogunluk matrisinin girdi durumu,

Pgirdi = ‘ll’girdi> <1I/girdi{ ) (3.1.33)

ile verilir. Cikt1 kuantum durumu girdi durumuna birlesik 6lcme ve yerel

doniistimlerin uygulanmasiyla [106]

Pek = Y Pij(6' R) 67)pgirai( 0" Q) 07), (3.1.34)
ij
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elde edilir. Burada 6" (i = 0, x,y, z) birim opertdr ve Pauli operatorleridir. ¥;; P = 1
olmak iizere P;; = Tr[E'p(T)|Tr[E/p(T)] seklinde tammhidir. Ayrica burada

EC =y ) (y7|. E' = [97) (97|, E* =1¢7)(¢7]. E* = [y")(y"|. seklinde
tanimh olup |y*) = %(|Ol> +[10)) ve [¢pF) = %(|00> +|11)) seklindeki Bell

durumlaridir.

Ikinci en yakin kubitler olan birinci ve iigiincii kubitler arasindaki kuantum kanalinm

ilk olarak inceledigimizden bu alt sisteme ait
pi3(T) = Trulp(T)],

0

0

o | (3.1.35)
A

S O a O

—Ey —Ep —Eis — Eg —Ey
e 5 e = e =R E E, e 7 e =
OC — 2T + 6T + 2T +€7$ +€*74+ 3T 2T7
5 — e*%+e*%+e*%+e*%+e*%+e*% e*%dl_e*%_i_e*%
4 4 3 4 4 2 2 2 2
—Ey _Eg
e =L e 3B
42T T’
2 6
67%+67%+67%+67%+[% ‘7 7 ei%Jreib;g
T = — — —
4 4 3 4 4 2 2 2 6
E; e Lo o LEn Es e by b B
A = — T T - T T T
e T+ 5 + 6 +e T + ) + 3 + 5

olarak tanimlanmigtir. Pgjq; daha 6nce denklem (3.1.33)’da belirtildigi gibi olup,

sistemdeki kanal;_3 i¢in ¢iktt durumu denklem (3.1.34)’de belirtildigi sekilde

hesaplanip
a 0 0 O
L0 & % 0
13 _
pglktl - ? 0 fe_iq) 7 0 5 (3136)
0 0 0 o

olarak bulunur. Burada
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(a+A)(56 —37)

16 ’
L OF+A, Ly 50-3T,.,7
o = ( 1 )~ cos 2+( y ) sin >
. 36-5t, v.vY
T = ( 1 )cosismi,
S a+A 2 .27 50 —371 2 Y
T = ( 2 )s1n2+( 1 )-cos >

seklindedir.

En yakin kubitler olan birinci ve dordiincii kubitler arasindaki kuantum kanalini

incelemek icin ise bu alt sisteme ait

p1a(T) = Tras[p(T)],

S O O

: (3.1.37)

ORI O

X

seklinde verilen pi4(7) indirgenmis yogunluk matrisine ihtiya¢ duyariz. pPgirgi
(3.1.33) denkleminde belirtildigi sekilde olup, sistemin birinci ve dordiincii
kubitleri aras1 kuantum kanali kanal; 4 icin ¢ikti durumu (3.1.34) denklemine gore

hesaplanir. Burada

—Ej —Ep —Eis —E; _E, _E;s _Ey
_ 7T ¢ 7 ,¢7 ,Ee 7 €7 €7 €7
S = 3t t tept t Tt
_ Eg
e i B
4 T
127
—Ep —Eq —Ep —En —Eis —-E —E4 —Es
e T e T e T e T e T e T e T e T
E =
1 + 1 + 3 + 1 + 1 + ) + 3 + 1
— Eg Eg — Ey
e = SR e 2
+ T T+ T’
12 2
n o= —— - - =T,
4 4 3 4 4 3
c = ef%_i_e*% ef%_'_e*%_’_e*%_i_e*%_i_e*%_’_e*%
2 4 4 3 4 4 2 4
—E _ Ey _ By
e =%  Se e =2
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—-E —Ep —Ep —Eu —E —E;s - £
_¢7.,¢7 7 ,Es e7 7 €7 €7
X 2 T T et Tty T

_Eg

o Es

T

T

olarak ifade edilmektedir. pgjqi daha 6nce denklem (3.1.33)’da belirtildigi gibi
olup, sistemdeki kanal; 4 i¢in ¢ikt1 durumu denklem (3.1.34)’de belirtildigi sekilde

hesaplanip y
& 0 0 o0
L0 & fe? 0
4 L
pglktl - 72 0 ﬁe—lq) % 0 5 (3.1.38)
0 0 0 ¢
olarak bulunur. Burada
E _ (& +x)(5e—6n+5kK)
32 ’
: 2(&+x)*(1+cosy) + (56 — 61 + 5k)?sin §
a 64 ’
_ (38— 10n+3kK)*siny
o= 128 ’
e —2(E+x)*(—1+cosy) + %(58 — 61N +5x)%(1 +cos?y)
B 64 ’
seklindedir.
Bu ¢ikt1 durumlarindan sadakati
2
F13(pgl’d”p91kt1 Tr \/\/pgzrdnglkn glrdl]) ’ (3139)
2
F14(p8”’d” pglktl TI’ \/\/pgzrdngzlktl glrdl]) ’ (3 1 40)

seklinde hesaplayip, olast tiim baslangic durumlar1 {izerinden sadakatin

ortalamasinin alinmasiyla ortalama sadakat (avarage fidelity)

27r T .
do [ Fi3sin 040
Fia = o 20k T (3.141)
27t T .
do [ Figsin 040
pl4_ Jo"d9 f04ﬂ” ey (3.1.42)

ifadelerinden elde edilir.
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Boylece z yoniinde homojen bir B, manyetik alaninda bulunan doért kubitlik
J1 —J, Heisenberg XXX sisteminde; bir kuantum kanali birinci ve {igiincii kubitler
(kanal;_3), bir kuantum kanali ise birinci ve dordiincii kubitler arasinda (kanal;_4)
oldugu diisiiniilerek, verilen bir girdi durumu icin kuantum teleportasyon
incelenmigtir. Teleportasyonun ne kadar bagarili oldugunun bir ol¢iitii olarak T’
sicakliginin ve B, manyetik alaninin degisimlerine gore ortalama sadakatin kontiir
grafikleri kanal;_3 i¢in Sekil 3.2°de, kanal;_4 icin ise Sekil 3.3’te goriilmektedir.

Her iki grafikten de goriildiigii gibi B, — —B, degerleri icin ortalama sadakat

1.000
- e
0.8500

Sekil 3.2. Kanal|_3 icin T sicaklig1 ve B, manyetik alanina gore ortalama sadakat.

degerlerinde bir simetri sézkonusudur. Kanal;_3 icin ortalama sadakat degerlerine
bakildiginda kanal;_4’e gore teleportasyonda daha iyi sonuclar goriilmektedir.
Ozellikle diisiik sicaklik ve diisiik manyetik alan degerleri icin F,; = 1 gibi cok iyi
sonuglar elde edilmekle birlikte, yine diisiik sicakliklarda B, = 3.0 gibi daha biiyiik
manyetik alan degerleri i¢in bile ortalama sadakatin iyi bir kuantum teleportasyon
icin yeterli degerler almakta oldugu goriilir (Forx > %). Diisiik manyetik alan

degerleri icin ise bu durum 7 ~ 1.0 gibi daha yiiksek sicakliklarda goriilmektedir.
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0.1800
= - o
0.1450

0.1275

0.1100

0.09250
0.07500
0.05750
0.04000

Sekil 3.3. Kanal;_4 icin T sicaklig1 ve B, manyetik alanina gore ortalama sadakat.

Bunlarin yaninda sicaklik veya manyetik alan arttik¢a ortalama sadakatin azaldigi

da gozlenir.

Dolasikligin, inceledigimiz bu sistemdeki kuantum kanallar1 araciligiyla nasil
teleport edildigini incelemek istersek girdi ve ¢ikti durumlarinin uyumlarini
hesaplamamiz gerekir. (3.1.33) denklemi ile verilen girdi durumu i¢in (2.8.54)

denklemi yardimiyla girdi durumu i¢in uyumu
io . O 0 .
Cairai = 2le sm(E)cos(E)| =sin(0), (3.1.43)

olarak buluruz.

Benzer sekilde kanal;_3 icin denklem (3.1.36) ve kanal;_4 igin denklem
(3.1.38) ile verilen ¢ikt1 durumlart icin denklem (2.8.54) yardimiyla dolagikligin
teleportasyonu i¢in hesapladigimiz 1sisal ¢iktt uyumlart Sekil 3.4 ve Sekil 3.5°te
goriilmektedir. ~ Buradaki hesaplamalarda 6 = 7 alnarak girdi durumunun

maksimum dolagik olmasi saglanmistir. Kanal;_3 icin Sekil 3.4’ten goriildiigii

izere manyetik alanin B, ~ 2.5 degerine kadar bu kuantum kanalinin dolagiklig1 iyi



T T I — T T T T T T T T T T
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0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

z

Sekil 3.5. Kanal;_4 i¢in B, manyetik alanina gore teleport edilmis 1sisal uyum.

bir sekilde teleport ettigi goriilmektedir. Bu durum Sekil 3.2°de goriilen ortalama
sadakat degerleri ile de desteklenmektedir. 2.5 < B, < 3.0 araligindaki manyetik

alan degerleri icin ortalama sadakat teleportasyon icin yeterli olsa da bu aralikta
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dolagikligin teleportasyonu azalmakta ve manyetik alanin B, = 3.0 degeri i¢in

Ceku == 0.45 gibi bir degere diigmektedir.

Kanalj_4 i¢in olan duruma bakti§imizda ise bu kuantum kanalinin diisitk manyetik
alan degerlerinde C ik, = 0.55 gibi bir deger aldig1 ve manyetik alanin artig: ile

birlikte uyumun azalip sifira diistiigii goriiliir.

3.2. Farkh Dzialoshinskii-Moriya Etkilesmelerine Sahip J; — /»

Heisenberg XXX Sisteminde Kuantum Teleportasyon

3.2.1. D, Dzialoshinskii-Moriya Etkilesmesi Durumu

Bu kisimda D = D& seklinde x yoniinde Dzialoshinskii-Moriya etkilesmesine
sahip dort kubitlik J; — J, Heisenberg XXX sisteminin hem birinci ve
ictincti kubitleri arasindaki kuantum kanalimi (kanal;_3) hem de birinci ve
dordiincii kubitleri arasindaki kuantum kanalim1 (kanal;_4) kullanarak kuantum

teleportasyonu inceledik.

Kullandigimiz bu dort kubitlik sistemin Hamiltoniyeni

_ X <X Y <y Z 2
H = Ji1) (60}, +0;0},+0/c,)

-

Il
—

_|_
S
aghs

X X Y <y Z =2
(670, +0;0;,,+0;0,)

=1

4
+ D.Y (¢/cf,—0fcl,), (3.2.44)

i=1

seklindedir. Bu Hamiltoniyene ait 6zdegerler

E\=E, = 4(Dy—J2), (3.2.45)
Ez=Ey = —4(J1—-N), (3.2.46)
Es = —8J1+4/,, (3.2.47)

Es=E, = —4bh, (3.2.48)
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Es=Ey = —4(D,+0h), (3.2.49)
Ew=En = 4(J1+h), (3.2.50)
En=E3=Ey = 4(1+4h), (3.2.51)
Eis = —2Jl+2\/8D§+(Jl—4J2)2—4J2, (3.2.52)

Eig = —211—2\/SD§+(J1—412)2—4J2, (3.2.53)

olmaktadir. Bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorler ise

i)

lv2)

lv3)

| Wa)

Ws)

| We)
lyw7)

W)

W)

lwi0)
lwi1)

1
—[-10,0,0,1)+]0,0,1,1)+]0,1,0,0) +i|0,1,1,0
2\@[ | )+ )+ )+ )

—i[1,0,0,1)—|1,0,1,1) —i[1,1,0,0) +|1,1,1,0)],  (3.2.54)

1
—[~10,0,1,0)—]0,0,1,1)+]0,1,1,0) — |0,1,1, 1

2\@[ | ) —i| ) +i] )~ | )
+]1,0,0,0) —i[1,0,0,1)+i|1,1,0,0) +1,1,0,1)],  (3.2.55)

1

—[-10,0,0,1)+10,0,1,0) —10,1,0,0) — [0, 1,1, 1

2\@[ | )+ )| )~ )
+[1,0,0,0) +[1,0,1,1) — |1,1,0,1) +|1,1,1,0],  (3.2.56)

1

—[-10,1,0,1)+]1,0,1,0)], 3.2.57

ﬂ[ | )+ )] ( )
1

—1]0,0,1,1)—2]0,1,0,1)+1]0,1,1,0) +[1,0,0,1) (3.2.58

2\@[I ) —2| )+ )+ ) ( )

—211,0,1,0)+1,1,0,0)], (3.2.59)

1
5110,0,0,1) = 0,1,0,0) =10, 1, 1) + 1,1, L,O)J,  (3.2.60)

1

5110,0.1,0) [0, 1,1,1) = [1,0,0,0) +[1,1,0,1)],  (3.2.61)
1

—_[-10,0,0,1)—]0,0,1,1)+]0,1,0,0) —i|0,1,1,0

2\6[ | ) =il )+ ) =il )

+i|1,0,0,1) —[1,0,1,1)+i|1,1,0,0) +|1,1,1,0)],  (3.2.62)
1

—[-10,0,1,0)+]0,0,1,1) —]0,1,1,0) — |0,1,1, 1

2\@[ | ) +i ) =il )~ | )

+11,0,0,0) +i|1,0,0,1) —i|1,1,0,0) +[1,1,0,1)],  (3.2.63)
I1,1,1,1), (3.2.64)

1
SUOL LD +[1,0,1,1) = [1,1,0,1) + L1, 1,0), (3265
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Y1) = \%HO’O’]’1>+|0’1’0’1>+|0’1’1’0>+|1’0’0’1> (3.2.66)

+11,0,1,0) + |1,1,0,0)], (3.2.67)
lyi3) = %Ho,o,o,1>+|0,0,1,0>+|0,1,0,0>+|1,0,0,o>], (3.2.68)
Y1) = 0,0,0,0), (3.2.69)

1

vis) = ———
\/8+4E2

+i&10,1,1,0) —|0,1,1,1) — |1,0,0,0) +i&; |1,0,0,1)  (3.2.70)

[0,0,0,1) —10,0,1,0) —i&; 0,0,1,1) +0,1,0,0)

+]1,0,1,1) —i& |1,1,0,0) — |1,1,0,1) +|1,1,1,0)],  (3.2.71)

|W16> = HOaO’Ov 1> - |O’O’ 170> +l§2 |030a I, 1> + |07 1a070>

H

8+4&2
—i&10,1,1,0) —10,1,1,1) — [1,0,0,0) — i& [1,0,0,1)  (3.2.72)

+]1,0,1,1) +i&]1,1,0,0) — |1,1,0,1) +|1,1,1,0)],  (3.2.73)

seklinde olup buradaki &; ve & Ek-1 de tammlandig1 gibidir.

Birinci ve tgiincii kubitler arasindaki kuantum kanali (kanal;_3) ic¢in sistemin
p13(T) indirgenmis yogunluk operatoriinii kullaniriz.  Sistemimiz i¢in bu

indirgenmis yogunluk operatoriiniin matris gosterimi

p13(T) = Trulp(T)],
o 0 0 om
1 0 a3z o4 O

= 7 0 o a 0 | (3.2.74)
o 0 0 o5
seklinde olup burada
o = 1172[3€_E1/T+2€_E12/T+6€_E13/T+12€_E14/T+3€_E3/T+6€_E4/T

667E15/T+ 6e7E16/T_|_

+ ,
24 &2 2+&7 ]
2e~EIS/T 4 9p—E16/T

+ ,
24 &7 2+4&7

1 de ESIT 4 6o ES/T | 3, E8/T |

o = l[e—El/T_e—E3/T_Ze—E6/T+€—E8/T+

4
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o = %[367E1/T+367E11/T_~_467E12/T+367E13/T_'_667E2/T+367E3/T

+2€—E5/T+6e—E7/T+3e—E8/T+6e—E9/T+6(1+Xi%)e§fls/T+
2+ G

6(1 +xi3)e E10/T 4
2487
1

oy = E[_Se—El/T+3e—E11/T_|_4e—E12/T+3e—E13/T+3e—E3/T_|_2e—E5/T

I,

o ET/T _3,~E8/T _ 6(—1+xi2)e EW/T 4 6(—1 +xi2)e E16/T 4
2+&f 2+ &2
1

o5 = 5[38_E1/T—|—IZe_E]O/T—|-6e_E”/T+Ze_E]2/T+3e_E3/T—|—6e_E4/T

—6

B

6efE15/T+ 667E16/T_‘_
+ )
2+ &7 2+ &7 ]

olarak tanimlanmustir. Pgig; daha 6nce denklem (3.1.33)’da belirtildigi gibi olup,

1 de ESIT 4 6o ES/T 4 3,~E8/T |

sistemdeki kanal;_3 i¢in ¢ikti durumu denklem (3.1.34)’de belirtildigi sekilde

hesaplanip
A1 0 0 A
3 _ 11 0 A3 As O
pglkn - 72 0 A4 A6 0 )
A 0 0 A

(3.2.75)

olarak bulunur. Burada

A = 2063(061+(X5),
Ay = 4dopaysinBcos,

0 0
Az = (o +Ot5)200s2(§)+406325in2(§),

Ay = 2sin@(cge +oZe?),

As = 2sin@(oze’ +oge?),

As = 4“320082(g)+(061+a5)2sin2(g),
seklindedir. ~ (3.1.39) denklemi kullamlarak sadakat ve (3.1.41) denklemi

kullanilarak ortalama sadakat degerleri elde edilir.

Boylece kanal;_3 kuantum kanali kullanilarak girdi durumunun kuantum

teleportasyonunun incelenmesi, T sicaklig1 ve D,, DM etkilesmesinin degisimlerine
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1.000
- 0.9125
] 0.8250
0.7375
- 0.6500
0.5625
0.4750
0.3875
0.3000
0

0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0 3.5 4.0
D

X

Sekil 3.6. Kanal;_3 i¢in T sicakligi ve D, DM etkilesmesine gore ortalama sadakat.

gore ortalama sadakat degerlerinin kontiir grafiginin verildigi Sekil 3.6’da
goriilmektedir. ~ Sabit bir D, degeri i¢in sicaklik arttikca ortalama sadakat
azalmaktadir. Bunun yaninda sabit bir 7 sicaklik degeri i¢cin baktigimizda da
D, degeri arttikca ortalama sadakatin azaldigi goriiliir. Ancak T ~ 2.9 gibi
belli bir sicaklik degeri ve D, = 0.6 gibi belli bir DM degeri i¢in maksimum
veya maksimuma yakin ortalama sadakat degerleri gozlenmektedir. Bunun
yaninda iyi bir kuantum teleportasyon i¢in ortalama sadakatin kabul edilebilir
degerlerine (Foix > %) diisiik DM etkilesmesi degerleri igin T >~ 4.5 gibi yiiksek
sicakliklarda bile ulagilirken, sicakligin daha diisiik oldugu 7' < 2.0 degerleri icin

DM etkilesmesinin D, ~ 2.1 degerlerinde ulagiimaktadir.

Birinci ve dordiincii kubitler arasindaki kuantum kanali (kanal;_4) igin ise
sistemin pj4(7') indirgenmis yogunluk operatériinii kullaniriz. Sistemimiz igin bu

indirgenmis yogunluk operatoriiniin matris gosterimi
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p1a(T) = Tras[p(T)],
o —0 o 04
1 5 ~ ~ e
o 1 B R (3.2.76)
Z| - O s 0
(~X4 d3 —dz 6(7
seklinde olup burada
d] i[?)e—El/T +2€_E12/T+66_E13/T+126_E14/T—|-36_E15/T
12
43 E6/T | 3o~ E2/T | 3o=Es/T | =E5|T | 3,—Eo/T | 3,~E1/T | 3,~Es/T
+3¢ B/,
—Eis/T —E/T
a li[esz/T—e*E‘)/T_i_z’éle 1;/ B 26 1;/ ’
4 2+ & 24 &2
—Eis/T —E6/T
& li[e—El/T_e—Es/TJrzile ';/ 25 1;’)/ ,
4 2+§1 2+§2
—Es/T —E)T
Gy = AfeET_% 15/2 2 16/2 |
4 2+ & 2+ &
QS i[3e*El/T+3e*E1]/T +4e*E|2/T +3€7E]3/T—’—3@7E15/T+387E16/T
12
+3€_E2/T_|_3e—E3/T +6€_E4/T _|_56—E5/T+3€—E6/T+36_E7/T
+3e BT 4 37/,
L e e il
12 2+ 512
6e_E16/T]
24&3 7
a7 i[36_E1/T‘|‘12€_E10/T—|—6e_E11/T +2e_E12/T+3€_E15/T—|—3€_E16/T

12
13 B2/T 4 367 B3/T o o= B5/T | 367 E6/T 4 30 E1/T | 30~ Es/T

—|-3e_E9/T},

olarak tamimlanmustir.  Pgjqi daha Once denklem (3.1.33)’da belirtildigi gibi

olup, sistemdeki kanal;_4 kuantum kanali icin ¢ikti durumu denklem (3.1.34)’de
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belirtildigi sekilde hesaplanip

Al 0 0 A
1 0 Az As 0
4 _ 3 5
pglktl - ? 0 /"'\4 A6 0 5 (3277)
A, 0 0 A
olarak bulunur. Burada
A = 205 (0 + 0r7),

Ay = 4040sinOcos g,

Ry = dadsic (D)4 (@ + ) o (D),

Ay = 2sin@[aZe " + aie’?],
As = 2sin@[aZe + aze ],
< .~ 2.0,0 - 0
6 = (061+(X7)281n2(§)+406520082(5),

seklindedir. Tekrar (3.1.40) denklemi kullanilarak sadakat ve (3.1.42) denklemi

kullanilarak ortalama sadakat degerleri elde edilir. Bdylece kanal;_4 kuantum

0.2590

0.2567

0.2556
- o
0.2534

Sekil 3.7. Kanal|_4 i¢in T sicakligi ve D, DM etkilesmesine gore ortalama sadakat.

kanali kullanilarak girdi durumunun kuantum teleportasyonunun incelenmesi
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ortalama sadakat degerlerinin verildigi Sekil 3.7°de goriilmektedir. Sekilden de
goriildiigii tizere diisik D, ve yiiksek T ile diisik T ve yiiksek D, degerlerinde
gorece biiylik ortalama sadakat degerleri gozlense de elde edilen sonuglar kiiciik

oldugundan kuantum teleportasyon acisindan tatminkar degildir.

3.2.2. D, Dzialoshinskii-Moriya Etkilesmesi Durumu

Bu kisimda D = D,z seklinde z yoniinde Dzialoshinskii-Moriya etkilesmesine sahip
dort kubitlik J; — J, Heisenberg XXX sisteminin hem birinci ve ii¢iincii kubitleri
arasindaki kuantum kanalim (kanal;_3) hem de birinci ve dordiincii kubitleri
arasindaki kuantum kanalmi (kanal;_4) kullanarak kuantum teleportasyonu

inceledik.

Kullandigimiz bu dort kubitlik sistemin Hamiltoniyeni

-

Il
_

— X <X Y <Y Z 2
H = ) (o0}, +0j0; ,+0i0f,)

_|_
S
1=

X X Yy <y Z 2
(0705, +0;0;,,+0;0;,,)

—_

_|_

R
™=

Il
_

(o0}, — 007\ 1), (3.2.78)

seklindedir. Bu Hamiltoniyene ait 6zdegerler

Ei=E, = 4(D,—), (3.2.79)
Es=E, = —4(J,—h), (3.2.80)

Es = —8J1+4h, (3.2.81)

Eg=E;, = —4bh, (3.2.82)
Es=Ey = —4(D.+J), (3.2.83)
Ew=E =Ep = 4(Ji+h), (3.2.84)

Ez=Eyu = 4(+h), (3.2.85)
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Eis = —20,+2\/8D2 4 (y —4h) — 4, (3.2.86)

E16 — —2]1 —2\/8D%+(-]1 _4-]2)2_4]2’ (3287)

olmaktadir. Bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorler ise

lv1)
v2)
w3)
|ya)

lys)

|We)
ly7)

lys)

|Wo)
lW10)
lyi1)

ly12)

ly13)
|y14)
lyis)

1
S0 111 = L0, L1 41,10, +[1,1,1,0)),  (3.2.88)
1

5[10,0,0,1) =10,0,1,0) +1[0,1,0,0) +[1,0,0,0)),  (3.2.89)

1
~[=10,1,1,1)+]1,0,1,1) — |1,1,0,1) +[1,1,1,0)],  (3.2.90)

il \S

5[10.0,0,1)+0,0,1,0) ~[0,1,0,0) +[1,0,0,0)],  (3.2.91)
1
—[|0,0,1,1)—21(0,1,0,1)+0,1,1,0) +[1,0,0,1)

2V3

~211,0,1,0) +1,1,0,0)], (3.2.92)
1

—[—10,0,1,1)+]1,1,0,0)], 3.2.93
ﬁ[ \ )+ )] ( )
1

—[—10,1,1,0) +1,0,0, 1)], 3.2.94
ﬂ[ | )+ )] ( )
1

S0, 1, 1) = [1,0,1,1) =i 1,1,0,1) +[1,1,1,0)], (3.2.95)
1

5110.0,0,1) =10,0,1,0) /0,1,0,0) +[1,0,0,0)], (3.2.96)
I1,1,1,1), (3.2.97)
1

S0 L1 1)+ 11,0,1,1) 4 1,1,0,1) +[1,1,1,0)], (3.2.98)
1

—110,0,1,1)+10,1,0,1)+]0,1,1,0) +1,0,0, 1

\@[I )+ )+ )+ )

+]1,0,1,0) +1,1,0,0)], (3.2.99)

1
5110,0,0,1)+0,0,1,0) +-10,1,0,0) +[1,0,0,0)], (3.2.100)
10,0,0,0), (3.2.101)

1

\/4+282

+i&[1,0,1,0) +1,1,0,0)], (3.2.102)

[0,0,1,1) —i&]0,1,0,1) = |0,1,1,0) — |1,0,0,1)



47

[10,0,1,1) +i&10,1,0,1) —|0,1,1,0) — [1,0,0,1)

1
vis) = —F——
\/4+2E7

—iég\l,O,1,0>+\1,1,0,0>}, (3.2.103)
seklinde olup burada
g, - FJ1 £40+ \/8D2 + (J; —4J2)?
b2 2D, ’
olarak tanimlanmustir. Birinci ve iiclincii kubitler arasindaki (kanal;_3)

kuantum kanali i¢in sistemin p;3(7') indirgenmis yogunluk operatoriinii kullaniriz.

Sistemimiz i¢in bu indirgenmis yogunluk operatdriiniin matris gosterimi

p13(T) = Trulp(T)],
a 0 0 O
. 1 0 Oh O3 0
= 7 0 o @ 0 , (3.2.104)
0O 0 0 o
seklinde olup burada
o = %[efE”/T + 3¢ /T + 6e E14/T + 3¢ B2/T + 3¢ E4/T + 2¢ Es/T
BT 3512671?15” 352264?6”
2+ &2 2+&F
a = T12[3€_E1/T+3€_E”/T +4e_E12/T—|-36_E13/T+3e_E2/T—|—3e_E3/T

+3e B/T 4 207 E5IT 1 g Eo/T 4 6o E1/T 4 30 E8/T 4 30~ E0/T
12¢ E1s/T 12¢~E1e/T
“2 + “2 ]7
2+¢; 2+&
1

o = E[—3e_E1/T—|—3e_E”/T+4e_E12/T—|—3e_E13/T—3e_E2/T—|—3e_E3/T

+3e /T 427/ _ 307 E/T _36=B0/T _ 126—E15/T — 126—E16/T]7
2+ &7 2+¢3
oy = %[3€_E1/T +6e E0/T 4 307 En/T 4 p=En/T 4 3,=E3/T | 9,~Es/T
e
2+¢&7 2+&3

+3¢ B/T

9
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olarak tamimlanmigtir.  Pgqi daha Once denklem (3.1.33)’da belirtildigi gibi
olup, sistemdeki kanal;_3 kuantum kanal1 icin ¢ikti durumu denklem (3.1.34)’de

belirtildigi sekilde hesaplanip

At 0 0 O
1 0 A Ay O
13 _ L 2 4
Pk = 72 0 As As 0 , (3.2.105)
0O 0 0 A
olarak bulunur. Burada
A = 2062(0614-064),
0 0
Ay = 4oozzsin2§+(a1+a4)2c052§,
Ay = 203e ?sing,
Ay = 203e?sin@,
_ 2 29 2. 29
As = 4oy cos 2+(a1+a4) sin” -,

seklinde tanimlidir. Burada da (3.1.39) denklemi kullanilarak sadakat ve (3.1.41)
denklemi kullanilarak ortalama sadakat degerleri elde edilir. Boylece kanal
1—3 kuantum kanali kullanilarak girdi durumunun kuantum teleportasyonunun
incelenmesi, 7" sicakligr ve D, DM etkilesmesinin de8isimlerine gore ortalama

sadakat degerlerinin kontiir grafiginin verildigi Sekil 3.8’de goriilmektedir.

Burada da D, etkilesmesinin durumunda oldugu gibi hem sabit bir D, degeri
icin T sicakligr arttikca hem de sabit bir T sicaklifi i¢in D, degeri arttikca
ortalama sadakat azalmaktadir. Bunun yaninda sistemimizdeki bu kanal icin
T ~ 2.9 gibi belli bir sicaklik degeri ve D, = 0.5 gibi belli bir DM etkilesmesi
degeri icin maksimum veya maksimuma ¢ok yakin ortalama sadakat degerleri elde
edilmektedir. Ayrica kuantum teleportasyon icin iyi degerler olan Fyr > % oldugu
ortalama sadakat degerlerine diisiik DM etkilesmesi degerleri icin 7' ~ 4.5 gibi yine
yiiksek sicakliklarda ulagilirken, sicaklifin daha diisiik oldugu 7" < 2.0 degerleri

icin DM etkilesmesinin D, = 1.75 degerinde ulasilmaktadir.
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Sekil 3.8. Kanal;_3 icin T sicakligi ve D, DM etkilesmesine gore ortalama sadakat.

Kanal;_4 kuantum kanali icin ise sistemin pj4(7) indirgenmig yogunluk

operatoriinii kullaniriz. Sistemimiz i¢in bu indirgenmis yogunluk operatoriiniin

matris gosterimi

p1a(T) = Tra[p(T)],

o 0 0 O
1 0 o o O
= Zl 0 & @ o |’ (3.2.106)
0 0 0 oy
seklinde olup burada
& = 1 e ER/T 4 6o Er/T 1 126~ F1/T 4 6o F2/T | g E4/T
12
—E5/T —E6/T
e BT | 6o BT | gpBoIT 6e li/ 6e 15/ ,
2+& 2+
W = % [3e—E1/T 43¢ E/T 4 4o~ En/T 4 307 Ei/T | 3,~E2/T

+3¢ BT 4 37 B4/T 507 E5/T | e Eo/T 4 3¢~ Es/T 4 36~ F0/T
6(1+EF)e B/ 6(1+&F)e Fus/T
£2 + £2
2+&; 2+&5

i
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03 = % [3ie_El/T + 36_E“/T _|_4e—E12/T + 3e—E13/T + 3ie—Ez/T . 3€_E3/T
£ _Es/T
3¢ BT 4 B5/T _3j~Bs/T _ 3= E0/T M
24¢&2
12i€,e E16/T
2+&7
&4 _ %[68_E1/T+lze_Elo/T+6e—E“/T +23_E12/T+66_E3/T+€_E5/T

6e Eis/T  ge—Eis/T

+6e BT foe BT 4 =,
2+&  2+¢&

olarak tammlanmugtir.  Pgjq; daha Once denklem (3.1.33)’da belirtildigi gibi
olup, sistemdeki kanal;_4 kuantum kanali i¢in ¢iktt durumu denklem (3.1.34)’de

belirtildigi sekilde hesaplanip

At 0 0 O
1| 0 A Ay O
14 _ 2 4
pglktl - ? 0 ;\3 [”\5 0 y (3.2.107)
0 0 0 A

olarak bulunur. Burada

5 - 0.3300

= 0.3200
0.3100

0.3000

3 - 0.2900
0.2800

0.2700

0.2600
1

0.2500

0
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 3.5 4.0

D

z

Sekil 3.9. Kanal;_4 i¢in T sicakligi ve D, DM etkilesmesine gore ortalama sadakat.



seklindedir.

Tekrardan burada da (3.1.40) denklemi kullanilarak sadakat ve (3.1.42) denklemi
kullanilarak ortalama sadakat degerleri elde edilir.
kanali kullanilarak girdi durumunun kuantum teleportasyonunun incelenmesi,
ortalama sadakat degerlerinin verildigi Sekil 3.9’da goriilmektedir. Burada diisiik
sicakliklarda D, degeri arttikca ortalama sadakat degerlerinde bir miktar artig

gozlense de bu artisin kuantum teleportasyon i¢in kabul edilebilir sinirlar i¢erisinde

olmadig1 goriiliir.

0.9

0.8
0.7

0.6

0.5

ort

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

Sekil 3.10. Farkli DM etkilesmelerinde kanal; 3 icin ortalama sadakat.

Bty

Boylece kanal;_4 kuantum
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'l..
8,
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,
s
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",
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77T T 11—
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Sekil 3.11. Farkli DM etkilesmelerinde kanal; 4 i¢in ortalama sadakat.

Sekil 3.10 ve Sekil 3.11°de ise sirasiyla kanal;_3 ve kanal;_4 icin farklh DM
etkilesmelerinin (D, = D, = 0.6) ortalama sadakatlerinin sicakli§a gore degisimleri
goriilmektedir. Her iki kanal ve her iki DM etkilesmesi icin de sicaklik arttikca
ortalama sadakatin azaldig1 gozlenmektedir. Ancak kanal;_3’iin kanal;_4’e gore
daha biiyiik ortalama sadakat degerlerine de sahip oldugu gériilmektedir. Bunun
yaninda kanal;_3’de D, i¢in olan ortalama sadakat degerlerinin D, i¢in olan
ortalama sadakat degerine gore bir miktar daha baskin oldugu gozlenmekte fakat

kanal;_4 i¢in boyle bir baskin etkiden s6z etmek miimkiin olmamaktadir.

Farkli DM etkilesmelerinin oldugu durumda incelemis oldugumuz Heisenberg
sisteminin teleport edilmis 1s1sal uyumlarin1 dikkate aldigimizda kanal;_3 i¢in T
sicakligr ve sirasiyla D, ve D, DM etkilesmelerine gore teleport edilmis 1sisal
uyumlarin kontiir grafikleri Sekil 3.12 ve Sekil 3.13’te goriilmektedir. Burada
da girdi durumunun maksimum dolagik degere sahip olmasi i¢in 6 = 7 olarak

alimugtir.
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J 1.000
- 08875
07750

06625

- 05500
04375

0.3250

Sekil 3.12. Kanal; _3 i¢in T sicakligi ve D, DM etkilesmesine gore teleport edilmis
1s1sal uyum.

Sekil 3.13. Kanal;_3 icin T sicakligi ve D, DM etkilesmesine gore teleport edilmig
1s1sal uyum.

Her iki sekilden de goriildiigii gibi diisiik sicaklik ve diisiik DM etkilesmesi

degerlerinde teleport edilmis 1sisal uyum maksimum veya maksimuma ¢ok yakin
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degerler almaktadir. Sabit DM etkilesmesi degerleri icin 7' sicakliginin artig1 ve
sabit T sicaklik degerleri icin DM etkilesmesi degerlerinin artis1 1s1sal uyumlari
azaltsa da Sekil 3.12’den goriildiigii gibi diisiik sicaklilarda D, etkilesmesinin D,’
ye gore 1s1sal uyuma olan katkis1 daha fazladir. Ancak diisiik DM degerleri icin
grafige baktigimizda D, etkilesmesinin D,’ e gore 1s1sal uyuma katkisinin daha
fazla oldugu ve bunun sonucu olarak daha yiiksek sicakliklarda isisal uyumun az

da olsa daha biiyiik degerler aldig1 gézlenmektedir.

0.4500
- o
0.3375

0.2813

0.2250

0.1688

0.1125
0
.0

Sekil 3.14. Kanal|_4 icin T sicakligir ve D, DM etkilesmesine gore teleport edilmis
1s1sal uyum.

Kanal;_4 i¢in teleport edilmis durumlarin 1si1sal uyumlarinin kontiir grafikleri D,
ve D, etkilesmeleri i¢in sirasiyla Sekil 3.14 ve Sekil 3.15°de goriilmektedir. Sekil
3.14’e bakildiginda diisiik sicaklik ve diisiik D, degerleri icin gorece biiyiik uyum
sonuclari elde edilmis olsa da genel olarak 1s1sal uyum degerlerinin diisiik oldugu
goriiliir. Ancak Sekil 3.15’ten goriildiigii gibi kanal; 4 icin diisiik sicakliklarda D,
etkilesmesinin 2.1 < D, < 2.75 araligindaki degerleri i¢in Cglf]‘m ~ 0.8 gibi olduk¢a
1yi sonuglar vermesinin yam sira daha biiyiik D, degerleri i¢in de bu olumlu etkinin

gozlendigi ifade edilebilir.
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Sekil 3.15. Kanal;_4 icin T sicakligi ve D, DM etkilesmesine gore teleport edilmis
1s1sal uyum.

Sekil 3.16" daise T = 0.1, /, = 1.5, 6 = 7, ve ¢ = £ gibi 6zel degerlerinde
kanal;_3’tin farkli D, ve D, DM etkilesmesi degerleri icin 1sisal uyumlarinin
kargilagtirllmas1 goriilmektedir. Cok diisik DM degerlerinde Cexy >~ 1.0 gibi
maksimum uyum degerleri gozlenirken, DM etkilesmesinin artmasiyla birlikte
1s1sal uyumun azaldig1 burada da goriilmektedir. Ancak azalma D, etkilesmesi i¢in

daha hizli olmaktadir.

Sekil 3.17°de ise T = 0.1, /, = —1.5, 6 = 7, ve ¢ = % gibi 6zel degerlerinde
kanal;_4’tin farkli D, ve D, DM etkilesmesi degerleri icin 1sisal uyumlarinin
kargilagtirilmasi goriilmektedir. Burada DM etkilesmesinin 0.1 < D,(D;) < 2.0
aralifinda hem D, hem de D, degerleri i¢in Cgy = 0.45 gibi ayni 1s1sal uyum
sonuglar1 gozlenirken DM etkilesmesinin 2.0 gibi kritik bir degerinden sonra D,’in
artistyla uyum sifira diiserken, D, nin degerinin artig1 ile 6nce bir sicrama yapip

Ceku = 0.77 degerine ulagtiktan sonra azalmaktadir.
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Sekil 3.17. Kanal;_4 icin farkli DM degerlerine gore teleport edilmis 1s1sal uyum.



57

3.3. Spin(l,%) Karma Spin J; — J, Heisenberg XXX Sisteminde

Kuantum Teleportasyon

Spin 1

Spin 1/2

Sekil 3.18. Spin(3,1) Modeli

Burada inceledigimiz sistem, z yoniinde homojen bir B, manyetik alaninda bulunan

ve dort spinden olusan spin(1, %) karma spin J; — J Heisenberg XXX sistemidir.

Bu sistemin Hamiltoniyeni

H = Ji(01"S" +01"8 + 015" + 82 03" + 527 03 + S3° 037,

+03"Ss" + 037S4” + 03°S4" + SaF 01" + S 01 + S4Fo1%),

+h(01"03" + 8,784 + 03" 01" + S47 8 + 617 037 + 852784,

+03701 + 8482 + 01°05° + $2°S4° + 03°01° + 84°859),

+B.(01° + S + 03" + 84%),

(3.3.108)

olarak verilir. Burada yine periyodik siir kogullar1 altinda ikinci en yakin komgu

(NNN) spinler arasindaki kuantum kanali olan kanal;_3 incelenmistir. Sisteme ait

Hamiltoniyenin 6zdegerleri

7J5
E1:E2 = —BZ—T,
TJ>
E3:E4 - BZ—T,
3J;
Es = —211—7,
3/
Es = —Ji -
1
E; = *(—Z(BZ+J1)—3J2),

(3.3.109)
(3.3.110)
(3.3.111)
(3.3.112)

(3.3.113)
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Ey

Eyo

Eg

E3p

(3.3.114)
(3.3.115)
(3.3.116)
(3.3.117)
(3.3.118)
(3.3.119)
(3.3.120)
(3.3.121)
(3.3.122)
(3.3.123)
(3.3.124)
(3.3.125)
(3.3.126)
(3.3.127)
(3.3.128)
(3.3.129)
(3.3.130)
(3.3.131)
(3.3.132)
(3.3.133)
(3.3.134)

(3.3.135)

(3.3.136)
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5J

Ey — —3BZ+2J1—|—72, (3.3.137)

Exp = —2BZ+211+%, (3.3.138)

Esz = —BZ—I—ZJl—i—%, (3.3.139)

Esyy = BZ+2J1+%, (3.3.140)

Eys = 2(BZ—|—J1)+52£, (3.3.141)

Ex = 3BZ+2J1—|—57;2, (3.3.142)

olmaktadir. Bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorler ise{ %,1,5,1> 11,1 O>
;,1,;, Ds [ 6551, [3:1,550), [3:1,5,-1), [3,0,5,1), |27072’0>
0,5,=1), 2,0 vElvl 2,0,70), ,o,%l,—1>, —Ly 1) [3,-1,3,0),
1’57 D le=L301), |n=1550), |5- 17‘217 52 \2,1,5,1>

\2»17570> }77 201, \‘2,1,‘2‘,1> 51,550, |5 L5 -1,
EXR !%1~2,0> \2‘0,%7 D 15,0551, !2170,2,

750,55 -1), |5 =12 1) [ =150 |5 =13, -1), |5, -1,71),
‘ 5 1,_21,0> ‘ 5 1,_21, >},bam cinsinden
11 1 1 1 1 1
= , 1, —1=,0,=,0 —,—1,-,1 3.3.143
‘w1> \/>|: 27 > 27 727 >+ 27 727 >]7 ( )
1|1 1 1 1 I 1
= ———1)—|z,—-1,—= —|—=,0,=,—1
|lll2> 2[ 2 O 27 > 27 Y 7O> ‘ 270?27 >
+ ! 1 ! 0)] (3.3.144)
27 727 ) b
1|1 1 1 1 1 1
= -|z1,—=,0)—1,0,—=,1)—|—=,1,=,0
v = 5ll50-50) - 50250 =] -5.1.5.0)
1 1
—=,0,-,1 3.3.145
+‘ 27 727 >]7 ( )
111 1 1 1 1 1
= —[=,1,=,-1)—1|=,0,= —,—1,-,1 3.14
D K ) R I N NRCERED
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Ws)

| We)

lv7)

lws)

W)

lWi0)

lwi1)

lv12)

1 1 1 1 1 1 1
— |z, 1,—=,—1 2|2,0,=,—1)Y—V2|=,—1,=
23 '2” ’ >+f’2’0’2’ > f‘z’ ’2’0>

1 1 1
—f‘ 2,1>+’ 5 1,2,1>], (3.3.147)
1)1 1 1 1 1 1
- —1)—|=,—1 =L, —=
2['270?2? > ’27 7270> ‘ 27 ) 270>
TN (3.3.148)
27 ) 27 ) e

1 11 1 1.1
1)y — =, —-1,—2,0)—|—=,1,—=,—1
f‘ ’2’>ﬁ)2”2’>’2”2’>

1 1 1 1

Gl 05) - 5 5130)

1 1
+’_2’_1, 2,1>] (3.3.149)

SR TRENTEY
f‘ > ‘ ;,1,;,0>+‘—;,0,;,1>], (3:3.150)
) et
+’;—1—;1>_‘ Ll > \2' L ;0>
+12‘—;,0,—;,1>+‘—;,—1,;,1>], (3.3.151)
é[_’ Lo ;,_1>+’—;,_1,_;,o>], (33.152)
;[—\1@‘;,0,—;,—1>+\2’;,—17 ;,0>
AP RYE A AR

1 1
+’_2,_17_2,1>], (33.153)

1 1 1 1
a_1> - '2715_270>+|2707_271>

1 1 1 1
—|—-=,1,%,0 —=,0,7,1 3.3.154
‘ ) 727 >+’ 27 727 >]7 ( )



ly13)

|Wi14)

lwis)

|Wie)

ly17)

lyig)

|w19)

|ya0)

lva1)

[y22)

61

Lol 1>], (3.3.155)

1
2
1 1 1 1 1 1
——,1,=,—-1)—]|—=,0,-,0 1,-,1 3.3.156
+‘ 27 727 > ‘ 27 727 >+' 27 727 >]7 ( )
1|1 1 1 1 1 1
[ ) 1_77_1 - ) 17 71 - 771777 1
272 2 2 2 2°°2
LY (3.3.157)
2a 32a 3 o
1 1 1 1 1 1 1
— 0 0 21=,—1 1)=-2|—=,1,=-,—1
\/E[‘z? ) 27 > ‘27 ) 27 > ‘ 27 727 >
1 1
-,0,=,0 3.3.158
+ 2a 727 >]7 ( )

1 1, 1 11 1 1
— [z, =2, =1)=2[2,0,—=,0 ) — |=,—1,—=, 1
2\/§|: ‘27 ) 27 > ‘2’ ) 2’ > ‘27 ) 27 >

+‘_;,172, 1>+2‘ 270,;,o>+‘—;,—1,;,1>], (3.3.159)
\2[—‘;, 1,—;,—1>+‘—;,—1,;,—1>], (3.3.160)
TR R PP
+‘_1,_1,1,0>], (3.3.161)
272
i3] b o)
1o
‘ 2,0,2,1>], (3.3.162)
\2[—‘;,1,—;,—1>+}—;,1,;1>], (3.3.163)
L) 2oL ) ol Lo
SR R
et ode-3 ot

2
1
2
+‘_1 1 1>], (3.3.164)
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|y23)

|W24)

|yas)

|ya6)

[y27)

|yas)

[Y29)

- =l T = 7707_7’_1 ~
2\6[ ﬂ’z 2 > 2
3|1 1 1 1 311 1
——— |z =1,—=,0) |2, 1,—=, -1 )= —|—=,0,=,—1
f‘ b ) 7>+‘ 2)7 2) > 2‘ 27 ’27 >
1 3 1
2|—=,0,—= ~,0
2-30-39)~ 55 130)
1
+’ = ,1> (3.3.165)

/ \f 1 1 1 2211 1
— 1.—— Y7 Z.0.=-
’ >+’2? b 2?O> 3 ‘270’270>

1 1 \f 1 11
~.0,— —77—171 ——.1,-.0
+’27 9 27 > ‘ ) b ) >+‘ 27 727 >
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seklinde olusur. pgirgi (3.1.33) denklemindeki gibi olup ikinci en yakin komgu
(NNN) spinler arasindaki kanali incelediimiz icin bu alt sisteme ait indirgenmis

yogunluk matrisi
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ile tammlidir. pgirq; daha 6nce denklem (3.1.33)’da belirtildigi gibi olup, sistemdeki
kanal;_3 i¢in ¢ikt1 durumu denklem (3.1.34)’de belirtildigi sekilde hesaplanip

a 0 0 O
1 0 T Ae? 0
pglitl:? 0 Re® £ 0 | (3.3.180)
0 0 0 a
olarak bulunur. Burada
(57 -3A)(a+T)
B 16 ’
. (57—3A)*+(a+T)>+ (a+57—3A+T)(a—57+3A+T)cosy
32 ’
i (31—5A)zsiny’
32
g (5t —3A)* +(a+T)?> — (@ +571—3A+T)(a—57+3A+T)cosy
32 ’

olarak tanimlanmustur.
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0.1000

4 3 2 A 0 1 2 3 4
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Sekil 3.19. Karma spin sisteminde kanal; _3 icin 7 sicaklig1 ve B, manyetik alanina
gore ortalama sadakat.

Karma spinli bu sistemin bir alt sisteminin olusturdugu kuantum kanali i¢in

(3.1.39) denklemi ile sadakat ve (3.1.41) denklemi ile ortalama sadakat hesaplanir.
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Boylece karma spinli bu sistemin kanal;_3 kuantum kanali i¢in T sicaklif1 ve
B, manyetik alan1 degisimlerine gore ortalama sadakatin kontur grafii Sekil
3.19’te goriilmektedir. Burada da B, — — B, manyetik alan degerleri icin ortalama
sadakat degerlerinde bir simetri sozkonusudur. Ayrica diisiik sicaklik ve diisiik
manyetik alan degerlerinde maksimum veya maksimuma ¢ok yakin ortalama
sadakat degerleri elde edilirken, diisiik sicakliklarda B, = 3.0 gibi yiiksek manyetik
alan degerlerinde teleportasyon igin kabul edilebilir (Fo > %) ortalama sadakat
degerleri elde edildigi goriiliir. Diisiik manyetik alan degerleri i¢in ise bu durumun
T ~ 1.0 gibi yiiksek sicakliklarda oldugu gozlenir. Bunun yaninda sicaklik veya

manyetik alanin artisinin ortalama sadakati azalttig1 da gdzlenmisgtir.

T
10 eEEEEEEEEE NN NN NN NN NNy T=01 -
J=1.5
" 2 "V
08 \l -
\
\
\
06 | g =
E \
o \
(& .
. \ -
04 \
.\
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]
02 \\—
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0.0 . 1 A 1 A 1 A 1 . 1 . 1 A 1 . 1
0.0 0.5 1.0 1:5 2.0 25 3.0 35 4.0

Sekil 3.20. Karma spin sisteminde kanal;_3 i¢in B, manyetik alanina goére teleport
edilmis 1s1sal uyum.

Karma spinli bu sistemdeki kuantum kanali araciligiyla dolasikligin
teleportasyonunu inceledigimizde ise (3.1.33) denklemi ile verilen girdi
durumunun uyumunu (3.1.43) seklinde elde ederiz ve 6 = 7 degeri icin bu

maksimum dolagik olur. Kanal;_3 i¢in (3.3.179) denklemi ile verilen ¢ikti durumu
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icin hesaplanan 1sisal ¢ikti uyumunun B, manyetik alanina gore degisimi Sekil
3.20°de goriilmektedir. Burada da B; ~ 2.5 manyetik alan degerine kadar kanalin
dolagiklig1 iyi bir sekilde teleport ettigi goriilmektedir. 2.5 < B, manyetik alan

degerleri i¢in ise yine dolagiklik teleportasyonunun azaldigi goriilmektedir.
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4. TARTISMA VE SONUC

Giliniimiizde kuantum enformasyon alanindaki gelismeler bilginin yiiksek dogruluk
ve giivenlikte aktariminin onem kazanmasina yol agmigtir. Dolagiklik ve bu
sayede bilginin teleportasyonu teorik olarak yapilan ¢aligmalarin yanisira artik
deneysel olarak da iiriinlerini vermekte oldugundan bu alandaki aragtirmacilara
zengin bir calisma ortami sunmaktadir. Bu gelismeler neticesinde bu tezde
dort spinden olusan J; — J, Heisenberg XXX sisteminde manyetik alan veya
Dzialoshinskii-Moriya (DM) etkilesmesinin bulunmast gibi ¢esitli durumlar i¢in

kuantum teleportasyonun incelenmesi yapilmaistir.

Ilk kissmda z yoniinde homojen bir manyetik alanda bulunan dért kubitlik
J1 — J» Heisenberg XXX sisteminde, ikinci olarak D, ve D, gibi farkli DM
etkilesmelerinin oldugu dort kubitlik J; — J, Heisenberg XXX sisteminde,
sistemdeki en yakin komsu (NN) kubitler arasindaki kuantum kanali (kanal;_4) ve
ikinci en yakin komsu kubitler arasindaki kuantum kanali (kanal;_3) kullanilirak,
ve son olarak da dort spinden olusan spin(l1, %) karma spin J; — J, Heisenberg
XXX sisteminde, sistemdeki ikinci en yakin komsu (NNN) kubitler arasindaki
kuantum kanali (kanal;_3) kullanilarak, verilen dolasik bir kuantum durumunun
kuantum teleportasyonu incelenmistir. ~ Sistemdeki bu kuantum kanallarinin
teleportasyon performaslarinin belirleyicisi olarak, bu kanallara ait ortalama
sadakatlar sistemdeki parametreler cinsinden hesaplanmigtir. Bunun yaninda yine
bu kanallar araciligiyla dolagikli§in teleportasyonunu incelemek igin de teleport

edilmis durumlara ait 1s1sal uyumlar hesaplanmusgtir.

Elde edilen ortalama sadakat sonuglarindan goriildiigli lizere incelenen
sistemlerdeki kanal; _3 kuantum kanalinin kanal;_4’e gore daha iyi teleportasyon
gerceklestirdigidir. B, manyetik alaninin oldugu ilk sistemde diisiik sicakliklarda

ortalama sadakat degerlerinin maksimuma yakin sonuclar verdigi ve manyetik
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alan arttikca ortalama sadakatin azaldigi gozlenmistir. Bunun yaninda Fo > %
seklindeki teleportasyonun iyi olarak kabul edilebilir oldugu ortalama sadakat
degerinin, diisiik manyetik alan degerleri i¢in sicakligin 7' ~ 1.0 oldugu veya diisiik
sicaklik degerleri icin manyetik alanin B, ~ 3.0 oldugu sicaklik ve manyetik alan
degerlerinde gozlenmesinden dolay1 bu sistem icin sicaklik ve manyetik alanin
teleportasyon iizerindeki etkisinin birbirine gore ters oldugu goriilmiigtiir. Bunun
yaninda dolasikligin teleportasyonu igin 1sisal uyum degerlerine bakildiginda da
kanal;_3’lin kanal; _4’e gore daha iyi oldugu sonucuna varilir. Kanal;_3 i¢in diisiik
sicakliklarda teleport edilmis 1s1sal uyumun B, ~ 2.5 manyetik alan degerine kadar

Ceku = 1.0 gibi ¢ok iyi bir deger aldig1 goriilmiistiir.

Ikinci olarak farkli DM etkilesmelerinin oldugu durumdaki sonuglardan da
kanal;_3’lin kanal;_4’e gbre daha iyi ortalama sadakat degerlerine sahip oldugu
goriilmektedir. Bunun yaninda diisiik sicakliklarda D, ~ 2.25 veya diisik D,
degerleri icin 7 ~ 4.5 gibi yiiksek sicakliklarda teleportasyon igin For > %
olan sadakat degerlerine ulagildigi sonucuna varilmigtir. Benzer bir durum z
yoniindeki DM etkilegsmesi i¢cin de gozlenmesine ragmen diisiik sicakliklarda ve
D, ~ 1.6 gibi daha diisiik degerlerde F > % olan sadakat degerlerine ulagilmisgtir.
Buradan D,’in D;’den daha fazla teleportasyona katki sagladigi sonucuna varilir.
Yine bu sistemde farkli DM degerleri i¢in dolasikligin teleportasyonuna bakacak
olursak x yoniindeki DM etkilesmelerinin oldugu durumda kanal,_3 iizerinden
yapilan dolagikliZin teleportasyonundan elde edilen 1sisal uyum sonuglart diisiik
sicakliklarda ve D, ~ 1.5 degerlerine kadar iyi olmakla birlikte, benzer sonuclara
diisiik D, degerleri icin T ~ 3.6 gibi yiiksek sicakliklarda da rastlanir. Buna benzer
bir durum D, icin de mevcuttur. Diisiik D, degerleri i¢in de sicaklik 7" ~ 3.6 gibi
yiiksek degerler almakla birlikte diisiik sicakliklarda iyi 1s1sal uyum degerlerine
D, ~ 1.0 gibi D,’e gore daha diisik DM degerlerinde ulagilir. x yoOniindeki
DM etkilesmelerinin oldugu durumda kanal;_4 {izerinden yapilan dolagikliin

teleportasyonundan elde edilen 1sisal uyum sonuglarina baktigimizda ise genel
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olarak Cgky < 0.45 oldugundan bu kanal iizerinden teleportasyonun iyi olmadigi
sOylenebilir. Bunun yaninda diisiik sicakliklarda DM etkilesmesiin 2.0 < D, < 3.6

degerlerinde 1s1sal uyumun Cexy, > 0.6 gibi iyi degerlere sahip oldugu goriiliir.

Son olarak dort spinden olusan spin(%, 1) karma spin sisteminde, iki
kubitten olustugu i¢in sadece kanal;_3 iizerinden olan teleportasyon sonuclarina
baktigimizda diisiik sicakliklarda manyetik alanin B, ~ 3.0 degerlerine kadar ve
manyetik alanin diigiikk degerleri icin 7 ~ 1.0 gibi sicaklik degerlerine kadar
elde edilen ortalama sadakat sonuclari iyi olmakla beraber bu sonuglarin B,
manyetik alaninda bulunan dort kubitlik sistemdeki kanal;_3 lizerinden yapilan
teleportasyonla hemen hemen ayni oldugu goriiliir. Ancak cok diisiik sicakliklarda
ve manyetik alanin 0.5 < B; < 2.0 degerlerinde karma spinli sistemdeki ortalama
sadakat degerlerinin kii¢iik bir miktar da olsa daha biiyiik oldugu goriilmiistiir.
Deneysel sonuglar acgisindan bakildiginda tiim bu hesaplamalarda T sicakligi
yaklagik 1 Kelvin, B manyetik alan1 da yaklastk 10~° Tesla civarinda degerler

almaktadir.

Genel olarak hem manyetik alan hem de DM etkilesmelerinin oldugu durumlar
icin kanal;_3 iizerinden yapilacak bir teleportasyonun sonuclarinin daha iyi
olacag1 goriilmektedir. Bunun yaninda x yoniinde DM etkilesmesinin sistemde
kullanilmas: daha yiiksek sicakliklarda da teleportasyonun bagarili bir sekilde

gerceklestirmesine imkan saglayacagi sonucuna varilabilir.
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EK1. x yoniinde DM etkilesmesine sahip J; —J, Heisenberg
XXX sistemi icin &; ve &,

Ein = (2{128DM,** 4 64DM,*[61J,° + 344J,J> + 532J,% F 6J1 10 F 16J24]
T16DM, '8 [F44 F J1* 4 12845° (F8344, +47u) + 7,3 (F6936J,
+163u) + 441272 (F9967J5 +3851) + 411> (F26196, + 1283 )]
FDM, '3 [+137,° £5127,21,°(56848.7, F 4391 ) £ 5127, 1>
(21733J, F33221) + 3847, * 1 (11560, T 671 1) + 1,3 (£236J,
H17p) 120, T (F8 12 + 44 1) + 167,027 (F18380J, + 2591
+4J1°0,% (F 11360, + 1271) + 6144717, (89087, +20171)
1163844, (F14656., +21351)] F DM, S I [£27, 10 £ 20480/, 5%
(32440, F437) 4 64J,°J,% (30374, F267u) +416J,50,° (20, F7u)
+68J1 L2 (F5202 + 1)y ° (£215 4+ 2p) + 6225920,° (F16J2 +3p)
+J18 00 (F15205 4331) F 21504412057 (5645 +591) + 64,413
(£2152J, + 1363u) + 2567, 31,5 (7197927, +2477u)] 4 8DM,
[—5590,8 + 1287,J,%(497188J, F 52591 ) 4 128J,2J5° (224395,
T25179u) 4 327,31 * (1672404, F 22513 1) + 45056757 (1216,
T125u) £ J," (78824J, 4 3641) +4J151,(F18673J, + 10701)
T2, 43 (£76390, + 12171) 44,7 1,2 (7830847, +43471)]
+DM3n*J; 10 + 163844,° (116247, T 1937 1) + 327,77, (29487,
F11371) + 256114 05° (6659, F 651 1) +J,° (3242 + u) + 4,87,
(17J = 11p) £ 16,7 (F257J, +28u) F 164,553 (£2118J,
+29u) + 81921158 (F4622J, + 151 1) + 51271 1,5(2394.5 4 1049u)
+1024J,2J,7 (7289247, + 4651 )] +4DM, *n? 21,8 + 10247, 1,°
(29594J, F 42051 + 15367, 202° (176512 F 50411 + 26624,
(18884, T235u) + 87, (3442 +51) + 4,505 (F901J, +310u)
+24J171,%(F4014J5 4 629u) + 647, % (346041, +2357 1)
+16J,4,% (F47516J, + 5387u)] T 64DM, '°[£106J,° 4 J,° (£382),
1) + 20145 (F29530, +213u) + 167,317 (F4171J, +296u)
+64J5° (T8993, 4+ 722) 4 87120, (F37291J, +27861)
+8J112* (F81484J, + 63451)] + DM, *1,>n®[J,82567,3 1,*

(271J, F321) 4 860167, (24, F5u) +J17 (1845 £ 1) £ 8J,° 15>
(F240J5 + 1) 427,505 (F 165 + 111) F 3271403 (£500, 4+ 431)
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+4096J1J,8 (F337J, +48u) 4 1121, (2841, 91 )| v* F 8DM, >
J4 T [101° £ 871023 (26802 F A1) + 612 o (F9J2 + ) + 1 (+275
1) + 640,* (F48J, + 1) F 241252 (1120, £ 1) ]v* 4 16(J;
—20)518 08 (41 4+ v)}) + (DM {16DM, ' +4DM,5[18J;*
41,7 (5060, F 59u) + 4120, (1710, F20u) 4 J, 3 (1287, F 131)
+56J5° (440> F 51)] 4+ 4DM,3[39J,% + 15410, +216J,> F7(J;
+205) ] + DM ILn 3[04 4 32053 (440, F9u) & 8J1.1,% (F400, 4 )
+8J120 (F5J2 + 1) + 13 (40 + p)] F DM ?[£,* + 16071757
(FAJo 4+ W) + T3 (£ 1405 + ) + 64057 (F44d, +Tu) + 201205 (£40,
+1W) F 4L 0 0% (14 0) H4DM, O [F11J1 F 32/, + p] + DM,
JP 0% 160103 (1320, F19p) + Ty (£242 + 1) + 2013 2 (F26),
+30) F AT, 2022 (5602 3 ) 4 1280,* (7240, + 5u)] F DM, *n?|J,°
+16J11° (F76J5 + ) F 115254 (F61, + 1) +J1* (11, + )
+J13 0 (F320, + 19u) £ 47,203 (F1720, 4+ 251)) + 2DM, B [+3J;3
+J12(F 1460, +91) + 8127 (F208J2 4 171) + 27112 (F464J, +35u)]
+DM,S[+39J,° + 37,4 (920, F71) £ 12J,°J,(86J, F 51) 4 3584J,*
(F8J2 + ) + 8J12 1% (F62J05 4+ 371) 4 16J145° (F908J, + 133 )]
—4(y —21)°n* v (u+v)}),

ile tanimhdir. Esitlikte kullanilan u, v ve 7 ifadeleri

\/SDMg + (J1 —4J3)?,
(J1 —4Jp),
n = (J1+4J2),

=
1

seklinde tanimlidur.
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EK2. Kismi iz:

A ve B gibi iki alt sistemden olusmus sonlu boyutlu birlesik bir AB kuantum
sistemi i¢in yogunluk operatdrii psp olmak iizere A ve B sistemlerine ait yogunluk
operatorleri

pa = Trp(pap) = Z(IA(X) (0;])pas(Ia Q)| ¢)),

J

ps = Tra(pas) = Y ((v]; @ s)par(|¥) Q) Is),

J

seklinde kismi iz (Partial Trace) alinarak tanimlanir. Burada I4 ve I sirasiyla A
ve B alt sistemlerindeki birim operatorlerdir. |¢;) ve |y;) ise sirasiyla A ve B alt
sistemlerine ait kompleks vektor uzaylarindaki ortonormal bazlardir.
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