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OZET

ES-URETECLI MODULLER VE
ILGILI MODULLER

Nazli BABACAN

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Damsgmant: Prof. Dr. Gonca GUNGOROGLU
2018, 39 sayfa

Bu tezde eg-iiretecli modiillerin tanimi1 ve sonlu es-iiretecli modiillerin temel tanim
ve Ozellikleri verilerek karakterizasyonu calisilmistir.

Ik itic bolimde sonlu es-iiretegli modiillerin temel tamm ve ozellikleri
ispatlanmugtir.

Dort ve besinci boliimlerde socle ve zincir sartlari ile sonlu es-iiretecli modiillerin
ilgisi incelenmistir.

Son boliimde farkli modiil ve halkalar ile sonlu es-iirete¢li modiillerin uygulamalari
verilmistir.

Anahtar Sozciikler: Es-iiretecli modiiller, Sonlu irete¢li modiiller, Sonlu
es-liretecli modiiller, essential modiil, small modiil, Socle, Radikal, Artin modiil,
Artin halka
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ABSTRACT
CO-GENERATED MODULES AND RELATED MODULES
Nazli BABACAN

M.Sc. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Gonca GUNGOROGLU
2018, 39 pages

In this thesis, characterization of the co-genereted modules definition and finitely
co-generated modules is practised with giving its basic definition and properties.
In the first three section, basic properties of finitely co-genereted modules has been
proved.

In the forth and fifth sections, relations of finitely co-genereted modules with socle
and chain condations are demonstrated.

In the last section, application of finitely co-genereted modules with different
modules and rings have been given.

Key Words: Co-generated modules, Finitely generated modules, Finitely
co-generated modules, essential module, small module, Socle, Radical, Artinian
module, Artinian ring
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1. GIRIS

Vektor uzaylarinda onemli, fakat kategorik olmayan iirete¢ kavraminin duali
yoktur. Ancak bu tezde modiil teoride sonlu iliretegli modiillerin duali olarak sonlu
es-liretecli modiiller ¢aligilmigtir.

Tez alt1 boliimden olugsmaktadir.

Tezin ikinci boliimiinde genel modiil tanim1 ve tezde kullanacagimiz temel tanim
ve Ozellikler verilmistir [[1]] [6] .

Uciincii boliimde sonlu es-iiretegli modiillerin tanimi verilmis olup injektif
modiiller ile es-iiretecli modiiller arasindaki baglanti incelenmis ve sonlu
es-liretecli modiillerin karakterizasyonu ¢aligilmstir [[1]], [[6],ve [9].

Dordiincii boliimde ilk olarak socle ve trace kavramlarinin tanimlari verilmis olup
aralarindaki iligki incelenmigtir. Socle ile minimal modiil arasindaki bagintilar
verilmistir. Modiillerin basit modiil olmasi1 durumunda sonlu es-iiretilmis ve sonlu
tiretilmis modiil arasindaki iligki incelenmisgtir . Ayrica socle ile sonlu eg-iiretilmis
modiiller arasindaki bag ¢alisgtlmigtir [1] , [6[], [9] .

Besinci boliimde Artin modiil kavrami verilip, bu tamim kullanilarak sonlu
es-liretecli modiillerin farkli bir karakterizasyonu ¢alisilmigtir. Son olarak bir R
Artin halkasinin sonlu es-iiretilmis modiil ile karakrerizasyonu verilmistir [[1]], [6]].
Altinc1 boliimde ise konuyla ilgili ileri karakterizasyon ve uygulamalarina yer

verilmistir [2]], [3[I, [4], 5], [7], (8], [10], [11].
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2. TANIM VE OZELLIKLER

Bu boliimde tez i¢in gerekli olan temel tanim ve kavramlara yer verilmistir [[1]], [6].

2.1. Temel Tamim ve Ozellikler

Tanmm 2.1.1. [6] R bir halka ve M bir toplamsal abel grup olmak iizere,

* : RXM—-M

(r,m) — rsm

dig islemi ile modiil ¢arpimi tanimlansin. Asagidaki 6zellikler saglaniyorsa
M ye bir sol R-modiil denir ve gM ile gosterilir. Her 1, r» € R ve my, my € M icin,
(1) (r1.r2)xm=ry*(rpxm)

(2) (ri+r)xm=rixm+r*xm

(3)  rx(m;+my) =rxm+rxmy dir

Sol R-modiil M icin 1xm = m saglaniyorsa M ye bir birimsel sol R-modiil denir.

Benzer sekilde sag R-modiil tanimlanir.

Tammm 2.1.2. [6] M bir sol R-modiil olsun. M nin bos kiimeden farkli bir A alt
kiimesi de kendi bagina bir R-modiil oluyorsa A ya M nin bir altmodiilii denir ve

A <M veya pA <r M ile gosterilir.
Tanmm 2.1.3. [6] M bir sol R-modiil, S ve R iki halka olsun. Eger M bir sol

S-modiil ve sag R-modiil ise M ye S-R-bimodiil denir ve sMp, ile gbsterilir.

Aksi belirtilmedigi siirece aldigimiz R birimli bir halka ve modiiller birimsel sol

R-modildiir.
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Tanim 2.1.4. [6] M bir sol R-modiil olsun. Sifirdan farkli bir M modiili
ve M nin her A altmodiili icin A = 0 veya A = M olmast durumunda
M ye bir basit (simple) modiil denir.

Eger M modiilii basit ise M # O dir, kendisinden ve sifirdan farkli altmodiilleri

yoktur.

Tamm 2.1.5. [1] (Mg)aca, M nin basit (simple) altmodiillerinin indislenmig

kiimesi olsun. Eger bu kiimenin direk toplami M ye esit ise ,

M=EPM,
A
o zaman M ye yari-basit (semisimple) modiil denir.

Tanmmm 2.1.6. [6] Bir M modiiliiniin sifirdan farkli bir altmodiilii N olsun. M nin
N de igerilen sifirdan ve N den baska hig¢bir altmodiilii yoksa N modiiliine minimal
altmodiil denir.

N modiiliiniin minimal altmodiil olmasi i¢in gerek ve yeter sart N modiiliiniin basit

altmodiil olmasidir.

Tanmm 2.1.7. [6] Bir M modiiliiniin bir 6z altmodiilii N modiilii olsun. M
modiiliiniin N modiiliinii kapsayan N modiiliinden baska hi¢bir 6z altmodiilii yoksa

N modiiliine bir maksimal altmodiil denir.

Tanim 2.1.8. [[6] M bir modiil olsun. M modiiliiniin her U altmodiili
icin A+ U = M olmast durumunda U = M oluyorsa A altmodiiliine

M de smalldur (=superflouse) denir ve A < M ile gosterilir.

Tanmm 2.1.9. [6] M bir modiil olsun. M modiiliiniin her U altmodiilii i¢in
ANU = 0 olmasti durumunda U = 0 oluyorsa A altmodiiliine

M de essential (=large) denir ve A <, M ile gosterilir.

Tanmm 2.1.10. [[6] R bir halka, M ve N iki sol R-modiiller olsun. f: M — N

fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglarsa f ye bir sol R-modiil homomorfizmast adi
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verilir.

(1) Hermy,my € Migin f(my+my) = f(my)+ f(my)
(2) Herm € M veigin r € Rigin f(rm) = rf(m) dir.
Eger bir f homomorfizmasi birebir ise f monomorfizmadir.
Eger bir f homomorfizmasi orten ise f epimorfizmadir.

Eger bir f homomorfizmasi hem birebir hem orten ise f izomorfizmadir.

Tanmm 2.1.11. [[6] M ve E, R-modiiller olsun. Eger her f : K — E monomorfizma
ve her y: K — M R-homomorfizmas i¢in Af = ¥ olacak sekilde h : E — M bir
R-homomorfizmasi varsa, M ye E-injektif modiil denir. Eger M her E modiilii i¢in

E-injektif ise M ye injektif modiil denir.

Lemma 2.1.12. [6, Theorem 5.3.1] Bir gQ modiilii icin asagidakiler denktir:

(1)  Her & : Q — B monomorfizmast pargalanabilirdir (split) (yani Im(&), B de
bir direk toplanandir).

(2) Her a: A — B monomorfizmast ve her ¢ : A — Q homomorfizmast igin

¢ = ko olacak sekilde x : B— Q homomorfizmasi vardir. Yani asagidaki diyagram

degismelidir:

(3) Her a: A — B monomorfizmast icin,

Hom(a,1lp) : Homg(B,Q) — Homg(A, Q) bir epimorfizmadir.

Tamm 2.1.13. [6] Teorem [2.1.12] da verilen denk kosullardan birini saglayan bir

rQ modiiliine injektif-R modiil denir.

Tanim 2.1.14. [6] A bir grup olsun. Eger her z € Z i¢in z # 0 iken zA = A oluyorsa
A ya béliinebilir (divisible) grup denir.
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Tanim 2.1.15. [6] ¢ :z D —7 B monomorfizmasi verilsin. Eger zD boliinebilir

ise, 0 zaman ¢ parcalanabilirdir.

Tanim 2.1.16. [6] R bir halka, M bir sol R-modiil olsun ve @ £ X C M bir alt kiime
olsun. {r € R| rX =0} kiimesi R nin bir idealidir. Bu ideale X in R deki sifirlayan

denir ve Ann(X) veya Ig(X) ile goterilir.

Tanim 2.1.17. [6]] R degismeli tamlik bolgesi ve M bir sol R-modiil olsun.

T(M) = {x € M | Ig(x) # 0} kiimesi bir altmodiildiir. Bu altmodiil M nin bir
torsion altmodiilii olarak adlandirilir.

Eger T(M) = M ise M ye torsion modiil, T(M) = 0 ise M ye torsion-free modiil

denir.

Tanim 2.1.18. [6] R bir halka, M bir sol R-modiil olmak iizere m € M i¢in,
mR = {mr | r € R} M nin bir altmodiilidiir. Bu altmodiile M nin m ile iiretilmig

devirli altmodiilii denir.

Tamm 2.1.19. [6] M bir sol R-modiil olsun. A,B,C < M ve B < C olmak iizere,
(A+B)NC = (ANC)+ Besitligine Modiilarite Kurali denir.

Lemma 2.1.20. (Zorn’s Lemma) (6] A bos olmayan bir kiime ve < bagintisi A
iizerinde bir kismi siralama bagintisi olsun. A min her zincirinin bir iist sinirt varsa

A kiimesinin bir maksimal elemani vardir.
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3. SONLU ES-URETECLI MODULLER

Bu calismada aksi belirtilmedikce halkalar birimli ve modiiller birimsel
sol R-modiiller olarak alinacaktir.Bu béliimde sonlu es-iiretecli modiillerin

karakterizasyonuna yer verilmistir [1]], [6]], [9] .

3.1. Sonlu Es-Uretecli Modiillere Giris

Tanmm 3.1.1. [1]] M bir sol R-modiil (kM) ve U sol R-modiillerin bir sinif1 olsun.
U da bir (sonlu) indislenmis (U ) qea kiimesi var ve @ Uy — M — 0 tam dizi ise
M ye U ile (sonlu) iiretilmistir yada U, M yi (sonlu)Ab'iretir denir.

Eger U = {U} tek elemanl ise basitce U, M yi (sonlu) iiretir denir. Bu durumda

(sonlu) A kiimesi icin,
QENY VN

tam dizisi vardir.

Tamim 3.1.2. [[I]] M bir sol R-modiil A , M nin altmodiillerinin M yi iireten kiimesi
olsun. O zaman sonlu bir 7 C A i¢in F, M yi iretiyorsa M modiiliine sonlu

iiretilmigtir denir. Yani her sonlu F C A igin,
YA=M ise YF=M

dir.

Tamim 3.1.3. [[1]] M bir sol R-modiil (M) ve U sol R-modiillerin bir sinifi olsun.

U da bir (sonlu) indislenmis (Uy)gea kiimesi var ve

0—>M—>HUa
A
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tam dizi ise M ye U ile (sonlu) es-iiretilmistir ya da U, M yi (sonlu) es-iiretir
denir.
Eger U = {U} ise (tek elemanl ise) basitge U, M yi (sonlu) es-iiretir denir. Bu

durumda (sonlu) A kiimesi i¢in,
0-mLus

tam dizisi vardir.

Ornek 3.1.4. [1] Eger M bir torsion-free abel grup ise o zaman bir f : M — QM
monomorfizmasi vardir.

x € R igin, f,: M — Q dontigimii 0 # m € M olmak tizere fy(m) = xm # 0
biciminde tanimlansin. Burada f; bir monomorfizmadir ( [[1, Example 5.19 ] ve
(1, Example 6.10 ]). Burada f, : M — Q ve 1 : Q — QM doniisiimleri igin,

1fy = f olacak sekilde f monomorfizmas1 vardir.  Boylece zM, zQ ile
es-liretilmistir.

Biitin abel gruplar Z-modiiller oldugundan @Q ile eg-iiretilmis oldugunu
sOyleyebiliriz.

Diger yandan Q* min her altgrubu torsion-free dir. Diger bir deyisle torsion-free

abel gruplar Z-modiil olarak Q ile es-iiretilen modiillerdir.

U modiillerin bir sinift olsun. Bu durumda ¥/ ile iiretilen biitiin modiillerin sinifi
Gen(U), U ile es-iiretilen biitiin modiillerin sinif1 Cog(lf) biciminde gosterilir.

U ile sonlu iiretilmis ya da sonlu es-iiretilmis biitiin modiillerin sinif1 sirasiyla
FGen(U{), FCog(U{) biciminde gosterilir.

U ={Z, | n> 1} kiimesi verilsin. Gen({{) torsion gruplarin sinifin1 gosterirken

Cog(U) torsion-free gruplarin sinifin1 gosterir.



3.2. Sonlu Es-Uretecli Modiillerin Karakterizasyonu

Bu boliimde sonlu es-iiretilmis modiillerin karakterizasyonu farkli bir sekilde

verilmistir.

Tamm 3.2.1. [I] M bir modiil ve A, M nin altmodiillerinin bir kiimesi(ailesi)
olsun.
N.A = 0 olmasi, sonlu bir F alt kiimesi i¢in (| F = 0 olmasin gerektiriyorsa M

modiiliine sonlu es-iiretilmis denir.

Sonlu iiretilmis ve sonlu es-iiretilmis modiillerin birbirini gerektirmedigi 6rnekler

asagidaki gibi verilmisgtir.

Ornek 3.2.2. (1) Z abel grubu sonlu iiretilmistir fakat sonlu es-iiretilmis
desildir.

(2)  Z,, modiili sonlu oldugu igin sonlu es-iiretilmistir.

(3)  p bir asal say1 olsun. O zaman,

M= {ﬁ €QlacZne N} kiimesi Q nun bir toplamsal altgrubudur.

Buradan, M/Z = Zp- = {ﬁ +Z\|a€Zne N} < Q olur. Zp~ grubu sonlu

es-liretilmistir fakat sonlu iiretilmis degildir.

Sonlu es-iiretilmis modiillerin karakterizasyonu icin ilk etapta asagidaki denk

kosullar verilebilir.

Onerme 3.2.3. [1]] Bir sol R-modiil M icin asagidakiler denktir:
(1) M sonlu eg-iiretilmigtir.

(2) ﬂKerfa = 0 olacak sekilde her fo : M — (Uy)qea homomorfizmast icin
ﬂKer}z = 0 olacak sekilde sonlu bir F C A alt kiimesi vardir.
(].;;) Her indislenmis (Ug)gea kiimesi ve 0 — M — HUa kisa tam dizisi icin
0—-M— HUa olacak sekilde sonlu bir F C A alt kb'in;isi vardir .

F



Ispat: (1) = (2). Tanimdan agiktir. (Kerfy < M)

(2) = (1). {Mq | @ € A} kiimesi [ |My = 0 olacak sekilde M nin altmodiillerinin
A

bir kiimesi olsun. (2) deki doniisiim yerine fo : M — M /My, (o € A) igin dogal

epimorfizmasim alalim. (2) gere8ince ﬂKerfa = 0 olacak sekilde sonlu bir
_F
F C A kiimesi vardir. Yani Kerfy = My oldugundan ﬂMa = 0 olacak sekilde

f
sonlu bir F C A alt kiimesi vardir.

(2) = (3).(Ug)qea indislenmis kiimesi i¢in f : M — HU“ bir monomorfizma

A
olsun. Bir N modiilii i¢in, fo : N — My(a € A) homomorfizmalarini goz dniine

alalim. O zaman, Ker(Hfa> = ﬂKerfa dir.
A A

Simdi M — HU“ — Uy g6z Oniine alalim. f bir monomorfizma oldugundan
Kerf=0 olur.fé}ergekten ,
m € Ker (Hnaf) = [[7af(m) =
g = n;?f(m) =0,
= T (f(m)) =0,
= f(m) € Kerfq,

Kerf =\ Kerfy ve Kerf = 0 oldugundan ﬂKerfa = 0 olur. Buradan,
A

ﬂKerﬂ:a f =0 dir. Boylece (2) den sonlu bir F C A alt kiimesi i¢in

A

ﬂKermx f = 0 olur. Buradan tekrar [|1, Corollary 6.2 ] kullanilirsa,

H f:M— HUa monomorfizmasi bulunur (Bu bir modiiliin injektif enveloplari
yardlmlyla 1spatlan1r)

(3) = (2). M sol R-modiilii gkM sonlu es-iiretilmis olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul her U modiilii ve her A kiimesi icin bir f : M — U monomorfizmasi varsa
apof:M—U F monomorfizma olacak sekilde sonlu bir 7 C A alt kiimesi var

olmasidir. Burada M lar M nin altmodiilleri ve ﬂMa =0olur. O
F
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Sonug 3.2.4. [1]] Bir M modiilii sonlu es-iiretilmis ise M modiiliinii es-iireten her

modiil M modiiliinii sonlu es-iiretir.

Tamm 3.2.5. [[1] M bir sol R-modiil ve I/ sol R-modiillerin bir sinif1 olsun.
Rejy(U) = N{Kerh | h € Homg(M,U),U € U} kiimesine U nun M i¢indeki

rejekti denir.

Tamim 3.2.6. [[1]] M bir sol R-modiil ve I/ sol R-modiillerin bir sinifi olsun.
Triy(U) =Y {Imh | h € Homg(U,M),U € U} kiimesine U nun M i¢indeki izi

(trace) denir.

rM kategorisindeki bir f : M — N homomorfizmasi igin,

S« : Homg(G,M) — Homg(G,N) olmak iizere f.. = Homg(G, f) ile gosterecegiz.

Onerme 3.2.7. [1]] Bir sol R-modiil C icin asagidakiler denktir:

(1)  C bir es-iiretilmis modiildiir.

(2)  rM kategorisindeki her f homomorfizmast icin eger Homg(f,C) = 0 ise,

o zaman f =0 dr.

(3)  grM kategorisindeki her f :g M —gr N homomorfizmast icin eger
f*:Homg(N,C) — Homg(M,C) orten ise f birebirdir.

(4)  gM kategorisinde Homg(M',C) LN Homg(M,C) i>* Homg(M',C) dizisi
tamise M L M % M dizisi tamdur.

Ispat: (1) < (2). [1, Corollary 8.11.(2)] U ve M modiilleri verilsin. U, M yi
es-liretmesi icin gerek ve yeter kosul her sifirdan farkli f : N — M homomorfizmasi
icin if # 0 olacak sekilde bir h € Homg(M,U) var olmasidir.

(1) = (4). C bir es-iiretilmis modiil olsun.

Homg(M",C) LN Homg(M,C) i>* Homg(M ,C) dizisi tam olacak sekilde
f:M/ —>Myeveg:M—>M” var olsun.

f*g" =0 oldugundan Homg(gf,C) = Homg(f,C)Homg(g,C) =0 dir. (1) ve (2)
kabullerinin denkliginden gf = 0 dir. Yani Imf < Kerg dir.
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n:M — M/Imf dogal epimorfizma olsun. Her h : M/Imf — C igin
[F*(hm)|(M') = h(n(Imf)) = 0 dir. Kabulden Img* = Kerf* oldugunu biliyoruz.
Boylece hn € Kerf* = Img* bulunur. Denk olarak o € HomR(MN,C) icin
hn = ag vardir. Fakat h(Kerg/Imf) = hn(Kerg) = a.g(Kerg) = 0 dir. Boylece
Kerg/Imf < Rejimy)(C) = 0 dir.

Buradan Kerg = Imf olur. O halde M’ I M 2 M dizisi tamdur.

(4) = (3). Agiktr.

(3)=(1). Eger n : M — M /Re j,C) ye dogal doniisiim ise o zaman

n* : Homg(M/Rejy(C),C) — Homg(M,C) izomarfizmadir.

Boylece (3) geregince 1 her zaman birebirdir. Yani Kern = 0 olur.

Buradan 0 = Ker(n) = Rejy/(C) dir. Yani Rejj (C) = 0 olur.

O halde [1, Proposition 8.13.(2)] geregince C es-iirete¢ olur. a

Onerme 3.2.8. [l] E bir injektif sol R-modiil olsun. O zaman asagidakiler
denktir:

(1)  E bir es-iiretectir.

(2)  Her basit sol R-modiil T i¢in Homg(T,E) # 0 dur.

(3) E, her basit sol R-modiilii es-iiretir.

Ispat: (1) = (3). Aciktir.

(3) = (2). Agiktir.

(2) = (1). E nin (2) kabulinii sagladigint kabul edelim. M bir sol R-modiil ve
0 # x € M olsun. Rx devirli oldugundan Rx basit olur. (2) kabuliinden /2 : Rx — E

sifirdan farkli bir homomorfizmasi vardir. E injektif oldugundan,
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diyagramini degismeli yapan # : M — E homomorfizmasi vardir.
Burada 7i(x) = h(x) # 0 dir. Rejy(E) = 0 oldugundan [/1, Proposition 8.13.(2)]

geregince E bir eg-iiretec olur. |

Onerme 3.2.9. [1] Bir M modiiliiniin sonlu es-iiretilmis olmast i¢in gerek ve yeter
kosul basit Ty, ..., T, modiillerin sonlu kiimesi icin E(IM) = E(T)) @ ... ® E(T,)
olmasidir.

Ispat:(<). E(T\)® .. ®E(T,) = E(T1 ® ... ® T,) oldugunu biliyoruz.
Burada bu toplamin sonlu iiretilmis essential socle vardir. Boylece her bir
altmodiil sonlu es-iiretilmistir. ~ Yani kendisi sonlu es-iiretilmigtir. O halde
SocM =T\ ®...0T, <, E(Ti ®...®T,) dir ve |1, Theorem 10.4(2)] geregince
SocM <, E(M) olur.

(=). M sonlu es-iiretilmis olsun. [1, Theorem 10.4(2)] geregince
SocM=T1®..oT, <,Mise, o zaman E(T1 & ...&T,) = E(T\)® ...  E(T))
oldugunu biliyoruz.

SocM =T\ & ...®T, <, M oldugundan,

EM)ZET®..0T,) 2E(T))® ... E(T,) dir.

Yani E(M) = E(T\)® ... ® E(T,) olur. O

Lemma 3.2.10. [6, Theorem 9.1.3]
(1)  m €g M igin Rm nin M de small olmast i¢in gerek ve yeter kosul m € RadM
olmasidur.

(2) M bir sol R-modiil olsun. M deki yari-basit altmodiillerin en biiyiigii SocM
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dir.

Lemma 3.2.11. [6, Theorem 9.3.1] A altmodiil grR icin asagidaki denklikler
vardur:

(1) A altmodiilii gR de smalldur.

(2) A modiilii RadgR nin altmodiiliidiir.

(3) Herac€ AiginR de (1 —a) mn bir sol tersi vardir.
(4)

4) Hera € Aicin R de (1 —a) mn bir tersi vardir.

Onerme 3.2.12. [1] E bir injektif sol R-modiil ve S:=End(gE) ve a € S olsun.

O zaman o € J(S) olmast i¢in gerek ve yeter kosul Kero. <, E olmasidur.

Ispat: (=). Sa < 5§ < « € RadS oldugu Lemmadan goriiliir.

o € RadS = Ker(at) <, (rE) i¢in Ker(or) NU = 0 olacak sekilde U <g E olsun.
O zaman diyagrami de8ismeli yapacak sekilde bir o := a|y monomorfizmasi

vardir.

u=1(u)=Ppoy=Po(u),ucU,U<Ker(l —Ba) vardir. o € RadS oldugundan
Bo € RadsS oldugu goriiliir. Lemma[3.2.11]dan (1 — fa) tersinirdir.

Boylece Ker(l — Bo) = 0 dir. Buradan U = 0 olur. Boylece Ker(o) nin E de
essential oldugu goriiliir.

(«<). Simdi Kera <, E olsun. O zaman Sa < sS oldugunu gosterelim.
Sa+T'=sS,T <sSolsun. O zaman cx + Y = 1 olacak sekilde c € S, ye
vardir.

Buradan Ker(a) N Ker(7y) = 0 dir ve Ker(a) <g E oldugundan Ker(y) = 0 olur.
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Y

Q —0
1o 6 -
»
Q
diyagrami degismelidir. Yani 1z = 87y olacak sekilde 1, : Q — Q vardir.

Boylece I' = S olur. Buradan Sa < sS oldugu goriiliir. O

Onerme 3.2.13. [1] SocE <, E olacak sekilde E bir injektif sol R-modiil ve
S:=End(gE) olsun. O zaman J(S) = rs(SocE) ve S/J(S) = End(gSocE) dir.
Ispat: E injektif oldugundan [9, Proposition 22.1] geregince,

J(S)={f €S |Kerf <, M} oldugunu biliyoruz.

Buradan J(S) < Homg(E /SocE ,E) olur. Ayrica SocE <, E oldugundan

[9, Proposition 22.1] geregince Hom(E /SocE,E) < J(S) dir.

Boylece J(S) = Hom(E /SocE E) olur.

Simdi 0 — SocE — E — E/SocE — 0 dizisine Homg(—,E) funktorunu
uygulayalim.

0 — Hom(E /SocE ,E) — Hom(E,E) — Hom(SocE ,E) — 0 dan

Hom(SocE,E) = End(SocE) oldugundan [9, Proposition 22.1(5)] geregince ve
hipotez SocE <, E oldugundan J(S) = Hom(E /SocE ,E) = rs(SocE) dir.

Ayrica Hom(SocE E) = Endg(SocE) oldugundan,

y:S — Hom(SocE E)
doniisiimiinii ele alalim. Yani,
Y : EndgrE — Hom(SocE E)

biciminde tanimlanirsa y bir epimorfizmadir. ~ Aym zamanda Kery = J(S)

oldugundan 1. izomorfizma teoreminden S/J(S) = Hom(SocE,E) olur. Bu da
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S/J(S) =2 Hom(SocE E) = Endg(SocE) olur. Buradan istenen ispatlanmis olur. O

Ornek 3.2.14. [9] Q/Z ve R/Z, Z-modiil olarak injektif es-iiretilmis modiillerdir.

Ispat: Q/Z ve R/Z, boliim modiilleri Z-modiil olarak boliinebilirdir. Béliinebilir
modiillerin boliim modiilleri de boliinebilir oldugundan Z-injektif modiillerdir.

Basit Z-modiiller, p bir asal say1 olmak iizere 7/ pZ seklindedir ve
fiZ/pZ — QJZ ; z+ pZ — stz

doniigimii bir monomorfizmadir. ~ Boylece Q/Z, Z/pZ basit modiliini
es-uirettiginden [9, Proposition 16.5.] geregince Q/Z es-uiretectir. O halde
Q/Z < R/Z oldugundan R /Z, Q/Z nin es-iireteci olur. 0
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4. SOCLE VE SONLU ES-URETECLI MODULLER

Bu bolimde socle tanimi verilmis olup socle ile eg-iliretecli modiil arasindaki

baglantiya yer verilmistir [1], [6]], [9].

4.1. Sonlu Es-Uretecli Modiillerin Socle ile Yapilandirilmas:

Tammm 4.1.1. [[1] M bir sol R-modiil olsun. M nin biitiin basit (minimal)
altmodiillerinin toplamina M nin socle denir ve SocM ile gosterilir. Eger M nin
hicbir minimal (basit) altmodiilii yoksa SocM = 0 yazilir.

U, sol R-modiillerin bir sinifi olsun. Bir sol R-modiil M i¢in Tr(U,M) veya Try(U)
seklinde gosterilen Y {Imh | h:U — M,U € U} ifadesine U nun M deki izi (trace)
denir. Bu durumda,

Tr(U,M)=Try(U) =Y{Imh|h:U — M,U € U} dir.

Tanmim 4.1.2. [1]] M bir sol R-modiil olsun.
SocM =Y {K <M | K,M de minimal altmodiil }
=Y {K <M | K,Mde basit altmodiil }
= {L < M|L <, M} bigiminde tanimlanan SocM ye M nin socle’si
denir. SocM, M nin bir altmodiiliidiir.
€ basit sol R-modiillerin sinifi olsun. O zaman € nun M deki izi (trace) SocM dir.

O halde SocM, M nin bir yari-basit altmodiilii olur.

Tanim 4.1.3. [1]] Bir sol R-modiil M igin,
RadM = N{K <M | K, M de maksimal }
=Y{L<M]|L< M} seklinde tammlansin. RadM, M nin bir

altmodiiliidiir. Bu altmodiile de M nin radikali denir.
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Tanim 4.1.4. [9] R bir halka olsun. R halkasinin tiim maksimal ideallerinin
arakesitine R nin Jacobson radikali denir ve J(R) seklinde gosterilir.

J(R) = Rad(gR) seklinde gosterilir.

Onerme 4.1.5. [9] M bir sol R-modiil olsun.
RadM = Rej(M,e) = {K < L| K, M de maksimal}

=Y{L<M|L Mde small } dir.
Ispat: Rej(M,e) = N{Kerh |h:M — U,U € €} olsun. Ilk esitlik i¢in Kerh < M
de maksimal oldugunu gostermeliyiz. M /Kerh = U basit oldugu i¢in M/Kerh
basit ve Kerh maksimal olur.
Simdi ikinci esitlik icin L modiilii M de small olsun. Eger K, M de bir maksimal
altmodiil ve L, K da icerilmiyor ise o zaman K + L = M dir. Fakat L, M de small
oldugundan K = M dir. Bu bir celigkidir. Bu durumda M nin her small altmodiilii
bir maksimal altmodiilde kapsanir. Bdylece her small altmodiil RadM de kapsanir.
Yani, Y {L <M | L < M} C RadM olur.
Diger yandan x € M olsun. Eger Rx+ N = M olacak sekilde N < M ise o zaman
N =M yada N <K ve x ¢ K olacak sekilde M nin bir maksimal K altmodiilii
vardir.
X € RadM ise yukandaki o6zellik geregince benzer sekilde N = RadM ya da
N <K ve x ¢ K olacak sekildeRadM nin bir maksimal altmodiilii vardir. O zaman
N = RadM den Rx < RadM bulunur. O zaman RadM =) Rx oldugundan
RadM =Y R, = Y{Rx|Rx < M} CY{L <M | L < M} olur. Diger durumda ilk

esitlik durumu elde edilir. a

Ornek 4.1.6. [6]

(1)  Zigin RadyZ = SocyzZ = 0 dir. Ciinkii Z nin hi¢ small ve minimal altmodiilii
yoktur.

(2)  zQicin SoczQ = 0 dir. Ciinkii zQ nun hi¢ minimal Z-altmodiilleri yoktur.
Ayrica SocgQ = Q dur.
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(3)  Asal sayilarin kuvvetlerinin tek tiirlii ayrisimi olan m; > 0 ve i # j igin
n=p\"..pi*, pi # pj olacak sekilde n > 1 ,n € Z alahm.

Simdi Soc(Z/nZ) yi inceleyelim.

n=0ve n=11igin Soc(Z/nZ) sifira esittir.

n > 1 icin yukarida verilen asal sayilarin kuvvetlerinin ayristmina bakalim.
Oncelikle Z/nZ bir basit Z-modiil olmasi igin gerek ve yeter kosul n nin bir asal
say1 olmasidir 6zelligini biliyoruz.

Eger n = p asal ise o zaman Z/ pZ ( halka olarak ) bir cisimdir ve boylece Z-modiil
olarak basittir.

Eger n nin en az bir ¢ boleni varsa, o zaman ¢Z/nZ , 7./nZ nin sifirdan farkl bir
0z altmodiiludiir.

(i=1,....,k) i¢in, 2Z/nZ =7/ p;Z dir. J.Z/nZ , Z/nZ nin basit altmodiilleridir.

k n k n
Ozaman }" (2z/nz) = (Y. 22) /n.
i=1 “Pi i=1Pi
- Z/nZ < Soc(Z/nZ) dir.
Pi---Pk
Diger taraftan gZ/nZ , n = gqn; olacak sekilde Z /nZ nin bir basit altmodiilii olsun.

q7/nZ = Z./n\ Z oldugundan ny, py,..., px asal sayilarindan biridir ve bunu p; ile

gosteririz. Buradan g = - olur ve Soc(n%) =L /nZ olur.

Boylece Soc(Z/ p;i...pkZ) = Z/ p;...pxZ olur.
Buradan Soc(Z/p"Z) = p" ' 7/ p"7 = 7,/ pZ dir.

Onerme 4.1.7. [1] Bir sol R-modiil M icin
Soc(M) =Tr(e,M) =Y{K <M | K, M de basit altmodiil } seklindedir.

ispat: €, basit R-modiillerin bir sinif1 olsun. Bu durumda SocM, € nun M de bir
izidir. Tr(e,M) yada Try(€) seklinde gosterilir.

Try(€)=Y{Imh|h:U — M,U € &} olur. Buradan Tr(&,M) yani Try (&) = SocM
bulunur. Béylece SocM = Try(€) = Y{Imh|h:U — M,U € €} dur.
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Basit altmodiillerin goriintiileri de basit oldugundan &, M nin basit altmodiillerinin
bir sinifi1 ise, bir 42 : U — M monomorfizmasi icin U = Imh ve U modiilleri basit
oldugundan Imh da basit olur.

Ikinci esitlik igin 7 < M basit altmodiil olsun. Eger sifirdan farkli L <, M ise
T NL#0dir. Ancak TNL < T ve kabul geregince T basit oldugundan TNL =T
dir. Yani 7 < L olur. Boylece SocM , M nin her essential altmodiilii i¢inde
kapsanir. Buradan SocM < \{L <M |L <, M} olur.

Diger yandan H = ({L <M | L <, M} olsun.

H nin yari-basit oldugunu iddia ediyoruz. Gergekten N < H ve N ' < M de N nin bir
complementi olsun. O zaman N+N =N&N <,M dir. Buradan N < H < N&N
olur. Simdi Modiilarite kuralindan H = HN(N®N) = N& (HNN') olur.
Boylece N, H nin bir direk toplanani olarak bulunur. Yani H yari-basittir. O halde

H < SocM olur ve boylece SocM = H bulunur. a

Tamm 4.1.8. [9] M = MEndg(E(M)) ise M ye E (M) nin fully invaryant altmodiilii
denir.

M Dbir sol R-modiil olsun. S = Endg(M) olmak iizere M, (R, S)-bimodiil olur.
Ayrica M nin (R,S)-altmodiillerine M nin fully invaryanti yada karakteristik

altmodiilleri denir.

Onerme 4.1.9. [9] M bir sol R-modiil olsun. Asagidaki ozellikler vardir:

(1) Bir f: M — N homomorfizmast i¢in f(SocM) < SocN dir.

(2) K <M altmodiilii icin SocK = K N SocM dir.

(3)  Her sifirdan farkli her K < M altmodiilii icin SocK # 0 olmast icin gerek ve
yeter kosul SocM nin M de essential olmasidir.

(4)  SocM, Endg(M) nin bir altmodiiliidiir. Yani SocM, M de fully invaryanttir.
(5) SOC(@M,I) = @SOCMA dir.
A A



20

Ispat: (1). f: M — N homomorfizma olsun.

Yari-basit modiillerin homomorf goriintiisii de yari-basit oldugundan, M nin

M; basit altmodiilleri igin f(SocM) = f(@M;) = Y. f(M;) vardir. Buradan

f(SocM) =Y.(f(M;)) < SocN olur.

(2) . K <M icin SocK < SocM dir. Buradan SocK = KNSocK < KNSocM dur.

Yani SocK < KN SocM olur.

Simdi K NSocM < K ve KN SocM yari-basit oldugundan

KNSocM < SocK olur. Buradan SocK = KN SocM elde edilir.

(3) . SocM <, M olsun. 0 # K < M i¢in SocK = KN SocM ve

SocM <, M oldugundan SocK # 0 dur.

Tersine 0 #= K < M i¢in SocK # 0 olsun. 0 # SocK = KN SocM oldugundan

KN SocM +# 0 dir. Boylece SocM <, M bulunur.

(4) . SocM, sag EndgM-modiil oldugu agiktir. Simdi € basit modiillerin bir sinifi

olmak iizere ,

Tr(e,M) =X{Imh | h:U — M,U € €} oldugundan Tr(e,M) nin sag EndgM

modiil oldugu aciktir.

(5) . Soc(M),) < Soc(@PM,,) dir. Buradan, @ Soc(M;,) < Soc(dM),) olur.

Diger taraftan m € Soc(@ M),) alahm. m = Y. my , m; € M), igin,

7, DM, — M, , m)(m) =m, olacak sekilde vardir.

Buradan m =Y m; € @ SocM,, dir. Soc(BM,,) < @(SocM,) olur.

Boylece Soc(@M,l) = @Soc(M,l) elde edilir. O
A A

Teorem 4.1.10. [[1]] M nin sonlu es-iiretilmis olmasi icin gerek ve yeter kosul SocM
in sonlu eg-iiretilmis ve 0 — SocM — M dizisindeki icerim doniigiimiiniin essential
olmasidir. Yani SocM <, M dr.

Ispat: (=). M sonlu es-iiretilmis olsun. SocM < M oldugundan ve sonlu
es-liretilmis modiiliin her altmodiilii sonlu es-liretilmis oldugundan SocM sonlu

es-liretilmistir.
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Simdi SocM <, M oldugunu gosterecegiz. Bir K < M altmodiilii icin SocM NK =0
oldugunu kabul edelim. SocM, M nin biitiin essential altmodiillerinin arakesiti
ve M sonlu es-liretilmis oldugundan L; N...N L, N K = 0 olacak sekilde M
nin Ly,...,L, essential altmodiilleri vardir. Fakat L; N...NL,, M de essential
oldugundan K = 0 dir. Boylece SocM, M de essentialdir.

(«<). SocM sonlu es-iiretilmis ve SocM <, M olsun. M nin sonlu es-iiretilmig
oldugunu gosterecegiz. A, ().A = 0 olacak sekilde M nin altmodiillerinin bir
kiimesi olsun.

Buradan N{ANSocM | A € A} =0 dir. Buradan, (Ay,...A, € A) i¢in
(AiNSocM)N...N(A,NSocM) = (A1 N...NA,)NSocM =0

Boylece SocM <, M oldugundan Ay N...NA, = 0 bulunur. O zaman M sonlu

es-liretilmis olur. a

Sonuc¢ 4.1.11. [[1] M sonlu es-iiretilmis ise M nin bir minimal altmodiilii vardir.
Ispat: M sonlu es-iiretilmis ise Teorern geregince SocM <, M dir.
SocM # 0 ve essential altmodiil tanimindan,
0# SocM =({L<M|L<,M}

=Y {K <M | K,Mde minimal } # O olur.
O halde M nin sifirdan farkli bir minimal altmodiilii vardir. O
Yari-basit modiiller i¢in sonlu iiretilmis modiil , sonlu es-iiretilmis modiile denktir.

Bunun icin agagidaki onermeleri verelim.

Onerme 4.1.12. [1]] Bir yari-basit M modiilii icin asagidakiler denktir:
(1) M sonlu es-iiretilmigtir.
(2) i=1,2,...,nig¢in T; basit modiiller olmak iizere M =T\ & ... ® T, dir

(3) M sonlu iiretilmigtir.
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Ispat: (1) = (2). M bir yari-basit modiil oldugundan A, M nin basit

T; altmodiillerinin ailesi olmak tizere M = @ T; olsun. Simdi M sonlu es-iiretilmis

TicA
oldugundan M — @ T; monomorfizmasi i¢in,
TicA
M — @ T; monomorfizma olacak sekilde sonlu bir 7 C A alt kiimesi vardir.
F(Sonlu)
M < @ T, <M= @ T; oldugundan M =71 & ... d T,, biciminde yazilir .
F TicA

(2) = (3). Hipotezden M nin sonlu geren bir kiimesi vardir.

[1, Proposition 10.1 ((a) < (e)) ] sartindan M sonlu iiretilmistir.

(3) = (1). M yari-basit oldugundan basit altmodiiller tarafindan gerilir.

(3) ozelliginden basit altmodiillerin sonlu 71, ..., T, kiimesiyle gerilir.

n iizerinden tiimevarimla ispat1 yapalim .

n =1 ise M basit olur. Bylece M sonlu es-iiretilmistir.(Sonug4.1.TT)

n > 1 icin basit modiillerle gerilen modiil sonlu es-iiretilmig olsun.

A kiimesi , ().A = 0 olacak sekilde M nin altmodiillerinin bir kiimesi olsun. O
zaman L € A i¢in T, "L = 0 dir. Sonlu iiretecli olan her §; basit modiilleri ve
m < nolmak iizere L=S1®...®S,, olur.

A ={NNL|N e A} boylece A, A = 0 olacak sekilde L nin altmodiillerinin
bir kiimesidir. Buradan L sonlu es-iiretilmig oldugundan {Ny,...,N;} C A sonlu alt
kiimesi icin, LN Ny N ... Ny = 0 dir. Bu ise, M nin sonlu eg-iiretilmis oldugunu

gosterir. O

Onerme 4.1.13. [1] M bir sol R-modiil olsun. M nin sonlu es-iiretilmis olmast i¢in
gerek ve yeter kosul SocM sonlu iiretilmis ve SocM <, M olmasidir.

Ispat: (=). M sonlu es-iiretilmis olsun. Teorem geregince SocM <, M dir.
Simdi SocM nin sonlu iiretilmis olduguna bakalim.

M sonlu es-iiretilmis oldugundan SocM altmodiil olarak sonlu es-iiretilmis olur.
Boylece SocM yari-basit modiil ve SocM sonlu es-iiretilmis olugundan Onerme

M.1.12) geregince SocM sonlu iiretilmistir.
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(<). SocM <, M ve SocM, sonlu iiretilmig olsun.
SocM sonlu iiretilmis ve SocM yari-basit oldugundan Onerme geregince
SocM sonlu es-iiretilmistir. O zaman Teorem . T.10|geregince M sonlu es-tiretilmis

olur. O

Onerme 4.1.14. [1] M =M, & ... &M, olsun.

M nin sonlu es-iiretilmis olmast igcin gerek ve yeter kosul M;(i = 1,2,...)
modiillerinin sonlu es-iiretilmis olmasidtr.

Ispat: («<). Eger M; ler (i=1,2,...) sonlu es-iiretilmis iseler M nin sonlu
es-liretilmis oldugunu gosterelim. SocM = (SocM)) @ ... & (SocM,,) oldugunu
biliyoruz.

M,; ler sonlu es-iiretilmis oldugundan SocM; sonlu iiretilmis olur(Onerme .
Boylece SocM sonlu iiretilmis olur. Hipotez ve d.1.13|geregince SocM; <. M; olur.
Boylece SocM <, M olur. Onerme tekrar uygulanirsa M sonlu eg-iiretilmis
olur.

(=). Tersine M sonlu es-iiretilmis olsun. M — U (4) monomorfizmasini goz Gniine
alirsak, M; — M — U“) monomorfizmasidir. Boylece M; ler sonlu eg-iiretilmis
olur. O
NOT: Bir M modiiliiniin radikali ve socle arasindaki iligki tam belli degildir. Ancak
bazen SocM N RadM # 0 olabilir. Ornegin M sonlu es-iiretilmis ve RadM # 0
ise SocM N RadM # 0 dir. M sonlu es-iiretilmis ise Teorem SocM <, M
oldugundan ve RadM +# 0 ise SocM N RadM # 0 dir.
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5.SONLU ES-URETECLI MODULLER VE ZINCIR
SARTLARI

Bu boéliimde zincir sart1 ve sonlu es-iiretecli modiil ile baglantisina yer verilmigtir

(L1, [6].

5.1. Sonlu Es-Uretecli Modiillerin Artin Modiiller ile

Karakterizasyonu

Tanmm 5.1.1. [1]] £, M nin altmodiillerinin bir ailesi olsun.
LdekiherL; > L, > ... > .. (i=1,2,...) azalan zinciri i¢in, L, ; = L, olacak sekilde
bir n varsa L ye azalan zincir kosulunu saglar denir. M nin biitiin altmodiillerinin

L(M) kafesinde azalan zincir sart1 saglaniyorsa M ye Artin modiil denir.

Ornek 5.1.2. [1]

(1) Zp= un bolim modiilleri sonlu es-iiretilmistir.

(2)  Z, modiilii sonlu oldugu i¢in sonlu es-iiretilmistir. Dolayisiyla Artin
modiildiir.

(3) Z-modiil Z Artin degildir.

(4) Q, Z-modiil olarak Artin degildir. Ciinkii Z-modiil Q da minimal bir
altmodiil bulunamaz. Sonlu es-iiretecli olmadig1 icin Artin modiil olmaz.

(5) Q-modiil Q Artin modiildiir. Q basit oldugundan sonlu eg-iiretegli olur.

Her boliim modiilii sonlu es-tiretilmis olan modiillerin karakterizasyonlar igin
zincir sartlart dnemli bir rol oynar. Genel olarak sonluluk sartlarindan higbiri

digerini gerektirmez. Ancak bazi 6zel durumlarda denklik olabilir.

Onerme 5.1.3. (1] Bir M modiilii icin asagidakiler denktir:
(1) M Artin modiildiir.
(2) M nin her béliim modiilii sonlu eg-iiretilmistir.

(3) M nin altmodiillerinin bos olmayan her alt kiimesinin bir minimal elemani
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vardir.

Ispat: (1) = (3). A, M nin altmodiillerinin bos olmayan bir alt kiimesi olsun.
A nin bir minimal eleman1 olmadigin1 kabul edelim. O zaman, her L € A igin
{L' € A| L' < L} kiimesi bostan farklidir. Bdylece secme aksiyomu ile her L € A
icin L > L' olacak sekilde bir L — L fonksiyonu vardir. Simdi L € Aolsun. O
zaman, L > L' >L" > ... M nin altmodiillerinin azalan bir zinciridir. Bu durum M
nin Artin modiil olmasiyla ¢elisir. O halde .4 nin bir minimal elemani vardir.

(3) = (2). K <L olsun. Eger A, K = (A olacak sekilde M nin altmodiillerinin
bir kolleksiyonu ise o zaman, F C A sonlu alt kilmesi olmak iizere K = (F
oldugunu gosterelim.

P ={NF|F C Asonlu } kiimesini goz oniine alalim. (3) kabuliinden P nin bir
minimal eleman1 (JF olsun. Agik¢a K = (.F dir. |1, Proposition 2.9] geregince
M/K nin altmodiillerinin kafesi M nin K y1 igeren altmodiillerinin kafesine
izomorf olacagindan M /K sonlu es-iiretilmisgtir.

(2) = (1). M nin her boliim modiilii sonlu es-iiretilmis ve

Li>L,>..>L,.., M nin altmodiillerinin bir azalan zinciri olsun.

K= ﬂLn olsun. M /K sonlu es-iiretilmis oldugundan (n = 1,2,...) igin

Lyt N: L, oldugu durumda K = L, olacak sekilde bir n vardir. Yani M modiilii

Artin modiil olur. O

Sonug 5.1.4. 1] M sifirdan farkl bir modiil olsun. M Artin modiil ise M nin basit

bir altmodiilii vardir ve SocM, M de essensial altmodiildiir.

ispat: M Artin modiil ise Onerme [5.1.3((1) = (3)) gerektirmesinden M nin
altmodiillerinin ailesinin minimal elemam M nin bir basit altmodiilidiir. M Artin
modiil oldugundan Onerme m ((1) = (2)) geregince her boliim modiilii sonlu

es-iiretilmis olur. Yani M /{0} sonlu es-iiretimigtir. Buradan M sonlu es-iiretimistir.
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Boylece Teorem [d.1.10| geregince SocM <, M oldugu elde edilir. O

Onerme 5.1.5. [1] 0 = K — M — N — 0 sol R-modiillerin bir kisa tam dizisi
olsun. O zaman, M modiiliiniin Artin modiil olmast icin gerek ve yeter kosul K ve

N modiillerinin de Artin modiiller olmasidur.

Ispat: (=). M Artin modiil olsun.
M nin her Artin altmodilii Artindir ve K, M nin bir altmodiiliine izomorf
oldugundan K Artin modiildiir. Ayrica M nin her bdliim modiilii N ye izomorf
oldugundan ve M nin béliim modiilii de Artin modiil oldugundan N Artin modiil
olur.
M nin bir T altmodiilii icin, T yi iceren boliim altmodiilleri ile bir azalan
Ly/T > L,/T > ... > L,/T... zincirini diigiinelim. Eger bu dizi sonlu adimda
durmaz ise M nin Ly > L, > ... > L,... azalan zinciri sonlu adimda durmaz. Bu M
nin Artin modiil olmasiyla celigir. O halde M nin her boliim altmodiilii de Artin
modiildiir. Boylece N Artin modiil olur.
(«<). K ve N Artin modiiller olsun. M nin Artin modiil oldugunun gosterelim.
K <M i¢in M/K = N olsun.
M nin altmodiillerinin L; > Ly > ... > L,,... azalan zincirini gdz Oniine alalim.
M /K = N Artin modiil oldugundan (i = 1,2,...)
Ly, + K = Ly + K olacak sekilde bir m tamsayist vardir.
Diger taraftan K Artin modiil oldugundan (i = 1,2,...) i¢in
L,NK = L,;NK olacak sekilde n > m bir tamsayis1 vardir.
L, > L,; oldugundan Modiilarite kurali ile her i = 1,2, ... i¢in
Ly =L,N(Ly+K)=Ly,N(Lyyi +K) = Lyyi + (L, NK)

=Ly+i+ (Ly+iNK) = Lyy; dir. Boylece M Artin modiil olur. O
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Sonug 5.1.6. [1| M =M, P ... M, olsun. O zaman, M modiiliiniin Artin modiil
olmast icin gerek ve yeter kosul i = 1,2, ... icin her bir M; modiillerinin de Artin

modiiller olmasidrr.

Ispat: (=). M Artin modiil olsun. 0 > M} > M & ... &M, > M, S ... &M, — 0
kisa tam dizisi Onerme geregince M| ve Mr, @ ... & M, Artin modil olur.
M, & ... &M, Artin modiill oldugundan benzer sekilde devam edilirse i = 1,2, ...
icin M; ler Artin modiiller olur.

(«<=). Tersine (i=1,2,...) i¢in M; ler Artin modiiller olsun. Burada

0—M; — M &M, — M, — 0 kisa tam dizisi i¢in,

M, ve M, Artin modiiller olduklarindan M & M, de Artin modiil olur. Tekrar
0—>M &My — M, &M, PM; — M3 — 0 kisa tam dizisi icin M, & M, ve M3
Artin modiiller olduklarindan M; & M, & M5 de Artin modiil olur. Bu sekilde
devam edilirse M = M| & ... & M,, Artin modiil bulunur. O

Onerme 5.1.7. [1] M sifirdan farkli bir modiil olsun. M direk toplananlari
iizerinde azalan zincir sartimi saglasin. Yani M modiilii Artin modiil olsun.
O zaman, M = M| & ... ® M,, direk toplami parcalanamaz (indecomposible)
altmodiillerinin bir sonlu direk toplanudir.

Ispat: M sifirdan farkhi ve M = N oM oz ayrigimi parcalamaz ayrigima
(indecomposible) sahip olmasin. Burada M de sonlu parcalamaz ayrigima
(indecomposible) sahip degildir.

0 # M nin par¢alanamaz (indecomposible) modiillerinin bir sonlu direk toplamina
esit olmadigimi kabul edelim. O zaman,

M=NaoM .M =N aM' M =N"aM" .. oz ayrisimlarinin dizisi vardir .
N <N&N <... ve M>M >M > .. Mnindirek toplananlarinin sonsuz

zincirleridir. Bu durum hipotez ile celisir. O halde M bir sonlu parcalanamaz
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ayrisima (indecomposible) sahiptir. O

Onerme 5.1.8. [1] Her M modiilii icin asagidakiler denktir:

(1)  RadM =0 ve M Artin modiildiir.

(2)  RadM = 0 ve M sonlu es-iiretilmis modiildiir.

(3) M yari-basit ve sonlu iiretilmis modiildiir.

(4) M yari-basit ve Noether modiildiir.

(5) M basit altmodiillerin bir sonlu kiimesinin direk toplamidur.

Ispat: (1) = (2). M, Artin modiil ise M/{0} boliim modiilii sonlu es-iiretilmistir.
Teorem [5.1.3| gregince M sonlu es-iiretilmistir.

(4) = (3). M, Noether modiil ise her altmodiil sonlu iiretilmis oldugundan kendisi
kendisinin altmodiilii olarak M sonlu iiretilmis olur.

(2) = (5). RadM = 0 ve M sonlu es-iiretilmis modiil olsun.

[[1, Proposition 9.16] geregince M basit modiillerin siniflartyla eg-iiretilmis olur.
Onerme m (3) geregince M basit modiillerin bir sonlu P ¢arpiminin bir

altmodiiliine izomorf olur. Burada,
0—M—J]Uaicin0—M—[]Uq
A F

monomorfizmasi vardir. Sonlu durumda direk ¢arpim direk toplam oldugundan M
basit modiillerin sonlu bir direk toplamina izomorf olur.

(3) < (5). Onermeden ispat1 agiktir.

(5) = (1). Hipotezden M yari-basittir ve [1, Proposition 9.16] geregince RadM =0
dir. Basit modiiller hem Artin hem Noether modiiller olduklarindan dolay1 bunlarin
direk toplamlar1 da Artin ve Noether modiiller olur.

(5) = (4). Hipotezden M yari-basittir. Basit modiiller hem Artin hem Noether

modiiller olduklarindan dolay1 bunlarin direk toplamlar1 da Artin ve Noether
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modiiller olur. O

Asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 5.1.9. [1, Corollary 10.16] Bir M yari-basit modiil icin asagidaki ifadeler
denktir:

(1) M, Artin modiildiir.

(2) M, Noether modiildiir.

(3) M sonlu iiretilmis modiildiir.
(4)

M sonlu eg-iiretilmis modiildiir.

5.2. Sonlu Es-Uretecli Modiillerin Artin Halka ile Karakterizasyonu

Sonug 5.2.1. [1]] Her R halkas: icin asagidaki ifadeler denktir:

(1) R sol Artin halkadur:

(2) R nin sol Artin modiil olan bir gG iireteci vardir.

(3)  Her sonlu iiretegli sol R-modiil Artin modiildiir.

(4)  Her sonlu iiretecli sol R-modiil sonlu es-iiretilmis modiildiir.

Ispat: (1) = (2). R birimli bir halka oldugundan R bir iiretectir. O zaman R, (1)
kabuliinen Artin bir gR iiretecine sahip oldugundan istenen elde edilmis olur.

(2) = (3). (2) kosulunu kabul edelim. [1, Corollary 10.13] den her sonlu F kiimesi
icin GU) Artin modiil olur. Eger M sonlu iiretilmis bir modiil ise [1, Proposition
10.1.(d)] geregince M sonlu bir F kiimesi i¢in G'F) nin bir bslim modiiliine
izomorf olur. Onerme geregince M Artin modiil olur.

(3) = (4). [1, Proposition 10.10 ((a) = (b))] geregince sonlu iiretegli bir R
modiilii kabulden Artin modiil oldugu i¢in sonlu es-iiretilmis olur.

(4) = (1). gR sonlu iretegli olsun. &R nin her bolim modiilii de sonlu
tireteclidir. Hipotezden bdliim modiilii sonlu es-iiretilmis olur. [[I, Proposition

10.10 ((b) = (a))] geregince gR Artin modiil olur. O
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6. SONLU ES-URETECLI MODULLER ICIN ILERI
KARAKTERIZASYON VE UYGULAMALARI

Bu boliimde sonlu es-iiretegli modiillerin farkli uygulama alanlar1 calisilmistir 2],

(30, (41, 150, (70, 181, (100, [11].

6.1. Sonlu Es-Uretecli Modiiller ve n-Copresented Modiiller

Tanmm 6.1.1. [2[] R bir halka ve n bir pozitif tamsay1 olsun.

Egeri=0,1,...,ni¢in [; injektif ve sonlu eg-iiretilmis olmak {izere R-modiillerin
O—-M-—->05L—L..—1,

tam dizisi varsa M ye n-copresented denir. EZer M her pozitif n tamsayisi i¢in
n-copresented ise M ye infinitely copresented denir. Eger bazi pozitif n tamsayilari
icin M nin n-copresented olmasi goz ardi edilirse o zaman M ye (-1)-copresented

denir.

Her m < n pozitif tamsayisi i¢in her n-copresented modiiliin m-copresented modiil
oldugu agiktir. Her injektif ve sonlu es-iiretilis / modiilii infinitely copresented olur.
Asagidaki 6nermede O-copresented modiiliin sonlu eg-iiretilmis modiil ile denkligi

verilmektedir.

Onerme 6.1.2. [2] R bir halka olsun. Bir R-modiiliin 0-copresented modiil olmasi
icin gerek ve yeter kosul modiiliin sonlu es-iiretilmis olmasidir.

Ispat: Sonlu es-iiretilmis modiiliin her altmodiilii de sonlu es-iiretilmis modiil
oldugundan O-copresented modiiller de sonlu es-iiretilmisgtir.

Karsit olarak M modiilii sonlu es-iiretilmis olsun. O zaman M bir
E(S))DE(S2)®... E(S,) nin bir altmodiiliine izomorf olacak sekilde basit

R-modiillerin bir sonlu {S; | i = 1,2,...,n} kiimesi vardur.



31

0> M — E(S1)DE(S2) @ ... ®E(S)) — ... > E(S1) dizisi basit (simple)
modiillerin her bir i = 1,2,...,n i¢in, E(S]) injektif ve es-iiretilmis oldugundan
E(S1) @ E(S2) ® ... ® E(S,) toplami injektif ve es-iiretilmis oldugu igin M

0-copresented modiil olur. a

6.2. Solu Es-Uretecli Modiil Uygulamasi

R bir halka, M bir sol R-modiil olsun. Eger M nin bir sonlu iiretilmis essential socle

varsa M ye sonlu eg-iiretilmis modiil denir.

Onerme 6.2.1. 51 R bir halka, M bir sol R-modiil N, M nin bir altmodiilii ve
X1,X2, .y Xy € M — N olsun.M nin N yi iceren ve M /P sonlu es-iiretilmis modiil
olacak sekilde x; lerin hicbirini icermeyen bir P altmodiilii vardir.

Ispat: § = (P <M |N < Px; ¢ P} ailesini tanimlayalim. N € § oldugundan
0 # @ dir. Zorn’s Lemma ile 0 ailesinde bir P maksimal altmodiilii vardir.
Bu durumda M /P basit modiil oldugundan M /P sonlu es-iiretilmis modiil olur.

Buradan istenilen ispatlanmisg olur. a

6.3. Sonlu Es-Uretecli Modiillerin Artin Modiiller icin bir Uygulamasi

Genelde her Artin modiil sonlu es-iiretilmis modiildiir. Ancak tersi her zaman

dogru degildir. Asagida verilen teorem bu durumu aciklamaktadir.

Teorem 6.3.1. [11] R bir halka ve M bir sol R-modiil olsun. O zaman asagidaki
ozellikler denktir:

(1) M, bir M-injektif yari-basit modiil ile bir Artin modiiliin bir direkt toplanudur.
(2) M nin her altmodiilii, bir M-injektif modiil ve bir Artin modiiliin bir direkt
toplamudrr.

(3) M nin her essential altmodiilii bir M-injektif modiil ile bir Artin modiiliin bir
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direkt toplamuidir.

Bu denk kosullar altinda eger M sonlu eg-iiretilmig bir modiil ise M Artin modiildiir.

Ispat: M sonlu es-iiretilmis olsun. Teorem geregince SocM sonlu
es-liretilmis olur. Ancak SocM yari-basit oldugundan Onerme geregince
SocM sonlu iiretilmis olur. O zaman SocM = M} ® M, & ... ® M,, parcalanamaz
(indecomposible) M; altmodiillerin bir ayrisimi direk olarak yazilabilir.

Diger yandan M; sonlu es-iiretilmis iken SocM <, M oldugundan

M =M &M, S .. 5 M, indecomposible altmodiillerin bir ayristmi olarak
yazilabilir. Bdylece M; ler basit oldugundan M; ler yari-basit ve M; ler sonlu

es-liretilmis oldugundan M; ler Artin modiil olur. Buradan M, Artin olur. o

6.4. Sonlu Es-Uretecli Modiillerin Ore Bolgesi icin bir Uygulamasi

Tamm 6.4.1. [4] Bir M modiilti sonlu es-iiretilmis degil fakat sifirdan farkli her
N altmodiilii icin M /N sonlu es-iiretilmis ise M ye hemen hemen sonlu eg-iiretilmig

(almost finitely cogenerated) (a.f.cog) modiil denir.

Tamm 6.4.2. [4] M bir sol R-modiil olsun. M nin Krull boyutunu | M | ile
gosterelim. Eger M = 0 ise | M |= —1 olarak alinir.

Eger o bir ordinal sayisi ve | M |£ o ise ve eer i = 1,2, ... i¢in

| M;_1/M; | £ a olacak sekilde My =M = M, = M, = ... sonsuz altmodiiller zinciri

yoksa | M |= a denir. Boyle bir o sayist yoksa M nin Krull boyutu yoktur denir.

Tanim 6.4.3. [4]] M bir modiil ve M < N olsun. Bir o ordinali i¢in
o = K-dim(M /N) (M nin Krull boyutu ) ise ve sifirdan farkli bir M < N i¢in
o > K-dim(M/N) ise M ye a-critical modiil denir.

Tanim 6.4.4. [4] Bir M modiiliiniin her altmodiilii essential ise M ye uniform

modiil denir.
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Onerme 6.4.5. [4] Bir R-modiil M icin asagidakiler denktir:

(1) M bir hemen hemen sonlu es-iiretilmis (a.f.cog) modiildiir.

(2) M, Artin modiil degildir fakat M nin sifirdan farkly her N altmodiilii icin
M /N Artin modiildiir.

(3) M, 1-critical modiildiir.

Ispat: (1) = (2). Tanimdan aciktir.

(2)=(1). Onermeden agiktir.
(2) < (3). [8] 0

Onerme 6.4.6. [4] M bir hemen hemen sonlu es-iiretilmis (a.f.cog) R-modiil olsun.
O zaman asagidaki ozellikler vardir:

(1) M uniform bir modiildiir.

(2) M nin sifirdan farkli her altmodiilii hemen hemen sonlu es-iiretilmis (a.f.cog)
modiildiir.

(3) Her f € EndgM i¢in, f =0 ya da Kerf =0 ve eger f(M) # M ise, o zaman
() f"(M)=0dur

nzl

Ispat: (1). ve (2). [8, Lemma 6.2.11]

(3). f € EndgM olsun. f(M) = M/Kerf (1. Izomorfizma teoremi) oldugundan
Kerf # 0 ise hipotezden f(M) = 0 olur. Buradan ﬂ f"(M) = 0 oldugu agiktir.

n>1
Diger yandan N := ﬂ f"(M) ve N # 0 olsun. Hipotezden Kerf =0 ve M /N Artin
n>1

modiildiir. O zaman f"*!(M) = f"(M) olacak sekilde sifirdan farkli bir n tamsayisi
vardir. Buradan f(M) = M bulunur. Bu bir geliskidir. Oyle ise ﬂ f(M)=0dwr. O

n>1

Tanmm 6.4.7. [3] Bir sag Ore domain bir integral domain R dir. Oylekj a, b sifirdan
farkli R nin iki eleman1 olmak iizere aRN bR # 0 dir. Boylece bir integral bolgesinin

bir sag Ore domain olmasi icin gerek ve yeter kosul Rg nin uniform olmasidir. Her
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komitatif integral domain sag Ore domaindir. Benzer sekilde sol Ore domain tanimi

da yapilir.

Onerme 6.4.8. [4] Eger bir R halkast sol R-modiil olarak hemen hemen sonlu
es-liretilmis (a.f.cog) modiil ise o zaman asagidaki ozellikler vardir:

(1) R, sol Ore domaindir.

(2) R, nin her sifirdan farkli sol ideali maksimaldir.

Ispat: (1). Onerme geregince R nin elemanlar: ile sagdan carpma ile R
bir domain olur. x # 0 ve y # 0 olmak iizere (x,y) € R*> ve I = Rx+ Ry olsun.
Hipotezden ve Onerme den I uniform oldugundan Rx Ry # 0 dir. Buradan
R Ore domain olur.

(2). [10, Proposition 3.5.45] O

Onerme 6.4.9. [4] Bir R halkast icin asagidaki zellikler denktir:

(1) R bir sol R-modiil olarak hemen hemen sonlu es-iiretecli (a.f.cog) modiildiir.
(2) R, Krull boyutu 1 olan bir integral domain(tamlik bélesi)dir.

Ispat: (1) = (2) . Tamimdan ve Onermeden agiktir.

(2) = (1) . [10, Proposition 3.5.45] den s € R sol regiiler olsun.

Eger K-dimR = o ise o zaman K-dim(R/Rs) < o dir. Ozel olarak & = 1 ise o
zaman (R/Rs) Artin modiildiir. Onerme geregince R Artin modiil degildir
ve R nin sifirdan farkli 7 ideali icin [10, Proposition 3.5.45] geregince R/I Artin

R-modiil olur. Buradan R hemen hemen sonlu es-iiretilmis (a.f.cog) modiil olur. O

Teorem 6.4.10. (Hopkins Levitzki Teoremi) R bir birimli sol Artin halka olsun. O

zaman R bir sol Noetherdir.

Onerme 6.4.11. [4] R bir degismeli halka olsun. Asagidaki izellikler denktir:
(1) R bir hemen hemen sonlu es-iiretecli (a.f.cog) R-modiildiir.

(2) R boyutu 1 olan bir Noether tamlik bolgesidir.
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Ispat: (1) = (2) . Onerme ve Hopkins Levitzki teoreminden agiktir.
(2) = (1) . [7, Lemma 8.4] geregince R Artin degildir ve R nin sifirdan farkli her

x elemani i¢in R/Rx Artindir. Buradan istenilen ispatlanmig olur. a
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