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ÖZET

RICCI
SOLİTONLAR

Dilek AÇIKGÖZ KAYA

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dalı
Tez Danışmanı: Doç. Dr. Leyla ONAT

2017, 75 sayfa

Diferensiyel geometride, Ricci solitonlar Ricci flow denkleminin bir çözümü
olan Riemann manifoldları olarak bilinir. Bu tez çalışmasında, Ricci soliton
manifoldlarının özellikleri incelenmiş ve potansiyel vektör alanı concircular
vektör alanı olan kompakt almost Ricci solitonun Sn küresine izometrik olduğu
gösterilmiştir. Ayrıca, potansiyel vektör alanı concircular ya da concurrent vektör
alanı olan tam(complete) m-quasi-Einstein manifoldunun Einstein manifoldu
olması için karakterizasyonlar elde edilmiştir.

Bu tez çalışması altı bölümden oluşmaktadır. İlk bölüm giriş olarak ayrılmıştır.
İkinci ve üçüncü bölümde diferensiyel geometride sık sık kullanılan bazı temel
kavramlar verilmiş ve konuyla ilgili yapılmış bazı güncel çalışmalar yer almıştır.

Almost Ricci solitonlar ile ilgili elde edilen yeni sonuçlar dördüncü bölümde
verilmiştir.

Ricci solitonların bir genellemesi olan m-quasi-Einstein manifoldları beşinci
bölümde verilerek, bu konuyla ilgili elde edilen bazı yeni sonuçlar son bölümde
yer almıştır.

Anahtar Sözcükler: Ricci soliton, gradiyent Ricci soliton, almost Ricci soliton,
m-quasi-Einstein manifold, potansiyel alanı, concircular vektör alanı.
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ABSTRACT

RICCI SOLITONS

Dilek AÇIKGÖZ KAYA

Ph.D. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Leyla ONAT

2017, 75 pages

In differential geometry, Ricci solitons are known as Riemannian manifolds which
are solutions of the Ricci flow equation. In this thesis, some properties of Ricci
soliton manifolds are examined and it is shown that the compact almost Ricci
solitons with concircular potential vector field is isometric to Sn. Moreover, some
characterizations of the complete m-quasi-Einstein manifold whose potential vector
field concircular or concurrent to become an Einstein manifold are obtained.

This work consists of six chapters. The first chapter is devoted to the introduction.
In the second and third chapters, fundamental operators are summarized and some
current studies are introduced.

The new results that are obtained for almost Ricci solitons are given in the fourth
chapter.

m-quasi-Einstein manifolds which are a generalization of the Ricci solitons are
introduced in the fifth chapter and also some new results on this subject are given
in the last chapter.

Key Words: Ricci soliton, gradient Ricci soliton, almost Ricci soliton,
m-quasi-Einstein manifold, potential vector field, concircular vector field.
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ONAT’a (Adnan Menderes Üniversitesi, Matematik Bölümü) bana gösterdiği
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Dilek AÇIKGÖZ KAYA





xiii
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ALANLARI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
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1. GİRİŞ

Manifoldlar metrik tensörün özelliklerine göre isim alırlar. Riemann manifoldu,

Einstein manifoldu, Semi-Riemann manifoldu gibi.

Özel olarak, (M,g) n- boyutlu Riemann manifoldu üzerinde ϕt : Mn→Mn,

t ∈ [0,ε) ve ε > 0 için diffeomorfizmlerin 1- parametreli ailesi olmak üzere λ ∈R,

σ(t) = 2λ (1− t) için elde edilen g(t) = σ(t)ϕ∗t g0 metrik tensörlerinin

∂

∂ t
g(t) =−2Ricg(t)

g(0) = g0

Ricci flow(akış) denklemini sağlayan bir çözümüne Ricci soliton manifoldu denir.

Ricci flow denklemini ilk olarak 1982 yılında Hamilton [21] vermiştir. Buna göre

(Mn,g) Ricci soliton manifoldu, ∂

∂ t ϕ(p,0) = Xp
2λ (1−t) olacak şekilde 1- parametreli

etkinin belirlediği vektör alanı ve λ (p) =−1
2

∂

∂ t σ(t) sabit sayısı için,

Ric+
1
2

LX g = λg

eşitliği ile verilebilir. Burada, X vektör alanına potansiyel vektör alanı denir. LX g

ise, g metrik tensörünün X vektör alanına göre Lie türevini göstermektedir. Ricci

soliton denkleminde f : Mn→ R fonksiyonu için X = ∇ f ise,

Ric+Hess f = λg

eşitliği elde edilir. Bu eşitliği sağlayan (Mn,g) manifolduna gradiyent Ricci soliton

denir [7, 14–16].

Ricci solitonlar konusundaki çalışmalar genel olarak iki kısıma ayrılır. Bunlardan

ilki, Riemann manifoldun Ricci soliton yapısının manifoldun topolojisi üzerindeki

etkilerini incelemek, diğeri ise manifoldun geometrisi üzerindeki etkilerini

incelemektir.
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M manifoldunun kompakt olması durumunda Perelman [27], X potansiyel vektör

alanının gradiyent ve Killing vektör alanlarının toplamı olarak yazılabileceğini

göstererek her kompakt Ricci soliton manifoldunun gradiyent Ricci soliton

olduğunu göstermiştir.

Özel olarak, Ricci soliton denkleminde potansiyel vektör alanının Killing vektör

alanı olması durumunda Mn Ricci solitonunun Einstein manifoldu olduğu görülür.

Einstein manifoldları, Ricci solitonların rijit olmasının çalışılması açısından

önemlidir. Petersen ve Wylie [28] 2009 yılında yaptıkları çalışmada gradiyent Ricci

solitonun rijit olmasını tanımlamışlardır. Buna göre, bir gradiyent Ricci solitona N

Einstein manifoldu olmak üzere N× f Rk warped çarpım manifold tipinde ise rijit

denir. Yani, manifoldun rijit oluşu kısaca onun Einstein manifoldu olması demektir.

Bu konuda önemli bir karakterizasyon kompakt manifoldun skalar eğriliğin sabit

olduğunda rijit olduğudur [17].

Kompakt solitonların rijit olması incelenirken skalar eğriliğin sabit olması durumu

günümüze kadar yapılan çalışmaların temelini oluşturmaktadır [12, 19].

Ricci solitonlar konusunda çalışmalar devam ederken 2011 yılında Pigola, Rigoli,

Rimoldi ve Setti Ricci soliton denklemindeki λ sabitinin fonksiyon olduğu durumu

incelemişlerdir [29].

Ricci solitonların aksine kompakt almost Ricci solitonların gradiyent Ricci soliton

olması için skalar eğriliğin sabit olması gerekmektedir [3].

Ayrıca, almost Ricci solitonların rijit olmasının çalışılmasında da Einstein

manifoldları önemli yer tutar. Barros ve Ribeiro 2012 yılında yaptıkları

çalışmada almost Ricci solitonun potansiyel vektör alanı konformal vektör alanı

ise, manifoldun Sn küresine izometrik olduğunu göstermiştir [2].

Diğer taraftan, Ricci soliton manifoldunun potansiyel vektör alanının concircular

vektör alanı olduğu durumu Chen 2015 yılında incelemiştir. Ayrıca, Chen ilk olarak
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Ricci solitonların alt manifold olması durumunu concircular vektör alanlarından

yararlanarak çalışmıştır [10].

Mn manifoldunun kompakt olduğu durumda potansiyel vektör alanı concircular

vektör alanı olan almost Ricci solitonlar incelenerek bu manifoldların küreye

izometrik olduğu gösterilmiştir. Ayrıca, almost Ricci solitonların alt manifold

olduğu durumlar incelenmiştir [1].

Catino [9], Riemann metriklerinin genelleştirilmiş quasi-Einstein metrikleri olarak

adlandırılan yeni bir sınıfını vermiştir. Genelleştirilmiş m-quasi-Einstein metrikleri

warped çarpım manifoldları ile yakından ilgilidir. Açık olarak, m-quasi-Einstein

manifoldları (n + m)-boyutlu Einstein warped çarpım manifoldunun n-boyutlu

taban manifoldudur. m-quasi-Einstein manifoldlarının rijit olması ile ilgili

yapılan çalışmalarda manifoldun kompakt oluşu integral eşitliklerinin kullanılması

açısından önemli bir yer tutmaktadır. Örneğin, skalar eğriliği sabit kompakt

m-quasi-Einstein manifoldları aşikar(trivial)dir [8].

Mn manifoldunun tam(complete) olduğu durumda potansiyel vektör alanının

concircular vektör alanı olan m-quasi-Einstein manifoldlarının rijit olma

durumları incelenerek potansiyel vektör alanının concurrent olması durumunda

m-quasi-Einstein manifoldunun skalar eğriliğinin sabit olduğu gösterilmiştir [25].
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, diferensiyel geometride sıklıkla kullanılan temel kavramların

yanısıra, tez konusuyla ilgili literatürde yer alan bazı önemli tanım ve teoremler

de ayrıntılarıyla verilecektir.

2.1. Tensör Alanları

Mn n- boyutlu manifold, (U,ξ ), Mn için bir koordinat komşuluğu,

ξ = (x1,x2, . . . ,xn) bu koordinat komşuluğundan elde edilen koordinat sistemi,

1≤ i≤ n için, ∂i =
∂

∂xi olmak üzere, {∂1, . . . ,∂n} koordinat çatı alanı ve bu çatı

alanının duali {dx1, . . . ,dxn} olsun.

Mn üzerindeki vektör alanlarının kümesi χ(M), M üzerindeki 1− formların kümesi

χ∗(M) ile gösterilecektir.

Tanım 2.1.1. [26] r,s≥ 0 tamsayıları için

A : χ
∗(M)r×χ(M)s −→ F(M)

F(M)− çoklineer dönüşümüne, Mn manifoldu üzerinde (r,s)- tipinde tensör alanı

denir.

p∈Mn olmak üzere, Ap : (T ∗p (M))r×(Tp(M))s−→R, R- çoklineer dönüşümüne

Tp(M) uzayı üzerinde (r,s)- tipinde bir tensör denir.

Lemma 2.1.2. [26] A : χ(M)s −→ χ(M) F(M)− çoklineer dönüşümü verilsin.

Her θ ∈ χ∗(M), Xi ∈ χ(M), (1≤ i≤ s) için

A(θ ,X1, . . . ,Xs) = θ(A(X1, . . . ,Xs)) (2.1)

eşitliğiyle tanımlanan

A : χ
∗(M)×χ(M)s −→ F(M)
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dönüşümü M manifoldu üzerinde (1,s) tipinde tensör alanıdır.

(2.1) eşitliğine göre, A çoklineer dönüşümü de (1,s) tipinde bir tensör alanı olarak

düşünülebilir.

Tanım 2.1.3. [26] A ∈ Tr
s(M) olmak üzere,

Ai1...ir
j1... js = A(dxi1 , . . .dxir ,∂ j1 , . . .∂ js)

fonksiyonlarına A tensör alanının bileşenleri denir.

Buna göre, A tensör alanı

A = ∑Ai1...ir
j1... js∂i1⊗ . . .⊗∂ir ⊗dx j1⊗ . . .⊗dx js

eşitliğiyle belirlidir.

Tanım 2.1.4. [26] Mn manifoldunun her bir p noktasına

gp : Tp(M)×Tp(M)→ R

iç çarpım fonksiyonunu karşılık getiren fonksiyona Mn manifoldu üzerinde metrik

tensör alanı denir ve g ile gösterilir. Bu metrik tensör alanı ile birlikte Mn

manifolduna Riemann manifoldu denir. g metrik tensör alanı

g = ∑
i, j

gi jdxi⊗dx j

eşitliği ile ifade edilir. Burada, gi j = g(∂i,∂ j) fonksiyonları g metrik tensör alanının

bileşenleridir.

Bu tez çalışmasında Mn manifoldu denildiğinde Mn nin Riemann manifoldu olduğu

anlaşılacaktır. Yine bu tez çalışmasında g metrik tensör alanı çoğunlukla 〈,〉

biçiminde gösterilecektir.
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Örnek 2.1.5. A : χ(M)
lineer−−−→ χ(M) dönüşümünün {∂1, . . . ,∂n} koordinat çatı

alanına göre bileşenleri A(∂ j) = ∑
k

Ak
j∂k eşitliğiyle belirli olan Ak

j fonksiyonları

olmak üzere,

A : χ
∗(M)×χ(M)→ F(M), A(θ ,X) = θ(A(X))

eşitliğiyle tanımlanan (1,1)- tipindeki A tensör alanının bileşenleri

Ai
j = A(dxi,∂ j) = dxi(A(∂ j)) = dxi(∑

k
Ak

j∂k) = ∑
k

Ak
jdxi(∂k) = Ai

j

fonksiyonlarıdır. Buna göre, A lineer dönüşümü de (1,1)- tipinde tensör alanıdır.

Lemma 2.1.6. [26] X ∈ χ(M), θ ∈ χ∗(M) için, C(X ⊗ θ) = θX eşitliği

ile tanımlı F(M)− lineer bir tek C : T1
1(M) −→ F(M) dönüşümü vardır. Bu

dönüşüme (1,1)- tipinde daraltma denir.

A ∈ T1
1(M) için,

C(A) = ∑
i

Ai
i

dir.

Şimdi, C (1,1)- tipinde daraltma ve A ∈ Tr
s(M) olsun.

(Ci
jA)(θ

1, . . . ,θ r−1,X1, . . . ,Xs−1) = C(A(θ 1, . . . , ·, . . . ,θ r−1,X1, . . . , ·, . . . ,Xs−1))

eşitliğiyle tanımlı Ci
jA fonksiyonuna, A tensör alanının (i, j)- tipinde daraltması

denir.

Örnek 2.1.7. A ∈ T2
2(M) olsun. Bu durumda C1

2(A),

(C1
2A)(θ ,X) = C(A(·,θ ,X , ·))
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eşitliğiyle verilen (1,1)- tipinde tensör alanıdır. C1
2A ∈ T1

1(M) tensör alanının

bileşenleri ise,

(C1
2A)(dxi,∂ j) = C(A(·,dxi,∂ j, ·))

= ∑
i, j,k

A(dxk,dxi,∂ j,∂k)

= ∑
i, j,k

Aki
jk

biçimindedir.

Tanım 2.1.8. [26] A ve B herhangi tipte iki tensör ve C daraltma fonksiyonu

olsun. Aşağıdaki iki eşitliği sağlayacak biçimdeki D = Dr
s : Tr

s(M) −→ Tr
s(M)

R- lineer dönüşümüne, Mn manifoldu üzerinde tensör türevi denir.

(i) D(A⊗B) =DA⊗B+A⊗DB

(ii) D(CA) =C(DA).

Önerme 2.1.9. [26, Önerme 2.13] (Çarpım Kuralı) D, M üzerinde bir tensör

türevi ve A ∈ Tr
s(M) olsun. Bu durumda,

D(A(θ 1, . . . ,θ r,X1, . . . ,Xs)) = (DA)(θ 1, . . . ,θ r,X1, . . . ,Xs)

+
r

∑
i=1

A(θ 1, . . . ,Dθ
i, . . . ,θ r,X1, . . . ,Xs)

+
s

∑
j=1

A(θ 1, . . . ,θ r,X1, . . . ,DX j, . . . ,Xs)

eşitliği sağlanır.

Teorem 2.1.10. [26] V ∈ χ(M) ve

δ ( f X) =V f .X + f δ (X)

eşitliği ile tanımlı δ : χ(M)→ χ(M) R- lineer dönüşümü verilsin. Bu durumda,
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D0
0 =V : F(M)→ F(M) ve D1

0 = δ

olacak şekilde M üzerinde bir tek D tensör türevi vardır.

Tanım 2.1.11. [26] V ∈ χ(M) olsun.

LV f =V f ,

LV (X) = [V,X ]

eşitliği ile belirli olan LV tensör türevine V vektör alanına göre Lie türevi denir.

Önerme 2.1.12. [26] LV Lie türevi için aşağıdaki eşitlikler sağlanır.

(i) LaV+bW = aLV +bLW

(ii) [LV ,LW ] = L[V,W ]

(iii) LV (d f ) = d(V f ).

İspat: Her Z ∈ χ(M) için,

LaV+bW Z = [aV +bW,Z] = a[V,Z]+b[W,Z]

= aLV Z +bLW Z

= (aLV +bLW )Z

olduğundan (i) eşitliğinin ispatı açıktır.

L[V,W ], [V,W ] vektör alanına göre Lie türevi olduğundan ve Lie çarpımının Jakobi

eşitliğini sağladığından yararlanılarak,

[LV ,LW ]Z = LV (LW Z)−LW (LV Z)

= [V, [W,Z]]− [W, [V,Z]]

= L[V,W ]Z
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eşitliği elde edilir. Ayrıca her Z ∈ χ(M) için,

(LV (d f ))Z = LV (d f (Z))−d f (LV Z)

= V (d f (Z))− (LV Z) f

= V (Z f )− [V,Z] f

= Z(V f )

= (d(V f ))Z

olduğundan (iii) eşitliği sağlanır. 2

2.2. Bir Vektör Alanının Akışı

Tanım 2.2.1. [26] R nin Mn manifoldu üstünde bir ϕ etkisi aşağıdaki iki önermeyi

doğrulayan bir ϕ : R×Mn→Mn dönüşümüdür.

(1) Her p ∈Mn için, ϕ0(p) = p.

(2) Her a,b ∈ R ve her p ∈Mn için, ϕ(a,ϕ(b, p)) = ϕ(a+b, p).

R nin Mn manifoldu üstünde bir ϕ etkisine, Mn üstünde 1- parametreli grup etkisi

denir. p ∈Mn olmak üzere {ϕs(p)| s ∈R} kümesine p noktasının yörüngesi denir.

Teorem 2.2.2. [26] ϕ , R nin Mn manifoldu üstünde bir etki olsun.

Xp f = lims→0
1
s
[ f (ϕs(p))− f (ϕ0(p))] (2.2)

eşitliğiyle tanımlanan Xp : F(M)→ R fonksiyonu, Mn manifoldunun p noktasında

bir tanjant vektördür.

(2.2) eşitliğine göre, Xp vektörü p noktasında ϕ etkisindeki yörüngesinin ϕ0(p)

noktasındaki yani başlangıç noktasındaki hız vektörüdür. Gerçekten, ϕs : Mn→Mn

diffeomorfizm ve p ∈Mn noktasının yörüngesi {ϕs(p)| s ∈ R} olmak üzere,
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α(s) = ϕs(p) olsun. Her f ∈ F(M) için,

α
′(0) f = α∗(

d
dt
|0) f

= ( f ◦α)′(0)

= limh→0[( f ◦α)(h)− ( f ◦α)(0)]

= limh→0[ f (ϕh(p))− f (ϕ0(p))]

= Xϕ0(p) f

olduğundan α ′(0) = Xϕ0(p) dir.

Tanım 2.2.3. [26] X ∈ χ(M) olsun. X , 1- parametreli grup etkisinin belirlediği

vektör alanı ise, X vektör alanına tam(complete) vektör alanı denir.

Tanım 2.2.4. [26] V ∈ χ(M) tam(complete) vektör alanı olsun. αp, X vektör

alanının maksimal integral eğrisi olmak üzere,

ψ(p, t) = αp(t)

eşitliği ile belirli ψ : Mn×R→Mn dönüşümüne V vektör alanının akışı denir.

Lemma 2.2.5. [26] ψ , bir tam vektör alanının akışı olsun. Bu durumda,

1. ψ0, M nin birim dönüşümüdür,

2. ψs ◦ψt = ψs+t , ∀s, t ∈ R

3. ψ
−1
t = ψ−t

özellikleri sağlanır.

Önerme 2.2.6. [26] V ve W, Mn manifoldu üzerinde vektör alanları ve ψ , V

vektör alanının p noktası komşuluğunda lokal akışı olsun. Bu durumda,

[V,W ]p = limt→0
1
t
[dψ−t(Wψt p)−Wp]

eşitliği sağlanır.
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Önerme 2.2.7. [26] X ∈ χ(M), A ∈ T0
s (M) ve ψt , X vektör alanının akışı olmak

üzere, A tensör alanının X vektör alanına göre Lie türevi

LX A = limt→0[ψ
∗
t (A)−A]

eşitliği ile belirlidir.

İspat: A ∈ T0
2(M) ve her V,W ∈ χ(M) için LX tensör türevi olduğundan,

(LX A(V,W ) = X(A(V,W ))−A([X ,V ],W )−A(V, [X ,W ])

eşitliği sağlanır. Kolaylık olması amacıyla limt=0
1
t =L olmak üzere ve her p∈Mn

noktası için,

L(ψ∗t A−A)(Vp,Wp) = L{A(dψt(Vp),dψt(Wp))−A(Vp,Wp)}

= L{A(dψt(Vp),dψt(Wp))−A(Vψt p,Wψt p)+A(Vψt p,Wψt p)−A(Vp,Wp)}

= L{A(dψt(Vp),dψt(Wp))−A(Vψt p,Wψt p)}+L{A(Vψt p,Wψt p)−A(Vp,Wp)}

eşitliği elde edilir. Burada,

I = L{A(dψt(Vp),dψt(Wp))−A(Vψt p,Wψt p)} ve

II = L{A(Vψt p,Wψt p)−A(Vp,Wp)}

olsun. α , X vektör alanının p noktasından geçen integral eğrisi olmak üzere, II

eşitliği

II = (d/dt)A(Vα ,Wα)|0 = α
′(0)A(V,W ) = XpA(V,W )

şeklinde yazılabilir.

A, bir V vektör uzayı üzerinde bir bilineer dönüşüm olmak üzere her v,v′,w,w′ ∈V

için, A(v′,w′)−A(v,w) = A(v′− v,w′)−A(v,w′−w) eşitliği teleskoping özdeşliği

olarak bilinir. Bu özdeşlikten yararlanılarak I eşitliği

I = L{A(dψt(Vp)−Vψt p,dψt(Wp))}+L{A(Vψt p,dψt(Wp)−Wψt p)}



12

şeklinde yazılır. Bu eşitlikteki ilk terimin Önerme 2.2.6 dan yararlanılarak,

L{A(dψt(Vp−dψ−t(Vψt p)))} = −A(dψtL{dψ−t(Vψt p)−Vp},L{dψt(Wψt p)})

= −A([X ,V ]p,Wp)

şeklinde yazılabileceği görülür. Benzer şekilde ikinci terim yerine de

−A(Vp, [X ,W ]p) sayısı yazılabilir. Böylece, I + II = (LX A)(Vp,Wp) olduğu

kolaylıkla görülür. 2

Önerme 2.2.8. [14] X ∈ χ(M) ve f ∈ F(M) için,

(i) (LX g)i j = ∇iX j +∇ jXi

(ii) (L∇ f g)i j = 2∇i∇ j f

eşitlikleri sağlanır.

İspat: LX g ∈ T0
2(M) olduğundan LX g tensör alanının koordinat vektör alanlarına

göre bileşenleri,

(LX g)i j = (LX g)(∂i,∂ j)

= LX(g(∂i,∂ j))−g(LX ∂i,∂ j)−g(∂i,LX ∂ j)

= X(gi j)−g([X ,∂i],∂ j)−g(∂i, [X ,∂ j])

eşitliği ile verilir. Ayrıca,

[X ,∂i] = [Xk∂k,∂i] = Xk[∂k,∂i]−∂i(Xk)∂k

olduğundan i = k ve j = k için,

(LX g)i j = ∇iX j +∇ jXi

eşitliği elde edilir.

(ii) eşitliğinin ispatı için (i) eşitliğinde X = ∇ f alınarak,

(L∇ f g)i j = ∇i∇ j f +∇ j∇i f = 2∇i∇ j f
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olarak elde edilir. 2

Önerme 2.2.8 e göre, g metrik tensör alanının X vektör alanına göre Lie türevi LX g,

her V,W ∈ χ(M) için

(LX g)(V,W ) = 〈∇V X ,W 〉+ 〈∇W X ,V 〉

eşitliği ile belirlidir. Eğer LX g = 0 ise, X vektör alanına Killing vektör alanı denir.

ϕ : Mn → R, ϕ 6= 0 fonksiyonu için LX g = 2ϕg ise, X vektör alanına konformal

vektör alanı denir.

2.3. Diferensiyel Operatörler

Tanım 2.3.1. [26] Mn Riemann manifoldu olsun. Aşağıdaki koşulları sağlayan bir

∇ : χ(M)×χ(M) → χ(M)

(V,W ) → ∇VW

dönüşümüne, Mn manifoldu üzerinde bir konneksiyon ya da kovaryant türev

operatörü denir.

(1) ∇VW , V vektör alanına göre F(M)− lineer,

(2) ∇VW , W vektör alanına göre R− lineer,

(3) ∇V ( fW ) = (V f )W + f ∇VW , f ∈ F(M).

∇VW vektör alanına W vektör alanının V vektör alanına göre kovaryant türevi denir.

Önerme 2.3.2. [26] (Mn,g) Riemann manifoldu ve her V ∈ χ(M) için, Mn

üzerinde

V ∗(X) = 〈V,X〉, ∀ X ∈ χ(M)

eşitliği ile bir V ∗ 1− formu tanımlansın. Bu durumda,

ϕ : χ(M)→ χ
∗(M), ϕ(V ) =V ∗
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dönüşümü F(M)− lineer izomorfizmdir.

İspat: V ∗, bir 1- form olduğundan ϕ dönüşümünün F(M)- lineer olduğu açıktır.

Her V,W ∈ χ(M) için, ϕ(V ) = ϕ(W ) olsun. Her X ∈ χ(M) için,

(ϕ(V ))(X) = (ϕ(W ))(X) ⇒ V ∗(X) =W ∗(X)

⇒ 〈V,X〉= 〈W,X〉

⇒ 〈V −W,X〉= 0

〈,〉 nondejenere olduğundan, V =W dir.

Şimdi, ϕ dönüşümünün örten olduğu gösterilecektir.

θ = ∑
i

θ(∂i)dxi 1- formu ve V = ∑
i, j

gi j
θi∂ j vektör alanı için,

〈V,∂k〉= 〈∑
i, j

gi j
θi∂ j,∂k〉= ∑

i, j
gi j

θi〈∂ j,∂k〉θk = θ(∂k)

dır. Ayrıca,

(ϕ(V ))(∂k) =V ∗(∂k) = 〈V,∂k〉 olduğundan ϕ örtendir.

Böylece, ϕ dönüşümü bir lineer izomorfizmdir. 2

Teorem 2.3.3. [26] Mn Riemann manifoldu üzerinde aşağıdaki eşitlikler

sağlanacak şekilde bir tek ∇ konneksiyonu vardır. ∇ konneksiyonuna Mn

manifoldunun Levi-Civita konneksiyonu denir.

(4) [V,W ] = ∇VW −∇WV .

(5) X〈V,W 〉= 〈∇XV,W 〉+ 〈V,∇XW 〉.

Tanım 2.3.4. [26] Mn Riemann manifoldu üzerindeki bir V vektör alanı için,

DV f =V f , f ∈ F(M)

ve her W ∈ χ(M) için DVW = ∇VW olacak şekilde bir tek DV tensör türevine

kovaryant türev operatörü denir. Burada ∇VW , W vektör alanının V vektör alanına

göre Levi-Civita kovaryant türevidir.
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Tanım 2.3.5. [26] A, Mn manifoldu üzerinde (r,s)- tipinde bir tensör alanı olsun.

Her V,Xi ∈ χ(M) ve her θ j ∈ χ∗(M) için,

(DA)(θ 1, . . . ,θ r,X1, . . . ,Xs,V ) = (DV A)(θ 1, . . . ,θ r,X1, . . . ,Xs)

eşitliğiyle belirli (r,s+1) tipindeki DA tensör alanına A tensör alanının kovaryant

diferensiyeli denir.

Tanım 2.3.6. [26] ∇, Mn Riemann manifoldu üzerinde Levi-Civita konneksiyonu

olsun.

RXY Z = ∇[X ,Y ]Z− [∇X ,∇Y ]Z

eşitliği ile verilen

R : χ(M)3→ χ(M)

dönüşümüne Mn manifoldunun Riemann eğrilik tensörü denir. Bu tensör alanı Mn

manifoldu üzerinde (1,3)- tipinde bir tensör alanıdır.

{x1,x2, . . . ,xn} koordinat sistemine göre, R Riemann eğrilik tensörünün bileşenleri

Ri
jkl = R(dxi,∂ j,∂k,∂l)

fonksiyonlarıdır.

Mn manifoldu üzerinde bir 1- formun ikinci kovaryant diferensiyellerinin farkı ile

ilgili olarak aşağıdaki teorem verilebilir.

Teorem 2.3.7. [18] Mn Riemann manifoldu, X ,Y,Z ∈ χ(M) ve

ω ∈ χ∗(M) olsun. Bu durumda,

∇
2
XY ω(Z)−∇

2
Y X ω(Z) = (∇2

ω)(X ,Y,Z)− (∇2
ω)(Y,X ,Z)

= ω(R(X ,Y )Z). (2.3)
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İspat: (∇2ω)(X ,Y,Z)− (∇2ω)(Y,X ,Z)

= (∇(∇ω))(X ,Y,Z)− (∇(∇ω))(Y,X ,Z)

= (∇X ∇ω)(Y,Z)− (∇Y ∇ω)(X ,Z)

= ∇X(∇ω(Y,Z))−∇ω(∇XY,Z)−∇ω(Y,∇X Z)

− ∇Y (∇ω(X ,Z))+∇ω(∇Y X ,Z)+∇ω(X ,∇Y Z)

= ∇X((∇Y ω)Z)− (∇∇XY ω)(Z)− (∇Y ω)(∇X Z)

− ∇Y ((∇X ω)Z)+(∇∇Y X ω)(Z)+(∇X ω)(∇Y Z)

= ∇X ∇Y ω(Z)−∇Y ∇X ω(Z)−∇∇XY ω(Z)+∇∇Y X ω(Z)

+ ω(∇∇XY Z−∇∇Y X Z +∇Y ∇X Z−∇X ∇Y Z)

= XY (ω(Z))−Y X(ω(Z))−∇XY (ω(Z))+∇Y X(ω(Z))

+ ω(∇[X ,Y ]Z− [∇X ,∇Y ]Z)

= ω(R(X ,Y )Z).

2

Ayrıca, Mn manifoldu üzerinde {∂1,∂2, . . . ,∂n} koordinat çatı alanına göre (2.3)

eşitliği

∇i∇k∇s f −∇k∇i∇s f = Riksl∇
l f

olarak yazılabilir.

Tanım 2.3.8. [26] A ∈ Tr
s(M) ve 1≤ a≤ r, 1≤ b≤ s tamsayılar olsun. X∗b ,

Xb vektör alanına karşılık gelen 1- form olmak üzere,

(↓a
b A)(θ 1, . . . ,θ r−1,X1, . . . ,Xs+1)=A(θ 1, . . . ,X∗b , . . . ,θ

r−1,X1, . . . ,Xb−1,Xb+1, . . . ,Xs+1)

eşitliği ile tanımlı

↓a
b: Tr

s(M)→ Tr−1
s+1(M)

dönüşümü ve θ a 1- formuna karşılık gelen V vektör alanı için,
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(↑a
b A)(θ 1, . . . ,θ r+1,X1, . . . ,Xs−1)=A(θ 1, . . . ,θ a−1,θ a+1, . . . ,θ r+1,X1, . . . ,V, . . . ,Xs−1)

eşitliği ile tanımlı

↑a
b: Tr

s(M)→ Tr+1
s−1(M)

dönüşümü verilsin.

Verilen bir A tensör alanınından yukarıdaki işlemler ile elde edilen bütün tensör

alanlarına A tensör alanına metrikçe denk tensör alanları denir.

d f 1- formunun bileşenleri ∇i f olmak üzere,

∇i f = ∑
k

gik∇
k f

dir. Burada, ∇k f , d f 1- formuna karşılık gelen vektör alanının bileşenleridir.

Benzer olarak,

∇
k f = ∑

i
gik

∇i f

dir. Hatta, çalışmalarda kolaylık sağlaması amacıyla bazen yukarıdaki eşitliklerde

toplam sembolü kaldırılacaktır.

Örnek 2.3.9. A ∈ T2
1(M) olsun. Bu durumda, B =↓2

1 A tensör alanı Mn manifoldu

üzerinde her θ ∈ χ∗(M), X ,Y ∈ χ(M) için,

B(θ ,X ,Y ) = (↓2
1 A)(θ ,X ,Y ) = A(θ ,X∗,Y )

eşitliğiyle belirli (1,2)- tipinde tensör alanıdır. Burada X∗, X vektör alanına

karşılık gelen 1- formdur.

B tensör alanının bileşenleri,

Bi
jk = B(dxi,∂ j,∂k) = (↓2

1 A)(dxi,∂ j,∂k)

= A(dxi,∑
m

g jmdxm,∂k)

= ∑
m

g jmA(dxi,dxm,∂k)

= ∑
m

g jmAim
k
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eşitliği ile belirli fonksiyonlardır.

Örnek 2.3.10. R : χ(M)3 → χ(M) Riemann eğrilik tensörü verildiğinde,

R(θ ,X ,Y,Z) = θ(R(X ,Y,Z)) eşitliği ile R nin (1,3)- tipinde tensör alanı olarak

alınabileceği biliniyor.

Bu durumda, ↓1
1 R ∈ T0

4(M) tensör alanının bileşenleri,

(↓1
1 R)(∂i,∂ j,∂k,∂l) = R(∑

m
gimdxm,∂ j,∂k,∂l)

= ∑
m

gimRm
jkl

eşitliğiyle belirlidir. Ayrıca,

∑
m

gimR(dxm,∂ j,∂k,∂l) = ∑
m

gimdxm(R(∂ j,∂k,∂l))

= ∑
m

gim〈∑
p

gpm
∂p,R(∂ j,∂k,∂l)〉

= ∑
m,p

gimgpm〈∂p,R(∂ j,∂k,∂l)〉

= δip〈∂p,R(∂ j,∂k,∂l)〉

= Ri jkl

olduğundan

Ri jkl = (↓1
1 R)(∂i,∂ j,∂k,∂l) = 〈∂i,R(∂ j,∂k,∂l)〉

= ∑
m

gimRm
jkl

dir.

Buna göre, (1,3)- tipindeki Riemann eğrilik tensörü ile (0,4)- tipindeki ↓1
1 R tensör

alanı metrikçe denktir.

Tanım 2.3.11. [26] A = ∑Ai1...ir
j1... js∂i1 ⊗ . . .⊗ ∂ir ⊗ dx j1 ⊗ . . .⊗ dx jn olmak üzere

Mn manifoldu üzerinde (r,s)- tipinde bir A tensör alanı verilsin.

1≤ a < b≤ s, r ∈ Z+ için Cab =C1
a ↑1

b olmak üzere,

(CabA)i1...ir
j1... js−2

= ∑
p,q

gpqAi1...ir
j1...p...q... js−2
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eşitliğiyle tanımlı Cab : Tr
s(M)→ Tr

s−2(M) F(M)- lineer dönüşümüne metrik

daraltma dönüşümü, CabA ∈ Tr
s−2(M) tensör alanına da A tensör alanının

metrik daraltması denir.

Benzer olarak, 1≤ a < b≤ r ve s ∈ Z+ için,

Cab : Tr
s(M)→ Tr−2

s (M)

dönüşümü

(CabA)i1...ir−2
j1... js = ∑

p,q
gpqAi1...p...q...ir−2

j1... js

eşitliğiyle tanımlıdır.

Örnek 2.3.12. A ∈ T1
3(M) tensör alanının C12 metrik daraltması (1,1)- tipinde

tensör alanıdır. C12A tensör alanının koordinat sistemine göre bileşenleri,

(C12A)i
j = (C1

1(↑1
2 A))i

j = (C1
1(↑1

2 A))(dxi,∂ j) = C(↑1
2 A(·,dxi, ·,∂ j))

= ∑
p
(↑1

2 A)(dxp,dxi,∂p,∂ j)

= ∑
p

A(dxi,∂p,∑
q

gpq
∂q,∂ j))

= ∑
p,q

gpqA(dxi,∂p,∂q,∂ j)

= ∑
p,q

gpqAi
pq j

fonksiyonlarıdır.

Tanım 2.3.13. [26] f ∈ F(M) için d f ∈ χ∗(M) 1- formuna metrikçe denk

olan vektör alanı grad f olmak üzere, grad f = ∑
i, j

gi j ∂ f
∂xi ∂ j dir. grad f vektör

alanına f fonksiyonunun gradiyenti denir. f fonksiyonunun gradiyenti ∇ f ile

de gösterilir.

Ayrıca her X ∈ χ(M) için,

d f (X) = 〈∇ f ,X〉= X f

dir.
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Tanım 2.3.14. [26] Mn manifoldu üzerinde (0,2)- tipinde simetrik A tensör

alanının kovaryant diferensiyeli DA olmak üzere, C13(DA) 1- formuna A tensör

alanının divergensi denir ve div A ile gösterilir.

divA 1- formunun koordinat sistemine göre bileşenleri,

(div A)i = (C13(DA))i = (C1
1 ↑1

3)(DA)(∂i) = C1
1(↑1

3 (DA))(∂i)

= C(↑1
3 (DA)(·, ·,∂i))

= ∑
p
(↑1

3 (DA)(dxp,∂p,∂i))

= ∑
p
(DA)(∂p,∂i,∑

q
gpq

∂q)

= ∑
p,q

gpq(DA)(∂p,∂i,∂q)

= ∑
p,q

gpq(D∂q)(∂p,∂i)

= ∑
p,q

gpqApi;q

biçimindedir.

Özel olarak V ∈ χ(M) için, divV = C(DV ) dir. Buna göre, V = ∑
k

V k
∂k için

div V = C(DV ) =C1
1(DV ) = C((DV )(·, ·))

= ∑
p
(DV )(dxp,∂p)

= ∑
p
(D∂pV )(dxp)

= ∑
p
〈∑

q
gpq

∂q,D∂pV 〉

= ∑
p
〈∑

q
gpq

∂q,D∂p(∑
k

V k
∂k)〉

= ∑
p
〈∑

q
gpq

∂q,∑
k
[∂p(V k)∂k +V kD∂p∂k]〉

= ∑
p,q

gpqgqk∂p(V k)+ ∑
p,q,k,s

gpqgqsV k
Γ

s
pk

= ∑
p

∂p(V p)+∑
p,k

V k
Γ

p
pk

olarak yazılır.
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Tanım 2.3.15. [26] f ∈ F(M) olmak üzere bir f fonksiyonunun Hessiyanı

Hess f = D(D f ) eşitliği ile tanımlı olan tensör alanıdır.

Lemma 2.3.16. [26, Lemma 3.49] f ∈ F(M) için, Hess f , (0,2) tipinde,

simetrik tensör alanıdır. Ayrıca, f fonksiyonunun gradiyenti ∇ f olmak üzere,

Hess f (X ,Y ) = XY f − (∇XY ) f = 〈∇X ∇ f ,Y 〉

dir.

İspat:

Hess f (X ,Y ) = (D(D f ))(X ,Y ) = (DY D f )(X)

= DY ((D f )(X))−D f (∇Y X)

= DY (X f )− (∇Y X) f

= Y (X f )− (∇Y X) f

olarak bulunur. Diğer yandan

X〈∇ f ,Y 〉= 〈∇X ∇ f ,Y 〉+ 〈∇ f ,∇XY 〉

ve

X〈∇ f ,Y 〉= X(Y f )

olduğundan,

〈∇X ∇ f ,Y 〉 = X(Y f )− (∇XY ) f

= Hess f (Y,X)

eşitliği elde edilir. Buradan,

Hess f (X ,Y ) = 〈∇Y ∇ f ,X〉

dir. Ayrıca, XY −Y X = [X ,Y ] = ∇XY −∇Y X olduğundan

Hess f (X ,Y ) = Hess f (Y,X)

eşitliği bulunur. 2
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Tanım 2.3.17. [26] f ∈ F(M) olmak üzere, div(∇ f ) fonksiyonuna f

fonksiyonunun Laplasiyanı denir ve ∆ f ile gösterilir.

Laplasiyan operatörü ∆ koordinat çatı alanına göre,

∆ = tr∇
2 = gi j

∇i∇ j = ∇i∇i

eşitliği ile verilebilir.

Ayrıca,

∆ f = div(∇ f ) = C(D(∇ f )) = CD(↑1
1 d f )

= (C ↑1
1)(D(d f ))

= (C ↑1
1)(Hess f )

= C12(Hess f )

dir. Buradan, (0,2)- tipindeki Hess f tensör alanının bileşenleri Hi j olmak üzere,

∆ f = gi jHi j olduğu açıktır.

Tanım 2.3.18. [14] (Mn,g) Riemann manifoldu üzerinde bir ϕ fonksiyonu

λ ∈R için ∆ϕ+λϕ = 0 eşitliğini sağlıyorsa ϕ fonksiyonuna laplasiyanın öz(eigen)

fonksiyonu ve λ reel sayısına da laplasiyanın öz(eigen) değeri denir.

Tanım 2.3.19. [26] Mn manifoldunun Riemann eğrilik tensörü R nin (1,3)-

daraltması olan C1
3R tensör alanına, Mn manifoldunun Ricci eğrilik tensörü denir.

Ricci eğrilik tensörü Ric ile gösterilir.

Ricci eğrilik tensörünün koordinat çatı alanına göre bileşenleri Ri j olmak üzere,

Ri j = Ric(∂i,∂ j) = (C1
3R)(∂i,∂ j) = C{R(·,∂i,∂ j, ·)}

= ∑
m

R(dxm,∂i,∂ j,∂m)

= ∑
m

Rm
i jm

eşitliği ile verilebilir.
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Ayrıca, Ric tensör alanı (1,1) tipinde düşünüldüğünde onun bileşenleri Ri
j olmak

üzere,

Ri
j = gimR jm

ve

Ri j = gimR j
m

olarak da yazılabilir.

Tanım 2.3.20. [26] M manifoldunun Ricci eğrilik tensörünün C(Ric) metrik

daraltmasına Mn manifoldunun skalar eğriliği denir ve R ile gösterilir. R skalar

eğriliği

R =C12(Ric) = (C1
1 ↑1

2)(Ric) = C{(↑1
2 Ric)(·, ·)}

= ∑
p
(↑1

2 Ric)(dxp,∂p)

= ∑
p

Ric(∂p,∑
q

gpq
∂q)

= ∑
p,q

gpqRic(∂p,∂q)

= ∑
p,q

gpqRpq

= ∑
p,q,k

gpqRk
pqk

eşitliği ile belirli fonksiyondur.

Şimdi, bir Mn Riemann manifoldunun Ricci eğrilik tensörü ve skalar eğriliği ile

ilgili olan ve çalışmalarda sık sık kullanılan daraltılmış ikinci Bianchi eşitliği

ispatlanacaktır.

Lemma 2.3.21. [28] (Mn,g) Riemann manifoldu üzerinde

2divRic = dR

dir.
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İspat: {E1,E2, . . . ,En}, p ∈ Mn manifoldu üzerinde ortonormal çatı alanı ve W ,

∇W (p) = 0 olacak şekilde Mn üzerinde bir vektör alanı olsun. Bu durumda,

Riemann eğrilik tensörünün özellikleri kullanılarak,

(dR)W = DW R = DW ∑
i
〈Ric(Ei),Ei〉

= DW ∑
i
〈R(Ei,E j)E j,Ei〉

= ∑
i
〈∇W (R(Ei,E j)E j,Ei〉

= ∑
i
〈(∇W R)(Ei,E j)E j,Ei〉

= −∑
i
〈(∇E j R)(W,Ei)E j,Ei〉−∑

i
〈(∇EiR)(E j,W )E j,Ei〉

= −∑
i
(∇E j R)(W,Ei,E j,Ei)−∑

i
(∇EiR)(E j,W,E j,Ei)

= ∑
i
(∇E j R)(E j,Ei,Ei,W )−∑

i
(∇EiR)(Ei,E j,E j,W )

= 2∑
i
(∇E j R)(E j,Ei,Ei,W )

= 2∑
i

∇E j(R(E j,Ei,Ei,W ))

= 2∑
i

∇E j〈Ric(E j),W )〉

= 2∑
i

∇E j〈Ric(W ),E j〉

= 2∑
i
〈∇E j(Ric(W )),E j〉

= 2∑
i
〈(∇E j Ric)(W ),E j〉

= 2div(Ric)(W )

olarak elde edilir. 2

Tensör alanları ile ilgili yapılan çalışmalarda işlem kısalığı sağlamak için özellikle

(0,2)- tipinden simetrik tensör alanlarının (1,1)- gösterimi sıklıkla kullanılan bir

yöntemdir. Bu yöntem aşağıdaki gibidir:

B, Mn manifoldu üzerinde (0,2)- tipinde simetrik tensör alanı olmak üzere,
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A =↑1
1 B olsun. A ∈ T1

1(M) dir. (2.1) eşitliğine göre,

A(θ ,X) = θA(X) = 〈Y,A(X)〉 (2.4)

dir. Burada Y , θ 1- formuna karşılık gelen vektör alanı ve A : χ(M)→ χ(M) lineer

dönüşümdür. Diğer yandan,

(↑1
1 B)(θ ,X) = B(Y,X) (2.5)

olduğundan (2.4) ve (2.5) eşitliklerinden

B(Y,X) = 〈A(X),Y 〉 (2.6)

eşitliği elde edilir. (2.6) eşitliğine göre, (0,2)- tipindeki simetrik B tensör alanına

(1,1)- tipinde A tensör alanı karşılık gelir.

Özel olarak, T , M manifoldu üzerinde simetrik (0,2)- tipinde tensör alanı olmak

üzere, T tensör alanına karşılık gelen (1,1)- tipindeki tensör alanı yine T ile

gösterilecektir. Yani,

T (X ,Y ) = 〈T (X),Y 〉

dir.

Örneğin, Mn manifoldu üzerinde Ric tensörü (0,2)- tipinde ve simetriktir.

Ric(X ,Y ) = 〈Ric(X),Y 〉

eşitliği ile Ric tensörü (1,1)- tipinde Ric : χ(M)→ χ(M) lineer dönüşüm olarak

düşünülebilir.

Benzer olarak bir f fonksiyonunun Hessiyanı için,

Hess f (X ,Y ) = 〈S(X),Y 〉

eşitliği ile tanımlı S : χ(M)→ χ(M) lineer dönüşümü için S(X) = ∇X ∇ f dir. Bu

eşitlik kısaca S(·) = ∇·∇ f olarak da yazılabilir.
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Lemma 2.3.22. [20] (Mn,g) Riemann manifoldu ve T , Mn manifoldu üzerinde

simetrik (0,2)- tipinde tensör alanı olsun. Bu durumda her ϕ ∈ F(M) için

aşağıdaki eşitlikler sağlanır.

div(ϕT ) = ϕdivT +T (∇ϕ, ·)

∇(ϕT ) = ϕ∇T +dϕ⊗T
1
2

d|∇ϕ|2 = ∇
2
ϕ(∇ϕ, ·) (2.7)

div∇
2
ϕ = Ric(∇ϕ, ·)+d∆ϕ.

Lemma 2.3.23. [20] (Mn,g) Riemann manifoldu ve T , Mn manifoldu üzerinde

simetrik (0,2)- tipinde tensör alanı olsun. Bu durumda, her Z ∈ χ(M) ve her

ϕ ∈ F(M) için

div(T (ϕZ)) = ϕ(divT )(Z)+ϕ〈∇Z,T 〉+T (∇ϕ,Z)

eşitliği sağlanır.

İspat: Her Z ∈ χ(M) ve her ϕ ∈ F(M) için T tensör alanının (1,1)- tipindeki

gösterimi kullanılarak,

div(T (ϕZ)) = div(ϕT (Z))

= T (Z)ϕ +ϕdivT (Z)

= 〈∇ϕ,T (Z)〉+ϕdivT (Z)

= T (∇ϕ,Z)+ϕdivT (Z)

olarak hesaplanır. Diğer taraftan, T simetrik olduğundan {E1,E2, . . . ,En}, Mn

üzerinde ortonormal çatı alanı olmak üzere,

(divT )(Z) = ∑
i
(∇EiT )(Z,Ei)

= ∑
i
〈(∇EiT )(Z),Ei〉

= ∑
i
〈∇EiT (Z)−T (∇EiZ),Ei〉

= div(T (Z))−∑
i
〈(∇EiZ),T (Ei)〉
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olduğundan

div(T (ϕZ)) = T (∇ϕ,Z)+ϕ((divT )(Z)+∑
i
〈(∇EiZ),T (Ei)〉)

= T (∇ϕ,Z)+ϕ((divT )(Z)+ϕ〈∇Z,T 〉

eşitliği elde edilir. 2

Lemma 2.3.24. [14] (Mn,g) Riemann manifoldu olsun Bu durumda,

∆∇i f = ∇i∆ f +Ri j∇ j f (2.8)

1
2

∆|∇ f |2 = |∇i∇ j f |2 +Ri j∇i f ∇ j f +∇i f ∇i(∆ f ) (2.9)

eşitlikleri sağlanır.

İspat: ∇k = gk j∇ j olduğundan,

∆∇i f = ∇ j∇ j∇i f

= ∇ j∇i∇ j f

= ∇i∇ j∇ j f +R ji jk∇
k f

= ∇i∆ f +Rikgk j
∇ j f

= ∇i∆ f +Ri j∇ j f

eşitliği elde edilir. Bu eşitlik fonksiyonlar üzerinde ∆ ve ∇ operatörlerinin Ric

tensörü farkıyla değişimli olduğunu gösterir. |∇ f |2 için Bochner formülü olarak

bilinen (2.9) eşitliğinin ispatı için (2.8) eşitliğinden yararlanılarak,

∆|∇ f |2 = ∇i∇i(∇ j f )2

= 2∇i((∇i∇ j f )(∇ j f ))

= 2((∇i∇i∇ j f )(∇ j f )+(∇i∇ j f )(∇i∇ j f ))

= 2(∆∇ j f )(∇ j f )+2(∇i∇ j f )2

= 2(∇ j∆ f +Ri j∇i f )(∇ j f )+2(∇i∇ j f )2

= 2(∇ j∆ f )(∇ j f )+2Ri j∇i f ∇ j f +2(∇i∇ j f )2
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olduğu kolayca görülür. (2.9) eşitliği

1
2

∆|∇ f |2 = |Hess f |2 +Ric(∇ f ,∇ f )+ 〈∇ f ,∇∆ f 〉

olarak da yazılır. 2

Lemma 2.3.25. [28] (Mn,g) Riemann manifoldu üzerinde

div(LX g)(X) =
1
2

∆|X |2−|∇X |2 +Ric(X ,X)+DX divX (2.10)

eşitliği sağlanır.

İspat: {E1,E2, . . .En}, p noktasında paralel ortonormal çatı alanı olmak üzere,

div(LX g)(X) = (∇EiLX g)(Ei,X)

= ∇Ei(LX g(Ei,X))−LX g(Ei,∇EiX)

= ∇Ei(g(∇EiX ,X)+g(Ei,∇X X))−g(∇EiX ,∇EiX)

− g(Ei,∇∇EiX
X)

= ∆
1
2
|X |2 +∇Eig(Ei,∇X X)−|∇X |2

− g(Ei,∇∇EiX
X)

= ∆
1
2
|X |2−|∇X |2 +g(∇2

Ei,X X ,Ei)

= ∆
1
2
|X |2−|∇X |2 +Ric(X ,X)+g(∇2

X ,Ei
X ,Ei)

= ∆
1
2
|X |2−|∇X |2 +Ric(X ,X)+DX divX

olarak elde edilir. 2

Yukarıdaki lemmada (2.10) eşitliği X = ∇ f için,

DX divX = XdivX = 〈∇divX ,X〉

= 〈∇div∇ f ,∇ f 〉

= 〈∇ f ,∇∆ f 〉

ve
1
2

LX g = 2Hess f
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olduğundan

2(divHess f )(∇ f ) =
1
2

∆|∇ f |2−|Hess f |2 +Ric(∇ f ,∇ f )+ 〈∇ f ,∇∆ f 〉 (2.11)

eşitliğine dönüşür. Ayrıca (2.11) eşitliğinin (1,1)- tensör gösterimi

div∇∇ f = Ric∇ f +∇∆ f (2.12)

eşitliği gibidir.
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3. RICCI SOLİTONLARLA İLGİLİ TEMEL KAVRAMLAR

3.1. Ricci Solitonlar

(Mn,g) Riemann manifoldu üzerinde λ reel sayısı için Ric = λg eşitliği

sağlanıyorsa g metrik tensörüne Einsteindır denir. Einstein metriği ile verilen

(Mn,g) Riemann manifolduna Einstein manifoldu denir. Ricci solitonlar ilk olarak

1982 yılında Hamilton tarafından Einstein manifoldlarının bir genellemesi olarak

verilmiştir [21].

Tanım 3.1.1. [28] (Mn,g) tam(complete) Riemann manifoldu olsun. (Mn,g)

manifoldu üzerinde λ reel sayısı için,

Ric+
1
2

LX g = λg (3.1)

eşitliği sağlanacak şekilde bir X vektör alanı varsa Mn manifolduna Ricci soliton

denir. Ricci soliton manifoldu kısaca (Mn,g,X ,λ ) ile gösterilir. Burada, X vektör

alanına potansiyel vektör alanı denir.

f ∈ F(M) için X = ∇ f ise, Mn manifolduna gradiyent Ricci soliton denir. Bu

durumda,

Ric+∇
2 f = λg (3.2)

dir. Bu eşitlikte, ∇2 f = Hess f dir.

λ = 0 için, Ricci soliton manifolduna durgun (steady) denir. Ayrıca λ > 0 veya

λ < 0 durumları için sırasıyla büzülen (shrinking) veya genişleyen (expanding)

Ricci soliton denir.

Gradiyent Ricci soliton için f fonksiyonuna Ricci soliton manifoldunun potansiyel

fonksiyonu denir.
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Örnek 3.1.2. (Rn,g0) Öklidyen g0 metrik tensörü ile verilmiş Öklid uzayı

olsun. ∇g0 = 0 olduğundan Rn düz(flat) manifolddur. f = |x|2
4 potansiyel

fonksiyonu için, (Rn,g0,∇ f , 1
2) dörtlüsü Ric+∇2 f = 1

2 g0 eşitliğini sağladığından

büzülen(shrinking) gradiyent Ricci solitondur.

Tanım 3.1.3. [28] (Mn,g,X ,λ ) Ricci soliton manifoldu üzerinde X Killing vektör

alanı ya da X = ∇ f için f sabit fonksiyon ise, (Mn,g) Einstein manifoldudur. Bu

durumda, (Mn,g,X ,λ ) Ricci soliton manifolduna aşikar(trivial) soliton denir.

Örnek 3.1.4. [13] Rn+1 Öklid uzayında r yarıçaplı Sn(r) küresinin kesitsel eğriliği

K = 1
r2 ve skalar eğriliği R = n(n−1)

r2 dir. Buradan Sn(r) küresi için Ric = n−1
r2 g

olduğundan Sn(r) küresi Einstein manifoldu yani aşikar(trivial) Ricci solitondur.

Lemma 3.1.5. [22] (Mn,g,∇ f ,λ ) tam(complete) gradiyent Ricci soliton olsun. R,

Mn manifoldunun skalar eğriliği olmak üzere C sabiti için

R+ |∇ f |2−2λ f =C (3.3)

eşitliği sağlanır.

İspat: (3.2) eşitliğinin her iki yanının divergensi alındığında,

divRic+div∇
2 f = 0

eşitliği elde edilir. Bu eşitlikte sırasıyla daraltılmış ikinci Bianchi eşitliği ve

Bochner formülü kullanılarak,

∇R
2

+Ric∇ f +∇∆ f = 0 (3.4)

bulunur. Ayrıca, (3.2) eşitliğinin her iki yanının izi alınarak

R+∆ f = nλ (3.5)

eşitliği elde edilir. Ricci soliton denkleminin (1,1) gösterimi

Ric∇ f +∇∇ f ∇ f = λ∇ f
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eşitliğindeki gibidir. Burada ∇∇ f ∇ f = 1
2 ∇|∇ f |2 dir. Buradan,

Ric∇ f = λ∇ f − 1
2

∇|∇ f |2 (3.6)

eşitliği elde edilir. (3.5) ve (3.6) eşitlikleri (3.4) eşitliğinde yerine yazılırsa,

∇(R+ |∇ f |2−2λ f ) = 0

dir. Yani, R+ |∇ f |2−2λ f = sabit olarak elde edilir 2

Önerme 3.1.6. [22, 23] (Mn,g,∇ f ,λ ) kompakt durgun(steady) ya da

genişleyen(expanding) gradiyent Ricci soliton olsun. Bu durumda, (Mn,g) Einstein

manifoldudur.

İspat: (3.3) ve (3.5) eşitliklerinden

∆ f −|∇ f |2 +2λ f = nλ −C

eşitliği elde edilir. Mn kompakt ve λ ≤ 0 için, maksimum değer ilkesinden f

fonksiyonu sabittir. Buradan Mn Einstein manifoldudur. 2

Perelman’a göre kompakt Riemann manifoldu üzerinde her Ricci soliton

gradiyent Ricci solitondur [27]. Buradan, her kompakt durgun(steady) ya da

genişleyen(expanding) Ricci soliton Einstein manifoldudur [7].

Teorem 3.1.7. [17] (Mn,g,∇ f ,λ ) gradiyent Ricci soliton olsun. Bu durumda

aşağıdaki eşitlikler sağlanır.

(1) ∇iR = 2Ri j∇
j f

(2) ∇ jRik−∇iR jk = Ri jks∇
s f

(3) ∆Ri j = 〈∇Ri j,∇ f 〉+2λRi j−2Rik jsRks

(4) ∆R = 〈∇R,∇ f 〉+2λR−2|Ric|2
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İspat: (1) eşitliğinin ispatı için, Lemma 2.3.21 den 2divRic = ∇R olduğundan
1
2 ∇iR = (divRic)i dir. Bu durumda,

(divRic)i = (divRic)(∂i) = (C13∇Ric)(∂i)

= ∑
j
(∇Ric)(∂ j,∂i,∑

k
g jk

∂k)

= ∑
j,k

g jk(∇Ric)(∂ j,∂i,∂k)

= ∑
j,k

g jk(∇∂k Ric)(∂ j,∂i)

= ∑
j,k

g jk
∇kRi j

= ∑
j,k

g jk
∇k(λgi j−∇

2
i j f )

= −∑
j,k

g jk
∇k∇i∇ j f

= −∑
j,k

g jk
∇

2
ki∇ j f

= −∑
j,k

g jk(∇2
ik∇ j f +∇ f (R(∂k,∂i)∂ j))

= −∑
j,k

g jk
∇i∇k∇ j f −∑

j,k
g jk

∇ f (R(∂k,∂i)∂ j))

= −∇i ∑
j,k

g jk
∇k∇ j f −∑

j,k,s
g jkRki js∇

s f

= −∇i∆ f −∑
s

Ris∇
s f

olduğundan

1
2

∇iR =−∇i∆ f −∑
s

Ris∇
s f = −∇i(nλ −R)−∑

s
Ris∇

s f

= −∇iR−∑
s

Ris∇
s f

eşitliği elde edilir. Buradan,

∇iR = ∑
s

2Ris∇
s f
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dir. (1) eşitliğinin ispatına benzer olarak,

∇ jRik−∇iR jk = −∇ j∇i∇k f +∇i∇ j∇k f

= ∇i∇ j∇k f +∇ j∇i∇k f

= ∇
2
i j∇k f +∇

2
ji∇k f

= (∇ f )(R(∂i,∂ j)∂k)

= ∑
s

Ri jks∇
s f

olarak elde edilir.

(3) eşitliğinin ispatı için (2) eşitliği kullanılarak,

∆Rik = ∇
j
∇ jR jk = ∇

j(∇iR jk +Ri jks∇
s f )

= ∇
j
∇iR jk +(∇ jRi jks)∇

s f +Ri jks(∇
j
∇

s f )

eşitliği elde edilir. İkinci Bianchi eşitliğinden yararlanarak,

(∇ jRi jks)∇
s f = ∇kR j

si j∇
s f −∇sR

j
ki j∇

s f

olarak elde edilir. Buradan,

∆Rik = ∇i∇
jR jk +R j

i jsR
s
k +R j

iksR
s
j

+ ∇kR j
si j∇

s f −∇sR
j
ki j∇

s f +Ri jks∇
j
∇

s f

= ∇i∇
jR jk +RisRs

k +R j
iksR

s
j

− ∇kRsi∇
s f +∇sRki∇

s f +Ri jks∇
j
∇

s f

ve

∇i∇
jR jk =

1
2 ∇i∇kR ,

〈∇Rik,∇ f 〉= ∇sRki∇
s f ,

Ri jks∇
j∇s f =−Ri jksR js +λRik ve

1
2 ∇i∇kR+R j

iksR
s
j =−Ri jksR js + 1

2 ∇k∇iR



35

eşitlikleri kullanılarak,

∆Rik =
1
2

∇i∇kR+RisRs
k +R j

iksR
s
j

− ∇kRsi∇
s f + 〈∇Rik,∇ f 〉−Ri jksR js +λRik

= 〈∇Rik,∇ f 〉+λRik−2Ri jksR js +RisRs
k +

1
2

∇k∇iR−∇kRis∇
s f

eşitliği elde edilir. Yine, (1) eşitliğinin türevi alınır ve gerekli kısaltmalar yapılırsa,

∆Ri j = 〈∇Ri j,∇ f 〉+2λRi j−2Rik jsRks

olduğu görülür.

(3) eşitliğinin g metriği ile daraltması alınarak,

∑
i, j

gi j
∆Ri j = ∑

i, j
gi j(〈∇Ri j,∇ f 〉+2λRi j−2Rik jsRks)

∆R = 〈∇R,∇ f 〉+2λR−2RksRks

= 〈∇R,∇ f 〉+2λR−2|Ric|2

(4) eşitliği kolaylıkla gösterilmiş olur. 2

Lemma 3.1.8. [28] (Mn,g,X ,λ ) Ricci solitonu üzerinde

1
2

∆|X |2 = |∇X |2−Ric(X ,X)

eşitliği sağlanır.

İspat: (3.1) eşitliğinin izi alınırsa,

R+divX = nλ (3.7)

eşitliği elde edilir. (3.7) eşitliğinde sırasıyla X vektör alanına göre türev alınarak,

daraltılmış ikinci Bianchi eşitliği ve Lemma 2.3.25 kullanılarak,

−DX divX = DX R

= 2divRic(X)

= −div(LX g)(X)

= −(1
2

∆|X |2−|∇X |2 +Ric(X ,X)+DX divX)
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eşitliği elde edilir. Böylece,

1
2

∆|X |2 = |∇X |2−Ric(X ,X)

olarak bulunur. 2

Önerme 3.1.9. [28] (Mn,g), µ Einstein sabiti ile verilen Einstein manifoldu

olmak üzere (Mn,g,∇ f ,λ ) bir gradiyent Ricci Soliton olsun. Bu durumda, Mn

üzerinde Hess f = 0 ya da Mn bir Gaussian solitondur.

İspat: (Mn,g) Einstein manifoldu gradiyent Ricci soliton olsun. Bu durumda,

µg+Hess f = λg

dir. Buradan, µ = λ ise Hess f = 0 dır. Aksi durumda, Hess f = (λ − µ)g olur.

Burada, f fonksiyonu bir sabit ile çarpılırsa Hess f = g eşitliği elde edilir. Böylece,

f konveks fonksiyondur. Şimdi, f fonksiyonuna uygun bir sabit eklenirse,

r =
√

f

fonksiyonunun f in minimum değerine olan uzaklık fonksiyonu olduğu görülür.

Buradan, radyal eğriliklerin sıfır olduğu ve Mn manifoldunun düz(flat) olduğu

kolaylıkla gösterilir. Böylece, Mn bir Gaussian solitondur. 2

Teorem 3.1.10. [28] (Mn,g,X ,λ ) kompakt Ricci soliton olsun. Ric(X ,X)≤ 0 ise,

Mn bir Einstein manifoldudur.

İspat: Mn kompakt olduğundan Lemma 3.1.8 deki eşitliğin her iki tarafının Mn

manifoldu üzerinden integrali alınarak divergens teoreminden

∇X = 0

olduğu görülür. Buradan Mn bir Einstein manifoldudur. 2



37

3.2. Almost Ricci Solitonlar

(Mn,g0) tam(complete) Riemann manifoldu olmak üzere g(t), Ricci flow

denkleminin [0,ε], ε > 0 aralığı üzerinde ϕt diffeomorfizmlerin 1- parametreli

ailesi için g(t) = τ(p, t)ϕ∗t g0(p) olacak şekilde bir çözümü olsun. Burada, p ∈Mn

için τ : Mn× [0,ε]→ R pozitif fonksiyondur. Bu durumda,

∂

∂ t
g(t)|p =

∂

∂ t
τ(p, t)ϕ∗t g0(p)+ τ(p, t)ϕ∗t L ∂

∂ t ϕ(p,t)g0(p) (3.8)

olarak yazılabilir. ϕ(0) = I ve g(0) = g0 olduğundan τ(p,0) = 1 dir. (3.8)

eşitliğinden

Ricg0 +
1
2

LX g0 = λg0

olarak elde edilir. Burada, λ (p) = −1
2

∂

∂ t τ(p,0) ve X = ∂

∂ t ϕ(p,0) dır. Böylelikle,

Ricci soliton denklemindeki sabit λ sayısının λ : Mn → R fonksiyon olabileceği

gösterilmiştir [2, 29].

Tanım 3.2.1. [2] (Mn,g) diferensiyellenebilir Riemann manifoldu olsun.

Ric+
1
2

LX g = λg

eşitliği sağlanacak şekilde X vektör alanı ve λ : Mn → R fonksiyonu varsa Mn

manifolduna almost Ricci soliton denir.

X vektör alanı bir f : Mn→R fonksiyonunun gradiyenti ise Mn ye gradiyent almost

Ricci soliton denir. Bu durumda, Ricci soliton denklemi

Ric+∇
2 f = λg

eşitliğindeki gibidir.

Yine Ricci soliton metriğinde olduğu gibi almost Ricci solitonlar da λ

fonksiyonuna göre isim alır.

Örnek 3.2.2. [2] Rn+1 uzayında Sn küresinin Ricci tensörü Ric = (n− 1)g0 ve

skalar eğriliği R = n(n−1) dir. Rn+1 uzayı üzerindeki sabit bir X̃ vektör alanının
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Sn küresi üzerindeki izdüşümü yani, X̃ vektör alanının Sn küresine teğet bileşeni X

için, λ = ndivX−R olmak üzere her V,W ∈ χ(Sn) için,

1
2

LX g0(V,W ) =
1
2
[〈∇V X ,W 〉+ 〈∇W X ,V 〉]

= 〈V,W 〉

olduğundan 1
2 LX g0 = g0 dır. Buradan X konformal vektör alanıdır. Ayrıca,

divX = n dir. Dolayısıyla bu değerler kullanılarak,

λ = ndivX−R = n.n−n(n−1) = n

olduğu görülür. λ = n değeri RicSn + 1
2 LX g0 = λg0 denklemini sağlar. Sonuç

olarak, (Sn,g0,X ,λ ) dörtlüsü almost Ricci solitondur.

Ricci soliton manifoldunda λ nın sabit olması nedeniyle ∇λ = 0 dır. Bu özellik

konuyla ilgili yapılan çalışmalarda işlem kolaylığı sağlamaktadır. Fakat almost

Ricci soliton manifoldları için durum böyle değildir. Ayrıca, kompakt Ricci

solitonların aksine almost Ricci soliton manifoldlarının gradiyent almost Ricci

soliton olması için skalar eğriliklerinin sabit olması gerekmektedir [3]. Bu

kısımda almost Ricci solitonlarla ilgili günümüze kadar yapılan çalışmalardan

bazıları verilecektir.

Önerme 3.2.3. [2] (Mn,g,∇ f ,λ ) almost gradiyent Ricci soliton olsun. Bu

durumda aşağıdaki eşitlikler sağlanır.

(1) R+∆ f = nλ

(2) ∇iR = 2Ri j∇
j f +2(n−1)∇iλ

(3) ∇ jRik−∇iR jk−Ri jks∇
s f = (∇ jλ )gik− (∇iλ )g jk

(4) ∇(R+ |∇ f |2−2(n−1)λ ) = 2λ∇ f .
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İspat:

(1) eşitliğinin ispatı için skalar eğrilik ve bir fonksiyonun laplasiyanı tanımı

kullanılarak,

R+∆ f = ∑
i j

gi jRi j +∑
i j

gi j
∇

2
i j f

= ∑
i j

gi jRi j +∑
i j

gi j(λgi j−Ri j)

= nλ

olduğu görülür.

(2) eşitliğinin ispatı için tekrar 1
2 ∇iR = (divRic)i eşitliği kullanılarak,

(divRic)i = ∑
j,k

g jk
∇kRi j

= ∑
j,k

g jk
∇k(λgi j−∇

2
i j f )

= ∑
j,k

g jk
∇k(λgi j)−∑

j,k
g jk

∇k∇i∇ j f

= ∑
j,k

g jk(∇kλ )gi j−∑
j,k

g jk
∇

2
ki∇ j f

= ∇iλ −∑
j,k

g jk(∇2
ik∇ j f +∇ f (R(∂k,∂i)∂ j))

= ∇iλ −∑
j,k

g jk
∇i∇k∇ j f −∑

j,k
g jk

∇ f (R(∂k,∂i)∂ j))

= ∇iλ −∇i ∑
j,k

g jk
∇k∇ j f −∑

j,k,s
g jkRki js∇

s f

= ∇iλ −∇i∆ f −∑
s

Ris∇
s f

olduğundan

1
2

∇iR = ∇iλ −∇i∆ f −∑
s

Ris∇
s f

= ∇iλ −∇i(nλ −R)−∑
s

Ris∇
s f

= (1−n)∇iλ +∇iR−∑
s

Ris∇
s f
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olarak elde edilir. Buradan,

∇iR = ∑
s

2Ris∇
s f +2(n−1)∇iλ

dır. (3) eşitliğinin ispatı için (2) eşitliğinin ispatında kullanılan tensör cebiri

işlemlerine benzer işlemler yapılarak,

∇ jRik−∇iR jk = (∇ jλ )gik−∇ j∇i∇k f − (∇iλ )g jk +∇i∇ j∇k f

= (∇ jλ )gik− (∇iλ )g jk +∇
2
i j∇k f −∇

2
ji∇k f

= (∇ jλ )gik− (∇iλ )g jk +(∇ f )(R(∂i,∂ j)∂k)

= (∇ jλ )gik− (∇iλ )g jk +∑
s

Ri jks∇
s f

olduğu kolaylıkla görülür.

Almost Ricci solitonların (1,1)- tensör gösteriminden ve (3) eşitliğinden

yararlanılarak,

1
2

∇(R+ |∇ f |2) =
1
2

∇R+
1
2

∇|∇ f |2

= Ric(∇ f )+(n−1)∇λ +∇∇ f ∇ f

= λ∇ f +(n−1)∇λ

(4) eşitliği sağlanır. 2

Lemma 3.2.4. [2] (Mn,g,X ,λ ) almost Ricci soliton olsun. Bu durumda,

(1) 1
2 ∆|X |2 = |∇X |2−Ric(X ,X)− (n−2)g(∇λ ,X),

(2) 1
2(∆−DX)|X |2 = |∇X |2−λ |X |2− (n−2)g(∇λ ,X)

eşitlikleri sağlanır.

İspat: Ric+ 1
2 LX g = λg eşitliğinin her iki yanının divergensi alınarak,

2divRic+div(LX g) = 2∇λ (3.9)
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eşitliği elde edilir. Ayrıca, R+divX = nλ olduğundan her Z ∈ χ(M) için,

DZR+DZdivX = nDZ(λ )

dır. Diğer taraftan, daraltılmış ikinci Bianchi eşitliği, Lemma 2.3.25 ve (3.9)

eşitliğinden

DX divX = nDX(λ )−DX R

= ng(∇λ ,X)−DX R

= ng(∇λ ,X)−2divRic(X)

= ng(∇λ ,X)+div(LX g)(X)−2g(∇λ ,X)

= (n−2)g(∇λ ,X)+(
1
2

∆|X |2−|∇X |2 +Ric(X ,X)+DX divX)

eşitliği elde edilerek

1
2

∆|X |2 = |∇X |2−Ric(X ,X)− (n−2)g(∇λ ,X)

olarak bulunur.

Şimdi (2) eşitliğinin ispatı için, (1) eşitliğinde Ric(X ,X) yerine

Ric(X ,X) = λ |X |2− 1
2 LX g(X ,X) fonksiyonu yazılırsa

1
2

∆|X |2 = |∇X |2−λ |X |2 + 1
2

LX g(X ,X)− (n−2)g(∇λ ,X)

= |∇X |2−λ |X |2 + 1
2

DX |X |2− (n−2)g(∇λ ,X)

eşitliği elde edilir. 2

Teorem 3.2.5. [2] n ≥ 3 olmak üzere, (Mn,g,X ,λ ) kompakt almost Ricci soliton

ve
∫

M
(Ric(X ,X)+(n−2)g(∇λ ,X))dM ≤ 0 olsun. Bu durumda, X Killing vektör

alanıdır. Böylece Mn aşikar(trivial) Ricci solitondur.

İspat: Yukarıdaki lemmanın (1) eşitliğinde her iki yanının Mn kompakt manifoldu

üzerinden integrali alınarak,∫
M
|∇X |2dM =

∫
M
(Ric(X ,X)+(n−2)g(∇λ ,X))dM
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eşitliği elde edilir. Bu eşitliğin sağ tarafı sıfırdan küçük eşit olduğundan ∇X = 0

dır. Buradan X Killing vektör alanıdır. Yani, Mn Einstein manifoldudur. 2

Teorem 3.2.6. [2] n ≥ 3 olmak üzere, (Mn,g,X ,λ ) kompakt almost Ricci soliton

olsun. X vektör alanı aşikar olmayan(non-trivial) konformal vektör alanı ise, Mn

manifoldu Sn Öklidyen küresine izometriktir.

İspat: X vektör alanı aşikar(trivial) vektör alanı olmadığından ψ 6= 0 olmak üzere,

LX g = 2ψg dir. Bu eşitlik almost Ricci soliton denkleminde yerine yazıldığında

Ric = (λ−ψ)g elde edilir. Bu eşitliğin her iki yanının izi alınarak, R skalar eğriliği

R = n(λ −ψ) olarak bulunur. λ −ψ sabit olduğundan R skalar eğriliği sabittir.

Ayrıca, ψ 6= 0 olduğundan R > 0 (Lemma (2.3), [32]) dır. Buradan, R 6= 0 dır. Ric

tensörünün X vektör alanına göre türevi alınarak,

LX Ric = LX((λ −ψ)g)

= (λ −ψ)LX g

= 2(λ −ψ)ψg

eşitliği elde edilir. Bu durumda, Mn manifoldu Öklidyen küresine izometriktir

(Teorem 4.2, [32]). 2

3.3. Ricci Solitonlar ve Concircular Vektör Alanları

Mn Riemann manifoldu üzerinde bir X vektör alanına

∇Y X = µY, ∀Y ∈ χ(M) (3.10)

önermesi sağlanacak şekilde sıfırdan farklı bir µ : Mn → R fonksiyonu varsa

concircular vektör alanı denir [10]. Chen’in 2015 yılında yapmış olduğu

çalışmada soliton potansiyel vektör alanının concircular vektör alanı olması

durumu incelenmiştir [10].

Bu kısımda, bu çalışmadaki bazı temel tanım ve teoremler verilecektir.
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Lemma 3.3.1. [10] (Mn,g) Riemann manifoldu ve f , Mn manifoldu üzerinde bir

fonksiyon olsun. Bu durumda, ∇ f gradiyent vektör alanının concircular vektör

alanı olması için gerek ve yeter koşul her X ,Y ∈ χ(M) ve µ fonksiyonu için,

Hess f (X ,Y ) = µg(X ,Y ) (3.11)

eşitliğinin sağlanmasıdır.

İspat: f , Mn üzerinde bir fonksiyon olmak üzere, her X ,Y ∈ χ(M) için (3.11)

eşitliği sağlansın. Bu durumda,

Hess f (X ,Y ) = g(∇X ∇ f ,Y )

olduğundan ∇X ∇ f = µX dir. Buradan, ∇ f concircular vektör alanıdır.

Karşıt olarak, ∇ f concircular vektör alanı olsun. Bu durumda, sıfırdan farklı µ

fonksiyonu ve her X ∈ χ(M) için ∇X ∇ f = µX dir. Buradan, Hess f = µg eşitliğinin

sağlandığı açıktır. 2

Bir Riemann manifoldu üzerinde sıfırdan farklı concircular vektör alanı varsa

Riemann manifoldunun warped çarpım manifoldu olduğunu veren teorem

aşağıdadır.

Teorem 3.3.2. [10] Eğer, (Mn,g) Riemann manifoldu üzerinde hiçbir yerde sıfır

olmayan concircular vektör alanı varsa bu durumda, ϕ : I → R sıfırdan farklı

fonksiyon ve F, (n−1)- boyutlu Riemann manifoldu olmak üzere,

M manifoldu I×ϕ(s) F warped çarpım manifoldudur.
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Teorem 3.3.3. [10] n≥ 3 olmak üzere, (Mn,g,X ,λ ) Ricci soliton olsun. X vektör

alanının concircular vektör alanı olması için gerek ve yeter koşul aşağıdaki üç

koşulun sağlanmasıdır.

(a) (3.10) eşitliğindeki µ fonksiyonu sıfırdan farklı bir b sabitidir.

(b) λ = b dir.

(c) I ⊆R yay uzunluğu s olan bir açık aralık, c bir sabit ve F, RicF = (n−2)b2gF

için (n− 1)- boyutlu Einstein manifoldu olmak üzere, M = I×bs+c F warped

çarpım manifoldudur.

İspat: (Mn,g,X ,λ ) Ricci soliton ve X concircular vektör alanı olsun. Bu durumda,

her V,W ∈ χ(M) için

(LX g)(V,W ) = g(∇V X ,W )+g(∇W X ,V ) = 2µg(V,W )

olduğundan bu eşitlik Ricci soliton denkleminde yerine yazılarak

Ric(V,W ) = (λ −µ)g(V,W ) (3.12)

eşitliği elde edilir. Buradan, Mn nin Einstein manifoldu olduğu görülür. n ≥ 3 ve

Mn Einstein manifoldu olduğundan Mn nin skalar eğriliği sabittir. Yani,

R = n(λ −µ) olduğundan µ sıfırdan farklı bir sabittir. Bu sabit b ile gösterilsin.

µ = b için, ∇V X = bV ve X vektör alanına normal her V vektör alanı için

R(V,X)X = 0 eşitliği elde edilir. Buradan, Ric(X ,X) = 0 dır. Dolayısıyla, Mn

Ricci flat manifolddur. Mn manifoldunun Ricci flat oluşu (3.12) eşitliği ile birlikte

düşünüldüğünde λ = b olduğu görülür.

Şimdi, (c) nin doğru olduğu gösterilecektir. Teorem 3.3.2 ye göre, ϕ : I → R

fonksiyonu ve F , (n− 1)- boyutlu Riemann manifoldu olmak üzere Mn, I×ϕ(s) F

warped çarpım manifoldudur. Ayrıca, µ = b ve Teorem 3.3.2 den ϕ ′(s) = µ = b

olarak bulunur. Buradan, c sabit olmak üzere ϕ(s) = bs+c biçimindedir. Böylece,
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M = I×bs+c F warped çarpım manifoldudur. Mn manifoldu Ricci flat olduğundan

(3.12) eşitliğinden λ = µ = b dir. Buna göre F manifoldu, Ricci tensörü

Ric = (n−2)b2gF eşitliğini sağlayan Einstein manifoldudur ( [6]; (9.109) eşitlik ).

Tersine, (a) dan X vektör alanının concircular vektör alanı olduğu görülür. 2
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4. ALMOST RICCI SOLİTONLAR VE CONCİRCULAR
VEKTÖR ALANLARI

Bu bölümde, potansiyel vektör alanı concircular vektör alanı olan almost Ricci

solitonlar ve almost Ricci solitonun alt manifold olduğu durumlar için elde edilen

yeni sonuçlar verilecektir [1].

4.1. Almost Ricci Solitonlar ve Concircular Vektör Alanları

Barros ve Ribeiro Jr. [2] de (Mn,g) kompakt almost Ricci soliton manifoldunun

rijit olması ile ilgili yaptıkları çalışmada Ricci soliton manifoldunun potansiyel

vektör alanı konformal vektör alanı olduğunda (Mn,g) Ricci soliton manifoldunun

Sn küresine izometrik olduğunu göstermiştir. Potansiyel vektör alanı concircular

vektör alanı olan Mn almost Ricci soliton için de benzer sonuç aşağıdaki gibidir.

Teorem 4.1.1. [1] n ≥ 3 olmak üzere, (Mn,g,v,λ ) kompakt almost Ricci soliton

olsun. v concircular vektör alanı ise bu durumda, Mn manifoldu Sn Öklidyen

küresine izometriktir.

İspat: v vektör alanı concircular olduğundan sıfırdan faklı µ fonksiyonu ve her

X ∈ χ(M) vektör alanı için, ∇vX = µX dir. Buradan,

1
2
(Lvg)(Y,Z) =

1
2
[g(∇Y v,Z)+g(∇Zv,Y )]

= µg(Y,Z)

dir. Böylece, Ricci soliton denkleminde

Ric(Y,Z) = (λ −µ)g(Y,Z)

eşitliği elde edilir. n≥ 3 olduğundan λ −µ sabittir. λ −µ sabit olduğundan,

LvRic = Lv((λ −µ)g)

= (λ −µ)Lvg

= (λ −µ)µg
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eşitliği elde edilir. Buradan, Mn manifoldu Sn Öklidyen küresine izometriktir

(Teorem 4.2, [32]). 2

Bu teoremin bir sonucu olarak, concircular vektör alanları ve kapalı(closed)

konformal vektör alanları arasındaki ilgi aşağıdaki gibidir.

Koszul formülünden her Y,Z ∈ χ(M) için θ = g(v, ·), v vektör alanının g metriğine

göre kovaryant formu olmak üzere

2g(∇Y v,Z) = (Lvg)(Y,Z)+dθ(Y,Z)

eşitliği yazılabilir. µ , M manifoldu üzerinde bir fonksiyon olmak üzere,

Lvg = 2µg ve dθ = 0 ise v vektör alanına kapalı (closed) konformal vektör alanı

denir [31]. Bu durumda, kapalı(closed) konformal vektör alanının concircular

vektör alanı olduğu açıktır.

Sonuç 4.1.2. [1] n ≥ 3 olmak üzere, (Mn,g,v,λ ) kompakt almost Ricci soliton

olsun. v kapalı konformal vektör alanı ise, Mn manifoldu Sn Öklidyen küresine

izometriktir.

4.2. Almost Ricci Solitonun Alt Manifold Olduğu Durumlar

Ricci solitonların alt manifold olması durumunu ilk olarak 2015 yılında Chen

concircular vektör alanlarından yararlanarak çalışmıştır [10]. Bu çalışma almost

Ricci solitonların alt manifold olması durumunun çalışılmasını motive etmiştir.

Gauss ve Weingarten formülleri [11] alt manifold teorisinde önemli bir yer

tutmaktadır. Bu kısımda öncelikle alt manifold teorisi ile ilgili özellikler kısaca

hatırlatılarak almost Ricci solitonların alt manifold olması durumunda elde edilen

yeni sonuçlar verilecektir.

(Nm, g̃), m- boyutlu Riemann manifoldu ve φ : Mn → Nm izometrik immersiyon

olsun. Mn ve Nm manifoldları üzerindeki konneksiyonlar sırasıyla ∇ ve ∇̃ ile

gösterilsin.
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Mn manifolduna teğet X ,Y vektör alanları ve Mn manifolduna normal vektör alanı

ξ verildiğinde, sırasıyla Gauss ve Weingarten formülleri

∇̃XY = ∇XY +h(X ,Y ) (4.1)

∇̃X ξ =−Aξ X +DX ξ (4.2)

eşitlikleriyle tanımlıdır. Burada, ∇XY ve h(X ,Y ) sırasıyla ∇̃XY vektör alanının

teğet ve normal bileşenleri ve benzer şekilde−Aξ X ve DX ξ vektör alanları da ∇̃X ξ

vektör alanının teğet ve normal bileşenleridir. Burada, h, A ve D sırasıyla (Mn,g)

alt manifoldunun ikinci temel formu, şekil operatörü ve normal konneksiyonudur.

Buna göre,

g̃(h(X ,Y ),ξ ) = g(Aξ X ,Y )

eşitliği sağlanır.

Bu kısımda, Nm manifoldu üzerinde v vektör alanı verildiğinde v vektör alanının

Mn manifolduna teğet ve normal bileşenleri sırasıyla vT ve vN ile gösterilecektir.

Gauss ve Weingarten formülleri kullanılarak, aşağıdaki lemma verilebilir.

Not 4.2.1. Bir (Mn,g) Riemann alt manifoldunun ξ normal vektör alanına göre

şekil operatörü Aξ olmak üzere, Aξ = ϕI eşitliği sağlanıyor ise Mn alt manifolduna

ξ - umbilik denir. Burada ϕ , Mn üzerinde bir fonksiyon ve I da Mn üzerinde

özdeşlik dönüşümüdür.

Lemma 4.2.2. [1] Mn, Nm manifoldunun alt manifoldu ve v, Nm üzerinde

concircular vektör alanı olsun. Mn manifoldunun totally umbilik ya da düz(flat)

olması için gerek ve yeter koşul vT vektörünün Mn manifoldu üzerinde concircular

vektör alanı olmasıdır.

İspat: Mn alt manifoldu düz(flat) ya da totally umbilik olsun. v, Nm manifoldu

üzerinde concircular vektör alanı olduğundan ∇̃X v = µX olacak şekilde Nm

üzerinde µ fonksiyonu vardır. Bu durumda, (4.1) ve (4.2) eşitliklerinden
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yararlanılarak her X ∈ χ(M) için,

µX = ∇X vT +h(X ,vT )−AvN X +DX vN

olduğu görülür. Bu eşitliğin tanjant ve normal kısımları ayrılırsa,

∇X vT = AvN X +µX (4.3)

eşitliği elde edilir. Böylece vT , M manifoldu üzerinde concircular vektör alanıdır.

Karşıt olarak, eğer vT Mn manifoldu üzerinde concircular vektör alanı ise, bu

durumda her X ∈ χ(M) için

∇X vT = ηX

olacak şekilde Mn üzerinde sıfırdan farklı bir η fonksiyonu vardır. Bu durumda,

(4.3) eşitliğinden

AvN X = (η−µ)X

eşitliği elde edilir. Buradan, η = µ ise Mn düz(flat) manifolddur. Aksi durumda

Mn totally umbiliktir. 2

Bu lemmadan yararlanılarak, aşağıdaki teorem verilebilir.

Teorem 4.2.3. [1] Mn, Nm Riemann manifoldunun totally umbilik alt manifoldu ve

(Mn,g,vT ,λ ) almost Ricci soliton olsun. Bu durumda, Mn manifoldu Sn küresine

izometriktir.

İspat: Mn, Nm Riemann manifoldunun totally umbilik alt manifoldu ve

(Mn,g,vT ,λ ) almost Ricci soliton olsun. Bu durumda, Lemma 4.2.2 den vT , Mn

manifoldu üzerinde concircular vektör alanıdır. Açık olarak, ∇X vT = µX olacak

şekilde Mn manifoldu üzerinde sıfırdan farklı µ fonksiyonu vardır. Buradan, Lie

türevinin tanımı kullanılarak her X ,Y ∈ χ(M) için

LvT g(X ,Y ) = g(∇X vT ,Y )+g(∇Y vT ,X)

= 2µg(X ,Y )
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olarak bulunur. Bu eşitlik almost Ricci soliton denkleminde yerine yazılırsa,

Ric(X ,Y ) = (λ −µ)g(X ,Y )

olarak elde edilir. Dolayısıyla, R = n(λ −µ) olduğundan, Teorem 4.1.1 in ispatına

benzer olarak Mn manifoldunun Sn küresine izometrik olduğu kolaylıkla gösterilir.

2

Teorem 4.2.4. [1] Mn, Nm Riemann manifoldunun alt manifoldu olsun.

(Mn,g,vT ,λ ) dörtlüsünün almost Ricci soliton olması için gerek ve yeter koşul her

X ,Y ∈ χ(M) için,

Ric(X ,Y ) = (λ −µ)g(X ,Y )− g̃(h(X ,Y ),vN)

eşitliğinin sağlanmasıdır.

İspat: v ∈ χ(N) concircular vektör alanı olduğundan Gauss ve Weingarten

formülleri kullanılarak her X ∈ χ(M) için,

µX = ∇̃X v = ∇X(vT + vN)

= ∇X vT +h(X ,vT )−AvN X +DX vN

eşitliği elde edilir. Buradan, teğet ve normal kısımları ayrılırsa

∇X vT = AvN X +µX

h(X ,vT ) =−DX vN

olur. Böylece, her X ,Y ∈ χ(M) için

(LvT g)(X ,Y ) = g(∇X vT ,Y )+(∇Y vT ,X)

= 2µg(X ,Y )+2g(AvN X ,Y )

= 2µg(X ,Y )+2g̃(h(X ,Y ),vN)

eşitliği elde edilir. Buna göre, (Mn,g,vT ,λ ) dörtlüsünün almost Ricci soliton

olması için gerek ve yeter koşul

Ric(X ,Y )+µg(X ,Y )+ g̃(h(X ,Y ),vN) = λg(X ,Y )
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eşitliğinin sağlanmasıdır. 2

Bu teoremden yararlanılarak aşağıdaki sonuçlar verilebilir.

Sonuç 4.2.5. [1] n≥ 3 olmak üzere Mn, Nm Riemann manifoldunun alt manifoldu

ve (Mn,g,vT ,λ ) almost Ricci soliton olsun. Mn manifoldunun aşikar(trivial)

soliton olması için gerek ve yeter koşul Mn manifoldunun vN- umbilik olmasıdır.

İspat: (Mn,g,vT ,λ ) almost Ricci solitonu aşikar(trivial) soliton olsun. Bu

durumda, her X ,Y ∈ χ(M) için (LvT g)(X ,Y ) = 0 dır. Ayrıca,

(LvT g)(X ,Y ) = g(∇X vT ,Y )+(∇Y vT ,X)

= 2µg(X ,Y )+2g(AvN X ,Y )

eşitliğine göre g(µX +AvN X ,Y ) = 0 dır. Buradan, AvN X =−µX olarak elde edilir.

Yani, Mn manifoldu vN- umbiliktir. 2

Sonuç 4.2.6. [1] Mn, Nm Riemann manifoldunun totally umbilik alt manifoldu

ve (Mn,g,vT ,λ ) almost Ricci soliton olsun. Bu durumda, Mn aşikar(trivial) Ricci

solitondur.

[30] da Sharma (Mn,g,v,λ ) almost Ricci solitonunun Ricci tensörü paralel

ise, v vektör alanının konformal vektör alanı olduğunu göstermiştir. Buradan

yararlanılarak aşağıdaki sonuç verilebilir.

Sonuç 4.2.7. [1] Mn, Nm Riemann manifoldunun alt manifoldu ve (Mn,g,vT ,λ ),

Ricci tensörü paralel olan kompakt almost Ricci soliton olsun. Bu durumda, Mn

manifoldu Sn küresine izometriktir.
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5. QUASI-EINSTEIN MANİFOLDLARININ RİJİT OLMA
DURUMLARI

Einstein metrikleri ve bu metriklerin genellemesi hem matematikte hem de fizikte

önemli bir rol oynamaktadır. Catino [9] Einstein metriklerinin bir genellemesi

olarak Riemann metriklerinin genelleştirilmiş quasi-Einstein metrikleri olarak

isimlendirilen yeni bir sınıfını vermiştir. Bu kısımda, genelleştirilmiş

m-quasi-Einstein manifoldlarının warped çarpım manifoldları ile ilgisi verilecektir.

5.1. Genelleştirilmiş m-Quasi-Einstein Manifoldları

B = (Bn,gB) ve F = (Fm,gF) Riemann manifoldları olmak üzere, sırasıyla π

ve σ dönüşümleri Bn × Fm manifoldundan Bn ve Fm manifoldlarına izdüşüm

fonksiyonları olsun. f : Bn → R pozitif fonksiyon olmak üzere Bn × f Fm

manifolduna g = π∗(gB) + f 2σ∗(gF) metrik tensörü ile verilmiş warped çarpım

manifoldu denir. Burada, f fonksiyonuna warping fonksiyonu denir. RicB ve

RicF tensörleri sırasıyla Bn ve Fm manifoldlarının Ricci tensörlerinin Bn × f Fm

manifolduna kaldırılmışları (liftleri) olmak üzere, konu ile ilgili ilk önerme aşağıda

verilmiştir.

Önerme 5.1.1. [26] Bn ve Fm Riemann manifoldları olmak üzere, Bn × f Fm

warped çarpım manifoldu üzerinde X ,Y yatay, V,W düşey vektör alanları ve

m = dimF > 1 için, Bn × f Fm manifoldunun Ricci tensörü aşağıdaki eşitlikleri

sağlar.

1. Ric(X ,Y ) = RicB(X ,Y )− m
f Hess f (X ,Y )

2. Ric(X ,V ) = 0

3. Ric(V,W ) = RicF(V,W )− (−∆ f
f + |∇ f |2

f 2 (m−1))g(V,W )

Bu önermeden yararlanarak, Einstein eşitlikleri aşağıdaki gibidir.
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Sonuç 5.1.2. [24] Bn × f Fm warped çarpım manifoldunun Ric = λg olacak

şekilde Einstein manifoldu olması için gerek ve yeter koşul aşağıdaki koşulların

sağlanmasıdır.

(1) RicB = λgB +
m
f Hess f

(2) (F,gF) manifoldu, RicF = µgF olacak şekilde Einstein manifoldudur.

(3) − f ∆ f +(m−1)|∇ f |2 +λ f 2 = µ .

Tanım 5.1.3. [9] n ≥ 2 için, (Mn,g) tam(complete) Riemann manifoldu olmak

üzere 0 < m≤ ∞, m ∈ Z+ için

Ric+∇
2 f − 1

m
d f ⊗d f = λg (5.1)

eşitliği sağlanacak şekilde Mn üzerinde f ve λ fonksiyonları varsa, Mn

manifolduna genelleştirilmiş m-quasi-Einstein manifoldu denir. Burada,

Ricm
f = Ric+∇2 f − 1

m d f ⊗d f tensörüne Bakry-Emery Ricci tensörü denir.

(5.1) eşitliğinde λ ∈R için elde edilen (Mn,g,∇ f ,λ ) dörtlüsüne m-quasi-Einstein

manifoldu denir.

Özel olarak m = ∞ için, (5.1) eşitliği gradiyent almost Ricci soliton denklemini

verir. Ayrıca, λ ∈ R olması durumunda m-quasi-Einstein manifoldunun gradiyent

Ricci soliton manifoldu olduğu açıktır.

Şimdi, Bn×Fm çarpım manifoldu u : Bn→ R, u = e−
f
m fonksiyonu için

g = gB+u2gF metrik tensörü ile verildiğinde B×u F warped çarpım manifoldu göz

önüne alınsın. Bu durumda,

∇u =− 1
m e−

f
m ∇ f

m
u Hessu =−Hess f + 1

m d f ⊗d f

olduğundan λ reel sayısı için m-quasi-Einstein manifoldunu karakterize eden
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Ric+∇2 f − 1
m d f ⊗d f = λg eşitliği

RicB−
m
u

Hessu = λgB (5.2)

şeklinde yazılabilir.

Açık olarak, (5.2) eşitliği Sonuç 5.1.2 nin (1) önermesinde verilen eşitliktir.

Dolayısıyla, m-quasi-Einstein manifoldları (n + m)- boyutlu Einstein warped

çarpım manifoldunun n- boyutlu taban manifoldudur. Yani, (Bn,gB)

taban manifoldu (Mn,gM) m-quasi-Einstein manifoldudur. Bundan sonra,

m-quasi-Einstein manifoldu denildiğinde λ ∈ R sayısı için

Ric + ∇2 f − 1
m d f ⊗ d f = λg eşitliğini sağlayan (n + m)− boyutlu Mn ×u Fm

Einstein manifoldunun Mn taban manifoldu anlaşılacaktır.

(5.2) eşitliğinde h = −m
u olmak üzere, (Mn,g,∇u,h,λ ) yapısıyla verilen Mn

Riemann manifolduna gradiyent h- Ricci soliton denir. Buna göre, her m-

quasi-Einstein manifoldu gradiyent (−m
u )- Ricci solitondur. Eğer u sabit fonksiyon

ise, m-quasi-Einstein manifoldu aşikar(trivial)dir denir.

(Mn,g) manifoldunun kompakt olması durumunda h- almost Ricci solitonların ve

h- Ricci solitonların rijit olması aşağıdaki teoremlerle karakterize edilmiştir.

Lemma 5.1.4. [20] (Mn,g,∇u,−m
u ,λ ) gradiyent (−m

u )- almost Ricci soliton

olsun. Bu durumda,

d(
n−2

m
u2

λ −u∆u− (m−1)|∇u|2)− m+n−2
m

λdu2 = 0 (5.3)

eşitliği sağlanır.

İspat: (M,g,∇u,−m
u ,λ ) gradiyent (−m

u )- almost Ricci soliton olsun. Bu durumda,

Ric− m
u ∇2u−λg = 0 eşitliğinin her iki yanının divergensi alınarak ve
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R = nλ + m
u ∆u ve (2.7) eşitlikleri kullanılarak,

0 = divRic− m
u

div∇
2u+∇

2u(∇(−m
u
), ·)−dλ

=
1
2

d(nλ +
m
u

∆u)− m
u
(Ric(∇u, ·)+d∆u)+

m
u2 ∇

2u(∇u, ·)−dλ

=
n−2

2
dλ +

1
2

d(
m
u

∆u)− m
u

d∆u− m
u
(λdu+

m
u

∇
2u(∇u, ·))+ m

2u2 d|∇u|2

=
n−2

2
dλ − m

2u2 (ud∆u+∆udu)− m
u2 λudu− m2

2u2 d|∇u|2 + m
2u2 d|∇u|2

=
n−2

2
dλ − m

2u2 λdu2− m
2u2 d(u∆u)− m2

2u2 d|∇u|2 + m
2u2 d|∇u|2

olduğu görülür. Bu eşitliğin her iki yanı 2u2

m ile çarpılırsa (5.3) eşitliği elde edilir.

2

Teorem 5.1.5. [20] (Mn,g,X ,h,λ ) kompakt aşikar olmayan(non-trivial) h- almost

Ricci soliton, Mn nin skalar eğriliği R sabit ve h> 0 veya h< 0 olsun. Bu durumda,

Mn manifoldu Sn(r) küresine izometriktir. Ayrıca, Mn manifoldu gradiyenttir ve

potansiyel fonksiyonu Sn(r) küresinin birinci öz değerine ait öz fonksiyondur.

İspat: T , simetrik (0,2) tipinde tensör olsun. T nin traceless tensörü
◦
T olmak

üzere,
◦
T = T − tr(T )

n g dir. Burada teoremin ispatı, hipotezdeki R skalar eğriliğinin

sabit olması koşulunun yerine daha zayıf bir koşul olan h > 0 için 〈X ,∇R〉 ≤ 0 ve

h < 0 için 〈X ,∇R〉 ≥ 0 koşulu altında yapılacaktır.

S = 1
2 LX g olsun. Bu durumda, h- almost Ricci soliton denkleminden

◦
Ric =−h

◦
S (5.4)

dir. Diğer taraftan Lemma 2.3.23 de T =
◦

Ric, ϕ = 1 ve Z = X alınarak,

div(
◦

Ric(X)) = (div
◦

Ric)(X)+ 〈∇X ,
◦

Ric〉 (5.5)

olduğu kolaylıkla görülebilir. Burada, daraltılmış ikinci Bianchi eşitliğinden

div(
◦

Ric(X)) =
n−2

2n
〈∇R,X〉 (5.6)
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eşitliği elde edilir. Ayrıca,

〈∇X ,
◦

Ric〉= 〈
◦

Ric,
◦
S〉=−h|

◦
S|2 (5.7)

dır. Böylece, (5.4)-(5.7) eşitliklerinden,

div(
◦

Ric(X)) =
n−2

2n
〈∇R,X〉−h|

◦
S|2 (5.8)

eşitliği elde edilir. (5.8) eşitliğinin Mn manifoldu üzerinden integrali alınarak,

◦
S = 0 olarak bulunur. Böylece, X nonhomotetik konformal vektör alanıdır ve (5.4)

eşitliğinden Mn Einstein manifoldudur.

Şimdi, X nonhomotetik konformal vektör alanı olduğundan LX g = 2ρg olacak

şekilde sabit olmayan bir ρ fonksiyonu vardır. h- almost Ricci soliton

denkleminden,

ρ =
divX

n
=

1
h
(λ − R

n
)

eşitliği elde edilir. Ayrıca, ρ fonksiyonu

∇
2
ρ =− R

n(n−1)
ρg

eşitliğini sağlar. ρ sabit olmadığından R
n−1 , ρ fonksiyonun laplasiyanın non-trivial

öz değeridir ve R > 0 dır. Buradan M, Sn(r) küresine izometriktir. Bu durumda ρ ,

Sn(r) küresinin λ1 = R/(n−1) birinci öz değerine karşılık gelen öz fonksiyonudur.

u =−n(n−1)
R

ρ

olmak üzere,

1
2

L∇ug = ∇
2u =−n(n−1)

R
∇

2
ρ = ρg =

1
2

LX g

eşitliği elde edilir. Buradan, Mn manifoldunun gradiyent h- almost Ricci soliton

olduğu görülür. 2
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Teorem 5.1.6. [20] u, Mn üzerinde pozitif fonksiyon ve m sıfırdan farklı sabit tam

sayısı için, (Mn,g,λ ,(−m
u ),λ ) gradiyent (−m

u ) Ricci soliton olsun. Bu durumda,

(i) µ sabit reel sayı olmak üzere,

λu2 +u∆u+(m−1)|∇u|2 = µ (5.9)

dir.

(ii) Kompakt durgun(steady) veya genişleyen(expanding) gradiyent (−m
u )- Ricci

soliton aşikar(trivial) solitondur.

İspat: (5.3) eşitliğinde λ sabit alınarak, (5.9) eşitliği elde edilir.

(ii) nin ispatı için Mn kompakt olduğundan,

u(p) = max
x∈M

u(x), u(q) = min
x∈M

u(x)

olacak şekilde p,q ∈Mn noktaları vardır. Bu durumda,

u(p)> 0, u(q)> 0, ∇u(p) = ∇u(q) = 0, ∆u(p)≤ 0≤ ∆u(q) (5.10)

olduğu görülür. Mn manifoldunun durgun(steady) olması durumunda (5.9)

eşitliğinden,

u∆u+(m−1)|∇u|2 = µ (5.11)

eşitliği elde edilir. Bu eşitlik (5.10) ile birlikte göz önüne alınarak,

0≥ u(p)∆u(p) = µ = u(q)∆u(q)≥ 0

eşitsizlikleri sağlanır. Buradan, µ = 0 olduğu görülür. Sonuç olarak, (5.11)

eşitliğinden,

u∆u+(m−1)|∇u|2 = 0 (5.12)

eşitliği elde edilir. Bu eşitliğin Mn üzerinden integrali alınarak,

(m−2)
∫

M
|∇u|2 = 0 (5.13)
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olduğu görülür. Burada m 6= 2 ise, (5.13) eşitliğinden u fonksiyonu sabittir. Diğer

taraftan, m = 2 ise (5.12) eşitliğinden

1
2

∆u2 = u∆u+ |∇u|2 = 0

eşitliği elde edilir. Buradan, u fonksiyonunun sabit olduğu görülür.

Şimdi Mn manifoldunun genişleyen(expanding) olduğu durum yani, λ < 0 durumu

için, (5.9) eşitliği ve (5.10) dan

λu2(p)≥ µ ≥ λu2(q)

eşitsizliği elde edilir. Buradan, u2(p) ≤ u2(q) sonucuna varılır. Dolayısıyla, u

fonksiyonu sabittir. Böylece her iki durumda da u fonksiyonu sabit olduğundan

Mn aşikar(trivial) solitondur. 2

Şimdi de (−m
u )- Ricci soliton manifoldunun warped çarpım manifoldları ile ilgisini

veren sonuç verilecektir.

Sonuç 5.1.7. [20] (Mn,gB,∇u,−m
u ,λ ) gradiyent (−m

u )- Ricci soliton, µ , (5.9)

eşitliğini sağlayan bir sabit ve (Fm,〈,〉), m > 1 olmak üzere m- boyutlu ve Ricci

tensörü RicF = µ〈,〉 eşitliğini sağlayan Riemann manifoldu olsun. Mn manifoldu

kompakt olduğunda λ > 0 kabul edilsin. Bu durumda, g = gM + u2〈,〉 metriği ile

verilen Mn×u Fm manifoldu Einstein manifoldudur.

İspat: (Mn,gM,∇u,−m
u ,λ ) kompakt gradiyent (−m

u )- Ricci soliton ve λ > 0 olsun.

Bu durumda X ,Y ∈ χ(M) için,

RicM(X ,Y )− m
u

∇
2u = λg

eşitliği Önerme 5.1.1 deki (1) eşitliğinde yerine yazılarak,

Ric(X ,Y ) = λg(X ,Y )

eşitliği elde edilir. Şimdi, V,W ∈ χ(F) olsun. Bu durumda, Önerme 5.1.1 deki (3)

eşitliği ve (5.9) eşitliği birlikte göz önüne alınarak,

Ric(V,W ) = λg(V,W )
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olduğu görülür. Böylece Mn×u Fm manifoldu Einsteindır. 2

Her aşikar(trivial) gradiyent (−m
u )- Ricci solitonun Einstein manifoldu olduğu

açıktır. Fakat tersi genellikle doğru değildir. Bu durum aşağıdaki örneklerle

verilebilir.

Örnek 5.1.8. [5] n ≥ 2 için (Sn,g0) birim küresi üzerinde τ = (1/n,+∞) reel

parametre ve hv(x) = 〈x,v〉, v ∈ Sn ⊂ Rn+1 sabit birim vektörüne göre yükseklik

fonksiyonu olmak üzere,

f =−mln(τ− hv

n
)

fonksiyonu göz önüne alınsın. Bu durumda u = e−
f
m = τ− hv

n için,

∇
2u = ∇

2(τ− hv

n
) =−1

n
∇

2hv

olarak bulunur. ∇hv = v olduğundan her Y,W ∈ χ(Sn) için,

∇
2hv(Y,W ) = 〈∇W ∇hv,Y 〉

= 〈∇W v,Y 〉

= −〈A(W ),Y 〉 (5.14)

eşitliği sağlanır. Diğer taraftan, Sn küresi totally umbilik olduğundan

II(W,Y ) = 〈A(W ),Y 〉v

dir. Buradan, Sn küresinin birim küre olduğu dikkate alınarak

〈II(W,Y ),X〉 = 〈A(W ),Y 〉〈v,X〉

= −〈W,Y 〉〈v,X〉 (5.15)

eşitliği elde edilir. Ayrıca, II(W,Y ) = 〈A(W ),Y 〉X olduğundan

〈II(W,Y ),X〉= 〈A(W ),Y 〉〈X ,X〉= 〈A(W ),Y 〉 (5.16)
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olarak elde edilir. (5.14), (5.15) ve (5.16) eşitliklerine göre,

∇
2hv(Y,W ) =−〈A(W ),Y 〉 = −〈II(W,Y ),X〉

= −〈W,Y 〉〈v,X〉

= −g0(W,Y )hv(x)

olduğundan ∇2hv =−hvg0 eşitliği elde edilir. Böylece, u = e−
f
m için

∇
2 f − 1

m
d f ⊗d f =−m

u
∇

2u =−m
u

hv

n
g0 =−

m
u
(τ−u)g0

olarak bulunur. Ayrıca, Sn küresinin Ricci tensörü Ric = (n−1)g0 olduğundan

λ = (n− 1)−m τ−u
u için, Sn küresi aşikar olmayan(non-trivial) (−m

u )- gradiyent

almost Ricci solitondur.

Örnek 5.1.9. [5] n ≥ 2 için (Rn,g0) Öklid uzayında τ bir reel parametre olmak

üzere, f =−mln(τ + |x|2) olsun. Bu durumda, u = e−
f
m = τ + |x|2 dir. Buradan,

∇
2u = ∇

2(τ + |x|2) = ∇
2|x|2

ve her Y,Z ∈ χ(Rn) için

(∇2|x|2)(Y,Z) = (∇Z∇|x|2)(Y )

= ∇Z(∇|x|2(Y ))−∇|x|2(∇ZY )

= ∇Z〈∇|x|2,Y 〉−〈∇ZY,∇|x|2〉

= 〈∇Z∇|x|2,Y 〉

eşitlikleri elde edilir.

Diğer taraftan, |x|2 =
n

∑
i=1

x2
i olduğundan ∇|x|2 = 2x dir. Buradan, ∇Z∇|x|2 = 2Z ve

(∇2|x|2)(Y,Z) = 〈∇Z∇|x|2,Y 〉= 2〈Z,Y 〉

olarak bulunur. Buradan, ∇2|x|2 = 2g0 dır. Böylece,

∇2 f − 1
m d f ⊗d f =−m

u ∇2u olduğundan
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∇2 f − 1
m d f ⊗d f =−2 m

u g0 olarak bulunur. Ayrıca, Rn uzayı Ricci flat olduğundan,

λ = −2 m
u için (Rn,g0) uzayı aşikar olmayan(non-trivial) −(m

u )- gradiyent almost

Ricci solitondur.

5.2. Quasi-Einstein Manifoldları Üzerinde İntegral Formülleri

Barros ve Ribeiro 2012 yılında yaptıkları çalışmada m-quasi-Einstein

manifoldunda bir f fonksiyonunun gradiyenti ∇ f yerine bir X vektör alanı

alarak m-Bakry-Emery tensörünü

Ricm
X = Ric+

1
2

LX g− 1
m

X [⊗X [

eşitliğiyle tanımlamışlardır [4]. Burada X [, X vektör alanına karşılık gelen 1-

formdur. Buna göre, λ reel sayısı için m-quasi-Einstein manifoldu (Mn,g,X ,λ )

Ric+
1
2

LX g− 1
m

X [⊗X [ = λg (5.17)

eşitliğiyle verilebilir.

Buradan, X ∈ χ(M) için X [(X) = 〈X ,X〉 olduğundan

Ric(X ,X)+ 〈∇X X ,X〉= 1
m
|X |4 +λ |X |2 (5.18)

eşitliği elde edilir. Ayrıca, (5.17) eşitliğinin izi alındığında

R+divX− 1
m
|X |2 = λn

olarak bulunur.

Tanım 5.2.1. [4] (Mn,g,X ,λ ) dörtlüsüne, X ≡ 0 ise aşikar(trivial)

m-quasi-Einstein manifoldu denir.

Yukarıdaki tanıma göre, bir m-quasi-Einstein manifoldunun aşikar(trivial) oluşu

Einstein manifoldu olmasına denktir.

Bu kısımda m-quasi-Einstein manifoldları için integral formülleri verilerek bu

manifoldların rijit olma durumları incelenecektir [4].



62

Lemma 5.2.2. [4] (Mn,g,X ,λ ) m-quasi-Einstein manifoldu olsun. Bu durumda,

(1) 1
2 ∆|X |2 = |∇X |2−Ric(X ,X)+ 2

m |X |
2divX

(2) 1
2(∆−DX)|X |2 = |∇X |2−λ |X |2 + 1

m |X |
2(2divX−|X |2)

(3) Mn kompakt ve ∇X = 0 ise, X = 0

özellikleri sağlanır.

İspat: (5.17) eşitliğinin her iki yanının divergensi alınarak,

divRic+
1
2

divLX g− 1
m

div(X [⊗X [) = 0

olur. Bu eşitlikte daraltılmış ikinci Bianchi eşitliği kullanılarak,

∇R+divLX g− 2
m

divXX [− 2
m
(∇|X |2)[ = 0

eşitliği elde edilir. Buradan, her Z ∈ χ(M) için

〈∇R,Z〉+divLX g(Z)− 2
m

X [(Z)divX− 2
m
(∇|X |2)[(Z) = 0

elde edilir. Ayrıca Z = X için,

div(LX g)(X) =−〈∇R,X〉+ 2
m

divXX [(X)+
1
m
(LX g)(X ,X) (5.19)

olduğu görülür. (5.19) eşitliğinde, ∇R+∇divX = 1
m ∇|X |2 eşitliği ve (2.10) eşitliği

kullanılarak (1) eşitliği gösterilmiş olur.

Ayrıca, (1) eşitliğinde (5.18) eşitliği kullanılarak (2) eşitliği kolaylıkla gösterilir.

(3) ün ispatı için Mn kompakt ve ∇X = 0 olsun. Bu durumda, |X | sabit ve divX = 0

dır. Böylece, (1) eşitliğinden Ric(X ,X) = 0 olur. Buradan, (5.18) eşitliği göz

önüne alınarak
1
m
|X |4 +λ |X |2 = 0 (5.20)
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eşitliği elde edilir. Bu eşitlikte λ ≥ 0 ise ispat açıktır. λ < 0 durumunda X 6= 0

olsun. Buna göre, (5.20) eşitliğinden λ = − 1
m |X |

2 olarak bulunur. Böylece, her

Y ∈ χ(M) için

Ric(X ,Y ) =
1
m

X [(X)X [(Y )− 1
m
|X |2g(X ,Y ) = 0

eşitliği elde edilir. Buradan, Mn Ricci flat manifolddur.

Diğer taraftan, X vektör alanına dik sıfırdan farklı her Y vektör alanı

için Ric(Y,Y ) = 1
m(〈X ,Y 〉2 − |X |2|Y |2) = − 1

m |X |
2|Y |2 < 0 olduğundan Mn

manifoldunun Ricci flat olması ile çelişki elde edilir. Böylece, λ < 0 için X = 0

dır. 2

Teorem 5.2.3. [4] n ≥ 3 olmak üzere, (Mn,g,X ,λ ) kompakt m-quasi-Einstein

manifoldu olsun. Bu durumda, aşağıdaki özelliklerin biri sağlanıyor ise Mn,

Einstein manifoldudur.

(1)
∫

M Ric(X ,X)dM ≤ 2
m

∫
M |X |2divXdM.

(2) X konformal vektör alanıdır ve
∫

M Ric(X ,X)dM ≤ 0.

(3) |X | fonksiyonu sabit ve
∫

M Ric(X ,X)dM ≤ 0.

İspat: Lemma 5.2.2 de (1) eşitliğinin Mn manifoldu üzerinden integrali alınırsa

Mn manifoldu kompakt olduğundan,∫
M
|∇X |2dM =

∫
M

Ric(X ,X)dM− 2
m

∫
M
|X |2divXdM (5.21)

eşitliği elde edilir. Eşitliğin sağ tarafı sıfırdan küçük eşit olduğundan ∇X = 0

olduğu görülür. Buna göre, Lemma 5.2.2 de (3) den Mn, Einstein manifoldudur.

(2) nin ispatında X vektör alanı konformal vektör alanı olduğundan

LX g = 2ρg (5.22)
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eşitliği sağlanacak şekilde Mn üzerinde ρ diferensiyellenebilir fonksiyonu vardır.

Buradan 〈∇X X ,X〉 = ρ|X |2 eşitliği elde edilir. Ayrıca, (5.22) eşitliğinin her iki

yanının izi alınarak

divX = nρ

olarak bulunur. Diğer taraftan,

div(X |X |2) = |X |2divX +2〈∇X X ,X〉

= (n+2)ρ|X |2

dir. Burada Stokes teoreminden Mn manifoldu kompakt olduğundan∫
M

ρ|X |2dM = 0

eşitliği elde edilir. Buradan (5.21) eşitliği ve
∫

M Ric(X ,X)dM ≤ 0 olduğundan

∇X = 0 olarak bulunur. Böylece, Mn Einstein manifoldudur.

Son olarak |X | fonksiyonu sabit olduğundan (5.21) eşitliğinden∫
M
|∇X |2dM =

∫
M

Ric(X ,X)dM

eşitliği elde edilir. Yine
∫

M Ric(X ,X)dM ≤ 0 olduğu hipotezinden yararlanarak

∇X = 0 olduğu görülür. Buradan, X ≡ 0 ve Mn Einstein manifoldudur. 2
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6. m-QUASI-EINSTEİN MANİFOLDLARI VE
CONCİRCULAR VEKTÖR ALANLARI

Bu bölümde, potansiyel vektör alanı ∇ f concircular vektör alanı olan

(Mn,g,∇ f ,λ ) m-quasi Einstein manifoldlarının rijit olması ile ilgili elde edilen

bazı yeni sonuçlar verilecektir [25].

6.1. Giriş

(Mn,g) Riemann manifoldu üzerinde λ reel sayısı için 0 < m≤ ∞, m ∈ Z+ olmak

üzere,

Ric+∇
2 f − 1

m
d f ⊗d f = λg (6.1)

eşitliği sağlanacak şekilde f fonksiyonu varsa, Mn manifolduna m-quasi-Einstein

manifoldu denir.

(Mn,g,∇ f ,λ ) m-quasi-Einstein manifoldu üzerinde ∇ f = 0 ise, Mn manifolduna

aşikar(trivial) m-quasi-Einstein manifoldu denir.

(6.1) eşitliğinin her iki yanının izi alınarak,

R+∆ f − 1
m
|∇ f |2 = nλ (6.2)

eşitliği elde edilir.

(Mn,g) Riemann manifoldu üzerinde her Y ∈ χ(M) için,

∇Y X = µY (6.3)

olacak şekilde sıfırdan farklı µ fonksiyonu varsa X vektör alanına concircular

vektör alanı olduğu biliniyor. Ayrıca, bir f fonksiyonunun gradiyenti için (3.11)

eşitliğine göre,

∇∇ f ∇ f = µ∇ f
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eşitliği elde edilir. Bu eşitliğin her iki yanının izi alınırsa,

∆ f = nµ

olduğu görülür. Buradan Mn manifoldu kompakt olduğunda µ fonksiyonunun sıfır

olduğu açıktır. Bu yüzden bu kısımda Mn manifoldunun kompakt olma durumu

ihmal edilecektir.

Özel olarak, (6.3) eşitliğinde µ = 1 ise X vektör alanına concurrent vektör alanı

denir [10].

Lemma 6.1.1. [25] (Mn,g,∇ f ,λ ), potansiyel vektör alanı ∇ f concircular vektör

alanı olan m- quasi-Einstein manifoldu olsun. Bu durumda, aşağıdaki eşitlikler

sağlanır.
1
2

∆|∇ f |2 = |∇2 f |2−Ric(∇ f ,∇ f )+
2n
m

µ|∇ f |2, (6.4)

∇R
2

=
(m+n−1)

m
Ric∇ f − n−1

m
((1−n)λ +nµ +R)∇ f , (6.5)

∇R
2
− (

n+1
m

)µ∇ f +∇µ = 0. (6.6)

İspat: (2.11) eşitliğinde ∆ f = nµ yazılarak,

1
2

∆|∇ f |2 = 2(div∇
2 f )∇ f + |∇2 f |2−Ric(∇ f ,∇ f )−n〈∇ f ,∇µ〉 (6.7)

eşitliği elde edilir. (6.1) eşitliğinin divergensi alınırsa,

divRic+div∇
2 f − n

m
µ∇ f − 1

m
µ∇ f = 0 (6.8)

olduğu görülür. Bu eşitlikte Lemma 2.3.21 kullanılarak

2div∇
2 f (∇ f )+ 〈∇R,∇ f 〉− 2n

m
µ|∇ f |2− 2

m
µ|∇ f |2 = 0 (6.9)

eşitliği elde edilir. Diğer taraftan, (6.2) eşitliğinin kovaryant türevi alınarak

∇R+n∇µ− 2
m

µ∇ f = 0 (6.10)
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eşitliği bulunur. Böylece bu eşitlik, (6.9) ve (6.7) eşitlikleri ile birlikte göz önüne

alındığında,

1
2

∆|∇ f |2 = 〈n∇µ− 2
m

µ∇ f ,∇ f 〉+ 2n
m

µ|∇ f |2 + 2
m

µ|∇ f |2

+ |∇2 f |2−Ric(∇ f ,∇ f )−n〈∇ f ,∇µ〉

= |∇2 f |2−Ric(∇ f ,∇ f )+
2n
m

µ|∇ f |2

eşitliği elde edilir.

(6.5) eşitliğinin ispatı için, daraltılmış ikinci Bianchi eşitliği, (6.8) ve (2.12)

eşitlikleri birlikte kullanılarak

∇R = 2divRic

= −2div(∇2 f )+2(
n+1

m
)µ∇ f

= −2Ric∇ f −2n∇µ +2(
n+1

m
)µ∇ f

eşitliği elde edilir. Bu eşitlik ve (6.10) eşitliğinden,

∇R = 2Ric∇ f −2(
n−1

m
)µ∇ f (6.11)

olarak bulunur. Diğer taraftan, m- quasi-Einstein manifoldunu karakterize eden

denklemin (1,1)- tensör gösterimi

µ∇ f = λ∇ f +
1
m
|∇ f |2∇ f −Ric∇ f

olduğundan ve (6.11) eşitliğinden,

∇R = 2Ric∇ f −2(
n−1

m
)(λ∇ f +

1
m
|∇ f |2∇ f −Ric∇ f )

=
2
m
(m+n−1)Ric∇ f −2(

n−1
m

)((1−n)λ +nµ +R)∇ f

dir.

Son eşitliği göstermek için ∇ f concircular vektör alanı olduğundan (3.11) eşitliği

(6.1) eşitliğinde yerine yazılarak,

Ric− 1
m

d f ⊗d f = (λ −µ)g
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olduğu görülür. Bu eşitliğin iki yanının divergensi alınarak

divRic− 1
m
(∆ f ∇ f )− 1

m
∇∇ f ∇ f =−∇µ

eşitliği elde edilir. Burada, daraltılmış ikinci Bianchi eşitliği bir kez daha ve

R = n(λ −µ)+ 1
m |∇ f |2 eşitliği kullanılarak

∇R
2
− n

m
µ∇ f − 1

m
µ∇ f +∇µ = 0

olarak bulunur. 2

Not 6.1.2. [25] |∇ f |2 fonksiyonu sabit ve ∇ f sıfırdan farklı concircular vektör

alanı olduğunda ∇ f = 0 olmak zorundadır. Bu durumda, yukarıdaki lemmanın

ilk eşitliğine göre Ric(∇ f ,∇ f ) = 0 olarak bulunur. Buradan, Mn Ricci flat

manifolddur.

6.2. m-quasi-Einstein Manifoldları İçin Karakterizasyonlar

Teorem 6.2.1. [25] n≥ 3 olmak üzere (Mn,g,∇ f ,λ ), ∇ f potansiyel vektör alanı,

µ potansiyel fonksiyonu ile verilen concircular vektör alanı olan tam(complete)

m-quasi-Einstein manifoldu olsun. Aşağıdaki özelliklerden biri sağlanıyor ise Mn,

Einstein manifoldudur.

1. µ potansiyel fonksiyonu |∇ f |2 fonksiyonuna eşittir.

2. 〈∇µ,∇ f 〉 6= 0.

3. 〈∇R,∇ f 〉= 0.

İspat: ∇ f concircular vektör alanı ve µ = |∇ f |2 olduğundan,

∇
2 f (∇ f ,∇ f ) = |∇ f |2g(∇ f ,∇ f )

ve

(d f ⊗d f )(∇ f ,∇ f ) = |∇ f |2g(∇ f ,∇ f )



69

olarak yazılabilir. Bu eşitlikler (6.1) eşitliğinde yerine yazılarak

Ric = (λ +(
m+1

m
)µ)g

eşitliği elde edilir. Böylece, Mn Einstein manifoldudur.

Şimdi div∇2 f = div(µg) = ∇µ olduğundan (2.12) eşitliği kullanılarak,

Ric∇ f = (1−n)∇µ (6.12)

eşitliği yazılabilir. Ayrıca Ric∇ f = λ∇ f + 1
m |∇ f |2∇ f −µ∇ f ve (6.12) eşitliği göz

önüne alınırsa,

(1−n)∇µ = (λ +
1
m
|∇ f |2−µ)∇ f (6.13)

olarak bulunur. Bu durumda (6.12) ve (6.13) eşitliklerinden sırasıyla,

(1−n)〈∇µ,∇ f 〉= Ric(∇ f ,∇ f )

ve

(1−n)〈∇µ,∇ f 〉= (λ +
1
m
|∇ f |2−µ)|∇ f |2

eşitlikleri elde edilir. Böylece 〈∇µ,∇ f 〉 6= 0 ise, bu durumda

Ric = (λ +
1
m
|∇ f |2−µ)g

eşitliği elde edilir. Buradan Mn, Einstein manifoldudur.

Son önermenin ispatı için Lemma 6.1.1 de (6.6) eşitliği kullanılarak,

〈∇R,∇ f 〉= 2(n+1)
m

µ|∇ f |2−2〈∇µ,∇ f 〉

eşitliği elde edilir. 〈∇R,∇ f 〉= 0 kabulüne göre,

∇µ =
n+1

m
µ∇ f

olarak bulunur. Bu durumda, (6.12) eşitliğinden

Ric(∇ f ,∇ f ) = (1−n)〈n+1
m

µ∇ f ,∇ f 〉
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eşitliği elde edilir. Dolayısıyla,

Ric =
(1−n)(n+1)

m
µg

dir. Böylece Mn Einstein manifoldudur. 2

Önerme 6.2.2. [25] n≥ 3 olmak üzere, (Mn,g,∇ f ,λ ) m-quasi-Einstein manifoldu

ve ∇ f potansiyel alanı concurrent vektör alanı olsun. Bu durumda, Mn

manifoldunun skalar eğriliği R = n(λ −1)+ n
m |∇ f |2 sabittir.

İspat: ∇ f potansiyel alanı concurrent vektör alanı olduğundan, ∇2 f = g olduğu

görülür. Bu durumda,

Ric = (λ −1)g+
1
m

d f ⊗d f

ve

Ric(∇ f ,∇ f ) = (λ −1)g(∇ f ,∇ f )+
1
m
|∇ f |2g(∇ f ,∇ f )

olarak bulunur. Buradan,

Ric = (λ −1+
1
m
|∇ f |2)g

eşitliği elde edilir. Dolayısıyla n≥ 3 olduğundan Schur lemmadan

R = n(λ −1)+ n
m |∇ f |2 skalar eğriliği sabittir. 2

Uyarı 6.2.3. [25] Mn manifoldu kompakt ve ∇ f sıfırdan farklı concircular vektör

alanı ise, bu durumda Stokes formülü kullanılırsa

0 =
∫

M
div∇ f dM = nµvol(M)

eşitliği elde edilir. Buradan, µ = 0 dır. Sonuç olarak, ∇ f Killing vektör alanıdır,

yani L∇ f g = 0 dır. Bu durumda, 1
2〈∇|∇ f |2,∇ f 〉 = 0 eşitliği elde edilir. Böylece,

∇ f = 0 veya |∇ f |2 sabit fonksiyondur. ∇ f sıfırdan farklı vektör alanı olduğundan

|∇ f |2 fonksiyonu sabittir.
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Uyarı 6.2.4. [25] n ≥ 3 olmak üzere, (Mn,g,∇ f ,λ ) aşikar olmayan(non-trivial)

m-quasi-Einstein manifoldu olsun. Eğer |∇ f |2 fonksiyonu sabit ise, bu durumda

R = nλ + 1
m |∇ f |2 skalar eğriliği sabittir. Böylece, Mn manifoldu Einstein

manifoldudur. Tersine, skalar eğriliğin sabit olması |∇ f |2 fonksiyonunun sabit

olmasını gerektirmez. Bu durum için aşağıdaki önerme verilebilir.

Önerme 6.2.5. [25] n≥ 3 olmak üzere, (Mn,g,∇ f ,λ ) aşikar olmayan(non-trivial)

m-quasi-Einstein manifoldu ve Mn manifoldunun skalar eğriliği sabit olsun.

Ric(∇ f )R = 0 ise bu durumda, ∇ f potansiyel alanı concircular vektör alanıdır.

İspat: (6.1) eşitliğine göre,

Ric(∇ f ,∇R)+∇
2 f (∇ f ,∇R)− 1

m
d f ⊗d f (∇ f ,∇R) = λg(∇ f ,∇R) (6.14)

olarak yazılabilir. Ric(∇ f )R = Ric(∇ f ,∇R) = 0 olduğundan (6.14) eşitliğinde,

(1,1)- tensör gösterimi kullanılırsa,

∇∇ f ∇ f − 1
m
|∇ f |2∇ f = λ∇ f

eşitliği elde edilir. Böylece, µ = λ + 1
m |∇ f |2 fonksiyonu sabittir. 2
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