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OZET

RICCI
SOLITONLAR

Dilek ACIKGOZ KAYA

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danismani: Dog. Dr. Leyla ONAT
2017, 75 sayfa

Diferensiyel geometride, Ricci solitonlar Ricci flow denkleminin bir ¢éziimii
olan Riemann manifoldlar1 olarak bilinir. Bu tez calismasinda, Ricci soliton
manifoldlarinin 6zellikleri incelenmis ve potansiyel vektoér alani concircular
vektor alani olan kompakt almost Ricci solitonun §" kiiresine izometrik oldugu
gosterilmistir. Ayrica, potansiyel vektor alani concircular ya da concurrent vektor
alan1 olan tam(complete) m-quasi-Einstein manifoldunun FEinstein manifoldu
olmasi i¢in karakterizasyonlar elde edilmisgtir.

Bu tez ¢alismasi alt1 boliimden olusmaktadir. Ilk boliim giris olarak ayrilmistr.
Ikinci ve iiciincii boliimde diferensiyel geometride sik stk kullanilan bazi temel
kavramlar verilmis ve konuyla ilgili yapilmis bazi1 giincel ¢calismalar yer almigtir.

Almost Ricci solitonlar ile ilgili elde edilen yeni sonuglar dordiincii boliimde
verilmisgtir.

Ricci solitonlarin bir genellemesi olan m-quasi-Einstein manifoldlar1 beginci
boliimde verilerek, bu konuyla ilgili elde edilen bazi yeni sonuglar son boliimde
yer almigtir.

Anahtar Soézciikler: Ricci soliton, gradiyent Ricci soliton, almost Ricci soliton,
m-quasi-Einstein manifold, potansiyel alani, concircular vektor alani.
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ABSTRACT
RICCI SOLITONS
Dilek ACIKGOZ KAYA

Ph.D. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Leyla ONAT
2017, 75 pages

In differential geometry, Ricci solitons are known as Riemannian manifolds which
are solutions of the Ricci flow equation. In this thesis, some properties of Ricci
soliton manifolds are examined and it is shown that the compact almost Ricci
solitons with concircular potential vector field is isometric to S”. Moreover, some
characterizations of the complete m-quasi-Einstein manifold whose potential vector
field concircular or concurrent to become an Einstein manifold are obtained.

This work consists of six chapters. The first chapter is devoted to the introduction.
In the second and third chapters, fundamental operators are summarized and some
current studies are introduced.

The new results that are obtained for almost Ricci solitons are given in the fourth
chapter.

m-quasi-Einstein manifolds which are a generalization of the Ricci solitons are
introduced in the fifth chapter and also some new results on this subject are given
in the last chapter.

Key Words: Ricci soliton, gradient Ricci soliton, almost Ricci soliton,
m-quasi-Einstein manifold, potential vector field, concircular vector field.
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1. GIRIS

Manifoldlar metrik tensoriin 6zelliklerine gore isim alirlar. Riemann manifoldu,

Einstein manifoldu, Semi-Riemann manifoldu gibi.
Ozel olarak, (M,g) n- boyutlu Riemann manifoldu iizerinde ¢; : M" — M",
t € ]0,€) ve € > 0 icin diffeomorfizmlerin 1- parametreli ailesi olmak tizere A € R,

o(t) =2A(1—1t) icin elde edilen g(t) = o(1) ¢, go metrik tensorlerinin

d :
Eg(t) = —2Ricy)

8(0) = 2o
Ricci flow(akis) denklemini saglayan bir ¢oziimiine Ricci soliton manifoldu denir.

Ricci flow denklemini ilk olarak 1982 yilinda Hamilton [21] vermistir. Buna gore

(M", g) Ricci soliton manifoldu, %(p(p,O) = 215(11)— 7y olacak gekilde 1- parametreli

etkinin belirledigi vektor alan1 ve A (p) = —%%6(1‘) sabit sayist igin,

. 1
Ric+ ELxg =Ag

esitligi ile verilebilir. Burada, X vektor alanina potansiyel vektor alani denir. Lyg
ise, g metrik tensoriiniin X vektor alanina gore Lie tlirevini gostermektedir. Ricci

soliton denkleminde f : M" — R fonksiyonu icin X = V f ise,
Ric+Hessf =Ag

esitligi elde edilir. Bu esitligi saglayan (M", g) manifolduna gradiyent Ricci soliton
denir [7,14-16].

Ricci solitonlar konusundaki ¢caligmalar genel olarak iki kisima ayrilir. Bunlardan
ilki, Riemann manifoldun Ricci soliton yapisinin manifoldun topolojisi iizerindeki
etkilerini incelemek, digeri ise manifoldun geometrisi lizerindeki etkilerini

incelemektir.
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M manifoldunun kompakt olmasi durumunda Perelman [27], X potansiyel vektor
alaninin gradiyent ve Killing vektor alanlarinin toplami olarak yazilabilecegini
gostererek her kompakt Ricci soliton manifoldunun gradiyent Ricci soliton

oldugunu gostermisgtir.

Ozel olarak, Ricci soliton denkleminde potansiyel vektor alaninin Killing vektor

alan1 olmas1 durumunda M" Ricci solitonunun Einstein manifoldu oldugu goriiliir.

Einstein manifoldlari, Ricci solitonlarin rijit olmasinin c¢aligilmast acisindan
Oonemlidir. Petersen ve Wylie [28] 2009 yilinda yaptiklar1 ¢aligmada gradiyent Ricci
solitonun rijit olmasini tanimlamiglardir. Buna gore, bir gradiyent Ricci solitona N
Einstein manifoldu olmak iizere N x ¢ R* warped carpim manifold tipinde ise rijit
denir. Yani, manifoldun rijit olusu kisaca onun Einstein manifoldu olmasi demektir.
Bu konuda 6nemli bir karakterizasyon kompakt manifoldun skalar egriligin sabit

oldugunda rijit oldugudur [17].

Kompakt solitonlarin rijit olmasi incelenirken skalar egriligin sabit olmasi durumu

giiniimiize kadar yapilan ¢aligmalarin temelini olusturmaktadir [12, 19].

Ricci solitonlar konusunda ¢aligmalar devam ederken 2011 yilinda Pigola, Rigoli,
Rimoldi ve Setti Ricci soliton denklemindeki A sabitinin fonksiyon oldugu durumu

incelemiglerdir [29].

Ricci solitonlarin aksine kompakt almost Ricci solitonlarin gradiyent Ricci soliton

olmasi i¢in skalar egriligin sabit olmasi gerekmektedir [3].

Ayrica, almost Ricci solitonlarin rijit olmasinin c¢alisilmasinda da Einstein
manifoldlar1 6nemli yer tutar.  Barros ve Ribeiro 2012 yilinda yaptiklar
caligmada almost Ricci solitonun potansiyel vektor alani konformal vektor alani

ise, manifoldun S" kiiresine izometrik oldugunu gostermistir [2].

Diger taraftan, Ricci soliton manifoldunun potansiyel vektor alaninin concircular

vektor alant oldugu durumu Chen 2015 yilinda incelemistir. Ayrica, Chen ilk olarak
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Ricci solitonlarin alt manifold olmasi durumunu concircular vektor alanlarindan

yararlanarak ¢aligmigtir [10].

M" manifoldunun kompakt oldugu durumda potansiyel vektor alani concircular
vektor alam1 olan almost Ricci solitonlar incelenerek bu manifoldlarin kiireye
izometrik oldugu gosterilmistir. Ayrica, almost Ricci solitonlarin alt manifold

oldugu durumlar incelenmistir [1].

Catino [9], Riemann metriklerinin genellestirilmis quasi-Einstein metrikleri olarak
adlandirilan yeni bir sinifin1 vermistir. Genellestirilmis m-quasi-Einstein metrikleri
warped carpim manifoldlart ile yakindan ilgilidir. Acgik olarak, m-quasi-Einstein
manifoldlart (n + m)-boyutlu Einstein warped ¢arpim manifoldunun n-boyutlu
taban manifoldudur.  m-quasi-Einstein manifoldlarinin rijit olmasi ile ilgili
yapilan ¢aligmalarda manifoldun kompakt olusu integral esitliklerinin kullanilmasi
acisindan 6nemli bir yer tutmaktadir. Ornegin, skalar egriligi sabit kompakt

m-quasi-Einstein manifoldlar1 asikar(trivial)dir [8].

M" manifoldunun tam(complete) oldugu durumda potansiyel vektor alaninin
concircular vektér alam1 olan m-quasi-Einstein manifoldlarinin rijit olma
durumlan incelenerek potansiyel vektdr alaninin concurrent olmasi durumunda

m-quasi-Einstein manifoldunun skalar egriliginin sabit oldugu gosterilmistir [25].
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, diferensiyel geometride siklikla kullanilan temel kavramlarin
yanisira, tez konusuyla ilgili literatiirde yer alan baz1 6nemli tanim ve teoremler

de ayrintilartyla verilecektir.

2.1. Tensor Alanlar:

M" n- boyutlu manifold, (U,&), M" i¢in bir koordinat komsgulugu,

& = (x',x%,...,x") bu koordinat komsulugundan elde edilen koordinat sistemi,
1<i<nigin, d;= % olmak iizere, {d,...,d,} koordinat cat1 alan1 ve bu gati
alaninin duali {dx',...,dx"} olsun.

M" iizerindeki vektor alanlarinin kiimesi (M), M iizerindeki 1 — formlarin kiimesi

x* (M) ile gosterilecektir.
Tamm 2.1.1. [26] r,s > 0 tamsayilar1 i¢in
A g (M) X x(M)" — §(M)

§(M)— ¢oklineer doniisiimiine, M" manifoldu iizerinde (r,s)- tipinde tensor alam

denir.
p € M" olmak izere, A, : (T;(M))" x (T,(M))’ — R, R-¢oklineer d6niisiimiine
T,(M) uzayi iizerinde (r,s)- tipinde bir tensor denir.

Lemma 2.1.2. [26]A:x(M)* — x(M)  §(M)— coklineer doniisiimii verilsin.
Her 0 c x*(M), Xiex(M), (1<i<s)igin

A(0,Xy,....X) = 0(A(X1,...,Xs)) .1
esitligiyle tamimlanan

A g (M) x 2 (M)" — §(M)



doniigiimii M manifoldu iizerinde (1,s) tipinde tensor alanidir.

(2.1) esitligine gore, A ¢oklineer doniisiimii de (1,s) tipinde bir tensor alani olarak
diisiiniilebilir.

Tammm 2.1.3. [26] A € T}(M) olmak iizere,

Aljllljrs = A(dxil oo dxi’, 8j, oo 8jx)

fonksiyonlarina A tensor alaninin bilegenleri denir.

Buna gore, A tensor alani

A=Y A" 0, ®..®0, @dx' ®...@dx)

J1--Js
esitligiyle belirlidir.
Tanim 2.1.4. [26] M" manifoldunun her bir p noktasina
gp: T,(M)xT,(M) - R

i¢ carpim fonksiyonunu karsilik getiren fonksiyona M" manifoldu iizerinde metrik
tensOr alami denir ve g ile gosterilir. Bu metrik tensor alani ile birlikte M"
manifolduna Riemann manifoldu denir. g metrik tensor alani
g= Zgijdxi X dxj
i.j
esitligi ile ifade edilir. Burada, g;; = g(d;, d;) fonksiyonlar1 g metrik tensor alaninin

bilesenleridir.

Bu tez calismasinda M" manifoldu denildiginde M" nin Riemann manifoldu oldugu
anlagilacaktir. Yine bu tez calismasinda g metrik tensor alani ¢ogunlukla ()

biciminde gosterilecektir.



lineer

Ornek 2.1.5. A : (M) ™% x(M) doniisiimiiniin {d,,...,d,} koordinat cati
alanina gore bilesenleri A(d;) = Z’Alj@,C esitligiyle belirli olan A’j‘. fonksiyonlar1
k

olmak iizere,

A (M) x 2 (M) > F(M),  A(8,X) = B(A(X))
esitligiyle tamimlanan (1, 1)- tipindeki A tensér alaninin bilegenleri

A, =A(dx',0;) = dx'(A(9;)) = dxf(;A’;ak) = ;A’J‘-dxi(ak) =A
fonksiyonlaridir. Buna gore, A lineer doniistimii de (1, 1)- tipinde tensor alanidir.

Lemma 2.1.6. [26] X € x(M), 0 € x*(M) icin,.  C(X®6) = 0X egitligi
ile tamumh F(M)— lineer bir tek C: T{(M) — §(M) doniisiimii vardir. Bu

doniisiime (1,1)- tipinde daraltma denir.

A € TH(M) igin,
CA) =Y A
i
dir.
Simdi, C (1,1)- tipinde daraltma ve A € T(M) olsun.

(CA)(O',....0" X1, .. X 1) =CA0",...,-...,0" X1, X))

esitligiyle taniml C;'-A fonksiyonuna, A tensor alanimin (i, j)- tipinde daraltmasi

denir.

Ornek 2.1.7. A € T5(M) olsun. Bu durumda C} (A),

(C%A)(G’X) = C(A(" 0,X, ))
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esitligiyle verilen (1,1)- tipinde tensor alamdir. CiA € T1(M) tensér alaninin

bilesenleri ise,

(CA)(dx',9;) = C(A(-,dx',9;,)
= ZA(dxk,dxiﬁj,(?k)
i,j,k

= Y A%
ik

bicimindedir.

Tanmm 2.1.8. [26] A ve B herhangi tipte iki tensor ve C daraltma fonksiyonu
olsun. Asagidaki iki esitligi saglayacak bicimdeki D =D} :T{(M) — TLH(M)
R- lineer doniisiimiine, M" manifoldu iizerinde tensor tiirevi denir.

(i) D(A®B)=DA®B+A®DB

(ii)) D(CA) =C(DA).

Onerme 2.1.9. [26, Onerme 2.13] (Carpim Kurall) D, M iizerinde bir tensor

tiirevive A € T5(M) olsun. Bu durumda,

D(A(B',...,0".X,,....X,)) = (DA)(0',...,0".X,,....X;)

+ Y A®6',....DO',....0".X,....X,)

esitligi saglanir.
Teorem 2.1.10. [26]V € x(M) ve
O0(fX)=VfX+fo(X)

esitligi ile tamimli & : x(M) — x (M) R- lineer doniisiimii verilsin. Bu durumda,
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DYy=V:F(M)—FM)ve D=6

olacak gekilde M iizerinde bir tek D tensor tiirevi vardir.

Tanmim 2.1.11. [26] V € x(M) olsun.

Lyf=Vf,

Ly(X) = [V,X]

esitligi ile belirli olan Ly tensor tiirevine V vektor alanina gore Lie tiirevi denir.

Onerme 2.1.12. [26] Ly Lie tiirevi icin asagidaki esitlikler saglanir:

(i) Laov4+sw = aLy +bLy
(i) [Lv,Lw] = Ly
(il) Ly(df)=d(Vf).

Ispat: Her Z € (M) icin,

Ly wwZ=[aV +bW,Z] = a[V,Z]+bW,Z]
= ava + bLWZ

= (aLv + wa)Z

oldugundan (i) esitliginin ispat1 agiktir.

Ly w), [V,W] vektor alanina gore Lie tiirevi oldugundan ve Lie carpiminin Jakobi

esitligini sagladigindan yararlanilarak,

Ly, Lw|Z = Ly(LwZ)—Lw(LyZ)
= [Vv [Wa ZH - [Wv [V’ ZH

- L[V,W]Z



esitligi elde edilir. Ayrica her Z € (M) igin,

(Lv(df)Z = Lv(df(Z))—df(LvZ)
= V(df(2)) - (v2)f
= V(Zf)-[V.Z]f
= Z(Vf)
= d(Vf)z
oldugundan (iii) esitligi saglanr. 0

2.2. Bir Vektor Alaninin Akist

Tanim 2.2.1. [26] R nin M" manifoldu iistiinde bir ¢ etkisi asagidaki iki 6nermeyi
dogrulayan bir ¢ : R x M" — M" doniisiimiidiir.

(1) Her p € M" igin, ¢o(p) = p-

(2) Hera,b € R ve her p € M" igin, @(a, (b, p)) = ¢(a+b,p).

R nin M" manifoldu iistiinde bir ¢ etkisine, M" {istiinde 1- parametreli grup etkisi

denir. p € M" olmak iizere {¢(p)|s € R} kiimesine p noktasinin yériingesi denir.

Teorem 2.2.2. [26] ¢, R nin M" manifoldu iistiinde bir etki olsun.

X, = limyo~ [£(94(p)) ~ F(o0(p)] 22

esitligiyle tanumlanan X, : (M) — R fonksiyonu, M" manifoldunun p noktasinda

bir tanjant vektordiir.

(2.2) esitligine gore, X, vektorii p noktasinda ¢ etkisindeki yoriingesinin ¢@o(p)
noktasindaki yani baslangi¢ noktasindaki hiz vektoriidiir. Gergekten, @5 : M" — M"

diffeomorfizm ve p € M" noktasinin yoriingesi {@;(p)|s € R} olmak iizere,
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o(s) = @s(p) olsun. Her f € F(M) igin,

dOf = @Gl

= (foa)'(0)
= Limpo[(foa)(h) = (foa)(0)]
= limpo[f(@n(p)) — f(@o(p))]

= Xoy(p)f

oldugundan o (0) = X, dir.

Tamm 2.2.3. [26] X € (M) olsun. X, 1- parametreli grup etkisinin belirledigi

vektor alani ise, X vektor alanina tam(complete) vektor alant denir.

Tamm 2.2.4. [26] V € (M) tam(complete) vektor alani olsun. @, X vektor

alaninin maksimal integral egrisi olmak iizere,

¥(p;1) = 0y(1)
esitligi ile belirli y : M" x R — M" doniisiimiine V vektor alaninin akist denir.

Lemma 2.2.5. [26] vy, bir tam vektor alaninin akist olsun. Bu durumda,

1. o, M nin birim doniigiimiidiir,
2. Yo = VY, Vst ER
3w =y

ozellikleri saglanir.

Onerme 2.2.6. [26] V ve W, M" manifoldu iizerinde vektér alanlart ve y, V

vektor alamimin p noktast komsulugunda lokal akist olsun. Bu durumda,
) 1
VW], = llmt—>0; [y (Wy,p) — W]

esitligi saglanir.
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Onerme 2.2.7. [26] X € (M), A € T2(M) ve y,, X vektor alaninin akist olmak
lizere, A tensor alaminin X vektor alanina gore Lie tiirevi

LxA = limy_o|y; (A) — A]

esitligi ile belirlidir.

Ispat: A € T)(M) ve her V,W € x (M) igin Ly tensor tiirevi oldugundan,
(LxA(V,W) =X(A(V,W)) —A([X,V],W) —A(V,[X,W])

esitligi saglanir. Kolaylik olmasi amactyla / im,:()% = L olmak tizere ve her p € M"

noktasi i¢in,

LOWA—A) YV, Wy) = LIAY(V,).di (W,)) — A(V,, W)}

= L{AdW(Vp),dy,(Wp)) —A(Vyp, Wyp) +AVyp, Wy p) — AV, Wp) }

= L{Adyi (V) dwi(Wp)) = A(Vysp, Wyip) } + LLAV iy p, Wy p) — AV, W)}
esitligi elde edilir. Burada,
I'=L{A(dy:(Vy),dyi(Wp)) — A(Vyp, Wyp) } ve
1= E{A(V%va%p) —A(Vp»Wp)}
olsun. o, X vektor alaninin p noktasindan gecen integral egrisi olmak tizere, 11
esitligi
I = (d/dt)A(Ve,Wq)|o = a'(0)A(V,W) = X,A(V,W)

seklinde yazilabilir.

A, bir V vektor uzay1 iizerinde bir bilineer doniisiim olmak iizere her v,v',w,w’ € V
icin, A(V,w') —A(v,w) = A(V —v,w') —A(v,w —w) esitligi teleskoping dzdesligi

olarak bilinir. Bu 6zdeslikten yararlanilarak 7 esitligi

I'=L{A@Y:(Vp) = Vyip, dWi(Wp)) } + L{AVy,p, Wi (W) — Wy, p) }
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seklinde yazilir. Bu esitlikteki ilk terimin Onerme 2.2.6 dan yararlanilarak,

L{Ady (Vy —dy_(Vy,p)))} = —AldyL{dy_(Vy,p) =V, }, L{dy:(Wy,p)})
= _A([Xav]p’Wp>

seklinde yazilabilecegi goriiliir. Benzer sekilde ikinci terim yerine de
—A(V,,[X,W],) sayist yazilabilir. Boylece, I+ Il = (LxA)(V,,W,) oldugu

kolaylikla goriiliir. O

Onerme 2.2.8. [14] X € x(M) ve f € F(M) icin,
(i) (Lxg)ij = ViX;+ VX

(i) (Lvrg)ij =2ViV,f

egitlikleri saglanir.

Ispat: Lyg € 3:‘2) (M) oldugundan Lyg tensor alaninin koordinat vektor alanlarina

gore bilesenleri,

(Lxg)ij = (Lxg)(d;,9))

= Lx(8(9;,9;)) — §(Lx;,9;) — g(9;,Lx ;)

= X(gij) —&([X,9],9;) —g(d;,[X,9j])
esitligi ile verilir. Ayrica,

(X, 0] = [Xkk, 0] = Xk[Ok, 9i] — 9i(Xy) Ok
oldugundan i = k ve j = k i¢in,
(Lxg)ij =ViX;+V,X;

esitligi elde edilir.
(ii) esitliginin ispat1 icin (i) esitliginde X = V f alinarak,

(Lvsg)ij=ViVif+V,;Vif =2VV,f
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olarak elde edilir. O

Onerme 2.2.8 ¢ gore, g metrik tensor alaninin X vektor alanina gore Lie tiirevi Ly g,

her V,W € (M) i¢in
(Lxg)(V,W) = (VyX, W)+ (VwX,V)
esitligi ile belirlidir. Eger Ly g = 0 ise, X vektor alanina Killing vektor alani denir.

¢ :M"— R, ¢ # 0 fonksiyonu i¢in Lxyg = 2¢g ise, X vektor alanina konformal

vektor alani denir.

2.3. Diferensiyel Operatorler
Tanim 2.3.1. [26] M" Riemann manifoldu olsun. Asagidaki kosullari saglayan bir
VixM)xxM) — x(M)
(V,W) —- VyW

doniigtimiine, M" manifoldu iizerinde bir konneksiyon ya da kovaryant tiirev

operatorii denir.

(1) VyW,V vektor alanina gore §(M)— lineer,
(2) VyW, W vektor alanina gore R— lineer,

G) Vw(fW) = (VAW +fVWwW,  feFM).

Vy W vektor alanina W vektor alaninin V vektor alanina gore kovaryant tiirevi denir.

Onerme 2.3.2. [26] (M",g) Riemann manifoldu ve her V € y(M) icin, M"
iizerinde

ViX) = (V,X), VXex(M)

esitligi ile bir V*  1— formu tamimlansin. Bu durumda,

o:x(M)—x (M), o@V)=V"
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doniigiimii §(M)— lineer izomorfizmdir.

Ispat: V*, bir 1- form oldugundan ¢ déniisiimiiniin F(M)- lineer oldugu aciktir.

Her V,W € x(M) i¢in, ¢@(V) = @(W) olsun. Her X € x(M) i¢in,
(e(V)(X) =(eW))(X) = V(X)=W"(X)

= (V.X)=(W,X)
= (V-W,X)=0

(,) nondejenere oldugundan, V =W dir.

Simdi, ¢ doniigiimiiniin 6rten oldugu gosterilecektir.

0= ZG(&,-)dxi l-formuve V= Zgij 0;0; vektor alani igin,

i ivj
(V.9k) = (Y87 6:0;,0k) = ) £"6:{(0;, k)0 = 6(0%)
ij i.j
dir. Ayrica,
(@(V)) (k) =V* (k) = (V,d) oldugundan ¢ ortendir.

Boylece, ¢ doniisiimii bir lineer izomorfizmdir.

a

Teorem 2.3.3. [26] M" Riemann manifoldu iizerinde asagidaki egsitlikler

saglanacak sekilde bir tek V konneksiyonu vardir. V konneksiyonuna M"

manifoldunun Levi-Civita konneksiyonu denir.

@) [V,W]=VyW —VyV.

(5) X(V,W) = (VxV, W)+ (V,VxW).

Tamim 2.3.4. [26] M" Riemann manifoldu iizerindeki bir V vektor alani igin,

Dyf=Vf, feFM)

ve her W € x(M) i¢in DyW = VyW olacak sekilde bir tek Dy tensor tiirevine

kovaryant tiirev operatorii denir. Burada Vy W, W vektor alaninin V vektor alanina

gore Levi-Civita kovaryant tiirevidir.
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Tamim 2.3.5. [26] A, M" manifoldu iizerinde (r,s)- tipinde bir tensor alani olsun.

Her V,X; € x(M) ve her 6/ € x*(M) igin,
(DA)(6',...,0".X,,...,X,,V) = (DyA)(0',....0".X1,...,X,)

esitligiyle belirli (r,s+ 1) tipindeki DA tensor alanina A tensor alaninin kovaryant

diferensiyeli denir.

Tanim 2.3.6. [26] V, M" Riemann manifoldu iizerinde Levi-Civita konneksiyonu
olsun.
RxyZ=VixyZ—[Vx,Vy|Z
esitligi ile verilen
R:x (M)’ — x(M)
doniisiimiine M" manifoldunun Riemann egrilik tensorii denir. Bu tensor alan1 M"

manifoldu iizerinde (1,3)- tipinde bir tensor alanidur.

{x! X2 ,x"} koordinat sistemine gére, R Riemann egrilik tensoriiniin bilesenleri
' = R(dx',0;, 0k, 9))

fonksiyonlaridir.

M" manifoldu iizerinde bir 1- formun ikinci kovaryant diferensiyellerinin farki ile

ilgili olarak agagidaki teorem verilebilir.
Teorem 2.3.7. [18] M" Riemann manifoldu, X,Y,Z € (M) ve

o€ x*(M) olsun. Bu durumda,

Vir0(2)-Vix0(2) = (Vo)X.Y.Z)-(Vo)Y.X,Z)

= o(R(X,Y)Z). 2.3)
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ispat: (V20)(X,Y,Z) — (V:0)(Y,X,Z)

= (V(V))(X,Y,Z2) = (V(Vw))(Y,X,Z)
= (VxVo)(,Z2)— (VyVo)(X,Z)

— Vi(Vo(Y,2)) - Vo(VxY,Z) - Vo(Y,VxZ)
- Wr(Vo(X,

= Vx((Vy®)Z) = (Vy,y 0)(Z) — (Vy®)(VxZ)

Z)
)—
)+ (Vy,x@)(Z) + (Vx@)(VyZ)

— Vy((Vx0)Z
= VxVyo(Z) - VyVx0(Z) — Vy,y 0(Z) + Vy,x 0(Z)
+ o(Vy,yZ—Vy,xZ+VyVxZ —VxVyZ)

= XY (0(2)-YX(0(2)—-VxY(0(Z2)+VyX(0(Z))
+ w(V[X,Y]Z— [Vx,Vy]Z)

= 0(R(X,Y)Z).
Od

Ayrica, M" manifoldu iizerinde {d;,0,,...,d,} koordinat ¢at1 alanina gore (2.3)
esitligi
ViViVof =ViViVf = Ry V' f

olarak yazilabilir.

Tanm 2.3.8. [26] Ac T;(M) ve 1<a<r, 1<b<stamsayilarolsun. X,

Xj, vektor alanina karsilik gelen 1- form olmak iizere,
(JEA)(OY,...,07 X1, .. X 1) =A(0 ... X0 X X 1, Xty Xet1)

esitligi ile tanimh
Ly T((M) — T (M)

doniisiimii ve 8¢ 1- formuna karsilik gelen V' vektor alani igin,
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(1¢A)(O,...,0m Xy, X)) =A(6,...,097 0 et XLV X )

esitligi ile taniml1
Th ToM) — T (M)
doniigtimil verilsin.

Verilen bir A tensor alaninindan yukaridaki islemler ile elde edilen biitiin tensor

alanlarina A tensor alanina metrikce denk tensor alanlart denir.

df 1- formunun bilesenleri V; f olmak iizere,
Vif =Y guVf
k

dir. Burada, VXf, df 1- formuna karsilik gelen vektor alanimin bilesenleridir.

Benzer olarak,
Vif =Y g"vif
i
dir. Hatta, calismalarda kolaylik saglamasi amaciyla bazen yukaridaki esitliklerde

toplam sembolii kaldirilacaktir.

Ornek 2.3.9. A € T2(M) olsun. Bu durumda, B =] A tensér alam1 M" manifoldu
tizerinde her 6 € x* (M), X,Y € x(M) igin,

B(6,X,Y)=(11A4)(6,X,Y)=A(0,X",Y)

esitligiyle belirli (1,2)- tipinde tensor alanidir. Burada X*, X vektor alanina
kargilik gelen 1- formdur.
B tensor alaninin bilesenleri,
B =B(dx',0;,0) = (I1A)(dx',d;,0)
= A(dx'",Y gjmdx", )
m
= Zgij(dxi,dx’",ak)

m
m
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esitligi ile belirli fonksiyonlardir.

Ornek 2.3.10. R : x(M)?> — x(M) Riemann egrilik tensorii verildiginde,
R(6,X,Y,Z) = O(R(X,Y,Z)) esitligi ile R nin (1,3)- tipinde tensor alani olarak

alinabilecegi biliniyor.
Bu durumda, |} R € TY(M) tensor alaninin bilesenleri,
(L1 R)(9:,0;,0,91) = R(Y. gimdx",0;,0k,0)
m
= Zgimkﬁ]
m
esitligiyle belirlidir. Ayrica,

Y gimR(dx",0;,0c,9) = Y gimdx"(R(3;,0k.0)))

m

= ) gm Z §""9,,R(3;,0k, 1))

m

= Zglmg (0p:R(9),0k; 1))

m,p

= 8p(9p, R(9), 0k, 9))
= Riju
oldugundan
Riju = (11 R)(9:,9},0,91) = (9;,R(9;,9k,0))
= ;gimRﬂl
dir.

Buna gére, (1,3)- tipindeki Riemann egrilik tensorii ile (0,4)- tipindeki || R tensor

alan1 metrik¢e denktir.

Tamm 2.3.11. [26] A=YA!"" 0, ®...®0, ®dx/' ®...®dx" olmak iizere

M" manifoldu iizerinde (r,s)- tipinde bir A tensor alan1 verilsin.

1<a<b<s, reZ"icgin Cup=C)1] olmak iizere,

iy if...0y
(CarA)} 75, ZgP‘IA P2
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esitligiyle tammlt  Cgp, : TH(M) — T_,(M) F(M)- lineer doniisiimiine metrik
daraltma doniigiimii, CgpA € T,_,(M) tensor alanina da A tensor alaninin

metrik daraltmasi denir.
Benzerolarak, 1<a<b<r ve scZ" igin,
CP T (M) = T 2(M)
doniigtimii
(CabA l]ll l; 2 ngq z}ll ‘.‘;;;A.q...i,,z
esitligiyle tanimlidur.

Ornek 2.3.12. A € T}(M) tensor alaninin Cj, metrik daraltmasi (1,1)- tipinde

tensor alanidir. CpA  tensor alaninin koordinat sistemine gore bilesenleri,

(CRA); = (C{ (13 A)); = (Cl (1 A)(dx',9;) = C(13A(,dx',-,9)))
= Y (13 A)(dx?,dx',0,,0))

= ZA(dxi,ap,ngqaq,aj))

p q
= ng"A(dxi,Bp,8q,8j)
P
= Y 8"A,
124
fonksiyonlaridir.

Tamm 2.3.13. [26] f € §(M) igin df € x*(M) 1- formuna metrikge denk
.0
olan vektor alam1 gradf olmak iizere, gradf = Zg” a—fi&j dir. gradf vektor
= X
17]
alanina f fonksiyonunun gradiyenti denir. f fonksiyonunun gradiyenti Vf ile

de gosterilir.
Ayricaher X € (M) igin,
df(X)=(Vf.X)=Xf

dir.
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Tamim 2.3.14. [26] M" manifoldu iizerinde (0,2)- tipinde simetrik A tensor
alaninin kovaryant diferensiyeli DA olmak tizere, C;3(DA) 1-formuna A tensor

alaninin divergensi denir ve div A ile gosterilir.

divA 1- formunun koordinat sistemine gore bilesenleri,

(div A); = (C13(DA)); = (C] 13)(DA)(d;) = Ci(13 (DA))(3)
— 1 (A)(-.3)
= Z(T% (DA)(dxp7ap7ai))

p

= Y(DA)(9,.9:,Y "9,)
q

p
= Y (DA)(3,.0.0,

Pq

= ) 8"(Dy,)(9y, )

pq

= Zg P1A pisq
P

bicimindedir.
Ozel olarak V € y(M) igin, divV = C(DV) dir. Buna gore, V = ZV"&k icin
k
divV =C(DV)=C{(DV) = C((DV)(-,-))
= Y.(DV)(da",9))
P
= ) (Ds,V)(dx)
P
= Z(ngqaq7D8pv>
P oq
= L{L#0,.00(LV'00)
= Z ngqa Z (V¥)0k+V Dy ok])
= ngngka + Z g’ gqu F

Psqrkss

= Za (VP) +kar§k

olarak yazilir.
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Tamm 2.3.15. [26] f € F(M) olmak iizere bir f fonksiyonunun Hessiyant

Hessf = D(Df) esitligi ile tanimli olan tensor alanidur.

Lemma 2.3.16. [26, Lemma 3.49] f € §(M) icin, Hess f, (0,2) tipinde,

simetrik tensor alamdir. Ayrica, f fonksiyonunun gradiyenti V[ olmak iizere,
Hessf(X,Y) = XY f — (VxY)f = (VxV£,Y)

dir.
ispat:

Hess f(X,Y) = (D(Df))(X,Y) = (DyDf)(X)
= Dy((Df)(X)) - Df(VyX)
= Dy(Xf)—(VyX)f
= Y(Xf)=(VrX)f
olarak bulunur. Diger yandan
X(Vf,Y)=(VxVf.Y)+(Vf,VxY)
ve
X(Vf,Y)=X(Y[)
oldugundan,
(VxVf.Y) = X(Y[)=(VxY)f
— Hess f(Y,X)
esitligi elde edilir. Buradan,
Hess f(X,Y) = (VyVf,X)
dir. Ayrica, XY —YX = [X,¥] = Vx¥ — VyX oldugundan
Hess f(X,Y) = Hess f(Y,X)

esitligi bulunur. a
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Tamm 2.3.17. [26] f € §(M) olmak iizere, div(Vf) fonksiyonuna f

fonksiyonunun Laplasiyani denir ve Af ile gosterilir.

Laplasiyan operatorii A koordinat ¢ati alanina gore,
A=1rV?=giV,V;=V,V,

esitligi ile verilebilir.

Ayrica,

Af =div(Vf) = C(D(Vf)) CD(1} df)
= (CT)(D(df))
= (C1))(Hess f)

= Ci(Hess f)

dir. Buradan, (0,2)- tipindeki Hessf tensor alaninin bilesenleri H;; olmak iizere,

Af = g H;; oldugu agiktir.
Tanmm 2.3.18. [14] (M", g) Riemann manifoldu iizerinde bir ¢ fonksiyonu

A €Rigin Ap+ A ¢ = 0 esitligini sagliyorsa ¢ fonksiyonuna laplasiyanin 6z(eigen)

fonksiyonu ve A reel sayisina da laplasiyanin dz(eigen) degeri denir.

Tamm 2.3.19. [26] M" manifoldunun Riemann egrilik tensorii R nin (1,3)-
daraltmasi olan C;R tensor alanina, M" manifoldunun Ricci egrilik tensorii denir.

Ricci egrilik tensorii  Ric ile gosterilir.
Ricci egrilik tensoriiniin koordinat ¢at1 alanina gore bilesenleri R;; olmak iizere,
Rij = Ric(;,9;) = (C3R)(9;,9;) = C{R(,9;,9;,)}
= ZR(dxm, 9i,9;,0m)
m
= LG
m

esitligi ile verilebilir.
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Ayrica, Ric tensor alani (1,1) tipinde diigiiniildiigiinde onun bilesenleri R; olmak
uzere,

R = &"Rjm
ve

Rij = gimR)

m

olarak da yazilabilir.

Tamim 2.3.20. [26] M manifoldunun Ricci egrilik tensoriinin - C(Ric) metrik
daraltmasina M" manifoldunun skalar egriligi denir ve R ile gosterilir. R skalar
egriligi
R =Ci(Ric) = (C} 13)(Ric) = C{(1,Ric)(-,)}
= Z(Ti Ric)(dx",d,)
P
= ZRic(ap,ngqaq)
P q
= ngqRic(ap,8q)
p'ﬁq

— Z gpq qu

P:q

_ rq pk

= Z 8" Rk
Psqk

esitligi ile belirli fonksiyondur.

Simdi, bir M" Riemann manifoldunun Ricci egrilik tensorii ve skalar egriligi ile
ilgili olan ve calismalarda sik sik kullanilan daraltilmig ikinci Bianchi esitligi

ispatlanacaktir.

Lemma 2.3.21. [28] (M",g) Riemann manifoldu iizerinde
2divRic = dR

dir.
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Ispat: {E\,E,,...,E,}, p € M" manifoldu iizerinde ortonormal ¢at1 alan1 ve W,
VW (p) = 0 olacak sekilde M" iizerinde bir vektor alani olsun. Bu durumda,

Riemann egrilik tensoriiniin 6zellikleri kullanilarak,

(dR)W =DyR = DWZ (Ric(E)),E;)
= DWZ (Ei,E;)E;,E;)

= Z<Vw< (Ei7Ej)Ej7Ei>

i

= Y ((VYwR)(E:E))E},E;)

_ —iZ (Vie,RYW, EE; ) = Y ((VER) (E;, W)E,, E)
_ _Z (Ve,R)(W, E;, Ej, E)) ZiVER )(E;,W.E},E;)
_ Z(VEJ.R)(Ej,E,-,Ei,W)— .(IVE,-R)(Eiij’EJ"W)

- leWE,.R)(Ej,EnEnW) |

= ziVEj(R(Ej,EhEi,W))

- ziVEj(Ric(Ej),W))

- 2iVEj<Ric(W),Ej>

2 (Ve (Rie(W). )

— 22;:((VEjRic)(W),Ej>

= 2div(Ric)(W)

olarak elde edilir. O

Tensor alanlar ile ilgili yapilan caligsmalarda iglem kisalig1 saglamak i¢in 6zellikle
(0,2)- tipinden simetrik tensor alanlarinin (1,1)- gosterimi siklikla kullanilan bir

yontemdir. Bu yontem asagidaki gibidir:

B, M" manifoldu iizerinde (0,2)- tipinde simetrik tensor alani olmak tizere,
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A :ﬂ Bolsun. A € ‘I} (M) dir. (2.1) esitligine gore,

A(6,X) = 0A(X) = (Y,A(X)) (2.4)

dir. Burada Y, 6 1- formuna karsilik gelen vektor alani ve A : x (M) — x (M) lineer

doniistimdiir. Diger yandan,
(11 B)(8.X) = B(Y.X) (2.5)
oldugundan (2.4) ve (2.5) esitliklerinden
B(Y,X) = (A(X),Y) (2.6)

esitligi elde edilir. (2.6) esitligine gore, (0,2)- tipindeki simetrik B tensor alanina

(1,1)- tipinde A tensor alani kargihik gelir.

Ozel olarak, T, M manifoldu iizerinde simetrik (0,2)- tipinde tensor alam olmak
iizere, T tensor alanina karsilik gelen (1,1)- tipindeki tensor alami yine T ile
gosterilecektir. Yani,

T(X,Y)=(T(X),Y)
dir.
Ornegin, M" manifoldu iizerinde Ric tensorii (0,2)- tipinde ve simetriktir.
Ric(X,Y) = (Ric(X),Y)

esitligi ile Ric tensorii (1,1)- tipinde Ric : (M) — x(M) lineer doniisiim olarak
diisiiniilebilir.
Benzer olarak bir f fonksiyonunun Hessiyani i¢in,

Hessf(X,Y) = (S(X),Y)

esitligi ile tammlt S : x (M) — x(M) lineer doniisiimii igin S(X) = VxV f dir. Bu
esitlik kisaca S(-) = V.V f olarak da yazilabilir.
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Lemma 2.3.22. [20] (M",g) Riemann manifoldu ve T, M" manifoldu iizerinde
simetrik (0,2)- tipinde tensor alami olsun. Bu durumda her ¢ € F(M) igin

asagidaki esitlikler saglanir.

div(eT) = @divT +T(Ve,-)
V(QT) = @VT +do®T
%dWW = V’o(Ve,) 2.7)
divv?@ = Ric(V@,-)+dAg.
Lemma 2.3.23. [20] (M",g) Riemann manifoldu ve T, M" manifoldu iizerinde

simetrik (0,2)- tipinde tensor alam olsun. Bu durumda, her Z € x(M) ve her

© € §(M) igin
div(T(9Z)) = @(divT)(Z)+ o(VZ,T)+T(Ve,Z)

esitligi saglanir.
Ispat: Her Z € y(M) ve her ¢ € F(M) igin T tensor alanmnin (1,1)- tipindeki

gosterimi kullanilarak,

div(T(9Z)) = div(eT(Z))
= T(Z)¢+ @divT(Z)
= (Vo.T(Z))+ @divT (Z)

= T(Ve,Z)+divT(Z)

olarak hesaplanir. Diger taraftan, T simetrik oldugundan {Ei,E,,...,E,}, M"

izerinde ortonormal ¢at1 alan1 olmak iizere,

@vT)(Z) = Y.(VET)(Z,E)

= YA(V&eT)(2).E)
= Y(VET(2)-T(VE2),E)

1

= div(T(2))-Y.{(V£2),T(E}))

i
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oldugundan

div(T(92)) = T(V.Z)+((dnT)(Z)+) ((VEZ),T(E)))

= T(V,Z)+o((divT)(Z)+@(VZ,T)
esitligi elde edilir. a
Lemma 2.3.24. [14] (M",g) Riemann manifoldu olsun Bu durumda,
AV, f = ViAf + RV ;f (2.8)

SAIVIE = ViV 4+ Ry ¥af i+ Vif Vi(Af) 29
esitlikleri saglanir.
Ispat: V¥ = gb/V; oldugundan,
AVf = V,V,Vif
= V,;Vi\V,f
= ViV,V,f+R;iuVf
= ViAf+Rug"V,f
= VAf+R;;V;f
esitligi elde edilir. Bu esitlik fonksiyonlar iizerinde A ve V operatorlerinin Ric

tensorii farkiyla degisimli oldugunu gosterir. |V f|? icin Bochner formiilii olarak

bilinen (2.9) esitliginin ispati i¢in (2.8) esitliginden yararlanilarak,

AV ViVi(V,f)?
= 2Vi((ViVif)(V,f))
= 2((ViViVif)(Vif) + (ViVif)(ViV;f))
= 2(AV,1)(Vif) +2(ViV,f)?
= 2V Af+RyVif)(Vif) +2(ViVf)?
(

= 2V,AL)(Vif)+ 2R VifVif +2(ViV;f)?
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oldugu kolayca goriiliir. (2.9) esitligi
JAIVFP = |Hess [+ Rie(V 1,V 1) + (V£ VAf)
olarak da yazilr. O
Lemma 2.3.25. [28] (M",g) Riemann manifoldu iizerinde
div(Lxg)(X) = %A\X|2 — |VX >+ Ric(X,X) + DxdivX (2.10)
esitligi saglanir.
Ispat: {E\,E,,...E,}, p noktasinda paralel ortonormal cat1 alan1 olmak iizere,
div(Lxg)(X) = (VELxg)(EiX)
= Vi (Lxg(Ei, X)) — Lx8(Ei, VEX)
= Vi (8(VEX,X)+8(Ei,VxX)) — 8(VEX,VEX)
— 8(Ei, Vv, X)
= A% X|> + Vg g(E;, VxX) — [VX|?
— 8(Ei, Vv, X)
= AP~ [VXP +¢(V34X E)
= A%]X\z—]VX]z—i—Ric(X,X)—|—g(V§7EI,X,E,~)
= A%|X\2—]VX]z—i—Ric(X,X)—i—DxdivX
olarak elde edilir. O
Yukaridaki lemmada (2.10) esitligi X = V f igin,
DxdivX = XdivX = (VdivX,X)
= (VdivVf,Vf)
= (Vf,VAf)

ve

1
ELX‘g =2Hessf
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oldugundan
2(divHessf)(Vf) = %A\Vﬂz — |Hessf|> + Ric(Vf, V) + (VF,VAf) (2.11)
esitligine doniisiir. Ayrica (2.11) esitliginin (1, 1)- tensor gosterimi
divWV f = RicV f + VAf (2.12)

esitligi gibidir.
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3. RICCI SOLITONLARLA ILGILIi TEMEL KAVRAMLAR

3.1. Ricci Solitonlar

(M",g) Riemann manifoldu iizerinde A reel sayisi i¢in Ric = Ag esitligi
saglaniyorsa g metrik tensoriine Einsteindir denir. Einstein metrigi ile verilen
(M", g) Riemann manifolduna Einstein manifoldu denir. Ricci solitonlar ilk olarak
1982 yilinda Hamilton tarafindan Einstein manifoldlarinin bir genellemesi olarak

verilmistir [21].

Tamm 3.1.1. [28] (M",g) tam(complete) Riemann manifoldu olsun. (M",g)

manifoldu iizerinde A reel sayist igin,
o1
Ric+ ELXg:lg (3.1

esitligi saglanacak sekilde bir X vektor alan1 varsa M" manifolduna Ricci soliton
denir. Ricci soliton manifoldu kisaca (M", g, X, A) ile gosterilir. Burada, X vektor

alanina potansiyel vektor alani denir.

feFM) igin X = Vf ise, M" manifolduna gradiyent Ricci soliton denir. Bu
durumda,

Ric+V’f=2Ag (3.2)
dir. Bu esitlikte, V2 f = Hessf dir.
A = 0 i¢in, Ricci soliton manifolduna durgun (steady) denir. Ayrica A > 0 veya

A < 0 durumlar igin sirasiyla biiziilen (shrinking) veya genisleyen (expanding)

Ricci soliton denir.

Gradiyent Ricci soliton icin f fonksiyonuna Ricci soliton manifoldunun potansiyel

fonksiyonu denir.
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Ornek 3.1.2. (R",gy) Oklidyen gy metrik tensérii ile verilmis Oklid uzay

_ kP

olsun. Vgo = 0 oldugundan R" diiz(flat) manifolddur. f 1 potansiyel
fonksiyonu i¢in, (R",go, Vf, %) dortliisii Ric + V2 f = % go esitligini sagladigindan

biiziilen(shrinking) gradiyent Ricci solitondur.

Tamm 3.1.3. [28] (M",g,X, ) Ricci soliton manifoldu iizerinde X Killing vektor
alan1 ya da X = V£ i¢in f sabit fonksiyon ise, (M", g) Einstein manifoldudur. Bu

durumda, (M", g,X, A1) Ricci soliton manifolduna asikar(trivial) soliton denir.
Ornek 3.1.4. [13] R"! Oklid uzayinda r yaricaph " (r) kiiresinin kesitsel egriligi
K= rLZ ve skalar egriligi R = @ dir. Buradan S"(r) kiiresi i¢in Ric = ”r;zl g

oldugundan S"(r) kiiresi Einstein manifoldu yani asikar(trivial) Ricci solitondur.

Lemma 3.1.5. [22] (M", g,V f, ) tam(complete) gradiyent Ricci soliton olsun. R,

M" manifoldunun skalar egriligi olmak tizere C sabiti igcin
R+|VFf?—2Af=C (3.3)

esitligi saglanir.

Ispat: (3.2) esitliginin her iki yamnin divergensi alindiginda,
divRic +divV* f =0

esitligi elde edilir. Bu esitlikte sirasiyla daraltilmis ikinci Bianchi esitligi ve

Bochner formiilii kullanilarak,
¥+Rich+VAf:0 (3.4)
bulunur. Ayrica, (3.2) esitliginin her iki yaninin izi alinarak
R+Af =ni (3.5)
esitligi elde edilir. Ricci soliton denkleminin (1, 1) gosterimi

RiCVf + vaVf = lVf



32

esitligindeki gibidir. Burada Vy/V f = %V!V f|? dir. Buradan,
Richz?LVf—%V\Vf]z (3.6)

esitligi elde edilir. (3.5) ve (3.6) esitlikleri (3.4) esitliginde yerine yazilirsa,
V(R+|Vf*>=24f) =0

dir. Yani, R+ |Vf|> —2A f = sabit olarak elde edilir O

Onerme 3.1.6.  [22, 23] (M",g,Vf,A) kompakt durgun(steady) ya da
genigsleyen(expanding) gradiyent Ricci soliton olsun. Bu durumda, (M", g) Einstein

manifoldudur.

Ispat: (3.3) ve (3.5) esitliklerinden
Af —|Vf?+2Af =nA —C

esitligi elde edilir. M" kompakt ve A < 0 i¢in, maksimum deger ilkesinden f

fonksiyonu sabittir. Buradan M" Einstein manifoldudur. O

Perelman’a gore kompakt Riemann manifoldu iizerinde her Ricci soliton
gradiyent Ricci solitondur [27]. Buradan, her kompakt durgun(steady) ya da

genisleyen(expanding) Ricci soliton Einstein manifoldudur [7].

Teorem 3.1.7. [17] (M",g,Vf,A) gradiyent Ricci soliton olsun. Bu durumda

asagidaki esitlikler saglanir.

(1) ViR =2R;;Vif
(2) ViR —ViRji =R V' f
(3) AR;j = (VR;j,Vf)+2AR;; — 2Ry jR"

(4) AR = (VR,Vf)+2AR —2|Ric|?
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Ispat: (1) esitliginin ispati icin, Lemma 2.3.21 den 2divRic = VR oldugundan

1ViR = (divRic); dir. Bu durumda,

(divRic); = (divRic)(9;)

oldugundan

esitligi elde edilir. Buradan,

(C13VRic)(d;)
Z(VRic)(aj,8,~,Zgjk<9k)
J k

Zgjk(VRiC)(aj, 81-, 8k)

Zgﬂ‘ (Vg Ric)(9}, )

Zgjkvk Agl] )
J.k

—ng ViViV,f

_ngkv

—Zg”‘ (ViVif + V(R 9)d)))
—ng ViViVf — ng"Vf (9k; 1)95))
-V ng ViVif— Z g Ry sV f

Jikys

*ViAf* Y RV f

ViR=-ViAf =Y R;V'f = —Vind—R) ZR,SVS
N

= —ViR-) R,V'f
N

ViR=Y 2R,V'f
N
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dir. (1) esitliginin ispatina benzer olarak,

ViRix—ViRjx = =V, VVif+V,V,Vif
= V\V,Vif+V,;ViVif
= ViVif +ViVif
= (V/)(R(d;,9))0k)
= Y RuV'f

s
olarak elde edilir.
(3) esitliginin ispati i¢in (2) esitligi kullanilarak,
ARy =V'ViRy = V/(ViRj+RijisV'f)

= VjViRjk + (VjRiij)VSf + Rijks(VJVSf)
esitligi elde edilir. Ikinci Bianchi esitliginden yararlanarak,

(VjRijks)st = VkRiijst_ VsRiijvsf

olarak elde edilir. Buradan,

ARy = ViV'Rj+ Rl R, + R} R;

+ ViRl V' f = ViR V' [+ Rijps VIV f
= VV/Rj+RiR} + R} R’

— ViR VP f+ VRV f +Rijs VIVE f
ve
ViViRy = 1V,VR,
(VRiy,Vf) = VR Vf ,
RijisVIVif = —RijisR” + ARy ve

5ViViR+ R} R = —RijisR* + 3V, ViR
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esitlikleri kullanilarak,
AR; = %VinR +RisR, + R}, R
— ViRV f + (VRy,Vf) — RijusR”* + ARy
= (YR, Vf) + ARy — 2R jysR” + R R} + %V,{V,R — ViR V' f
esitligi elde edilir. Yine, (1) esitliginin tiirevi alinir ve gerekli kisaltmalar yapilirsa,
AR;; = (VR;;, V) +2AR;; — 2Ry jsR"
oldugu goriiliir.

(3) esitliginin g metrigi ile daraltmasi alinarak,

Y g7AR; = Y gV((VRi;,Vf)+2AR;;—2R;jsR")
iy iy

AR = (VR,Vf)+2AR—2R;R"
= (VR,Vf)+2AR—2|Ric|?
(4) esitligi kolaylikla gosterilmis olur. a

Lemma 3.1.8. [28] (M",g,X,A) Ricci solitonu iizerinde
%A\X\z = |VX|> —Ric(X,X)

esitligi saglanmr.

Ispat: (3.1) esitliginin izi alinirsa,

R+divX =ni 3.7)
esitligi elde edilir. (3.7) esitliginde sirasiyla X vektor alanina gore tiirev alinarak,
daraltilmig ikinci Bianchi esitligi ve Lemma 2.3.25 kullanilarak,

—DxdivX = DxR
= 2divRic(X)
= —div(Lxg)(X)

1
— —(§A|X\2—|VX|2—|-RiC(X,X)+DXdiVX)
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esitligi elde edilir. Boylece,
1
EA|Xy2 = |VX|* — Ric(X,X)
olarak bulunur. O

Onerme 3.1.9. [28] (M",g), u Einstein sabiti ile verilen Einstein manifoldu
olmak iizere (M",g,V f,A) bir gradiyent Ricci Soliton olsun. Bu durumda, M"

iizerinde Hessf = 0 ya da M" bir Gaussian solitondur.

Ispat: (M",g) Einstein manifoldu gradiyent Ricci soliton olsun. Bu durumda,
ug+Hessf =21g

dir. Buradan, u = A4 ise Hessf = 0 dir. Aksi durumda, Hessf = (A — u)g olur.
Burada, f fonksiyonu bir sabit ile carpilirsa Hess f = g esitligi elde edilir. Boylece,

f konveks fonksiyondur. Simdi, f fonksiyonuna uygun bir sabit eklenirse,

=i

fonksiyonunun f in minimum degerine olan uzaklik fonksiyonu oldugu goriiliir.
Buradan, radyal egriliklerin sifir oldugu ve M" manifoldunun diiz(flat) oldugu

kolaylikla gosterilir. Boylece, M”" bir Gaussian solitondur. O

Teorem 3.1.10. [28] (M",g,X,A) kompakt Ricci soliton olsun. Ric(X,X) <0 ise,

M" bir Einstein manifoldudur.

Ispat: M" kompakt oldugundan Lemma 3.1.8 deki esitligin her iki tarafinin M”"

manifoldu lizerinden integrali alinarak divergens teoreminden
VX =0

oldugu goriiliir. Buradan M" bir Einstein manifoldudur. O
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3.2. Almost Ricci Solitonlar

(M",go) tam(complete) Riemann manifoldu olmak iizere g(¢), Ricci flow
denkleminin [0,€], € > 0 aralig1 tizerinde ¢, diffeomorfizmlerin 1- parametreli
ailesi i¢in g(¢) = t(p,1)®; go(p) olacak sekilde bir ¢dziimii olsun. Burada, p € M"
icin 7: M" x [0, €] — R pozitif fonksiyondur. Bu durumda,

J ) . «
580 = S (P00 (P + (PO Ly ypolp)  BB)

olarak yazilabilir. ¢(0) =1 ve g(0) = go oldugundan 7(p,0) = 1 dir. (3.8)
esitliginden
) 1
Ricg, + iLng =Ago
olarak elde edilir. Burada, A(p) = —%%r(p,O) ve X = %(p(p,O) dir. Boylelikle,

Ricci soliton denklemindeki sabit A sayisinin A : M" — R fonksiyon olabilecegi

gosterilmistir [2,29].
Tamm 3.2.1. [2] (M",g) diferensiyellenebilir Riemann manifoldu olsun.
.1
Ric+ ELX g=Ag

esitligi saglanacak gekilde X vektor alani ve A : M" — R fonksiyonu varsa M"

manifolduna almost Ricci soliton denir.

X vektor alan1 bir f: M" — R fonksiyonunun gradiyenti ise M" ye gradiyent almost

Ricci soliton denir. Bu durumda, Ricci soliton denklemi
Ric+V*f=Ag
esitligindeki gibidir.

Yine Ricci soliton metriginde oldugu gibi almost Ricci solitonlar da A

fonksiyonuna gore isim alir.

Ornek 3.2.2. [2] R**! uzayinda S” kiiresinin Ricci tensérii Ric = (n— 1)gg ve

skalar egriligi R = n(n — 1) dir. R"*! uzay: iizerindeki sabit bir X vektor alanimin
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S" kiiresi iizerindeki izdiigiimii yani, X vektor alanini S” kiiresine teget bileseni X

icin, A = ndivX — R olmak iizere her V.W € x(S") icin,

%Lxgo(V,W) = %[(VVX,WH-(VWX»V”
= (V,W)

oldugundan %Lxgo = go dir. Buradan X konformal vektor alanidir. Ayrica,
divX = n dir. Dolayisiyla bu degerler kullanilarak,
A=ndivX —R=nn—n(n—1)=n
oldugu goriilir. A = n deferi Rics: + 3Lxgo = Ago denklemini saglar. Sonug

olarak, (S",go0,X,A) dortliisii almost Ricci solitondur.

Ricci soliton manifoldunda A nin sabit olmasi nedeniyle VA = 0 dir. Bu 6zellik
konuyla ilgili yapilan caligmalarda islem kolayli§1 saglamaktadir. Fakat almost
Ricci soliton manifoldlart i¢in durum bdyle degildir. Ayrica, kompakt Ricci
solitonlarin aksine almost Ricci soliton manifoldlarinin gradiyent almost Ricci
soliton olmasi i¢in skalar egriliklerinin sabit olmas1 gerekmektedir [3]. Bu
kistmda almost Ricci solitonlarla ilgili giiniimiize kadar yapilan calismalardan

bazilar1 verilecektir.

Onerme 3.2.3. [2] (M",g,Vf,A) almost gradiyent Ricci soliton olsun. Bu

durumda asagidaki esitlikler saglanir.

(1) R+Af =nA
(2) ViR=2R;V/f+2(n—1)V;A
(3) ViR —ViRjx —RijisV'f = (VjA)gik — (Vid)gjx

@) V(R+|Vf>?—2(n—1)A) =2AVH.
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(1) esitliginin ispat1 igin skalar egrilik ve bir fonksiyonun laplasiyani tanimi

kullanilarak,

oldugu goriiliir.

R+Af = Zginij—i-ZgijVizj
ij ij

= Y g'Rij+) g7(Agij—Rij)
77 77

= nk

(2) esitliginin ispati i¢in tekrar %V,-R = (divRic); esitligi kullanilarak,

(divRic);

oldugundan

1

ZgJ Vlej
J.k
Jk o 2

Zg Vk(z'glj - Vijf)

Tk

Y e*Vi(dgij) = Y ¢ ViViV,f

Jik Jik

Y & (Vid)gij - Y ¢ ViV,f

Jk Jik

Vil =Y ¢ (VAVf +Vf(R(9, 9,)9;))
J.k

Vid =Y g*ViviVif - ¥ ¢V £(R(9, :)9)))
Jk Jk

VA=V Y " ViV = ¥ ¢ Ry V' f

Jk Jok.s

VA —Virf =Y RisV'f

Vik =ViAf =Y R V'f
= ViA—V(nA —R)—Y RiV'f

= (1-n)ViA+ViR—Y RV'f
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olarak elde edilir. Buradan,
ViR=Y 2RV’f+2(n—1)V;A
S

dir.  (3) esitliginin ispatt i¢in (2) esitliginin ispatinda kullanilan tensor cebiri

islemlerine benzer iglemler yapilarak,

V.,-Rl'k — V,'Rjk =

oldugu kolaylikla goriiliir.

Almost Ricci solitonlarin  (1,1)- tensor gosteriminden ve (3) esitliginden

yararlanilarak,
SVR+|VFP) = %VR+%V|Vf|2
= Ric(Vf)+(n—1)VA+Vy,Vf
= AVf+4+(n—1)VA
(4) esitligi saglanir. 0

Lemma 3.2.4. [2] (M",g,X,A) almost Ricci soliton olsun. Bu durumda,

(1) 1A|X> = |VX|* —Ric(X,X)— (n—2)g(VA,X),

() 3(A=Dx)IX]* = VX[ - A|X|* — (n —2)g(VA,X)

esitlikleri saglanir.

Ispat: Ric + %Lx g = Ag esitliginin her iki yaninin divergensi alinarak,

2divRic + div(Lyg) = 2VA (3.9)
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esitligi elde edilir. Ayrica, R+ divX = nA oldugundan her Z € (M) igin,
DzR + DzdivX =nDz(A)
dir. Diger taraftan, daraltilmis ikinci Bianchi esitligi, Lemma 2.3.25 ve (3.9)
esitliginden
DxdivX = nDx(A)—DxR
= ng(VA,X)—DxR
= ng(VA,X)—2divRic(X)
= ng(VA,X)+div(Lxg)(X)—2g(VA,X)
= (n—2)g(VA,X)+ (%A|X]2 — |VX|? +Ric(X,X) + DxdivX)
esitligi elde edilerek
%A|X\2 = |VX|® - Ric(X,X) — (n—2)g(VA,X)
olarak bulunur.
Simdi (2) esitliginin ispat1 i¢in, (1) esitliginde Ric(X,X) yerine
Ric(X,X) = A|X|> — %Lxg(X,X) fonksiyonu yazilirsa
LARE = [VXP-AXP+ L gg (6, %) — (1—2)g(V2,X)
2 2 ’ ’
= |VX]PP—AIX[*+ %DX\X|2 —(n—2)g(VA,X)
esitligi elde edilir. a

Teorem 3.2.5. [2] n > 3 olmak iizere, (M",g,X,A) kompakt almost Ricci soliton
ve / (Ric(X,X)+ (n—2)g(VA,X))dM < 0 olsun. Bu durumda, X Killing vektor
alanlrldln Boylece M" asikar(trivial) Ricci solitondur.

Ispat: Yukaridaki lemmanin (1) esitliginde her iki yaninin M" kompakt manifoldu

tizerinden integrali alinarak,

/ ]VX]ZdM:/(Ric(X,X)—|—(n—2)g(V)L,X))dM
JM M
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esitligi elde edilir. Bu esitligin sag tarafi sifirdan kiigiik esit oldugundan VX =0

dir. Buradan X Killing vektor alanidir. Yani, M" Einstein manifoldudur. O

Teorem 3.2.6. [2] n > 3 olmak iizere, (M",g,X, ) kompakt almost Ricci soliton
olsun. X vektor alam asikar olmayan(non-trivial) konformal vektor alani ise, M"
manifoldu S" Oklidyen kiiresine izometriktir.

Ispat: X vektor alam asikar(trivial) vektor alam olmadigindan w # 0 olmak iizere,
Lxg = 2yg dir. Bu esitlik almost Ricci soliton denkleminde yerine yazildiginda

Ric = (A — y)g elde edilir. Bu esitligin her iki yaninin izi alinarak, R skalar egriligi
R = n(A — y) olarak bulunur. A — y sabit oldugundan R skalar egriligi sabittir.

Ayrica, ¥ # 0 oldugundan R > 0 (Lemma (2.3), [32]) dir. Buradan, R # O dir. Ric

tensoOriiniin X vektor alanina gore tiirevi alinarak,
LxRic = Lx((A—w)g)
= (A—-v)lxg
= 24-y)yg

esitligi elde edilir. Bu durumda, M" manifoldu Oklidyen kiiresine izometriktir

(Teorem 4.2, [32]). O

3.3. Ricci Solitonlar ve Concircular Vektor Alanlar:

M" Riemann manifoldu iizerinde bir X vektor alanina
VyX = uY, VY € x(M) (3.10)

Onermesi saglanacak sekilde sifirdan farkli bir u : M" — R fonksiyonu varsa
concircular vektor alami denir [10]. Chen’in 2015 yilinda yapmig oldugu
calismada soliton potansiyel vektdr alaninin concircular vektor alani olmasi

durumu incelenmigtir [10].

Bu kisimda, bu ¢caligsmadaki bazi temel tanim ve teoremler verilecektir.
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Lemma 3.3.1. [10] (M",g) Riemann manifoldu ve f, M" manifoldu iizerinde bir
fonksiyon olsun. Bu durumda, Vf gradiyent vektor alaminin concircular vektor

alani olmas igin gerek ve yeter kogul her XY € x(M) ve U fonksiyonu icin,
Hessf(X,Y)=pug(X,Y) (3.11)

esitliginin saglanmasidr.
Ispat: f, M" iizerinde bir fonksiyon olmak iizere, her X,Y € y(M) igin (3.11)

esitligi saglansin. Bu durumda,
Hessf(X,Y)=g(VxVf,Y)

oldugundan VxV f = uX dir. Buradan, Vf concircular vektor alanidir.

Kargit olarak, Vf concircular vektor alani olsun. Bu durumda, sifirdan farkli p
fonksiyonu ve her X € y (M) i¢in VxV f = uX dir. Buradan, Hess f = pg esitliginin

saglandig1 agiktir. a

Bir Riemann manifoldu iizerinde sifirdan farkli concircular vektor alani varsa
Riemann manifoldunun warped carpim manifoldu oldugunu veren teorem

asagidadir.

Teorem 3.3.2. [10] Eger, (M",g) Riemann manifoldu iizerinde hicbir yerde sifir
olmayan concircular vektor alant varsa bu durumda, ¢ : 1 — R sifirdan farkl

fonksiyon ve F, (n— 1)- boyutlu Riemann manifoldu olmak iizere,

M manifoldu I X y(5) F warped ¢arpum manifoldudur.
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Teorem 3.3.3. [10] n > 3 olmak iizere, (M",g,X,A) Ricci soliton olsun. X vektir
alamimin concircular vektor alani olmast igin gerek ve yeter kosul asagidaki ii¢

kosulun saglanmasidur.

(a) (3.10) esitligindeki U fonksiyonu sifirdan farkli bir b sabitidir.
(b) A =bdir

(¢) I C R yay uzunlugu s olan bir acik aralik, ¢ bir sabit ve F, Ricy = (n—2)b*gr
icin (n — 1)- boyutlu Einstein manifoldu olmak iizere, M = I X s F warped
carpim manifoldudur.

Ispat: (M",g,X,A) Ricci soliton ve X concircular vektor alani olsun. Bu durumda,

her VW € x(M) i¢in
(Lxg)(V,W) = g(VvX, W) +g(VwX,V) =2ug(V,W)
oldugundan bu esitlik Ricci soliton denkleminde yerine yazilarak
Ric(V,W)=(A—pn)g(V,W) (3.12)
esitligi elde edilir. Buradan, M" nin Einstein manifoldu oldugu goriiliir. n > 3 ve
M" Einstein manifoldu oldugundan M" nin skalar egriligi sabittir. Yani,

R =n(A — u) oldugundan u sifirdan farkli bir sabittir. Bu sabit b ile gosterilsin.

W = b i¢in, VyX = bV ve X vektor alanina normal her V vektor alam igin
R(V,X)X = 0 esitligi elde edilir. Buradan, Ric(X,X) = 0 dir. Dolayisiyla, M"
Ricci flat manifolddur. M" manifoldunun Ricci flat olusu (3.12) esitligi ile birlikte

diisiiniildiigiinde A = b oldugu goriiliir.

Simdi, (c) nin dogru oldugu gosterilecektir. Teorem 3.3.2 ye gore, ¢ : I — R
fonksiyonu ve F, (n— 1)- boyutlu Riemann manifoldu olmak tizere M", I X (5 F
warped ¢arpim manifoldudur. Ayrica, i = b ve Teorem 3.3.2 den ¢'(s) =u =5

olarak bulunur. Buradan, ¢ sabit olmak iizere ¢ (s) = bs+ ¢ bicimindedir. Boylece,
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M =1 Xpsi F warped carpim manifoldudur. M" manifoldu Ricci flat oldugundan

(3.12) esitliginden A = p = b dir. Buna gore F manifoldu, Ricci tensorii
Ric = (n—2)b*gr esitligini saglayan Einstein manifoldudur ( [6]; (9.109) esitlik ).

Tersine, (a) dan X vektor alaninin concircular vektor alant oldugu goriiliir. a
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4. ALMOST RICCI SOLITONLAR VE CONCIRCULAR
VEKTOR ALANLARI

Bu boliimde, potansiyel vektor alan1 concircular vektor alani1 olan almost Ricci
solitonlar ve almost Ricci solitonun alt manifold oldugu durumlar i¢in elde edilen

yeni sonuglar verilecektir [1].

4.1. Almost Ricci Solitonlar ve Concircular Vektor Alanlari

Barros ve Ribeiro Jr. [2] de (M",g) kompakt almost Ricci soliton manifoldunun
rijit olmas1 ile ilgili yaptiklar1 calismada Ricci soliton manifoldunun potansiyel
vektor alan1 konformal vektor alani oldugunda (M", g) Ricci soliton manifoldunun
S" kiiresine izometrik oldugunu gostermistir. Potansiyel vektor alan1 concircular

vektor alan1 olan M" almost Ricci soliton i¢in de benzer sonug¢ asagidaki gibidir.

Teorem 4.1.1. [1] n > 3 olmak iizere, (M",g,v,A) kompakt almost Ricci soliton
olsun. v concircular vektor alani ise bu durumda, M™ manifoldu S" Oklidyen

kiiresine izometriktir.

Ispat: v vektor alam concircular oldugundan sifirdan fakli u fonksiyonu ve her

X € x(M) vektor alani i¢in, V,X = uX dir. Buradan,

%(ng)(y,z) = %[g(VYV,Z)-i—g(VZVuY)]
= [.Lg(Y,Z)

dir. Boylece, Ricci soliton denkleminde
Ric(Y,7) = (1 — p)g(¥.2)
esitligi elde edilir. n > 3 oldugundan A — u sabittir. A — u sabit oldugundan,
LyRic = L,((A—n)g)
= (A—-u)Lg

= (A-pug
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esitligi elde edilir. Buradan, M" manifoldu S" Oklidyen kiiresine izometriktir

(Teorem 4.2, [32]). O

Bu teoremin bir sonucu olarak, concircular vektor alanlari ve kapali(closed)

konformal vektor alanlari arasindaki ilgi asagidaki gibidir.

Koszul formiilinden her Y, Z € (M) i¢in 6 = g(v,-), v vektor alaninin g metrigine

gore kovaryant formu olmak {lizere
esitligi yazilabilir. u, M manifoldu tizerinde bir fonksiyon olmak iizere,

L,g =2ug ve dB =0 ise v vektor alanina kapali (closed) konformal vektor alant
denir [31]. Bu durumda, kapali(closed) konformal vektor alaninin concircular

vektor alani oldugu agiktir.

Sonug 4.1.2. [1] n > 3 olmak iizere, (M",g,v,A) kompakt almost Ricci soliton
olsun. v kapali konformal vektor alani ise, M" manifoldu S" Oklidyen kiiresine

izometriktir.

4.2. Almost Ricci Solitonun Alt Manifold Oldugu Durumlar

Ricci solitonlarin alt manifold olmast durumunu ilk olarak 2015 yilinda Chen
concircular vektor alanlarindan yararlanarak ¢alismistir [10]. Bu ¢aligma almost
Ricci solitonlarin alt manifold olmasit durumunun ¢aligilmasini motive etmistir.
Gauss ve Weingarten formiilleri [11] alt manifold teorisinde Onemli bir yer
tutmaktadir. Bu kisimda oncelikle alt manifold teorisi ile ilgili 6zellikler kisaca
hatirlatilarak almost Ricci solitonlarin alt manifold olmast durumunda elde edilen

yeni sonuclar verilecektir.

(N™,g), m- boyutlu Riemann manifoldu ve ¢ : M" — N™ izometrik immersiyon
olsun. M" ve N™ manifoldlar izerindeki konneksiyonlar sirasiyla V ve V ile

gosterilsin.
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M" manifolduna teget X,Y vektor alanlar1 ve M" manifolduna normal vektor alani

& verildiginde, sirastyla Gauss ve Weingarten formiilleri
VyY = VY +h(X,Y) (4.1)

ViE = —A:X + Dyt 42)

esitlikleriyle tammhdir. Burada, VxY ve h(X,Y) sirasiyla %XY vektor alaninin
teget ve normal bilesenleri ve benzer sekilde —Ag X ve Dx & vektor alanlar da %Xé
vektor alaninin teget ve normal bilesenleridir. Burada, &, A ve D sirasiyla (M", g)
alt manifoldunun ikinci temel formu, sekil operatorii ve normal konneksiyonudur.
Buna gore,

8(h(X,Y), ) =8(AeX,Y)

esitligi saglanir.

Bu kisimda, N manifoldu iizerinde v vektor alan1 verildiinde v vektor alaninin
M" manifolduna teget ve normal bilesenleri sirasiyla v ve vV ile gosterilecektir.

Gauss ve Weingarten formiilleri kullanilarak, asagidaki lemma verilebilir.

Not 4.2.1. Bir (M",g) Riemann alt manifoldunun £ normal vektor alanina gore
sekil operatorii Ag olmak iizere, A = @I esitligi saglaniyor ise M" alt manifolduna
&- umbilik denir. Burada ¢, M" iizerinde bir fonksiyon ve I da M" iizerinde

0zdeslik doniisiimiidiir.

Lemma 4.2.2. [1] M", N™ manifoldunun alt manifoldu ve v, N™ iizerinde
concircular vektor alant olsun. M" manifoldunun totally umbilik ya da diiz(flat)
olmast icin gerek ve yeter kosul v!' vektériiniin M" manifoldu iizerinde concircular
vektor alant olmasidir.

Ispat: M” alt manifoldu diiz(flat) ya da totally umbilik olsun. v, N manifoldu
tizerinde concircular vektor alani oldugundan %Xv = uX olacak sekilde N™

tizerinde p fonksiyonu vardir. Bu durumda, (4.1) ve (4.2) esitliklerinden
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yararlanilarak her X € y (M) icin,
uX = Vv +h(X 1) —AnX +DxV
oldugu goriiliir. Bu esitligin tanjant ve normal kisimlar1 ayrilirsa,
Vvl = AnX +uX 4.3)

esitligi elde edilir. Boylece v!, M manifoldu iizerinde concircular vektor alanidir.

Karsit olarak, eger v/ M" manifoldu iizerinde concircular vektor alani ise, bu
durumda her X € x(M) i¢in
VXvT = T]X

olacak sekilde M" iizerinde sifirdan farkli bir 7 fonksiyonu vardir. Bu durumda,
(4.3) esitliginden
AnX = (77 - “)X

esitligi elde edilir. Buradan, = u ise M" diiz(flat) manifolddur. Aksi durumda

M" totally umbiliktir. O

Bu lemmadan yararlanilarak, asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.2.3. [1] M", N Riemann manifoldunun totally umbilik alt manifoldu ve
(M"™, g, v, 1) almost Ricci soliton olsun. Bu durumda, M" manifoldu S" kiiresine
izometriktir.

Ispat: M", N™ Riemann manifoldunun totally umbilik alt manifoldu ve
(M" g,vT' 1) almost Ricci soliton olsun. Bu durumda, Lemma 4.2.2 den v!', M"
manifoldu iizerinde concircular vektor alamdir. Agik olarak, Vxv! = uX olacak
sekilde M" manifoldu iizerinde sifirdan farkli pt fonksiyonu vardir. Buradan, Lie

tiirevinin tanimi kullanilarak her X,Y € x (M) igin

Lng(va) = g(VXvT7Y)+g(VYVT7X)

= 2ug(X.,Y)
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olarak bulunur. Bu esitlik almost Ricci soliton denkleminde yerine yazilirsa,
Ric(X,Y) = (A — )g(X.¥)

olarak elde edilir. Dolayisiyla, R = n(A — ) oldugundan, Teorem 4.1.1 in ispatina
benzer olarak M" manifoldunun S” kiiresine izometrik oldugu kolaylikla gosterilir.

|

Teorem 4.2.4. [1] M", N™ Riemann manifoldunun alt manifoldu olsun.

(M™, g, v, ) dortliisiiniin almost Ricci soliton olmast icin gerek ve yeter kosul her

X,Y € x(M) igin,
RiC(X>Y) = (ﬂ.—‘LL)g(X,Y) _§(h(XaY)aVN)

esitliginin saglanmasidur.
Ispat: v ¢ X(N) concircular vektor alan1 oldugundan Gauss ve Weingarten

formiilleri kullanilarak her X € y (M) i¢in,
uX =Vyv = Vyx( +Y)
= VxvI +h(X ) —AnX +DxVN
esitligi elde edilir. Buradan, teget ve normal kisimlar1 ayrilirsa
Vxv! =AwX +uXx
h(X,vT) = —DxV"
olur. Boylece, her X,Y € (M) i¢in
(Lyrg)(X,Y) = g(VxvI,Y)+ (V! X)
= 2ug(X,Y)+2g(AnNX,Y)
— 2ug(X,¥) +25(h(X,¥), V)

esitligi elde edilir. Buna gore, (M",g,v',A) dortliisiiniin almost Ricci soliton

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

Ric(X,Y)+ug(X,Y)+g(h(X,Y), W) = Ag(X,Y)
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esitliginin saglanmasidir. O

Bu teoremden yararlanilarak asagidaki sonuglar verilebilir.

Sonuc¢ 4.2.5. [1] n > 3 olmak iizere M", N™ Riemann manifoldunun alt manifoldu
ve (M",g,v!' 1) almost Ricci soliton olsun. M" manifoldunun asikar(trivial)

N

soliton olmast icin gerek ve yeter kosul M" manifoldunun v" - umbilik olmasidir.

Ispat: (M",g,v",A) almost Ricci solitonu asikar(trivial) soliton olsun. Bu

durumda, her X,Y € (M) i¢in (L,rg)(X,Y) = 0 dir. Ayrica,

(Lrg)(X,Y) = g(Vxv'.Y)+ (Vp' X)

= 2ug(X,Y)+2g(AnX,Y)

esitligine gore g(uX +A~X,Y) =0 dir. Buradan, A, vnX = —uX olarak elde edilir.

Yani, M" manifoldu vV - umbiliktir. O

Sonucg 4.2.6. [1] M", N Riemann manifoldunun totally umbilik alt manifoldu
ve (M",g,v!', 1) almost Ricci soliton olsun. Bu durumda, M" asikar(trivial) Ricci

solitondur.

[30] da Sharma (M",g,v,A) almost Ricci solitonunun Ricci tensorii paralel
ise, v vektdr alaninin konformal vektor alani oldugunu gostermistir. Buradan

yararlanilarak asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 4.2.7. [1] M", N™ Riemann manifoldunun alt manifoldu ve (M",g,v" , 1),
Ricci tensorii paralel olan kompakt almost Ricci soliton olsun. Bu durumda, M"

manifoldu S" kiiresine izometriktir.
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5. QUASI-EINSTEIN MANIFOLDLARININ RIJIT OLMA
DURUMLARI

Einstein metrikleri ve bu metriklerin genellemesi hem matematikte hem de fizikte
onemli bir rol oynamaktadir. Catino [9] Einstein metriklerinin bir genellemesi
olarak Riemann metriklerinin genellestirilmis quasi-Einstein metrikleri olarak
isimlendirilen yeni bir smfim1 vermistir. Bu kisimda, genellestirilmis

m-quasi-Einstein manifoldlarinin warped ¢arpim manifoldlari ile ilgisi verilecektir.

5.1. Genellestirilmis m-Quasi-Einstein Manifoldlar:

B = (B",gp) ve F = (F", gr) Riemann manifoldlar1 olmak iizere, sirasiyla 7
ve o donigiimleri B" x F™ manifoldundan B" ve F™ manifoldlarina izdiisiim
fonksiyonlar1 olsun. f : B" — R pozitif fonksiyon olmak iizere B" Xy F™
manifolduna g = 7*(gp) + f>6*(gr) metrik tensorii ile verilmis warped garpim
manifoldu denir. Burada, f fonksiyonuna warping fonksiyonu denir. Ricg ve
Ricr tensorleri sirasiyla B" ve F' manifoldlarinin Ricci tensorlerinin B" X ¢ F™
manifolduna kaldirilmiglar (liftleri) olmak iizere, konu ile ilgili ilk dnerme agagida

verilmistir.

Onerme 5.1.1. [26] B" ve F™ Riemann manifoldlart olmak iizere, B" x y F™
warped carpim manifoldu iizerinde XY yatay, V,W diisey vektor alanlart ve
m = dimF > 1 igin, B" x ¢ F™ manifoldunun Ricci tensorii asagidaki egitlikleri

saglar.

1. Ric(X,Y):RicB(X,Y)—%Hessf(X,Y)
2. Ric(X,V)=0

3. Rie(V,W) = Ricp (V,W) — (=30 + FLE (m —1))g(v, W)

Bu 6nermeden yararlanarak, Einstein esitlikleri agagidaki gibidir.
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Sonuc 5.1.2. [24] B" xy F™ warped ¢arpim manifoldunun Ric = Ag olacak
sekilde Einstein manifoldu olmast icin gerek ve yeter kosul asagidaki kosullarin

saglanmasidur.

(1) Ricg = Agp+ %Hessf
(2) (F,gr) manifoldu, Ricr = ugr olacak sekilde Einstein manifoldudur.
3) —fAf+(m=1)|VfP+Af?=p.

Tamm 5.1.3. [9] n > 2 i¢in, (M",g) tam(complete) Riemann manifoldu olmak

tizere 0 <m < oo, m € Z" igin
1
Ric+V*f— —df®df=Ag (5.1
m

esitligi saglanacak sekilde M" iizerinde f ve A fonksiyonlar1 varsa, M"
manifolduna genellestirilmis m-quasi-FEinstein manifoldu denir. Burada,

Ricf}? = Ric+ V*f — %d f ®@df tensoriine Bakry-Emery Ricci tensorii denir.

(5.1) esitliginde A € R i¢in elde edilen (M", g,V f,A) dortliisiine m-quasi-Einstein
manifoldu denir.

Ozel olarak m = o igin, (5.1) esitligi gradiyent almost Ricci soliton denklemini
verir. Ayrica, A € R olmasi durumunda m-quasi-Einstein manifoldunun gradiyent

Ricci soliton manifoldu oldugu agiktir.
Simdi, B" x F™ ¢arpim manifolduu: B" - R, u = e fonksiyonu i¢in

g = gp + u*gr metrik tensorii ile verildiginde B x, F warped ¢arpim manifoldu goz

Oniine alinsin. Bu durumda,
_r
Vu pry —#e m Vf
" Hessu= —Hessf + %df@df

oldugundan A reel sayisi i¢in m-quasi-Einstein manifoldunu karakterize eden
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Ric+V2f—Ldf@df = Ag esitligi
m
Ricg — —Hessu = Agp (5.2)
u

seklinde yazilabilir.

Agik olarak, (5.2) esitligi Sonu¢ 5.1.2 nin (1) onermesinde verilen esitliktir.
Dolayisiyla, m-quasi-Einstein manifoldlart (n 4 m)- boyutlu Einstein warped
carptm manifoldunun n- boyutlu taban manifoldudur. Yani, (B",gp)
taban manifoldu (M",gy) m-quasi-Einstein manifoldudur. ~ Bundan sonra,

m-quasi-Einstein manifoldu denildiginde A € R sayisi i¢in

Ric +V?f — %df ®df = Ag esitligini saglayan (n + m)— boyutlu M" x, F™
Einstein manifoldunun M" taban manifoldu anlagilacaktir.

m

(5.2) esitliginde h = —" olmak iizere, (M",g,Vu,h,A) yapisiyla verilen M"
Riemann manifolduna gradiyent s- Ricci soliton denir. Buna goére, her m-
quasi-Einstein manifoldu gradiyent (—)- Ricci solitondur. Eger u sabit fonksiyon

ise, m-quasi-Einstein manifoldu agikar(trivial)dir denir.

(M", g) manifoldunun kompakt olmasi durumunda /- almost Ricci solitonlarin ve

h- Ricci solitonlarin rijit olmasi asagidaki teoremlerle karakterize edilmistir.

Lemma 5.14. [20] (M",g,Vu,—" ) gradiyent (—")- almost Ricci soliton

olsun. Bu durumda,

n—2
m

d( WA — uhu— (m—1)|Vul?) — Adu? =0 (5.3)

m+n—2
m

esitligi saglanir.
Ispat: (M,g,Vu,— 1) gradiyent (—2)- almost Ricci soliton olsun. Bu durumda,

Ric — %Vzu — Ag = 0 esitliginin her iki yaninin divergensi alinarak ve
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R = nA + "Au ve (2.7) esitlikleri kullanilarak,

0 = divRic—TdivV2u+V2u(V(—T)7')—CM
u u

1
= d(nd+ %Au) - %(Ric(Vu, )+ dAu) + %VZM(VM, ) —dA

—d(—Au 2 u—ﬂ u—i—ﬂ u(Vu,- —I—ﬂ u
% Au) = ZdAu— " (du+ TV u(V S d|Vul?
u u

n—2 m? y  m 2
= dA — 2u2(udAu+Audu)——/ludu d|Vu| —|—f2d|Vu|

— 2 dx——xdu —ﬁd(uAu)——d]Vu\qu ——d|Vul?

oldugu goriiliir. Bu esitligin her iki yani 2 11e carpilirsa (5.3) esitligi elde edilir.

a

Teorem 5.1.5. [20] (M",g,X,h,A) kompakt asikar olmayan(non-trivial) h- almost
Ricci soliton, M" nin skalar egriligi R sabit ve h > 0 veya h < 0 olsun. Bu durumda,
M" manifoldu S"(r) kiiresine izometriktir. Ayrica, M" manifoldu gradiyenttir ve
potansiyel fonksiyonu S"(r) kiiresinin birinci 0z degerine ait 0z fonksiyondur.

Ispat: T, simetrik (0,2) tipinde tensr olsun. T nin traceless tensorii ;” olmak

( )

iizere, T T— g dir. Burada teoremin ispati, hipotezdeki R skalar egriliginin

sabit olmasi kogulunun yerine daha zayif bir kosul olan 4 > 0 i¢in (X, VR) < 0 ve
h < 0igin (X,VR) > 0 kosulu altinda yapilacaktir.

S= %LX g olsun. Bu durumda, /- almost Ricci soliton denkleminden
Ric = —hS (5.4)
dir. Diger taraftan Lemma 2.3.23 de 7' = Roic, ¢ =1 ve Z = X alinarak,
div(Ric(X)) = (divRic)(X) + (VX, Ric) (5.5)

oldugu kolaylikla goriilebilir. Burada, daraltilmis ikinci Bianchi esitliginden

-2

div(Ric(X)) = -

(VR,X) (5.6)



56
esitligi elde edilir. Ayrica,
(VX,Ric) = (Ric,S) = —h|S|? 5.7)

dir. Boylece, (5.4)-(5.7) esitliklerinden,

n—2
n

div(Ric(X)) = "= (VR,X) — h|S|? (5.8)

esitligi elde edilir. (5.8) esitliginin M" manifoldu tizerinden integrali alinarak,

S = 0 olarak bulunur. Boylece, X nonhomotetik konformal vektor alanidir ve (5.4)

esitliginden M" Einstein manifoldudur.

Simdi, X nonhomotetik konformal vektor alanit oldugundan Lyxg = 2pg olacak

sekilde sabit olmayan bir p fonksiyonu vardir.  h- almost Ricci soliton

denkleminden,
divX 1 R
= = — 2/ _—
p=——=,02-")
esitligi elde edilir. Ayrica, p fonksiyonu
Vip=————
p n(n—1) pPg

esitligini saglar. p sabit olmadigindan n%, p fonksiyonun laplasiyanin non-trivial
oz degeridir ve R > 0 dir. Buradan M, S"(r) kiiresine izometriktir. Bu durumda p,

S"(r) kiiresinin A} = R/(n— 1) birinci 6z degerine karsilik gelen 6z fonksiyonudur.

olmak iizere,

|
Vp =pg=-Lxg

1
~Lv.g = Vzu = 2

nn—1)
2 R

esitligi elde edilir. Buradan, M" manifoldunun gradiyent /- almost Ricci soliton

oldugu goriiliir. |
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Teorem 5.1.6. [20] u, M" iizerinde pozitif fonksiyon ve m sifirdan farkli sabit tam

sayist icin, (M", g, A, (—="),A) gradiyent (—"") Ricci soliton olsun. Bu durumda,

(1) W sabit reel sayt olmak iizere,
Au® +udu+ (m—1)|Vul> = u (5.9)
dir.

(ii) Kompakt durgun(steady) veya genisleyen(expanding) gradiyent (—")- Ricci
soliton agikar(trivial) solitondur.

Ispat: (5.3) esitliginde A sabit alinarak, (5.9) esitligi elde edilir.

(ii) nin ispatt icin M" kompakt oldugundan,
u(p) = maxu(x), u(q)= minu(x)

xeM xeM

olacak sekilde p,q € M" noktalar1 vardir. Bu durumda,
u(p) > 0,u(g) >0, Vu(p) = Vu(q) =0,  Au(p) <0 < Au(q) (5.10)

oldugu goriiliir. ~ M" manifoldunun durgun(steady) olmasi durumunda (5.9)
esitliginden,

ulu+ (m—1)|Vu|* = u (5.11)
esitligi elde edilir. Bu esitlik (5.10) ile birlikte gdz Oniine alinarak,
0> u(p)Au(p) = p = u(q)Au(q) > 0

esitsizlikleri saglanir. Buradan, g = 0 oldugu goriilii.  Sonug olarak, (5.11)
esitliginden,

uAu+ (m—1)|Vul> =0 (5.12)

esitligi elde edilir. Bu esitligin M" lizerinden integrali alinarak,

(m—z)/Myvu\zzo (5.13)
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oldugu goriiliir. Burada m # 2 ise, (5.13) esitliginden u fonksiyonu sabittir. Diger

taraftan, m = 2 ise (5.12) esitliginden

1
EAMZ = uhu+ |Vul> =0

esitligi elde edilir. Buradan, u fonksiyonunun sabit oldugu goriiliir.

Simdi M" manifoldunun genisleyen(expanding) oldugu durum yani, A < 0 durumu

icin, (5.9) esitligi ve (5.10) dan
A (p) > > A (q)

esitsizligi elde edilir. Buradan, u?(p) < u?(g) sonucuna varilir. Dolayisiyla, u
fonksiyonu sabittir. Boylece her iki durumda da u fonksiyonu sabit oldugundan

M" agikar(trivial) solitondur. O

Simdi de (—7)- Ricci soliton manifoldunun warped ¢arpim manifoldlari ile ilgisini

veren sonug verilecektir.

Sonug 5.1.7. [20] (M",gp,Vu,—" ) gradiyent (—")- Ricci soliton, u, (5.9)
esitligini saglayan bir sabit ve (F™,(,)), m > 1 olmak iizere m- boyutlu ve Ricci
tensorii Ricp = W(,) esitligini saglayan Riemann manifoldu olsun. M" manifoldu
kompakt oldugunda A > 0 kabul edilsin. Bu durumda, g = gy + u(,) metrigi ile

verilen M" x, F manifoldu Einstein manifoldudur.
Ispat: (M", gy, Vu, — = A) kompakt gradiyent (—% )- Ricci soliton ve A > 0 olsun.
Bu durumda X,Y € x(M) icin,

Ricy(X,Y) — "V2u =g
u
esitligi Onerme 5.1.1 deki (1) esitliginde yerine yazilarak,
Ric(X,Y)=21g(X,Y)

esitligi elde edilir. Simdi, V,W € x(F) olsun. Bu durumda, Onerme 5.1.1 deki (3)

esitligi ve (5.9) esitligi birlikte goz Oniine alinarak,

Ric(V,W) = Ag(V,W)
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oldugu goriiliir. Boylece M" X, F™ manifoldu Einsteindir. O
Her agikar(trivial) gradiyent (—)- Ricci solitonun Einstein manifoldu oldugu

aciktir. Fakat tersi genellikle dogru degildir. Bu durum agagidaki orneklerle

verilebilir.

Ornek 5.1.8. [5] n > 2 icin (S",go) birim kiiresi iizerinde T = (1/n,+o0) reel
parametre ve h,(x) = (x,v), v € S* C R"*! sabit birim vektoriine gore yiikseklik

fonksiyonu olmak iizere,

hy
f=—-min(t— ;)

. U _r ..
fonksiyonu goz oniine alinsin. Bu durumdau =e n =7 — % i¢in,
hy 1

Viu=v3(t—2)=—-=-V?h,
n n

olarak bulunur. VA, = v oldugundan her Y,W € x(S") i¢in,

VZh,(Y,W) = (VyVh,Y)
= <VWv,Y>

= —(A(W),Y) (5.14)
esitligi saglanir. Diger taraftan, S” kiiresi totally umbilik oldugundan
H(W)Y)=(A(W),Y)v
dir. Buradan, S” kiiresinin birim kiire oldugu dikkate alinarak

<II(W7Y)7X> = <A(W)7Y><V7X>

= —(W,Y)(1,X) (5.15)
esitligi elde edilir. Ayrica, II(W,Y) = (A(W),Y)X oldugundan

(HH(W,Y),X) = (AW),Y){X,X) = (A(W),Y) (5.16)
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olarak elde edilir. (5.14), (5.15) ve (5.16) esitliklerine gore,
Vth(Y7W) = _<A(W)>Y> = _<II(W7Y)>X>
= _<W7Y><V7X>
- _gO(W?Y)hv(x)
oldugundan VZh, = —h,go esitligi elde edilir. Boylece, u = e‘£ icin
1 m m
Vi~ —df @df ==V =~ gy = — (g —u)gp
m u un u
olarak bulunur. Ayrica, S" kiiresinin Ricci tensorii Ric = (n — 1)go oldugundan
A = (n—1)—m** icin, S" kiiresi agikar olmayan(non-trivial) (—)- gradiyent
almost Ricci solitondur.

Ornek 5.1.9. [5] 7> 2 icin (R", go) Oklid uzayinda t bir reel parametre olmak

lizere, f = —mlIn(t + |x|?) olsun. Bu durumda, u = e h =T+ |x|? dir. Buradan,
Vu = V(1 +x?) = V?|x|?
veherY,Z € x(R") i¢in

(V2P)(¥,2) = (V2VP)(Y)
= Vz(VxP(Y)) = VIx*(VzY)
= VZ(V%Y) = V2V, V[x]?)
= (V2VxY)
esitlikleri elde edilir.

Diger taraftan, |x|> =} x? oldugundan V|x|?> = 2x dir. Buradan, V,V|x|> = 2Z ve

i=1
(V2x[?)(Y,Z2) = (VzVIx]?,Y) =2(Z,Y)

olarak bulunur. Buradan, V2|x|> = 2g( dir. Boylece,

V2f—Laf®df=—"V?u oldugundan



61

V2f— %d f®@df = —2"go olarak bulunur. Ayrica, R" uzay1 Ricci flat oldugundan,
A = -2 i¢in (R",go) uzay1 asikar olmayan(non-trivial) —(%)- gradiyent almost

Ricci solitondur.

5.2. Quasi-Einstein Manifoldlar1 Uzerinde Integral Formiilleri

Barros ve Ribeiro 2012 yilinda yaptiklart calismada m-quasi-Einstein
manifoldunda bir f fonksiyonunun gradiyenti Vf yerine bir X vektor alam

alarak m-Bakry-Emery tensoriinii
. m . 1 1 b b
Ricy =Ric+ -Lxg— —X" ®X
2 m
esitligiyle tanimlamiglardir [4]. Burada X >, X vektor alanina karsilik gelen 1-
formdur. Buna gore, A reel sayisi i¢in m-quasi-Einstein manifoldu (M",g,X, 1)
o] Loh o yh
Ric+-Lxg— —X X’ =Ag (5.17)
2 m
esitligiyle verilebilir.
Buradan, X € (M) i¢in X’ (X) = (X, X) oldugundan
1
Ric(X,X) + (VxX,X) = —|X[*+ A|X|? (5.18)
m
esitligi elde edilir. Ayrica, (5.17) esitliginin izi alindi§inda
. | .S
R+divX — —|X|"=An
m
olarak bulunur.

Tanim 5.2.1. [4] (M",g,X,A) dortlisine, X = 0 ise agikar(trivial)

m-quasi-Einstein manifoldu denir.
Yukaridaki tanima gore, bir m-quasi-Einstein manifoldunun agikar(trivial) olusu
Einstein manifoldu olmasina denktir.

Bu kisimda m-quasi-Einstein manifoldlar icin integral formiilleri verilerek bu

manifoldlarin rijit olma durumlari incelenecektir [4].



62

Lemma 5.2.2. [4] (M",g,X,A) m-quasi-Einstein manifoldu olsun. Bu durumda,
(1) JAIX|? = |VX? —Ric(X,X) + 2|X|*divX
@ L(A— D)X = [VXP = A[XP + X P(2divX — [XP)
(3) M" kompakt ve VX =0 ise, X =0
ozellikleri saglanir.
Ispat: (5.17) esitliginin her iki yanmin divergensi alinarak,
R L v o yh
divRic + EdvaXg ——div(X’®X’)=0
m
olur. Bu esitlikte daraltilmig ikinci Bianchi esitligi kullanilarak,
, 2 vy 2 24
VR+divLxg — —divXX’ — —(V|X|*)" =0
m m
esitligi elde edilir. Buradan, her Z € (M) igin
: 2 b 2 2\
(VR,Z) +divLxg(Z) — —X’(Z)divX — —(V|X|*)’(Z) =0
m m
elde edilir. Ayrica Z = X igin,
. 2 ob 1
div(Lxg)(X) = —(VR,X) + —divXX"(X) + — (Lxg)(X,X) (5.19)
m m
oldugu goriiliir. (5.19) esitliginde, VR+ VdivX = %V|X\2 esitligi ve (2.10) esitligi
kullanilarak (1) esitligi gosterilmis olur.
Ayrica, (1) esitliginde (5.18) esitligi kullanilarak (2) esitligi kolaylikla gosterilir.
(3) tin ispat1 igin M" kompakt ve VX = 0 olsun. Bu durumda, |X| sabit ve divX =0
dir. Boylece, (1) esitliginden Ric(X,X) = 0 olur. Buradan, (5.18) esitligi goz
Oniine alinarak

1
—IX*+AIX*=0 (5.20)
m
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esitligi elde edilir. Bu esitlikte A > 0 ise ispat agiktir. A < 0 durumunda X # 0
olsun. Buna gbre, (5.20) esitliginden A = —1|X|? olarak bulunur. Béylece, her

Y € x(M) i¢in
Ric(X,¥) = —X"(X)X"(Y) — ~|XPg(X,¥) = 0
m m

esitligi elde edilir. Buradan, M" Ricci flat manifolddur.

Diger taraftan, X vektdr alanina dik sifirdan farkli her Y vektdr alam

icin Ric(Y,Y) = L((x,¥)2 — |X|Y?) = —L|X*|Y|> < 0 oldugundan M"

1
m
manifoldunun Ricci flat olmasi ile ¢eliski elde edilir. Boylece, A < 0 igin X =0

dir. O

Teorem 5.2.3. [4] n > 3 olmak iizere, (M",g,X,A) kompakt m-quasi-Einstein
manifoldu olsun. Bu durumda, asagidaki ozelliklerin biri saglaniyor ise M",

Einstein manifoldudur.

(1) [y Ric(X,X)dM < 2 [,,|X*divXdM.
(2) X konformal vektér alanidir ve [y, Ric(X,X)dM < 0.

(3) |X| fonksiyonu sabit ve [,,Ric(X,X)dM < 0.
Ispat: Lemma 5.2.2 de (1) esitliginin M" manifoldu iizerinden integrali alinirsa

M" manifoldu kompakt oldugundan,
2
/ |VX|2dM:/ Ric(X,X)dM — f/ X |*divXdM (5.21)
M M m.Jyu

esitligi elde edilir. Esitligin sag tarafi sifirdan kiiciik esit oldugundan VX = 0

oldugu goriiliir. Buna gore, Lemma 5.2.2 de (3) den M", Einstein manifoldudur.

(2) nin ispatinda X vektor alant konformal vektor alan1 oldugundan

Lxg =2pg (5.22)
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esitligi saglanacak sekilde M" iizerinde p diferensiyellenebilir fonksiyonu vardir.
Buradan (VxX,X) = p|X|? esitligi elde edilir. Ayrica, (5.22) esitliginin her iki

yaninin izi alinarak

divX =np
olarak bulunur. Diger taraftan,
div(X|X)?) = |X|’divX +2(VxX,X)
= (n+2)p[x]?

dir. Burada Stokes teoreminden M" manifoldu kompakt oldugundan

/ pIX|?dM =0
M

esitligi elde edilir. Buradan (5.21) esitligi ve [, Ric(X,X)dM < 0 oldugundan

VX =0 olarak bulunur. Béylece, M" Einstein manifoldudur.

Son olarak |X| fonksiyonu sabit oldugundan (5.21) esitliginden
/ \VX|2dM = / Ric(X,X)dM
M M

esitligi elde edilir. Yine [, Ric(X,X)dM < 0 oldugu hipotezinden yararlanarak

VX = 0 oldugu goriiliir. Buradan, X = 0 ve M" Einstein manifoldudur. O
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6. m-QUASI-EINSTEIN MANIFOLDLARI VE
CONCIRCULAR VEKTOR ALANLARI

Bu bolimde, potansiyel vektor alam1 Vf concircular vektdr alani olan
(M",g,Vf,A) m-quasi Einstein manifoldlarinin rijit olmas ile ilgili elde edilen

bazi1 yeni sonuglar verilecektir [25].

6.1. Giris

(M", g) Riemann manifoldu iizerinde A reel sayisi i¢in 0 < m < o0, m € Z" olmak
uzere,

Ric+V2f—%df®df:7Lg (6.1)

esitligi saglanacak sekilde f fonksiyonu varsa, M" manifolduna m-quasi-Einstein

manifoldu denir.

(M",g,Vf,A) m-quasi-Einstein manifoldu iizerinde Vf = 0 ise, M" manifolduna

agikar(trivial) m-quasi-Einstein manifoldu denir.

(6.1) esitliginin her iki yaninin izi alinarak,
R—i—Af—%\Vf]z:n)L (6.2)
esitligi elde edilir.
(M", g) Riemann manifoldu iizerinde her Y € x (M) i¢in,
VyX =puY (6.3)

olacak sekilde sifirdan farkli p fonksiyonu varsa X vektodr alanina concircular
vektor alan1 oldugu biliniyor. Ayrica, bir f fonksiyonunun gradiyenti i¢in (3.11)
esitligine gore,

Vv Vf=uvy
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esitligi elde edilir. Bu esitligin her iki yaninin izi alinirsa,

Af =nu

oldugu goriiliir. Buradan M" manifoldu kompakt oldugunda p fonksiyonunun sifir

oldugu aciktir. Bu yiizden bu kisimda M" manifoldunun kompakt olma durumu

ihmal edilecektir.

Ozel olarak, (6.3) esitliginde u = 1 ise X vektor alanina concurrent vektor alani

denir [10].

Lemma 6.1.1. [25] (M",g,Vf,A), potansiyel vektor alani V f concircular vektor

alami olan m- quasi-Einstein manifoldu olsun. Bu durumda, asagidaki esitlikler

saglanr.

1 . 2n
SAIVIP = V2P = Ric(Vf,Vf)+ —ulVfT,

VR 1 1
== (m+m”)RiCVf— L (1=n)A +nu + RV,
VR n+1
7—( JUVf+Vu=0.
m

Ispat: (2.11) esitliginde Af = nu yazilarak,
1
SAIVIP =2(divV2 )V + V2P = Ric(VF, V) =n(V, Vi)
esitligi elde edilir. (6.1) esitliginin divergensi alinirsa,
. e Jp— n 1
divRic+divV*f — —uVf——uvVf=0
m m
oldugu goriiliir. Bu esitlikte Lemma 2.3.21 kullanilarak

2divV2f(Vf)+ (VR Vf) — 2%ulvfl2 - %ulvfl2 =0

esitligi elde edilir. Diger taraftan, (6.2) esitliginin kovaryant tiirevi alinarak

2
VR+nVu——uvyf=0
m

(6.4)

(6.5)

(6.6)

(6.7)

(6.8)

(6.9)

(6.10)
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esitligi bulunur. Boylece bu esitlik, (6.9) ve (6.7) esitlikleri ile birlikte g6z dniine

alindiginda,
1 2 2n 2
SAVIAP = (aVu— ViV +—pl VP + —u| VP
m m m
+ V2P = Ric(VF, V) —n(VS. Vi)
) 2n
= V2P =Rie(VL, V) + VST
esitligi elde edilir.

(6.5) esitliginin ispatt icin, daraltilmis ikinci Bianchi esitligi, (6.8) ve (2.12)

esitlikleri birlikte kullanilarak

VR = 2divRic

= —2div(V*f) +2( ;l)uw

1
= —2RicVf—-2nVu+ 2( nt vy
esitligi elde edilir. Bu esitlik ve (6.10) esitliginden,
VR =2RicVf— 2( )/,LVf (6.11)

olarak bulunur. Diger taraftan, m- quasi-Einstein manifoldunu karakterize eden

denklemin (1, 1)- tensor gosterimi
1
UVf=AVf+—|Vf]>’Vf—RicVf
m
oldugundan ve (6.11) esitliginden,

VR = 2RicVf— 2( )(Wf+—|Vf|2Vf RicVf)

- %(m—{—n— l)Rich—Z( ml)(u A+ nu+R)VS
dir.

Son esitligi gdstermek icin V f concircular vektor alani oldugundan (3.11) esitligi

(6.1) esitliginde yerine yazilarak,

Ric—ldf®df:(7t—u)g
m
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oldugu goriiliir. Bu esitligin iki yaninin divergensi alinarak

1 1
divRic — —(AfVf) — =Vy,Vf=—Vu
m m

esitligi elde edilir. Burada, daraltilmis ikinci Bianchi esitligi bir kez daha ve
R=n(A—p)+L1|Vf[*esitligi kullanilarak

VR n

1
— ——uVf——uvf+vu =0
2 m m

olarak bulunur. O

Not 6.1.2. [25] |V f|? fonksiyonu sabit ve V£ sifirdan farkli concircular vektor
alant oldugunda Vf = 0 olmak zorundadir. Bu durumda, yukaridaki lemmanin
ilk esitligine gore Ric(Vf,Vf) = 0 olarak bulunur. Buradan, M" Ricci flat

manifolddur.

6.2. m-quasi-Einstein Manifoldlar: Icin Karakterizasyonlar

Teorem 6.2.1. [25] n > 3 olmak iizere (M",g,Vf,A), V[ potansiyel vektir alam,
U potansiyel fonksiyonu ile verilen concircular vektor alant olan tam(complete)
m-quasi-Einstein manifoldu olsun. Asagidaki ozelliklerden biri saglaniyor ise M",

Einstein manifoldudur.

1. u potansiyel fonksiyonu |V f|? fonksiyonuna esittir.

2. (Vu,Vf) #0.
3. (VR,Vf)=0.

Ispat: V f concircular vektor alan1 ve u = |V f|? oldugundan,

VEE(VEVE) = VIP(V V)

ve

(df@df)(Vf. V) =|VfI*e(Vf, V)
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olarak yazilabilir. Bu esitlikler (6.1) esitliginde yerine yazilarak

Rie = (A + (" e

esitligi elde edilir. Boylece, M" Einstein manifoldudur.
Simdi divV? f = div(ug) = Vu oldugundan (2.12) esitligi kullanilarak,
RicVf=(1—-n)Vu (6.12)

esitligi yazilabilir. Ayrica RicVf=AVf+ % IVFI2Vf—uVfve (6.12) esitligi goz
Oniine alinirsa,

1
(1=n)Vu= A+ |V = p)Vf (6.13)
olarak bulunur. Bu durumda (6.12) ve (6.13) esitliklerinden sirasiyla,

ve
1
(l—nﬂvuﬁﬁ)=(l+;jvﬂ2—HNVfV

esitlikleri elde edilir. Boylece (Vu,Vf) # 0 ise, bu durumda
: 1 2
Rie=(A+ - [V/P ~ g

esitligi elde edilir. Buradan M", Einstein manifoldudur.

Son 6nermenin ispat1 i¢in Lemma 6.1.1 de (6.6) esitligi kullanilarak,

(VR,Vf) =

2 1
D 9P 2w vy

esitligi elde edilir. (VR,Vf) = 0 kabuliine gore,

_n+1

Vu uvy

olarak bulunur. Bu durumda, (6.12) esitliginden

1
Ric(VF.Vf) = (1 =n) (" =V 7, v)
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esitligi elde edilir. Dolayisiyla,

Rie — (1—n375n+1)“g

dir. Boylece M" Einstein manifoldudur. O

Onerme 6.2.2. [25]n > 3 olmak iizere, (M", g,V f, ) m-quasi-Einstein manifoldu
ve Vf potansiyel alant concurrent vektor alami olsun.  Bu durumda, M"

manifoldunun skalar egriligi R = n(A — 1) + 2|V f|? sabittir.

m
Ispat: V£ potansiyel alani concurrent vektdr alami oldugundan, V2 f = g oldugu

goriiliir. Bu durumda,

Ric=(A—1)g+ %df@df
ve
Ric(Vf,V1) = (A~ Va(Vf, V) + - [VfP&(Vf. V)
olarak bulunur. Buradan,
Ric=(A—1+ l|Vf|2)g
m
esitligi elde edilir. Dolayistyla n > 3 oldugundan Schur lemmadan
R=n(A—1)+ 2|V f]* skalar egriligi sabittir. O

Uyar1 6.2.3. [25] M" manifoldu kompakt ve V f sifirdan farkli concircular vektor

alani ise, bu durumda Stokes formiili kullanilirsa
0= / divV fdM = nuvol (M)
M

esitligi elde edilir. Buradan, y = 0 dir. Sonug olarak, V f Killing vektor alanidir,
yani Ly g = 0 dir. Bu durumda, 4 (V|Vf|?,Vf) = 0 esitligi elde edilir. Boylece,
V£ =0 veya |V f|? sabit fonksiyondur. Vf sifirdan farkli vektor alani oldugundan

|V f|? fonksiyonu sabittir.
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Uyari 6.2.4. [25] n > 3 olmak iizere, (M",g,Vf,A) asikar olmayan(non-trivial)
m-quasi-Einstein manifoldu olsun. Eger |V f|?> fonksiyonu sabit ise, bu durumda
R =nl + %W f|? skalar egriligi sabittir. Boylece, M" manifoldu Einstein
manifoldudur. Tersine, skalar egriligin sabit olmas1 |V f|? fonksiyonunun sabit

olmasini gerektirmez. Bu durum i¢in agagidaki 6nerme verilebilir.

Onerme 6.2.5. [25]n > 3 olmak iizere, (M", g,V f, L) asikar olmayan(non-trivial)
m-quasi-Einstein manifoldu ve M" manifoldunun skalar egriligi sabit olsun.

Ric(Vf)R = 0 ise bu durumda, V f potansiyel alant concircular vektér alamdir.

Ispat: (6.1) esitligine gore,
Ric(Vf,VR) +V2f(Vf,VR) — %d f&df(Vf,VR)=Ag(Vf,VR)  (6.14)

olarak yazilabilir. Ric(Vf)R = Ric(Vf,VR) = 0 oldugundan (6.14) esitliginde,

(1,1)- tensor gosterimi kullanilirsa,
1
Vo V= VIV =AVf

esitligi elde edilir. Boylece, 4 = A + 1|V f|? fonksiyonu sabittir. O

m
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