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OZET

Q-CALCULUS’UN OZEL FONKSIYONLARA
UYGULAMALARI

Emrah YILDIRIM

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Damigmani: Dog. Dr. inci EGE
2016, 86 sayfa

Bu tezin amaci, klasik analizde verilen bazi 6zel fonksiyonlarin g-analoglarini
tiim gercel degerlere genisletmek ve bu fonksiyonlarin tanim kiimeleri iizerinde
gecerli olan dzellikleri tiim gergel degerlere tagimaktir. Bunun icin Van der Corput
tarafindan gelistirilen neutrix ve neutrix limit kavramlarindan yararlanilmigtir.
Calisma sekiz boliimiinden olugsmaktadir. Giris boliimiinden sonra ikinci boliimde,
quantum calculus ile ilgili tezin diger boliimlerinde siklikla kullanilacak bilgilere
ve lclincli bolimde ise neutrix ve neutrix limit kavramlan ile orneklerine yer
verilmigtir.

Dordiincii boliimden itibaren ¢alismada elde edilen sonuglar yer almaktadir.
Dordiincii  boliimde, klasik gama fonksiyonunun g¢-analogu olan ¢-gama
fonksiyonu I';(x) igin tiim gergel degerlerde saglanan 6zellikler verilmektedir.
Besinci  boliimde, %(,")(a,x) tam olmayan g¢-gama fonksiyonunun birinci
mertebeden tiireviyle beraber neutrix limit yardimiyla elde edilen sonuglar
bulunmaktadir.

Altinc1 béliimde, polygama fonksiyonunun g-genislemesi v, ,(x), neutrix ve
neutrix limit kavramlarindan yararlanilarak tiim gercel degerlere genigletilmistir.
Yedinci bolimde, g-beta fonksiyonunun normalde tanimli olmadifi negatif
tamsayilar ve sifir degerlerinde neutrix limit ile elde edilen tanimindan
yararlanilarak bulunan bazi sonuglar yer almaktadir.

Sekizinci ve son boliimde beta fonksiyonu B(x,y) ve g-beta fonksiyonu B, (x,y)
icin esitsizlikler elde edilmektedir.

Anahtar Sozciikler: Neutrix, Neutrix Limit, g-tiirev, g-integral, g-Gama
fonksiyonu, g-Beta Fonksiyonu, g-Polygama Fonksiyonu
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ABSTRACT
APPLICATIONS OF ¢-CALCULUS TO SPECIAL FUNCTIONS
Emrah YILDIRIM

Ph.D. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Assos. Prof. Inci EGE
2016, 86 pages

The objective of this thesis is to extend g-analogues of special functions at classical
analysis and generalize some properties on the domains of these functions for all
real numbers. For this purpose, the concepts of neutrix and neutrix limit, which
was developed by Van der Corput, have been used.

This study consists of eight sections. In the second section after introduction , some
definitions and properties which will be used frequently in the other sections about
quantum calculus and then in the third section, definitions of neutrix and neutrix
limit with their examples are given.

From the forth section, the results obtained in this study is presented.

In the forth section, the properties on g-gamma function I';(x) which is the
g-analogue of classical gamma function are given.

The fifth section consists of some results on incomplete g-gamma function and its
first derivative obtained by using neutrix and neutrix limit.

In the sixth section, g-analogue of polygamma function y, ,(x) is extended for all
real numbers by the aid of neutrix and neutrix limit.

In the seventh section, some results which are obtained by using neutrix limit of
g-beta function at zero and negative integers for which this function is not definite
actually are presented.

In the eight and last section, some inequalities for beta function B(x,y) and g-beta
function B,(x,y) functions are given.

Key Words: Neutrices, Neutrix Limit, g-derivative, g-integral, g-Gamma
Function, g-Beta Function, g-Polygamma Function
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1. GIRIS

Jackson’in Quantum calculusu veya kisaca g-calculusu sistematik olarak
gelistirmesi ile beraber bir cok matematikg¢i, analizdeki yapilar1 bu yeni calculusa
tagimaya baslamistir. Arastirmacilar; 6zellikle son yillarda, 6zel fonksiyonlarin
g-analoglarinin genellestirilmesi, esitlikleri, esitsizlikleri ve monotonluklari
iizerine sonuglar elde etmektedirler. Bu tezin amaci, Van der Corput tarafindan
tanimlanan neutrix ve neutrix limit kavramlar1 yardimiyla g-6zel fonksiyonlarin
tanim kiimelerinin tiim gercel sayilara genigletilip genigletilemeyecegi ve
bu fonksiyonlarin bazi 0Ozelliklerinin de tiim gercel degerler icin saglanip
saglamayacagini aragtirmaktir. Tez sekiz bolimden olugsmakta olup ikinci ve
iciincii boliimde tezin ilerleyen boéliimlerinde siklikla kullanilacak olan temel
bilgilere ve diger bes boliimde ise elde edilen sonuclara yer verilmistir.

Ikinci boliimde, g-calculus ile ilgili, tezin sonraki boliimlerinde yararlanilacak olan
bilgiler, konunun anlagilmasi ve okuyucunun istedigi bilgiye daha rahat ulagmasi
amaciyla beg alt bolime ayrilmigtir. Bu ve diger boliimlerde ¢ € (0,1) olarak
alinacaktir. Bir M matematiksel nesnesinin M, g-analogunun kesin bir tanimi
olmamakla beraber, genel kabul g — 1 iken M, g-analogunun M matematiksel
nesnesine yakinsamasidir. Bu nedenle bir matematiksel nesnenin birden fazla
g-analogu olabilir.

[lk olarak bir sayinn, faktoriyelin, kombinasyonun ve (x — a)y, ifadesinin g-analogu
tanimlar1 ve Ozellikleri verildikten sonra g-diferansiyel ve g-tiirev yapilarindan
bahsedilecektir. Ardindan g-Taylor formiilii verildikten sonra biraz 6nce bahsedilen
matematiksel nesnenin birden fazla g-analogu olabilecegine 6rnek olarak e* iistel
fonksiyonu ele alinacaktir. Daha sonra g-ters tiirevi, Jackson integrali ve bu
integralin geometrik yorumu, belirli ve belirsiz g-integralinin tanimi, integraller
icin analizin temel teoremi verilecektir. Son olarak, g-6zel fonksiyonlarindan

g-gamma I';(x) ile g-beta B,(x,y) fonksiyonu ve bu fonksiyonlarin &zelliklerine



2

yer verilecektir.

Uciincii boliimde, Van der Corput [35] tarafindan gelistirilen neutrix ve neutrix
limit kavramlar1 6rnekler ile agiklandiktan sonra g-calculustaki 6zel fonksiyonlara
uygulamasina 6rnek olarak g-gama fonksiyonunun herhangi bir mertebeden tiirevi
R(]") (x) verilecektir [27].

Salem’in F,(,") (x) fonksiyonun tiim gercel degerler igin verdigi tanimdan
yararlanarak dordiincii boliimde g-gama fonksiyonu ve birinci tiirevi I' (x) igin tiim
gercel degerlerde gecerli baz1 sonuglar elde edilecektir [27]]. Elde edilen sonuclar,
g — 1 iken Fisher ve Kuribayashi [12,/14] tarafindan gamma fonksiyonu I'(x) i¢in
verilen sonuglarla aynidir.

Besginci bolimde, Salem’in 2012 yilindaki [28] ¢alismasinda verilen yé") (x, )
tam olmayan ¢g-gama fonksiyonun tanimindan yararlanarak bu fonksiyonun
birinci mertebeden tiireviyle beraber tiim gercel degerlerde gecerli esitlikler elde
edilecektir. Ayrica bu bolimde elde edilen sonuglar, x — o iken doérdiincii
boliimdeki sonuglarla, ¢ — 1 iken Ozcag ve digerleri [25] tarafindan elde edilen
sonuglarla aynmdir. Boylece dordiincii boliimdeki sonuglar ile birlikte, I'(x) gama,
y(x,a) tam olmayan gama, I'y(x) g-gama ve 7%,(x,a) tam olmayan g-gama
fonksiyonlar1 i¢in

Yalr, @) 5 Ty (x)

q—>ll lq—ﬂ

y(x, @) === T(x)

seklinde degismeli diyagrami elde edilmektedir.

g-Polygama fonksiyonu, x > 0 ve n € Z degerleri i¢in g-integrali ile

_Ing e 'In"t
Cl—gqlJo 1-t

Wy (X) qt

ile tanimlanmaktadir [19]. Bu fonksiyon neutrix limit yardimiyla altinci boliimde
x’in tiim gercel degerlerine genisletilecektir. Bu sonuglar, ¢ — 1 iken [23]], [24]]

ve [30] calismalarinda verilen sonuglara yakinsadigindan, y, ,(x) fonksiyonu y(x)



polygama fonksiyonunun bir g-genislemesidir.

Yedinci bolimde, Ege [3]] tarafindan neutrix limit yardimyla tim x, y gercel
degerleri igin tanimlanan B,(x,y) g-beta fonksiyonunun x ve y degiskenlerinin
pozitif olmayan tamsay1 degerlerinde kendisi ile ifade edilebilecegini gosteren bazi
esitlikler verilecektir. Bu sonuclar, ¢ — 1 iken [[1]], [2]], [3[], [10] ¢alismalarindaki
sonuca yakinsamaktadir.

Mercer 2006 yilinda yaptig1 calismada iki siirekli fonksiyonun bileskesine pozitif
lineer bir operatore etki ettirerek esitsizlik elde etmis ve bu 6zelligi, analizdeki
ozel fonksiyonlara uygulamustir [22]. Son boliimde ilk olarak bu teknik
ispatlariyla beraber verildikten sonra neutrix limit yardimyla tanimlanan B(x,y)
beta fonksiyonunun hem birinci parametresi hem de ikinci parametresi icin bu
teknigin uygulanabildigi gosterilecektir. Ardindan B,(x,y) g-beta fonksiyonun

birinci parametresi i¢in monotonluk sonucu elde edilecektir.
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2. QUANTUM CALCULUS

Bu boliimde, F. H. Jackson tarafindan sistematik olarak gelistirilen ve son
zamanlarda matematik, fizik ve istatistik gibi bir ¢ok alanda kullanilan quantum
calculus veya kisaca g-calculus ile igili tezin sonraki boliimlerinde kullanilacak

olan bazi kavramlar ve 6zelliklerinden bahsedilecektir.

2.1. Bir saymin g-analogu, g-faktoriyel, g-kombinasyon

Quantum calculusta tiirev, integral gibi kavramlara gegmeden 6nce bu kisimda sayz,
faktoriyel gibi temel yapilarin g-analoglarinin tanimi1 ve bunlarin 6zellikleri verilip
matematiksel analizdeki Ozelliklerin hangilerinin g-calculusa tasinabildiginden

bahsedilecektir. IIk olarak bir saymin g-analogunun tanimu ile baglayalim.

Tamm 2.1. [17] Bir x gergel sayinin g-analogu [x], yada kisaca [x] ile gosterilir ve

—1
[x]:qqx_l 2.11)

ile tanimlanir. ¢ — 1 iken [x] — x olur.
Ornek 2.2.
1.

0—1

o=2""—o.

qg—1

2.
qg"—1 g 1 n +
=L = T, ne

3.

= 1
k=0

Yukaridaki tanim herhangi bir pozitif tamsay1 icin de gecerli oldugundan faktoriyel
ve kombinasyonun g-analoglarinin tanimlar klasiktekine benzer sekilde sirasiyla

asagidaki gibi tanimlanir.



Tanim 2.3. [17] Bir pozitif n tamsayisinin g-faktoriyeli,
(n]! =[1][2]...[n] (2.1.2)
ile tanimlanir ve [n]! ile gosterilir. n = 0 i¢in [0]! = 1 olarak tanimlanmustur.

Tamm 2.4. [17] n, j € Z* ve n > j olmak iizere n’nin j. g-kombinasyonu

ile tanimlanir.

g-Kombinasyonun ozelliklerinden biri

nf_ o
[j]_[j]![ﬂ—j]! [n—j] (2.13)

olmasidir. Bu kombinasyon ozelligi ile ortiismesine ragmen, kombinasyondaki

()= () (75", rzssam

g-kombinasyonda birebir saglanmamaktadir. Asagidaki Onermede, Pascal

Pascal kurali

kuralinin g-analogu verilmistir.

Onerme 2.5. [17] 1< Jj < n—1 olmak iizere, g-Pascal kurali

ile ifade edilir.
Ispat: 1 < j <n—1 degeri icin
n] = 14+q+...+4""
= (I+q+...+¢d N+d(I+qg+.. .+

= []l+4'[n—]]
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oldugundan

elde edilir. Diger taraftan (2.1.3)) esitliginden
n _ n _ n—1 n—j| n—1
. n a—j| n—1

bagintisina ulagilir. O

Tamm 2.6. [17] n € Z" U{0} olmak iizere; (x —a)" ifadesinin g-analogu

n__ 1’ n:07
<"‘“>q‘{ (v—a)(x—ga)...(x—q"a), n>1

biciminde tanimlanir.

Bu tanim, bize klasikteki ile arasinda bazi farkliliklarin olabilecegini

m—+n

gostermektedir. Ornegin (x —a)}

# (x—a)y (x — a) bigimindedir. Gergekten

herhangi iki pozitif m ve n tamsayis1 i¢in

(x—a)y™ = (x—a)(x—gqa)... (x—q¢" 'a).(x—q"a)(x—q¢"a)...(x—¢q
(x—a)y
= (x—a)f(x—q"a) (2.1.4)

sonucuna ulagilmaktadir. Bu esitlikte m yerine —n yazildiginda

(x—a),"" = (x—a),"(x—q "),



ve buradan da

o 1
(x—a)," = Gogray ) (2.1.5)

bagintisina ulagilir.

Bu analogun klasikten bir diger farki da (a —x)j # (—1)"(x — a); olmasidir. n

pozitif bir tamsay1 olmak {izere
(a—x)y = (a—x)(a—gqx)...(a —¢" )
= (-1)"(x—a)glx—¢'a)...¢" ' (x—q""'a)
seklindedir. Buradan
(a=x)g=(=1)"¢ = (x—qg " a) (2.1.6)

elde edilir.

2.2. g-Diferansiyel ve g-Tiirev

f(x) = f(xo)
X — X0
ise bu limit degeri, f fonksiyonunun x = xy noktasindaki tiirevini vermektedir.

Analizde, ifadesi icin x degerleri xy noktasina yaklagirken limiti var

Fakat ¢ # 1 olmak iizere x = gxp alindiginda ¢ — 1 iken bu ifadenin limiti
hesaplanamayacaktir. Burada g-tiirevi tanimi ortaya cikmigtir. g-Tiirevi tanimini
vermeden once bu tiirevin tantminda kullanilacak olan g-diferansiyeli kavramindan

bahsedelim.

Tanmm 2.7. [17] I C R aralifi, x € I iken gx € I kosulunu saglamak iizere f, /

aralig1 iizerinde tanimli bir fonksiyon olsun f fonksiyonun g-diferansiyeli

daf (x) = f(gx) — f(x) (2.2.7)

ile tanimlanir.

Ornegin; /(x) = x birim fonksiyonunun g-diferansiyeli

dgx=gx—x=(q—1)x
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olur.
Iki fonksiyonun carpiminin g-diferansiyeli, analizdeki gibi simetrik degildir.

Gergekten, keyfi f ve g fonksiyonlar1 icin tanimdan;

dg(f(x)g(x)) = flax)g(gx)— f(x)g(x)
= f(gx)g(qx) — f(x)g(qx) + f(x)g(qx) — f(x)g(x)
= flgx)(g(gx) —g(x)) + (f(gx) — f(x))g(x)
= dqf(x)g(qx) + f(x)dyg(x) (2.2.8)

elde edilebilecegimiz gibi

do(f(x)g(x)) = flgx)g(gx) — f(x)g(x)
= flgx)g(gx) — f(gx)g(x) + f(gx)g(x) — f(x)g(x)
= f(gx)dsg(x) +dyf (x)g(x) (2.2.9)

sonucuna da ulagabiliriz.

Simdi Tamim [2.7] yardimu ile g-tiirev tanimini verelim.
Tammm 2.8. [17] I C R aralig1, x € I iken gx € I kosulunu saglamak tizere f, /

aralig1 iizerinde tanimli bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun g-tiirevi

def(x) _ flgx)—f(x)
r e x#£0 (2.2.10)

Dyf(x) =

ve f/(0) var ise
D,f(0) = f'(0)
ile tanimlanir.

Eger f(x) diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise

df(x)
dx

hmef( X) =

olur.



Normal tiirev gibi g-tiirevi de lineer bir operatordiir. Yani, keyfi

ve f, g fonksiyonlar1 i¢in

9

a,b € R sabitleri

af(gx) +bg(qx) —af(x) — bg(x)

Dy(af () +bg(x)) = e
@)~ ) | 8(gx) —g(x)
(¢—1)x (g—1)x
= aDyf(x)+bD,g(x)
bicimindedir.
Ornek 2.9.
1.
o ¢ —xt -1 o— o—
D* = (q(:)_l)i qq_l U= [o* !, aeR 2.2.11)
2.
Dy(x—a))=[n)(x—a)i', neZ. (2.2.12)
3.
1 —n—
D, G—a); = [-n](x—q"a), U nez”. (2.2.13)
4,
Dy(a—x)y = —[n](a— q"x)zfl, nez". (2.2.14)
5.
1 [n] +
D, syt e ML AR (2.2.15)

Iki fonksiyonun carpimiin g-diferansiyeli simetrik olmadigindan fonksiyonlarin

carpiminin veya boliimiiniin g-tiirevi de simetrik degildir.

Dolayisiyla hem

carpimin hem de boliimiin g-tiirevi iki farkli sekilde ifade edilebilir.

Onerme 2.10. g-Tiirevin Ozellikleri [17)

1.

Dy(f(x)g(x)) = Dyf(x)g(gx) + f(x)Dyg(x).

(2.2.16)
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2.
Dy(f(18(x)) = £(@)Dgg(x) + (1) Dy f (). (22.17)
3.
f(x)\  glgx)Dyf(x) — f(gx)Dgg(x) .
2() = <) gD #0 (2:218)
4.
£ 8WD/ ()~ [0l
o) T s S0 (2219
Ispat:

(2.2.16) esitligi, (2.2.8) esitliginden yararlanarak

D,(f(x)g(x)) = dq(leg(x» :dqf(x)g(zzzlc)j1 {x(x)dqg(x)

= Dyf(x)g(gx) + f(x)Dyg(x)

elde edilir.

(2.2.18) esitligini elde etmek igin,

esitligininin her iki tarafinin g-tiirevi alinip esitligin sol tarafi igin (2.2.16) esitligi

uygulanirsa

Dyg(x)% B+ gD, (255) = Dof ()

bulunur ve buradan da

f(x)\  glgx)Dyf(x) — f(gx)D,g(x)
P(g) = s(W)s(q)

elde edilir.

Benzer sekilde (2.2.17) esitligini elde etmek i¢in (2.2.9)esitliginden ve (2.2.19)
esitligini elde etmek i¢in (2.2.17) esitliginden yararlanildiginda istenilen sonuglara

ulagilabilir. O
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Bu kisimda son olarak, iki fonksiyonun bileskesinin g-tiirevi icin 6zel durumlar
disinda neden genel bir zincir kurali verilemeyecegini 6rnek ile gosterelim.
a, B € R* sabitleri icin u(x) = axP ile keyfi bir f fonksiyonunun f(u(x))

bileskesinin g-tiirevini hesaplayalim. Tiirev tanimindan

BrBY _ faxP
D[] = D[] =11 (qfl)ff“ )
f(agPxP) — faxP) ogPrP — axP
ogPxP — axP (g—1)x
f(@Pu(x)) — f(u(x)) u(gx) —u(x)
gPu(x)—u(x)  (g—1)x

elde ederiz. Esitligin sag tarafindaki ilk ifade f fonksiyounun u(x)’deki gP-tiirevine
ve ikinci ifade ise u# fonksiyonunun g-tiirevine karsilik gelmektedir. Dolayisiyla bu

bileske fonksiyonun g-zincir kuralini

D, [ f(u(x))] - (Dqﬁ f)(u(x))un(x) (2.2.20)

seklinde elde ediriz. Buradaki bileske fonksiyonun g-tiirevinin elde edilmesindeki
etken, u(gx) degerinin u(x) cinsinden ifade edilebilmesidir. Ancak u(x) = x + x?
veya u(x) = sinx gibi fonksiyonlar: diisiiniildiigiinde u(gx) ifadesi u(x) fonksiyonu
ile ifade edilemeyeceginden bu tip fonksiyonlar i¢in genel bir g-zincir kurali

olusturamayiz.

2.3. g-Taylor Formiilii ve Ustel Fonksiyonun g-Analoglar

Giris boliimiinde bir matematiksel nesnenin g-analofunun birden fazla
olabileceginden bahsedilmisti. Buna 6rnek olarak; tezin sonraki kisimlarinda da
sikca kullanacagimiz iistel fonksiyonun iki g-analogunun tanimlarin1 verecegiz.
Bu tanimlar1 elde edebilmek i¢in ige oncelikle Taylor serisinin g-genislemesinin

tanimu ile baglayalim.
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Tamim 2.11. [[17] Mertebesi N olan bir f(x) polinomu ve ¢ € R sayist i¢in g-Taylor

formiili
_ al j (x—c ){1
fx) =Y. (D}f)(c)

& !

(2.3.21)
seklinde tanimlanir.

Ornek 2.12. a bir gercel say1 ve n negatif olmayan bir tamsay1 olmak iizere
flx) = (x—i—a)g fonksiyonunun x = 0 noktasinda g-Taylor seri acilimini elde
edelim. Bunun icin ilk olarak Ornek [2.9daki (2.2.12) esitliginden yararlanarak

j <nigin f fonksiyonun j. ci g-tiirevi hesaplanarak
(Déf)(x) =[njn-1]...[n—j+ 1](x+a);”j

esitligi elde edilir ve buradan Tanim 2.6/ dan yararlanarak x = 0 i¢in

. (n—j)(n—j—1) .
(D)0 =nlln—1]...[n—j+1)g 5
bulunur. Boylece f fonksiyonunun g-Taylor formiilii
n v | n (n=D)n=j=1)
(x+a)y=Y e Ix] (2.3.22)
j=0
olarak elde edilir.
Son ifadede j yerine n — j yazilip diizenledigi takdirde
Ao | n =D o
(x+a)y=1Y il alx" (2.3.23)
j=0

halini alir. Bu yeni ifadeye "Gauss binominal formiilii" denir.
Gauss binominal formiiliinde x ve a yerine sirasiyla 1 ve x alindiginda
Aow | n -0
(I+xp=Y | . qg 7 x
j=0

olur. n — oo iken g-kombinasyonun limiti

lim [ n ] — lim (1_qn)(l_qn_l)...(l—q”—j-l—l)

n—soo

J noe o (1=q)(1—¢?)...(1—-¢))
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ve buradan

lim | " | = 1
e | LT (1=—g)(1—¢?)...(1—¢))

oldugu goriiliir. O halde;

.
(1+x); = Yq°

_ > 0l (1%4)].
- Zo" 121 1]

elde edilir. Son esitlikte x yerine (1 — g)x yazarak

(+(0-gn;=Y 4 o

sonucuna ulagihr. ¢ — 1 iken [j]! — j! oldugundan esitligin sag tarafindaki ifade
¢* iistel fonksiyonun x = O noktasindaki Taylor seri agilimina yakinsamaktadir.

Boylece asagidaki tanim elde edilmistir.

Tanmm 2.13. [[17]] ¢* iistel fonksiyonunun bir g-genislemesi

x_ \ AU x/ o
E;= Zq W:(l—i-(l—q)x)q (2.3.24)

~
Il
o

seklinde tanimlanir.

E7 fonksiyonunun g-tiirevi

el
Q\
£
‘b
)
2
Il
s
Q\.
A
=
ol

DES =

D T ST

= GG o X & iy gy
— q 2 qj — = q 2 _—

> Gig AT

olur. Boylece ¢* iistel fonksiyonun normal tiirevinden farkli olarak

D ES = EX*
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elde edilir.
n € Z* olmak iizere f(x) = (llx)g fonksiyonunun x = 0 noktasindaki g-Taylor
seri acilimi

L _ Z Al 1] ntj—1] 5 (23.25)

(1- [J]~
bi¢cimindedir. @]) formilli "Heine binominal formiilii" olarak adlandirilir.
Gauss binominal formiiliinde yapilan iglemlerin benzeri Heine binominal formiilii

icin yapilarak

veE

(1=(1—g)x) ;T

elde edilir.  Son seriye bakildiginda iistel fonksiyonun x = 0 noktasindaki
Taylor seri acilimindan elde edilen ifadelerin g-analoglarina karsilik geldigi
goriilmektedir.  Buradan iistel fonksiyonun bir bagka g-analogu tanimina

ulagilmistir.

Tanim 2.14. [17]] Ustel e* fonksiyonunun bir g-analogu

> )
-y (2.3.26)
j=o lJ } !
ile tanimlanir.
Bu g-analogunun g-tiirevi
Dye, = ej; (2.3.27)

klasikteki ile aynidir.
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2.4. g-Ters Tiirev ve g-Integrali

Bu kisimda ilk olarak g-ters tiirevi tanimu verildikten sonra hangi kosullar
altinda bu ters tiirevin teklikle belirli oldugundan bahsedilecektir. Ardindan,
alt boliimiinde 6zel bir durum i¢in verilen g-zincir kuralindan yararlanarak
bileske fonksiyonun g-ters tiirevi hesaplanip bu 6zel durum icin degisken
degistirme kurali elde edilecektir. Daha sonra 1910 yilinda Jackson tarafindan
verilen g-integral taniminin geometrik seri yardimi ile nasil verildigi ve bu
serinin hangi kosullar altinda integrand fonksiyonunun g-ters tiirevine yakinsadigi
verilecektir. Jackson integrali tanimindan yararlanilarak belirli g-integralleri ve
genellestirilmig g-integrali tanimlar1 verildikten sonra analizin temel teoreminin
quantum calculusta da gegerli oldugundan ve son olarak tezin sonraki boliimlerinde

siklikla kullanacagimiz g-kismi integrasyon kurallarindan bahsedilecektir.

Tanm 2.15. [17] Eger D,F (x) = f(x) ise F (x) fonksiyonuna f(x) fonksiyonunun

bir "g-ters tiirevi” denir ve
/f(x)dqx (2.4.28)

ile gosterilir.

Analizde bir fonksiyonun tiirevinin sifir olmasi ig¢in gerek ve yeter kosul
fonksiyonun sabit fonksiyon olmasi gerektiginden ters tiirevin tekligi eklenen
sabite baghdir. Fakat g-tiirevinin tanimindan D,¢(x) = 0 olmas1 igin gerek ve
yeter kosul ¢(gx) = ¢(x) oldugundan ¢ fonksiyonun sabit bir fonksiyon olmasi
gerekmedigi goriiliir. Bu nedenle bir fonksiyonun g-ters tiirevinin tekligi agagidaki

teorem ile saglanmaktadir.
Teorem 2.16. [17] Keyfi bir f(x) fonksiyonunun x = 0 noktasinda siirekli olan ve

bir sabit kadar farkeden en fazla bir q-ters tiirevi vardir.

Onceki kistmda g-zincir kuralinin  6zel durumlar disginda verilemeyecegi

gosterilmisti. Buna bagl olarak degisken degistirme kuralinin g-analogu icin genel
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bir kural bulunmamaktadir.

Simdi degisken degistirmenin yapilabildigi bir 6rnek verelim.

Ornek 2.17. [17]a, B sabit olmak iizere u(x) = oxP ve f(x) fonksiyonunun g-ters

tiirevi F(x) olsun. O halde
/ Flu)dgu = F(u) = F(u(x)) (2.4.29)

olur. Herhangi bir ¢’ € (0,1) i¢in (2.2.20) esitliginden

F() = [ DyF(u()dg
= [ (D P)w)Dyulx)dyx

— [ (D P)u))dgulx)

elde edilir. ¢ = ¢'/P secilirse D s F = DyF = f oldugundan

/ Flw)dgu = / (), pu(x) (2.4.30)

bulunur. Bu formill f(u(x))D,su(x) ifadesinin f(u) fonksiyonunun bir g-ters

tiirevi oldugunu gosterir.

Simdi Jackson integralin tanimi elde edebilmek icin; polinomlar uzay1 tizerindeki

M, lineer operatoriinii
M, | £(¥)] = flax)

bigiminde tanimlayalim. Keyfi bir f(x) fonksiyonunun g-ters tiirevini bulmak i¢in

g-tiirev tammindan yararlanarak

[ _ F(gx)—F(x) _
(My—1)F(x) = Tg—Dx = f(x)

yazabiliriz. Operatorlerin aralarinda degismeli olmadigin1 gozoniine alarak g-ters

tiirevi

F) = (1 -9 )
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ile ifade edilebilir ve

ifadesinin geometrik seri acilimindan

4
~0) L ()
sonucuna ulagilir.
Tanimm 2.18. [17]
/ f@)dgx = (1~ q)x;q-’ﬂqfx) (2.4.31)

serisine f(x) fonksiyonunun "Jackson integrali” veya "q-integrali” denir.

Bu serinin hangi kosullar altinda g-ters tiirevine yakinsadig1 asagidaki teorem ile

verilmigtir.

Teorem 2.19. [17] |f(x)x%| fonksiyonu, 0 < a < 1 i¢in (0,A] araliginda sinirl
ise 0 zaman (2.4.31)) egsitligi ile taniml Jackson integrali, (0,A] araliginda taniml
f(x)’in bir g-ters tiirevi olan F (x) fonksiyonuna yakinsar. Ayrica F(0) =0 ise F(x)

fonksiyonu x = 0 noktasinda siireklidir.

Ispat: (0,A] araliginda |f(x)x%| < M oldugunu varsayahm. Keyfi 0 < x <A ve
j > 0 degerleri i¢in
£ (g%0)] < M(q'x)~"

olur. Boylece

g f(a/x)| < Mg’ (q'x)"% = Mx™*(¢q'~*)/ (2.4.32)

olur. 1—a >0 ve0<gq <1 oldugundan (2:432) esitsizliginden ) lq’ f(q'x)|
j=0
serisi yakinsak bir geometrik seri ile tistten simrhidir.  Bu nedenle, (2.4.31)

esitliginin sag tarafi F(x) fonksiyonuna noktasal yakinsar. Ayrica (2.4.31)
esitliginden F(0) = 0 olur. (2.4.32) esitsizligini kullanarak

M(1—g)x'™¢

[—gla 0<x<A

)(1 —Q)Xi qu(q’k)) <
=0



18

esitsizligi yazilabileceginden x — 0 iken F(x) fonksiyonunun sifira yakinsadig,
yani F(x) fonksiyonunun x = 0 noktasinda siirekli oldugu elde edilir.
F(x) fonksiyonun f(x) fonksiyonunun bir g-ters tiirevi oldugunu gostermek igin

F(x) fonksiyonun g-tiirevini hesaplayalim.

1

DeF(x) = 7= (1—Q)Xiqu(qjx)—(l—q)qxiqff(qj“x)
(1—g)x & part

= Y dr@x)-Y ¢ rg )
j=0 =0

= Y df@x)-Y 4 flgx) = f(x)
j=0 j=1

oldugundan istenilen sonuca ulagilir. O
Verilen bir f fonksiyonunun g-ters tiirevi mevcut olsa bile Teorem [2.19]daki
kosullar1 saglamadig: takdirde Jackson integralinin yakinsamadigini gosteren bir

ornek verelim.

.. 1

Ornek 2.20. f(x) = — fonksiyonu alinsin.
x

log(gx) —logx _ logg 1
(g—Dx  g—1x

oldugundan, g-ters tiirev tanimindan yararlanarak

D,logx =

/ —dgx = log logx

elde edilir. Fakat Jackson integrali tanimindan

1 (oo}
[Ldw=(-g L 1=
=0

bulunur.  Herhangi bir 0 < o < 1 degeri i¢in f(x)x* fonksiyonu smirl
olmadigindan (2.4.31) esitligi ile verilen Jackson integrali, f nin bir g-ters tiirevine

yakinsamaz. Ayrica logx, x = 0 noktasinda siirekli degildir.

Simdi, (2.4.31) esitligi ile verilen Jackson integrali yardimiyla elde edilen belirli

g-integrali tanimin1 verelim.
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Tanim 2.21. [17] 0 < a < b olmak tizere belirli g-integrali
b °
| r@dex= (1=ap ¥ g’ (') (24.33)
Jj=0
ve
b b ra
/ fx)dgx = /0 f()c)cz’q)c—/0 f(x)dgx (2.4.34)

seklinde tanimlanir.

(2.4.33) esitligi ile verilen belirli g-integralini geometrik olarak inceleyelim.

f)

v

Sekilde goriildiigi iizere (2.4.33) esitliginin sag tarafi sonsuz sayida dikdortgenin
alanlar1 toplamina karsilik gelmektedir. Yeterince kiiciik € pozitif sayisi i¢in
bu toplam, [€,b] araliginda sonlu tane dikdortgenin alanlarini toplami yani bir
Riemann toplamidir. Boylece ¢ — 1 iken dikdortgenlerin enleri sifira ve toplam
da [, D] araliginda Riemann integraline yakinsayacaktir. € keyfi oldugundan, f(x)

fonksiyonu, [0, b] araliginda siirekli olmak iizere

lim /Obf(x)dqx = /Obf(x)dx

q—1

olur.
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Tamim 2.22. [17] [0,+o0) iizerinde taniml1 bir f(x) fonksiyonunun has olmayan
g-integrali _
J

/ ! f(x)dyx (2.4.35)
q/+l

oo

/Omf(x)dqx = Z

j=—

ile tanimlanir.

Not 2.23. Eger o0 < 1 icin x = 0 noktasimin bir komsulugunda ve o > 1 ve yeterince
biiyiik x degerleri i¢in x* f(x) fonksiyonu simrli ise yukaridaki (2.4.35)) esitligi ile

verilen has olmayan g-integrali yakinsaktir.

Teorem 2.24 (g-Calculusun Temel Teoremi). [17] F(x), f(x) fonksiyonunun bir
g-ters tiirevi ve F (x) fonksiyonu, x = 0 noktasinda siirekli ise, 0 < a < b < o0 olmak

lizere
b
/ f(x)dyx =F(b) —F(a) (2.4.36)

bicimindedir.

Sonug 2.25. [17] f(x) fonksiyonunun adi tiirevi f'(x) ile gosterilsin. Eger f(x)

fonksiyonu, x = 0 noktasumn bir komsulugunda var ve bu noktada siirekli ise,

[ Dur g = )~ sta) (2.437)

olur.

Bu sonug yardimu ile g-kismi integrasyon kurallarini elde edelim. f/(x) ve g’(x) adi
tiirevleri x = 0 noktasinin bir komsulugunda mevcut ve bu noktada siirekli olsun.

f(x) ve g(x) fonksiyonlarinin ¢arpiminin g-tiirevi kuralindan

Dy(f(x)g(x)) = f(x)Dyg(x) +8(qx)Dy f ()

yazilir ve esitligin her iki tarafinin g-integrali alinirsa

b b b
| sy = [ F@De@dyrt [ s(@)Dyf Wdpx
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elde edilir. Analizde tiirevlenebilir iki fonksiyonun carpimin da tiirevlenebilir

oldugundan Sonug uygulanirsa

b b
1))~ f@s(a) = [ FIDyex)dyr+ [ s(g)Dos 0y

esitligi ve buradan da

[ g = 7)) - et~ [ sy @439

esitligi elde edilir. Boylece (2.4.38)) esitligi, bir kismi g-integral formiiltidiir.

Ayrica, f(x) ve g(x) fonksiyonlariin ¢arpiminin g-tiirevi igin bir diger kural

Dy(f(x)g(x)) = f(gx)Dyg(x) +&(x) Dy f (x)

esitligi ile de verilmisti. Bu esitligin her iki tarafinin g-integrali alindiinda diger
g-kismi integrasyonunun
b b
| flavdigx) = 1®)eb) - fla)g(@)~ [ gdyfx) 2439
a a
seklinde de ifade edilebilecegi goriiliir.

Tezin ilerleyen boliimlerinde cogunlukla (2.4.39) esitligi kullanilmakla beraber
(2.4.39) esitligi ile elde edilen sonuglara da yer verilecektir.

2.5. g-Gama ve g-Beta Fonksiyonlari

Euler tarafindan tanimlanan ve
I(x) = / Fletdt, x>0, (2.5.40)
0
1
B(x,y) :/ = de, x,y>0 (2.5.41)
0

esitlikleri ile verilen fonksiyonlar sirasiyla "gama fonksiyonu" ve "beta fonksiyonu"
olarak adlandirilir. (2.5.40) esitliginde kismi integrasyon uygulanarak x > 0 degeri
icin

I'(x+1)=xI(x)
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esitligine ulagilir. Daha genel olarak, pozitif bir n tamsay1 igin
I'x+n)=x+n—1)(x+n—-2)...x'x), x>0 (2.5.42)
esitligi saglanir. Ayrica I'(1) = 1 olacagindan (2.5.42) esitliginde x = 1 alinirsa
I'(n+1)=n!

ozelligi elde edilir.
(2.5.47) esitligi ile tanimlanan beta fonksiyonunda r = 1 — u degisken degistirmesi
yapildiginda
B(x,y) = B(y,x)
olur. Boylece beta fonksiyonu x ve y parametrelerine gore simetriktir. Ayrica beta

ve gama fonksiyonlar1 arasinda

B(xay) -

esitligi gecerlidir.
Bu alt boliimde sirasiyla (2.5.40) ve (2.5.41) esitlikleri ile tamimlanan gama ve

beta fonksiyonlarinin g-analoglarinin tanimlari g-integral yardimiyla yapilacak
ve bazi oOzellikleri verilecektir.  IIk olarak gama fonksiyonunun g-analogu
ile baglayalim. Koornwinder [[18]], 1994 yilinda yaptig1 calismada g¢-gama

fonksiyonunun g-integrali ile tanimlanabilecegini gdstermistir.

Tamim 2.26 (¢-Gama Fonksiyonu). [18] Vx > 0 gergel degerleri igin

1

r,(x) = /0 S (2.5.43)

esitligi ile tanimlanan fonksiyona "g-gama fonksiyonu" denir.

g-gama fonksiyonunda (2.4.38) esitligi ile verilen g-kismi integrasyonu
uyguladigimiz takdirde;

1 1 1
T4y 1 —qt _ T=a —t __ T4 1 —qt
/o rEMdyt = — /o r'd.E;" = [x] /o rE Mdgt
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elde ederiz. Boylece herhangi bir pozitif x gercel degeri icin
[y(x+1) = Xy (x) (2.5.44)

olur. Ayrica

1
r,(1)= /O“" E "dy=E0—E; /"1 =1

oldugundan, herhangi bir pozitif n tamsayis1 i¢in tiimevarim yontemi yardimiyla
Iy(n+1)=n]! (2.5.45)

elde edilir.

Gama fonksiyonu ile g-gama fonksiyonu arasindaki benzerlik bu ozelliklerle
sinirli kalmamaktadir. Ayrica gama fonksiyonunun, Weierstrass tarafindan, sonsuz
carpim ile tamimlanabilecegi gosterilmistir. g-gama fonksiyonu, x > 0 gercel degeri
icin

-7 =TJ(1-¢) ve <1—q*>;=f1<1—¢qk>
k=1 =0
olmak tizere;
(1-9)7
(I=g")g(1—g)!

T,(x) = (2.5.46)

seklinde de tanimlanmugtir [[17]].

Tanim 2.27 (g-Beta Fonksiyonu). [18] Vx,y > 0 gercel degerleri icin "g-Beta

fonksiyonu"
1
B,(x,y) = / PN (=) gt (2.5.47)
0

ile tanimlanir. Burada

(I—gt)y  TIo(1—g/1)

(—ay = L 17| 7

j=0

~[y— ]qq(q;wtj (I—q)y  TI7o(1—¢'t)

esitlikleri ile tanimlidur.
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Tanim [2.21] ve Tanim [2.22]den ve herhangi bir j negatif tamsayisi igin
i+1\oo __ e
(1-¢'"")7 = 0 esitliginden

oo

Byloes) = (1-9) Y COR (S A
— (-9 ¥ @1 (-¢";

1
- /H’ FN (1= gt)7dgt
0
yazilir. Ej, = (1+ (1 —g)t)7 oldugundan

—qt

By(x,00) = /0 rE; dgt

tamimu elde edilir. 7(x) = ouP fonksiyonunda 6zel olarak o = 1 — g ve B = 1 alarak

(2.4.30) esitligi ile verilen degisken degistirmesi uygulanirsa
1
Byv) = (1=a) [ B v
0

elde edilir. Buradan g-gama ve g-beta fonksiyonlar1 arasindaki

BCI(X7°°)
(I—q)*

Ly(x) =

esitligini elde ederiz.
(2.5.46) esitligi kullanilirsa, o zaman Vx,y > 0 gercel degerleri icin g-Beta

fonksiyonu

(I=q)(1=q)7 (1 —g)7
(1=¢97(0=¢")7

esitligi ile tanimlanabilir. (2.5.47) ile esitlikleri arasindaki bagintiy1

By(x,y) = (2.5.48)

Koornwinder elde etmistir [18]].
Beta fonksiyonu x ve y parametrelerine gore simetriktir.  (2.5.48) esitligini

kullanarak, g-beta fonksiyonunun da simetrik, yani

B,(x,y) = By(y,x)
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oldugunu gostermek, (2.5.47) esitliginden yaralanarak gostermekten daha kolaydir.

Dahas1 (2.5.48) yardimiyla g-beta fonksiyonun g-gama fonksiyonu arasindaki

iliskinin

Lg()lg(y)
Ly(x+y)

gama ve beta arasindaki iligskiyle benzer oldugu goriilmektedir.

By(x,y) = (2.5.49)
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3. NEUTRIX CALCULUS

Uygun sekilde tanimlanmis sonsuz degerli pargalarin ihmal edilmesi teknigi
Hadamard tarafindan bulunmustur, ve 1raksak integralden sonlu parcanin
cikarilmasi "Hadamard sonlu toplami" olarak adlandirilir.  Hadamard sonlu
toplamin elde edilmesinde kullanilan metot, Van der Corput tarafindan gelistirilen
neutrix calculus’un bir uygulamasi niteligindedir. alt boliimiinde tanimlar1
verilen g-gama ve g-beta fonksiyonlar tiirevleriyle beraber tiim gercel degerlere
sirastyla Salem [27] ve Ege [5] tarafindan neutrix kavramindan yararlanilarak
genigletilmigtir.

Bu bolimde ilk olarak neutrix ve neutrix limit kavramlarini ornekler de
vererek acikladiktan sonra neutrix calculus’un bir uygulamasi olarak g-gama

fonksiyonunun tiim gercel degerlere nasil genisletildiginden bahsedilecektir.

3.1. Neutrix ve Neutrix Limit Kavramlari

Tammm 3.1. [35] N’ bostan farkli bir kiime ve N” toplamsal degismeli bir grup
olsun. N’ kiimesinden N” grubuna olan fonksiyonlarin olusturdugu toplamsal
degismeli grubu N ile gosterelim.
Eger N i¢indeki tek sabit fonksiyon sifir fonksiyonu ise A/ grubuna "neutrix" denir
ve N grubuna ait olan her bir fonksiyona da "ihmal edilebilir fonksiyon" ad1 verilir.
Boylece,

VxeN' igin f(x)=c ise ¢=0"

olur.

Ornek 3.2. \V kiimesi; tanim kiimesi N’ = [0, 1] kapali aralig1, deger kiimesi gergel

sayilar kiimesi olmak iizere keyfi bir b gercel sayist1 icin

of s s (1)}
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seklindeki fonksiyonlarin olusturdugu degismeli grup olsun. O zaman N bir
neutrixtir.

Gergekten Vx € N’ i¢in
. 2
b{ log [log (;)] } = ¢ (sabit) = b = 0 ve buradan ¢ = 0 olur.

Not 3.3. Iki neutrixin egit olmasi Van der Corput tarafindan, her iki neutrixin
ayni tamm kiimesine, ayni ihmal edilebilir fonksiyonlara ve ayni degiskene sahip
olmalart seklinde tanimlanmustir. Iki neutrixin egit olmasi icin bu neutrixlere ait

ihmal edilebilir fonsiyonlarin deger kiimelerinin ayni olmasi sart degildir.

Tamim 3.4. [35] N, X topolojik bir uzayin alt kiimesi ve b ¢ N’ olmak iizere; b,
N’ kiimesinin bir limit noktasi olsun. Eger N’ iizerinde tanimli gercel degerli bir
f fonksiyonu i¢in f(x) — [ € N olacak sekilde bir [ gergel sayisi bulunabiliyorsa o
zaman [ sayisina f(x) fonksiyonunun "neutrix limiti" denir ve

N—lim f(x) =

ile gosterilir.

Bir f(x) fonksiyonunun neutrix limiti var ise tektir. Gergekten f(x) —[; € N ve

f(x)—L e Nise l; — I, € N oldugundan [, = I, elde edilir.

Ornek 3.5. N kiimesi, Tamim teki kosulu saglayan bir N’ kiimesi iizerinde
tanimli ve x — b iken f(x) — O fonksiyonlarin olusturdugu bir kiime olsun. Bu
durumda N bir neutrixtir.

Bu neutrixe gore eger bir fonksiyonun normal limiti var ise bu neutrix limit ile

aynidir.

Ornek 3.6. Tanim kiimesi N’ = (0, 1) agik aralig1, deger kiimesi N =R, a, b € R

ve O(x), x — 0 icin sifira yakinsayan fonksiyonlar olmak iizere

aln’x '+ bInx~! + O(x)
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bigimde tanimlanan neutrix A/} olsun.

fonksiyonu i¢in

Ny —lim f(x) = 1

x—0

bulunur. Fakat eger N> ve A3 neutrixleri sirastyla
No={f|f:(0,1) =R, f(x) =a(lnx"'+1)>+0(x), a € R}
ve
N3 ={f|f:(0,1) =R, f(x) =aln®x* + bIn’x ' + O(x), a,b € R}
seklinde alinirsa o zaman f fonksiyonu i¢in

Ny —limf(x) =0

x—0

olmasina ragmen

N3 —lim f(x)

x—0

neutrix limiti mevcut degildir.

3.2. g-Gama Fonksiyonuna Neutrix Limitin Uygulanmasi

(2.5.43) esitligi ile tanimlanan g-gama I, (x) fonksiyonunu tiirevleriyle birlikte tiim
gergel sayilarda tanimlayalim. Bunun i¢in N neutrixi, tamim kiimesi N’ = (0, o)

agik aralig1, goriintii kiimesi N” =R olan ve A < 0 ve r = 1,2, ... degerleri i¢in
etin e, In'e (3.2.1)

fonksiyonlar1 ile € — 0 iken sifira yakinsayan tiim O(€) fonksiyonlarinin sonlu
lineer toplamlarini ihmal edilebilir fonksiyonlar olarak kabul eden kiime olsun [27]].

g-gama fonksiyonu, (2.3.24) esitligi ile verilen g-iistel fonksiyonundan dolay:
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tim x > 0 degerleri i¢in mutlak yakinsaktir. Dahasi g-iistel £ fonksiyonunun
tanimindaki serinin ilk m teriminin ¢ikarilmasi, g-gama fonksiyonunun taniminin
x > —m degerlerine genigletilmesini saglayacaktir. Bundan sonraki iglemlerde bu
yontemden yararlanilacaktir. ik olarak tamsay1 olmayan negatif reel degerler icin

neutrix limitin varli§ini gosterelim.

Teorem 3.7. 27| x> —-nn=1,2,..,x#0,—1,-2,...,—n+ 1 olmak iizere

i
/ "rE 1 dyt
€

q-integralinin € — 0 iken neutrix limiti mevcuttur ve

1 1 n—1 i JUrD
= L —1)/ ,
N;J?)m-/gl q[xflquqtdqt = /01 !l [E;q’— Z ()[']q'zr/] dt
=0 UPF
n—1 JG+1)
—1)/ 2
+ Y ( ) 1 o
= N+ (1= g)
esittir.

Ispat: (Z.4.38) esitligi ile verilen g-kismi integrasyon kuralini kullanirsak

1 P (052))

1 1 n—1 j
=4 _x—1p—qt _ =0 x—1|p—qt _ (_l)q 2 j]
/’3 rE Mdgr = /g t [Eq ;)7[]_]! t/dgt
J:
1 i+ 1
+ nZ (71){61 i /lfqt”f ld 1
=0 (]! €
1 _ JG+1)
e A o s P
. R TR
i (LY e
= U+ Mg

olur. Esitligin iki tarafinin neutrix limiti alindig1 takdirde seri icindeki £**/ ifadesi
x+ j < 0 oldugundan ihmal edilebilir bir fonksiyondur ve esitligin sag tarafindaki
integralin neutrix limiti normal limite doniisiir. Boylece istenilen elde edilir. O

Ornek te € — b iken normal anlamda sifira yakinsayan fonksiyonlarin ihmal
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edilebilir fonksiyon olmasi durumunda neutrix limit ile normal limitin ¢akigtig1

gosterilmisti. Dolayisiyla x > 0 degerleri icin

1 1

. —q . 1. . T4 y_1,—
N—lim [ " E %dy = lim [ FUE; Md
e—=0 Je q e—0 /¢ q
= Iyx)

olacaktir. Bu bize g-gama fonksiyonunun neutrix limit yardimiyla Vx € R i¢in

1

T,(x) =N—lim [ ' #'E 9ds (32.2)

e—~0 Je
ile tanimlanabilecegi fikrini vermektedir.
x = 0,—1,-2,... degerleri i¢in neutrix limitin varligin1 gostermeden Once

islemlerimizde kullanacagimiz agagidaki lemmayi ispatlayalim.

Lemma 3.8. [27]] a,b > 0 olmak iizere

bdgt -1
/ 4 = q—(lnb—lna).

) t Ing
Ispat:
D,Int = Ingt —Int _ Ing+Int —In¢ _ Ing 1
(g— 1)t (g— 1) g1t
oldugundan g-ters tiirev tammmindan yararlanarak istenilen elde edilir. |

Teorem 3.9. [27|n=0,1,2,... olmak iizere

1
o
[
€

q-integralinin neutrix limiti mevcuttur ve

1 1
g g 1—g)In(1—
N—lim [ "z—lEq—q’dqt:/' ! [Eq_"’—l}dqt+w (32.3)
0

e—0 £ lnq
ve
1 1 VR
N—lim [ "B %dt = / ! E“”—i%ﬂ dgt
e—0 € 4 1 0 i j=0 []' 7
n—1 . jU+HD m(m+1)
—1ig~ 1 —1)"q 2z (1—¢g)In(1—
+Z( _ )_q ._m+( )"qa 2 (1-¢q)In(1 —q) (32.4)
= Uli—m] (1—q)) [m]!Ing

esitlikleri gecerlidir.
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Ispat: Lemma den yararlanarak

1

€

= 1 —qt
/ t Eq dql‘

< ‘

1
/'_ ! {Eq*qf— 1}dqz+/'_q 'yt
€ €

1
_ 1= 71[ —qt } q—1 _1
— tHE" —1|dt+ L (In(1— —Ine
/8 p 4 lnq( (1-q) )

elde edilir. Her iki tarafin € — 0 iken neutrix limiti alindiginda

1

1
. 4 gt . T4 —qt
N-tim [ E e = N-tim [ B d
e—=0 € 1 1 e—0 € 1 1
—1
+ N-limZ—(in(1-¢)~' — Ine)
e—0 nqg
1
[t (1—¢)In(1—q)
r,0) = L e
e A e
istenilen elde edilir.
Ayrica,
1 1 n JU+1)
I _ =4 _n-1| p—qt (=1)/q > ;
/8 T E Mg = /8 " qu—z i t/ | dyt
j=0
n—1 (_I)qu(jH) qu . (_1)nqn(n2+1) 1%4
+ —2 / 7 g+ , “d,t
,;) ]! : ! U1t e !
1 n VR
L —1)/
_ /1qt_n_] Eq_qt_z( )q 2 IJ dqt
_ G+
LN l(fl){q ? ( L _gj-n)
= UMj—m] N1 —g)/
m(m+1)
—-1)" In(1— 1— —1
n (=D"¢ = In( CI)(( Q)IH(l_q)_(q )efn)
[m]! Ing Ing
oldugundan neutrix limiti hesaplandiginda istenilen sonuca ulagilir. O

Tammm 3.10.

degerleri i¢in

ile tanimlidir.

[27] g-gama fonksiyonu neutrix limit yardimiyla tiim x gergel

1

L,(x) =N—lim [ 7 E d,1 (3.2.5)

£—0 £
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Lemma 3.11. a,b > 0 olmak iizere tiim o reel degerleri ve r =1,2,... icin

(q_l)(lnr+1_1nr+la) "0
(r+1)Ing B
lnrq’_zj r+1 1 /”lnktdt
—_— n —
b r+15\ k a « t
/ 1% Mn" tdyt =
a b*In"b—a%*In"a ¢g%In"g 040
(o] 1—q*
v (" S L
X In~ 1% In"tdyt
MAERTEE
\ =
Ispat: ispat tiimevarim yontemi ile elde edilir. O

Lemma yardimiyla A. Salem gama fonksiyonun tiirevleriyle birlikte
g-analogunun tiim gercel degerler icin neutrix limit ile asagidaki sekilde

tanimlanabilecegini géstermistir.

Tanim 3.12. [27] Tiim x gercel degerleri ve r =0, 1,2, ... icin g-gama fonksiyonun

r. tiirevi
1

Y (x) =N—tim [ ' In"4E, "dt (3.2.6)

£—0 £

ile tanimlanir.
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4. --GAMA FONKSIYONU UZERINE BAZI ESITLIKLER

Bu bolimde (3.2.6) esitligi ile tanimlanan g-gama fonksiyonunu ve birinci
mertebeden tiirevini iceren bazi esitlikler verilecektir. ~ Ardindan g-digama
fonksiyonunun negatif tamsayilar kiimesi {izerinde tanimlanabileceginden
bahsedilecektir.

Burada N neutrixi olarak, tanim kiimesi N' = {¢ : 0 < & < (1 —¢)~'}, deger
kiimesi N' = R ve € — 0 iken normal anlamda sifira yakinsayan fonksiyonlar

O(¢€) olmak iizere, A <0, r=1,2,... igin
et e, [e]*, In"g,0(¢) (4.0.1)

fonksiyonlarinin sonlu lineer toplamlari ile tanimlanan ihmal edilebilir

fonksiyonlar alinacaktir.

4.1. Teoremler ve Sonuclar

Genel sonuglara gegmeden Once asagidaki 6zellikleri gosterelim.

Lemma 4.1. [7]]
qg—1,
r,(0)==——r,1).
/0 =Lt
Ispat: g(gx) = E; " ve d,(f(x)) = ¢~! alinarak (Z.4.39) esitligi ile verilen g-kismi

integrasyon kurali uygulanirsa

1/1—¢q
[,0) = N—lim | 1 E Y dyt
—1 | R S | —1 [Vl
= N-tim{ T m— g, L g I / IntE, " d,t
£—0 Ing 1—g¢q Ing a Ing Je a

-
olur. E, ™" = (1+ (1 = ¢)(—1))5 = (1 —1)7 = 0 oldugundan, esitligin sag

tarafindaki ilk terim sifir olacaktir. Boylece istenilen elde edilir. a
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Lemma 4.2. [7]n € Z" olmak iizere;

esitligi gecerlidir.

Ispat: x = —n icin (3:2.4) ve (3.2.9) esitliklerinden yararlanarak (3.2.4) esitliginde
(2.4.39) ¢g-kismi integrasyonu uygulandiginda

1 1/1-¢ . 1 il no(_1 jq/'(j;rl) .
T,(-n) = Pﬂ{ﬁ t Qw@rhét[@f—z(bptq%t

j=0
1 " 1) B0 ey gt
[n = ﬂ = Ul'=n+J]
— tT"E-9d t+/ " [E*’— %ﬂ}dl‘
{/1 q q 0 q j;O []]! q
S i S G &
+
= ! n+1+1] [=n][n]!
n(n+1)
1 (=1)"gq 2
= —I (—n+1)+
[=n] [n][n]!
istenilen sonuca ulagilir. O
¢, fonksiyonu
0, n=0,
@q(n) = i;? ne1.2. 4.1.2)
j=1 [J]

olmak iizere; Lemmad.1|ve Lemma.2]den tiimevarim yontemi kullanilirsa

n=0,—1,-2,... degerleri i¢in

e (OB @13)
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olmak tizere;

esitligine yakinsar [12].

Heaviside fonksiyonu

0, x<0,
H(x):{ I, x>0

ile tanimlanir. Simdi bu fonksiyon yardimi ile g-gama fonksiyonunu negatif

tamsayi1 de8erlerinde tanimlayalim.

Teorem 4.3. [6] n=0,1,2,... degerleri icin

uE n—1 PRGEY o D)
I=¢ _p—1 —qt (_l)q 2 (_1) q 2 n
I,(—n) = / t [E’f— , t'— t"H(1—1)|dgt
q o Y on "
1) I(HZ»I
n+l q
4.14
Z = = (4.1.4)
ile tamimhdur.
ispat:
= = n—1 i D
= -1 .
/l q[—n—lEq—qldqt _ /1 E qt Z ( )C]‘ 2 =
€ i=0 [i]!
1 n
_ Ve "H(l —t)]dt
ol
N ( 1) = “nti-l (=1 q@ b
+ ; /a t dqt—i[n]q! /8 t~ 1t

olur. Esitligin sag tarafindaki son iki integral hesaplanip her iki tarafin neutrix
limiti alindi81 takdirde istenilen elde edilir. O
Benzer sekilde I'; (x) fonksiyonunun birinci merteden tiirevini negatif tamsayilarda

tanimlayalim.
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Teorem 4.4. [7]n=0,1,2,... degerleri icin

1/1—q n—1 71j . —1)* k1)
I (—n) = / t*”*llnt[Eq*q’—Z( ),q i tJ—( Vg t"H(l—t)]dt
0 = Ul []!
(1+1)
+ Ing '(1—¢)! =
q Z n+]] q)
- JU+1D)
Ing~' " (—l)quT »
+ . —(1—¢q)"’ (4.1.5)
g—1 Ez)[]]![—nﬂ]z( )
ile tamumhidir.
Ispat: Tanimdan
e 1/1-q n=l(_1yigtHy
/1 . 1lntE Tt = / t‘”‘llnt[Eq“”—Z()%qzﬂ—
€ € j=0 ]!
n(n+1)
(_l)an n
- ———t"H(1—1t }dt
el CUHD 1
1)/ = .
+ Y ().612/l " ned
=0 ]! €
n(n+1)
(=D"g 2> /1 -1
_— t " Intd,t
+ ]! . ntd,

bulunur. Esitligin sag tarafindaki son iki integral hesaplanip her iki tarafin neutrix

limiti alindiginda

= 1/1-¢ n=l(_1yigts
N—lim/] " NnE dy = / t‘"‘llnt[Eq‘qt— Y ()%qztf—
£—0 0 =0 [7]!
n(n+1)
—1\g— 2
- ()[n]q‘zth(l—t)]dqt
_ D et f _
+ nz‘j(*l)fq”2 (1-gq)"/in(g'(1—q)"") ,
= U [—n+j]
J
In 1—qg)*J
. Ing (1-q) ~
(g—1)[-n+]]
istenilen elde edilir. O

Bu sonuclar yardimiyla asagidaki teoremi ispatlayalim.



37

Teorem 4.5. [7|] Tiim x gercel degerleri ve r = 0,1 icin

I (x) = N—limI (x + £)

£—0
esitligi saglanir.
Ispat: Fér) (x) fonksiyonu, x # 0,—1,—2,... degerleri i¢in siirekli oldugundan
neutrix limiti normal limite esit olup istenilen sonug elde edilir.

Simdi r =0ve n=1,2,... olmak iizere Teorem [3.7 kullanilirsa 0 < € < 1 i¢in

iU+

£ n—1 j
s —1)/ .
Fq(—n+£) _ /1 g t7n+871 |:E(;qt _ Z ()[']q'th:| dqt
0 = bil
n—1 ( 1) q (J;’l)
" Z‘ [—n+e+j](1—g) et
e nel ) n(nt1)
—1)/ . —1)"
— /1 "tfnw%‘ 1|:E qt Z ( ) .q 2 o ( ) q 2 th(l _l,):|dqt
0 Jj=0 ]! [n]!
nntl) i)
(—1)"q = / o1 (—1)ig™
S dyt ,
i [n]! " Z [—n+e+j](1—q)+eti
1 n—1 Y (VE)) n(n+1)
= 1 J . 1 n
_ /1 qt—n-‘rs—l |:Eq—qf _ Z ( ) q‘ 2 H— ( ) q' 2 nH(l —t):|d ¢
0 = Ul [n]!
N i 1) ~q/(1;-|) +( 1) qn(n;—l) 0
- [-n+e+j](1—q)teti [n]! B

olur. Burada her iki tarafin neutrix limiti alindiginda son ifade ihmal edilebilir bir

fonksiyon oldugundan

1 n—1 j
= 1) ,
N—limI'y(—n+¢€) = /lqtnllnrt[qu’—Z(),qzt’—
£—0 0 j=0 []]!
n(n+1) 1 .U+ _
1y nol (—1)) 1—q)"
 (=D"g > "H(l—t}dmx g™ ( 6]).
b LT el
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oldugu goriiliir.

Benzer sekilde

1\ n_z"2 _ \n—i+€
(=D q. z"[H(l—t)+H(z—1)]]dqz+;)( lfi]q! ([l_nf)gﬂ]

1 n=1¢_1\i 2 . —1)
- /17(] et [E;q[ — Z ( 1).9 2 i ( 1) q ? th(l _;)] dqt
0 y !

R [ 0
_ /Ol‘q et g _g (—1€;]q'i<’$‘> i (_1)Zq'"<"§ ! —
e

yazilir ve her iki tarafin neutrix limiti alindiginda [—€] = ¢~ ¥[€] esitligi kullanilarak

N—-limIy(—n—¢) =Ty(—n)

£—0

oldugu goriiliir.

r =1 igin, benzer olarak I'(—n + €) ve I';(—n — ) ifadeleri yazilir ve neutrix

limitlere gegilirse

I,(—n) =N—limI (—n+¢)

e—0
oldugu goriiliir.
x > 0 degerleri i¢in
Fy(x+1) = W (x)

esitliginin sagladigim bolim [2.5]te gormiistik. Simdi pozitif olmayan x degerleri

icin de bu esitligin neutrix limit yardimiyla saglandigini gosterelim.
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Teorem 4.6. (6] Tiim x gercel degerleri icin

T, (x+1) = N—lim[x+ ][, (x +¢€) (4.1.6)

e—0
esitligi saglanir.
Ispat: x £ 0,—1,—2,... degerleri icin I';(x) fonksiyonu siirekli oldugundan bu

degerler icin istenilen saglanir. 0 < € < 1 i¢in (3.2.5) esitliginden

1
T (x+e+1)=N—lim [ ' #FE d,r
6—0 Jo

yazabiliriz. Simdi

Deg(t) =" = Dy(—E,") =E*

f(l‘) — tx+£ = Dth+8 — [x+8]tx+£71
oldugundan (2.4.38)) esitligi ile verilen g-kismi integrasyon kurali uygulandiginda

Fy(rre+1) = Nelim((1-g) 9B, 70 457,04
6—0
e
+[x+ €] /SHI t"*g“Eq“f’dqt)
elde ederiz. §*7°E, % jhmal edilebilir bir fonksiyon oldugundan

£ = (141 —g)(-(1-9) ) = (=17 =0

ve buradan

1
Ix+e+1) = N—lim[x+£}/lfqt”g*lEq*‘”dqt
6—0 9

= [x+ely(x+e¢)
olur. Esitligin her iki tarafinin neutrix limitini alir ve Teorem 4.5]den yaralanirsak

Iy(x+1) =N—lim[x+ €]l;(x+€)

£—0
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esitligi elde edilir. |

r = ¢" olmak iizere Gauss ¢arpim formiiliiniin g-analogu x > 0 degerleri i¢in

e ) l2)-

2 w1\ ! 1 n—1
:<1—|—q+q T ) O e I o PR IR

seklinde tamimlanir. Tiim x gercel degerleri icin neutrix limit yardimi ile bu

formiiliin nasil saglanacagini gorelim.

Teorem 4.7. (0] Tiim x degerleri icin

L, (nx)T, (i)rr <i> ... <n; 1) =

. 2 1 nx+ne—1 1 n—1
:N—hm<1+q+q +...+q”*) Ix+e) [ x+e+—|..T | x+e+
e—0 n n

esitligi gecerlidir.
Ispat: nx #0,—1,—2,... igin I'y(nx) fonksiyonu siirekli oldugundan bu degerler

icin istenen saglamr. nx = —m ve m = 1,2,... oldugu durumda 0 <| € |< —
n

degerleri icin (4.1.7) esitliginden

1 n—1
Fq(—m—i—ne)l",(n) ...F,( - ) =
—m—+ne—1 —m —m n—1

olur. Teorem kullanilarak

1 -1
T, () . g <n ) N—-limI,(—m+ne) =
n n e—0

—m+ne—1 — _ —1
:N—lim<1+q+q2+...+q”*1) Fr<m+e>...rr<m+s+n )

£—0 n

r(i) ...rr<”;1>rq(_m) -

—m-+ne—1 — — —1
:N—lim<1+q+q2+...+q”*1) Fr<m+e)...rr<m+s+n )

£—0 n
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oldugundan ispat tamamlanir. O
Asagidaki teoremde, g-gama fonksiyonunun birinci tiirevinin negatif tamsayi

degerinde kendisi ile ifade edilebilecegi gosterilecektir.

Sonuc 4.8. [7]n=1,2,...degerleri icin

n —1 1
I (—n) = @ﬂ;’)[_,ﬂrq<—n>+

esitligi saglanmr.

Ing™

Ly(—n+1)+ 7F;(—n+ 1) (4.1.8)

Ispat: (2.4.39) ile verilen g-kismi integrasyon kurali, @.1.9) esitligine uygulanirsa

— _ _ o JUtD
M(y= Mt E-qz_"zlwﬂ-_
—_ _ O .:0 .-
7 [—n](g—1) o ]!
(—1)q""

——————"H(1—1)|dyt

n(n—1)
2

" TH(1 —l‘)]dqt

[—n] R Sl [n—1]!
S 1 t[E‘q’— th— MIH( —¢ }dt
= R Ml P (1=,
n—1 (_I)Jq/(fzrl) lnq71 n—1 (_l)jqf(fzrl) .
+Ing '(1—¢)! Q)"+ : —(1—q)"
L int g a1 & s 7
JU=1) JU=1)

J
ng ! & (—1)g"= ) n(l=ag)"' X (=1)g = .
_1 q Z ( l)q (l_q)nfj_l (1 Q) Z ( l)q <l_q>nfj

esitligi elde edilir. Esitligin sag tarafindaki ilk ii¢ ifade sirasiyla I';(—n),
[y(=n+1), Ty (—n+ 1) fonksiyonlarinin taniminin integral ifadelerine kargilik

gelmektedir.  Bu nedenle, yukaridaki esitlikte eksik olan @.1.4) ve #.1.3)

esitliklerindeki seri kistmlarinin eklenip c¢ikarildiginda elde edilen yeni ifadedeki
kalan serilerin toplaminin sifir oldugu goriiliir. Bdylece ispat tamamlanir. a
(2.5.49) esitliginin x > 0 i¢in gegerli oldugu ve bu esitligin tiim x gercel degerlerine
nasil genisleticegi (4.1.06) esitliginde verilmigti.

Eger (2.5.44) esitliginin tiirevi alimirsa, x # 0, —1,—2, ... degerleri igin

—q*Ing
l—q

I (x+1) = Ty (x) + [x] T (x)
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esitligi gecerli olacaktir. Simdi bu esitligi, neutrix limit yardimiyla tiim gercel

degerlere genisletelim:
Teorem 4.9. [7[] Tiim x gercel degerleri icin

+£1
I (x+1) _ N—lim_ L 104

£—=0 1—gq

Ly(x+ &)+ [x+ €]l (x + €)

esitligi saglanir.

Ispat: x # 0,—1,—2,... ve x > 0 degerleri icin [, (x) fonksiyonu siirekli
olacagindan istenilen saglanir. n = 1,2, ... i¢in @.1.8) esitligi

Ing~!

qurq(—n) —Ing 'T,(—n+1)

seklinde diizenlenirse, Teorem 4.5 ve Teorem [4.6| kullanilarak

T (—n+ 1) = [—n]T)(~n) -

-1
1 Ly(—n+e)

I
N—HmT(—n+ &+ 1) = N—lim[—n+ ]I’ (—n+ &) — —

e—0 e—0 q—

—Ing 'Ty(~n+e+1)

ve buradan

: Ing .
[, (—n+1) =N—lim[—n+ €]l (—n+€)+ ——N-lim[y(—n+e¢)

e—0 q— e—0

+IngN—limIy(—n+¢e+1)
e—=0

1
— N—lim[—n+ ][ (—n + &) + —L

N—li [1 _1)— e]F— €
i Nt [1-4+g— Dl +e]] (- te)

1
— N—lim[—n+ €], (—n + &) + — 2 N—lim [1 Fgmhe - 1}rq(—n+e)

e—0 q— e—0
_ 7n+81
— N—tlim—L 291, (—n+ &)+ [-n+ €]l (—n+e)
e—=0 1—gq
elde edilir. O

x#0,—1,-2,... degerleri i¢in g-digama fonksiyonu v, (x)
Ty
Iy (x)

esitligi ile tanimlanir [20]]. Biraz once elde edilen sonuclar, bize x =0,—1,-2,...

Vo) = (1T, (x))

degerleri i¢in y,(x) fonksiyonunun

I (—n+e€)
—n)=N-lim-~2+ —
Va(=n) sa(l)m G(—n+e€)
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seklinde tanimlanabilecegi fikrini vermektedir.

Simdi n =0,1,2,... degerleri i¢in y,(—n) fonksiyonunun varligini gosterelim:

Teorem 4.10. [7]n=0,1,2,... icin,

In
76]1% (n)

Vo(—n) = y,(1) + q—

bicimindedir. Burada ¢, (4.1.2)) ile tanimli fonksiyondur.
Ispat:0 < || < 1 ve k = 0 segelim.
£l
e Thet )+ 4,
Ty(e) €]l (€)

Ty(e+1)  ¢°lng
Ly(e+1)  (1-q)[e]

ve buradan esitligin her iki tarafinin neutrix limitini aldigimizda

i Fe®) Tt gfing
Ne—}o ,(e) Ne—}o L,(e+1)  (1—g)[e]
ST
- onm- Y

bulunur. Yani y,(0) = y,(1) olur. Bdylece k = 0 i¢in esitligin dogru oldugu
goriiliir.

Simdi n € Z* olmak iizere k = n — 1 degeri i¢in

B lnq n—li
Vo(-nt ) = ve(D)+ = ; f

esitliginin dogru oldugunu kabul edelim. k = n degeri icin

7n+€1
I (—n+e) _ Ly(—n+e+1)+ 45— My (-n+e)
T, (Cnte) nell,(-n+e)

FZI(—H—FS—F 1) 4 q7’1+81nq
Iy(—n+e+1) (1—gq)[-n+¢g

elde edilir. Buradan

[(—n+e [(—n+e+1 —n+e
Netim 8y Ll ), g "tng
-0 Fq(—n—i-S) £—0 Fq(—n+£+1) (1—g)[-n+¢]
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ve boylece
Val=n) = Vo(—nt 1)+
! ! (1—q)[n]
Ing "=l 1 Ing
W LT =gl
Ing < 1
Ing
= w0+ )
istenilen elde edilir. O

Burada elde edilen tiim sonuglar ¢ — 1 iken [[12f], [14] ve [16] calismalarindaki
sonuclara yakinsamaktadir. Dolayisiyla elde edilen sonuglar, gama fonksiyonunun

bir g-genislemesidir.
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5. TAM OLMAYAN ¢-GAMA FONKSIYONU 7v,(a,x) VE
UZERINE BAZI ESITLIKLER

5.1. Tam Olmayan Gama Fonksiyonunun Bir g-Genislemesi

Tam olmayan gama fonksiyonu y( o, x)

y(a,x):/ “ e ldt a>0,x>0
0

integrali ile tanimlidur.
Fisher tim o > 0 degerleri ve x > 0 igin y(o,x) fonksiyonunu neutrix limit

yardimiyla
X
y(a,x) =N—lim [ * e 'dr
e—=0 Je

esitligi ile tammmlamustir [11]. Ayrican =0,1,2,... degerleri icin

lim y(—n,x) =T'(—n)

X—ro0

bicimindedir.
Tam olmayan g-gama fonksiyonu y,(a,x) a > 0 ve x > 0 gercel degerleri igin

X
¥, (0, x) :/0 1" E 4 dyt (5.1.1)

g-integrali ile tanimhidir [9]. Bu g-integrali o < 0 degerleri icin wraksaktir. o > 0

icin (2.4.38) ile verilen g-kismi integrasyon kuralin1 kullanarak

Yo(o+1,x) = [y (e, x) —x¥E* (5.1.2)

esitligi elde edilir. Bu esitligin yardimiyla 7,(ct,x) fonksiyonu o’nin negatif,
tamsay1 olmayan degerleri i¢in tanimlanabilir.
Ozel olarak, eger —1 < a < 0 ise

1. 0 ,—x

= [a] 'y (a+1,x)+a] x%e,

Yq(aax> =
—[a]*l/o t“Dq<qu—1 dgt + [0 X" E*
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yazilarak

X
yq(a,x):/o t“1<qu‘—1>dqz+[a]1x“ (5.1.3)
esitligi elde edilir.

Tumevarim yontemiyle (5.1.3) esitliginin —-m < ¢ < —m+1,m=1,2,... vex >0
degerleri i¢in

x m—1 ( 1)ig () /i 'q'(’;')x'ﬁ-a
Y, (a,x) = / T Ee— dgt+ ) ——F———
o) = |\ L LS

i=0

bicimde olacagi goriilebilir [28]].
Y,(a,x) tam olmayan g-gama fonksiyonunu tiirevleriyle birlikte, o € R, r =
0,1,2,... ve x > 0 degerleri i¢in g-integral gdsterimi ve neutrix limit yardimiyla

yé’)(a,x) =N—lim [ ¢! In"tE, " d,t (5.1.4)

£—0 £

seklinde tanimlanmustir [28]].
Bu boliimde, tam olmayan g-gama fonksiyonu ve tiirevi i¢in bazi sonuglar elde
edilecektir. A neutrixi olarak, tanim kiimesi N’ = (0,00) acik aralig1 olmak iizere

M] boliimde kullandigimiz neutrix almacaktir.

5.2. Teoremler

IIk olarak daha sonra islemlerimizde kullanacagimiz iki 6zelligi ispatlayalim.

Lemma 5.1. [8] x > 0 olmak iizere

qg—1 (g—1)Inx __
=47 (g ) 4 M) e 2.
¥,(0,x) Ing ')41( ,X) + Ing q (5.2.5)
ve
10 =1 g e+ =y 0+ Ty 526
AN 2Ing 4 2 2Ing 1"’ o

esitlikleri gecerlidir.
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ispat:

X
—1 p—qt
/8 1 E Tdgt

g-integraline (2.4.39) ile verilen g-kismi integrasyon kuralim uygularsak
esitliginden (5.2.3) esitligi elde edilir.
g-Tiirev tanimindan

o IngtInt —Intlng 't
(g—1)
(Ing+Int)Int —Int(Ing~" +1Int)
(g—1)t
IngInt +1n%z +Inglns —In¢
(g—1)
2Ing

~1
= t Int
g—1 !

DyIntlng™

olur. (2.4.39) esitligi ile verilen g-kismi integrasyonu ile

x 1 1
/ ! IntE " dyt q Inxlng 'xE;* — q lnelnq_leEq_g

€ 2Ing 9 2lIng
+ 6‘I_I/XIntlnq‘tEq’dt
2Ing Je a

g—1 e 41
- InxIng 'xE* —
2ing T P T o1y

q—l/" —qt q_l/x 2 gt
— — | IntE;¥dt+>——— | In"tE ¥ d
2 S MEa A g e e

lnelnq_lsEq_g

elde edilir. Son esitligin her iki tarafinin neutrix limiti almirsa (5.1.4) esitliginden
istenilen elde edilir. O

Tam olmayan g-gama fonksiyonunun negatif tamsay1 degerleri i¢in;

i)

NP —qt ! —n—1| p—qt < (_l)lq 2
}/q(—n,x) = /t Eq dql+/t [Eq —2_7'1‘ dql
1 0 i=0 [1]
(i)

v (g 7
+ . (5.2.7)
L i)
esitligi ile verilebilecegi gosterilmistir [28]. Bu sonugtan yararlanarak y,(ct,x)

fonksiyonu icin agagidaki esitligi verebiliriz.
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Teorem 5.2. [8]] x > 0 olmak iizere n =1,2,... icin

—n,Xx _ —n . x*"Eq*x_(_l)nq@
Yo(—n,x) = [—n]yq( +1,x)+ [—n] [—n][n]! (5.2.8)

esitligi saglanir.
Ispat: (5.2.7) esitliginde (2.439) esitligi ile tanimlanan g-kismi integrasyonu
uygulandiginda

1 AN -
}/q(fn,x) = [—n]{/l t Eq qtdqt“i“/o t

n—1 (_l)iqi(i;rl) .
—qt __ 14
E, 27[1,]! 1| dyt

i=0
L OYES BB 3 (~Dig" = S (-1q"*
[=n]  [=n [l & Al & i
olur. Elde edilen son iki seri diizenlendiginde
"Zl<—1>fq“"z” { ¢ 1 } (g (1-g)
=L [i—n]  [-n] = (i)
9" —q—q"+1
(l—q"”)(l—q‘")}
I NG
5 Y li—nll-n]
n—1 1)

oldugu goriiliir. Bu ise tam olmayan g-gama fonksiyonun & = —n + 1 noktasindaki
degerinin seri ifadesi kismidir. Boylece istenilen sonuca ulagilir. |
Salem, x > 0 ve n € Z" degerleri i¢cin (2.4.38) esitligi ile verilen g-kismi

integrasyonu kullanarak

—n,x (Ln —n x—ﬂ_qql
B ) = T

formiiliinii elde etmistir [28]]. (5.2-8) ve (5.2.9) esitliklerini, Ozcag ve digerlerinin

X E, T (5.2.9)

[25] tam olmayan gama fonksiyonu i¢in elde ettigi

=" 1e*xx*" (5.2.10)

nn! n

1
y(—n,x) + ;7(—n+ 1,x) =
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formiilii ile karsilagtiracak olursak elde edilen her iki sonug da (5.2.10) esitliginin
bir g-analogudur. Burada iki farkli sonucun olugmasinin nedeni, esitligi elde
edilirken (2.4.38) esitligi ile verilen g-kismi integrasyon kuralindan yararlanilmig
ve yeni elde edilen integral ile y,(—n + 1,¢x) ifadesindeki integralinin birbirine
denk oldugu gosterilmistir. Fakat biraz once yapilan ispatta (2.4.39) esitligi ile
verilen g-kismi integrasyon formiilii kullanilarak yeni elde edilecek integralin yine
tam olmayan g-gama fonksiyonunun tanimda kullanilan integralin integrandi ile
ayn1 olmasi saglanmistir. Bununla beraber ve esitlikleri ¢ — 1 iken
(5.2.10) esitligini verir.

Ayrica (5.2.8)) esitliginden yararlanarak tiimevarim yontemi kullanilarak n =
1,2,... degerleri i¢in;

n(n+1)

Yo(—n,x) = (_1)[2}61'2 [@,(n) +7(0,x)] + g (n)E,™

elde edilir. Burada u fonksiyonu,

ve 1, ile @, fonksiyonlar1 sirasiyla

noq i qnfj
@y(n) =) — . myli)= .
! i:zl[n] ‘ Jg)[n—f]
bicimindedir.
Lemma 5.3.
1.
.
N—lim [ # 'ntdt =0
e—0 €
2.

-1 1

1 Ing Ing~
N—lim [ * Mnrd,t = + ,
e—0 € 1 [(X] (q - 1)[0&]2

Ispat: Bu ozellikler g-kismi integrasyon kurali ve neutrix limit yardimiyla

o € R\ {0}.

kolaylikla elde edilebilir. a
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Lemmayardlmlyla 7,(a,x) fonksiyonun birinci tiireviyle birlikte negatif gercel

degerlerde agagidaki gibi tanimlanabilecegini gosterelim.

Lemma 54. [8] n=1,2,... olmak tizere —n < @ < —n+1, x > 0 degerleri icin

_ . d(i+1)
Y a1 gt ! a—1 —qt £ 1(_1)161 2
Y(o,x) = /lt E, dqt—l—/o t E, —ZTI dgt
i=0 :
n—1 - (i)
_1)i
¢y Lle s (5.2.11)
= i+ offd]!
ile
x 1 ol (_1)ig"s
Y(ox) = /to‘*llntEq"”dthr/ % nt E;q’—ZTt’ dyt
1 0 =0 1)!
nl (—l)iqi(i;” Ing™! Ing™!
+ - -+ - (5.2.12)
Z% [i]! [+ (g—1)[a+i]?

ven=1,2,...icin

X 1
Y (—nx) = /f"*llntE;‘f’dqt+/o t~" nt il
i=0 :

n PERIGR))
—qt (=D'q > ;
E;j7-Y [.71‘ ] dgt

(5.2.13)

n—1 - (i) _ 1
“1ig-7 |1 1

N Z( )'q ng ng _

[i—n]  (qg—1)[-n+i]

esitlikleri saglanir.

Ispat: € > 0 olmak iizere

* oa—1pp—qt * a—1gp—qt ! a—1 —qt o (_l)iqi(i;rl) i
/t E "dg = /1t E, dqt+/gt E, _ZTt dyt

€ i=0

nil (_l)tq# 1 806-1—1'

[+ [a+i]

_l’_

bigiminde yazlabilir. Bu esitligin her iki tarafinin neutrix limiti alindiginda **

ihmal edilebilir bir fonksiyon oldugundan (5.2.11) esitligine ulagilir.
(53.2.12) esitliginin ispat1 benzer sekilde yapilabilir.
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(5.2.13)) esitligi i¢in, € > 0 olmak tizere

X
—n—1 —qt
/1 t IntE; " dgt

. i(i+1)
1 no(_1)i )
+ /8 t" nt [Eq‘f’ -Y (Ei]q!ztl] dyt

i=0

X
—n—1 —qt
/g t IntE; " dgt

. i(i+])

& (—1)'g > ! —nti—1
_— 1 Intd, t
+ i;‘) [i]! /g ntd,

biciminde yazilir ve Lemma [5.3| kullanildi§inda istenilen sonuca ulagtlir. a

Teorem 5.5. [8|] Her o gercel degeri ve r =0,1 icin;

% (%) = N—limy)” (a+€,x)

)
bicimindedir.
Ispat: 0 <& <1 olsun. o # 0,—1,... degerleri icin tam olmayan g-gama
fonksiyonu siirekli oldugundan istenilen saglanir. n € Z* olmak iizere r = 0 degeri

icin;

X 1 n—1 (_1)iql(';l) )
Yq(_n+87x):/l t7n+871quqtdqt+/o tfnJrefl quqt_ziitt dql’

i(i+1)
+
Z l*l’l+8
(i)
X n _1)1 = .
— —n+e—1p—qt —n+e—1 —qt ( q i
_/t E, dql—i-/t E, 27[,]‘ t'|d,t
1 0 i=0 .
i(H»l) n(n+1)

(=1)"q > / e—1
d
+z:l—n+e LT o

0
X
:/ l‘_n+8_1Eq_qtdqt—|-/ l‘_n+8_1
1 0
1 ;i)
—1 >
Jrz (=1)'q

Ll nrem [

i=0 i!

n i 4D
—qt (-D'q >
qu —Z[,l‘l] dql‘

n(n+1)

(~1)g"5" 1
|

[e]’

olup esitligin sag tarafindaki son ifade neutrixin elemani oldugundan

N—-limy,(—n+¢&,x) = y,(—n,x)

£—0
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elde edilir. Diger taraftan;

* 1 ! 1 . (—1)iq 2
Y (—n—g,x) = /lt_”+£_ Eq‘q’dqt+/o R o D A

=[]
G N G
+Y - o+
= [i—n+e]li]! [n]![—€]
olur. [—€] = —¢®[€] bagintisim kullanir ve esitligin her iki tarafinin neutrix limitini
alirsak

N—limy,(—n—¢&,x) = ¥,(—n,x)

e—=0
sonucunu elde ederiz.
Simdi r = 1 degeri icin 0 < € < 1 olmak lizere
/ x _

Y,(—n+ex) = /lt"“*llntEq*qqut

1
+ / tfnJrEfllnt
0

= [{]!

X
_ —n+e—1 —qt
= /1 t IntE, “dgt

n—1 (i)
- —Dig >
E qr _ (7# d,t
A M

Ing™! n Ing
[-n+e+i]  (¢g—1)[-n+e+i]?

1
n / e
0

(i)
_ “(=1)qg 2 ;
E, ar Z .tl] dyt

b [1]!

(i)

+ E(_I)Lq ’ Ing"! + Ing™!
[ [—n+e+i  (g—D[-n+e+i?
n(n+1)
_1 n, ,——s—
+ (=1 t* Mntd,t
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olup son integral hesaplandiginda neutrixin eleman: oldugu goriiliir. Boylece

negatif tamsayiya sagdan yaklasirken istenilen elde edilir. Soldan yaklasildiginda;

!

X
Y, (—n—ex) = /lt*"*‘g*llntEq*q’dqt

Crter] g-DnreriP

X
—n—e—1 —qt
= /lt IntE, “dgt

(i)
1 " (g Tz .
+ /Ot*”*‘gfllnt E;qt—z ()_ql‘l]dqt

= (]!
N ”il(—l)"q@) g™ Ing~!
L | arerd T lg-Dinter i

_l’_

(-1q"% [1“‘1‘1 . Ing! ]

]! e]  (g—DleP|
olur. Esitligin her iki tarafinin neutrix limiti alinirsa (5.2.13) esitliginden istenilen
elde edilir. a
a >0 ve x > 0 degerleri i¢cin tam olmayan g-gama fonksiyonunun (5.1.2)
formiiliinii sagladigin1 gostermistik. Asagidaki teorem ile (5.1.2) esitligi tim o € R

degerlerine genisletilecektir.
Teorem 5.6. [8|] Tiim a gercel degerleri icin asagidaki esitlik saglanir,

%, (a+1,x) = N—lim ([a + €]y (a+¢,x) —x"‘*sEq"“)
e—=0
Ispat: o #0,—1,—2,... degerleri icin 7,(ot,x) fonksiyonu siirekli oldugundan

esitlik gerceklenir. 0 < € < 1 i¢in (5.1.2)) esitliginden
}/q(—n + €+ 17x) = [—I’L + 8]%](_” + 8,)6) _x—n+8Eq—x
yazabiliriz. Teorem[5.5]den yararlanarak

N-limy,(—n+e+1,x) = N—lim([—n+8]}/q(—n+8,x)—x’”*sEq’x>

£—0 £—0
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ve buradan

Yy(—n+1,x) = N—lim([—n+8]yq(a+£,x)—x*”%Eq*x)

£—0
oldugu goriiliir. O
Bu boliimde son olarak 7,(a,x) fonksiyonun birinci tiirevinin negatif tamsay1
degerlerde kendisi ile ifade edilebilecegi gosterilecektir. Bunun igin (5.2.13)

esitliginde (2.4.39) ile verilen g-kismi integrasyon kurali uygulandiginda;
—n -1 —X _ . i(i=1) n(n—1) _
’)/(_n x)_x ll'l(q X)Eq _lnq 1 i(il)lq 5 +(71)nq > lnq 1
o~ [—n] [-n] & [ [t [=n]

n—1 j D) ~1 -1
—1 In In
+Z( )'q 2 [ q q

i—n] gDt

lnq,l S L 1 o w n (_l)iqi(ﬂzrl) i
e DA S R M T E
Ing~! o ) t (—1)ig" s
+[_n]{/1 "qudqt+/ H<Eq+ZM )dqt}
]

. i(i+1)
1 X - J— 1) qg 2
+[_n]{/ IntE, "d qz+/ lnt<E qt+zwt>dqt}

elde edilir. Parantez icindeki ifadelere baktigimizda bunlar sirasiyla y,(—n,x),

Yq(—n+1,x) ve y,(—n+ 1,x) ifadelerinin integral kisimlaridir. Eger bu ifadelerde

eksik olan seri kisimlari eklenip ¢ikarilirsa esitlik

x"In —lx —Xx n -1 n -1
Y (—nx) = l[in] E, n 1 q[ ]yq(_n,x)+1[_qn] Yy (—n+1,x)
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haline doniisiir. Buradaki birinci, dordiincii ve altinci serileri hesapladigimizda

Ing _Ing S (~1)ig"7  Ing"Z (~1)¢'z g il (—1)ig"s"
A AW A
ii+1) , (t+1)2(i+2)

]
= Co Vil s !
=g L { [i+1][—n]+[i+1][—n+i+u+[—n][—n+i+1]}

. i(it1) . . . .
_l)lq%l | ) -1 +ql—n+1 +ql+1 _qz—n—l—l 11 _ql+1 0
T Y e

(=g (I (1 =g

_ i<i+1) e ;

PRy T At ; " g [mrqz]iz:[z(![;)iil(})

e Z ( ;f:a <q1?>q[n1:j m(!_[zl)iquz
n— i EDEH2) n— L)
——<q_“ff[-n],._Zj[flffzﬁ-iﬂﬁﬁi‘% L i
n— GG n— i Ll
R S
n— PG i i

- Zo [z(w_[zl )—i; i { ) [—qnl+ e 11?i+—1n+ 1

1
t+—
[—n][—n+z+1]}
B i) . . . )
n-2 (—l)lq ;1 ( —q)2 7ql+1+q—n+21+271+q1+1+q—n+t+1761
] (I—=g*h) (1 —grth)(1—g™)

(1 _qi+l)(1 _qfn+i+l)(l _qfn)

—n+2i+2

olur. Boylece agagidaki sonug elde edilir.
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Sonu¢ 5.7. [8]n=1,2,...vex >0 degerleri icin

o emWET, me o wet
W = L e ) e M
4 [_ln]yq<_n+1,x> (5.2.14)

esitligi saglanmr.
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6. ¢-DIGAMA VE ¢-POLYGAMA FONKSIYONLARI

6.1. Tanmimlar ve Gosterimler

Gama fonksiyonunun logartimik tiirevi olarak tanimlanan fonksiyona "digama

fonksiyonu" denir ve y(x) ile gosterilir. Yani

Y() = Il =

bicimindedir. y(x) fonksiyonunun integral gosterimi x > 0 degerleri i¢in

l_tx—l
dt
1—1¢

v =7+ [

bicimindedir.

Polygama fonksiyonu,

esitlikleri ile tanimlidur.
Ozcag ve Ege [24], v (x) polygama fonksiyonunun tiim gercel degerlerde
tanimint

vy (x) = =N—lim lt"*lln”t(l—t)*ldt (6.1.1)

-0 Je

esitligi ile vermiglerdir.

Bu boliimde, g-gama fonksiyonu I',(x) ile iligkili olarak tanimlanan y ,(x)
g-polygama fonksiyonlar1 neutrix calculus kullanilarak x’in tiim gercel degerleri
icin tammlanacaktir.

N neutrixi olarak tanim kiimesi N' = {€ : 0 < & < ¢} olmak iizere boliim

girigsinde (4.0.1) ile verilen ihmal edilebilir fonksiyonlar alinacaktir.
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[Ik olarak g-digama (yada ¢-psi) fonksiyonu olarak adlandirilan y(x)

fonksiyonunun tanimini verelim. g-digama fonksiyonu x > 0 icin

d I (x)
= —InT,(x) =2 6.1.2
ll/q ('x) dx n ‘I(x) Fq (x) ( )
ile tanimhidir [15]. g-integrali yardimiyla g-digama fonksiyonu
1 q tx—l
W, (x) = —In(1—q)+ —4 x>0 6.1.3)

—dgt
l—qgJo 1=t 1’
esitligi ile gosterilmigtir [[15]].
y,(x) fonksiyonun tiirevleri yardimiyla tamimlanan g-polygama fonksiyonu
Yon(x) = q(") (x) fonksiyonu
4" dnJrl
ll/an(X) = ﬁWq(X) = WIHFQ(X) (614)

ve integral gosterimi

_ Ing 4~ 1In"t
1—qJo 1-—t

Van(x) dgt, x>0 (6.1.5)

esitlikleri ile tanimlidir [19].

6.2. Teoremler

Oncelikle sonuglarimizda yararlanacagimiz asagidaki lemmay1 verelim.

Lemma 6.1. [32]] x keyfi bir gercel sayi olmak iizere n = 1,2, ... degerleri icin
7
/ 7 In"tdgt
€
g-integralinin € — 0 iken neutrix limiti vardir.
Ispat: ilk olarak x = 0 durumunu inceleyelim. n = 1 icin (2.4.39) ile verilen

g-kismi integrasyon kurali uygulandiginda

q
-1 q -1 q -1
/‘9 tIntdgt = Ing Ingln(q™'q) — Ing Ineln(qg '€)

1
- /t Intd,t
€
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olur. Buradan

q
N—lim/ t'Intdgt = 0
€

e—0

elde edilir. Tiimevarim yontemiyle n = 1,2,... icin

q
N—lim [ ¢ 'In"td,t =0.
e—0 €

bulunur. Simdi x # 0 ve n=1 olsun.

q In(g~! “In(g~! 1 q
/txfllntdqt _ ¢q'In(g""q) ¢€'In(g'e)  Ing /tqut
€ €

[x] [] (g—1)lx]
yazilir ve esitligin her iki tarafinin neutrix limiti alinirsa
q lng™!
N—lim [ 7 'In tdgt = Ing_q"_
e—0 € (q — 1) [x]2

elde edilir. u,v € Z" olmak iizere u < n ve v < n degerleri igin
q'In"q
(g—1) [
ifadelerin sonlu toplamlar1 A, , ile gosterilmek iizere tiimevarim yontemiyle
I, =N~—lim equ In"tdyt =Agn+ W
olur. Boylece istenilen son(ug (;lde edilir. Ayrica g — 1 iken A, sifira yakinsar.
—1)n!
O

Dolayisiyla g — 1 iken I, T fonksiyonuna yakinsayacaktir.

Teorem 6.2. [32]| n,m=1,2,... olmak tizere —m < x < —m+ 1 olsun. O halde

a9 n"t
N—lim | ————d,t
e—0 £ —1

neutrix limiti mevcuttur.

ispat:

4"t 4 n"¢(1—1™m) q prm=lin
d;t = dgt ——d,t
/8 1—t 1 /8 1—1¢ 4 +/g 1—¢ 17

m—1 .q q tx+m71 In"¢
= Z/ tx+k_lln”tdql‘+/ ——————dt
k=0 "¢ e 1-t
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yazilir ve her iki tarafin neutrix limiti alinirsa, Lemmal(6.Ifden yararlanarak

1 " e otk
N—Ilim dgt = N—hmZ/ In"td,t +N—lim
e—0 Je  1—t =0 (=) e—0 Je -1
m—1 q tx+m71 In"¢
= Y N-lim ey tim [
=0 €0 Je e=0.J¢ 1—1t
m—1

1—
= Z N—lim x+k "n"1d, t+ l//% (x+m)
=0 €70 Je

olur. Boylece istenilen elde edilir. O
Lemma ve Teorem bize g-polygamma fonksiyonunun tiim x gercel

degerlerine neutrix limit yardimiyla

In 9 n"¢
Yo () = JN lim / s (6.2.6)
£

1— e—0
esitligi ile genigletilebilecegi fikrini vermektedir.
Asagidaki teorem ile negatif tamsay1 degerlerde (6.2.6) esitliginde gecen neutrix

limitin varoldugunu gosterelim.

Teorem 6.3. [32]ne€Z vem=1,2,... degerleri icin

a¢t!n"¢
d,t
/g 1—¢ 1

a1t
—_—dt
/8 1—¢r ¢

g-integrallerinin € — 0 iken neutrix limiti vardir.

qt1In"¢ q 9 In"t
/ n dqt:/ t’lln”tdqt—i—/ Ny,
€ 11—t € e 1—t

yazilabileceginden esitligin her iki tarafinin neutrix limiti alindiginda ve Lemma

[.T]kullanildiginda

ve

ispat:

a¢t n"t 9 In"¢
Netim [ g = Netim [0 " edgt +N—tim [ Lz
e—>0 Je 11—t e—=0 Je e—0 Je 1—t
l_
= l//qn( )

q tx-‘rm—l In" ¢

dyt
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sonucuna ulasilir.

Diger taraftan

q¢r~m=1n"¢ q 1 1
- dg = M1 ”t[— —}dt
/3 1—¢r ¢ [,; S + 1—¢11
q 9t ™ In"¢
= / " " td t + / 2l
€ £ 1—1¢

seklinde yazilir ve esitligin her iki tarafinin neutrix limiti alinirsa

ql_m_ll nt q
N—lim [ ———'d¢ = N—lim [ ™ 'In"td,t
e—0 € l_t e—0 t
9t ™n"¢
+N—lim i 62.7)
e—0 e 1—1¢

elde edilir. esitliginin sag tarafindaki ilk neutrix limitin varhgi Lemma
[6.T7den goriiliir ve ikinci neutrix limitin varligr ise tiimevarim yontemiyle elde
edilebilir. O

x > 0 degerleri

(4~ "t . a9 1n"t
N—-lim ———dg = lim ot
e—0 € —1 e—0J¢ 1—1¢
a*n"s
= / dgt
o 11—t

oldugundan tiim x gergel degerleri igin v, ,(x) g-polygama fonksiyonu (6.2.6)
esitligi ile tanimlanabilir.
Lemma ve Teorem yardimiyla y, ,(x) g-polygama fonksiyonunun pozitif

olmayan tamsay1 degerlerinde

Ven(0) = wya(l),

(_1>n+1 lnn+1 q m qfk ll’lq m
Yon(—m) = . o1 T V(D) +7— ) Ak
: o B e LA

esitlikleri ile ifade edilebilir. Burada A, x, u,v € Z olmak iizere u < nvev<n
degerleri i¢in
g‘In‘q
(g—D)“[x]Y

ifadelerinin sonlu toplamidir.
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7. ¢g-BETA FONKSIYONU VE UZERINE BAZI SONUCLAR

7.1. g-Beta Fonksiyonunun Bir Genislemesi

By(x,y) g-beta fonksiyonu, x,y > 0 degerleri i¢in

1
By (x,y) :/O P =gy (7.1.1)

esitligi ile tanimlanmugtir [18]).
Neutrix limit kavrami kullanilarak g-beta fonksiyonu ve birinci parametreye gore
kismi tiirevleri tiim x, y gercel degerlerinde

l-¢

BV (x,y) =N—lim [ n"1(1—q)} " dyt (7.1.2)

£—0 €

ile tanimlanmustir [5]], [29].
Bu bolimde A neutrixi olarak alt boliimiiniin girigsinde verilen kiime

alinacaktir.

7.2. g-Beta Fonksiyonu Uzerine Teoremler

Ik olarak tiimevarim yontemiyle kolaylikla ispatlanabilecek olan asagidaki

lemmay1 verelim.

Lemma 7.1. [34]r=0,1,2,... degerleri icin
1-¢
N—lim t'In"td,t =0

£—0 €

bicimindedir. Ayrica j # —1 icin

1—e |
/ t1In"td,t
€

g-integralinin € — 0 iken neutrix limiti vardir.
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Teorem 7.2. [34] r=1,2,... degerleri icin

BYY(0,1)=0 (7.2.3)
ve
BY(0,0) =B (1,0) (7.2.4)

esitlikleri gecerlidir.

Ispat: (7.2.3) esitligi icin, » = 1 olmak iizere (2.4.39) esitligi ile tamml1 g-kismi

integrasyon kural1 kullanilarak

/l_et“ltdt Lg—1 In(1—€)lng '(1—¢)—Inelng'e
n = = n(l—¢€)ln —&)—In€ln
£ q 21nq 4 4

bulunur. Boylece her iki tarafin neutrix limiti alindiginda
1-¢

N—lim t ntdt =0
e—=0 Je

elde edilir. ¥ > 1 oldugu durum tiimevarim yontemiyle elde edilebilir.

(7.2.4) esitligi igin B((]r’o) (x,y)’nin tanim1 kullanilirsa

1—¢
BYY(0,0) = N—lim [ ' e(1—qr); dyt
e—=0 €
1—¢ 1
= N-lim t ' "t ——d,t
e=0 Je 1—1t
1—¢ 1—¢ lnr[
= N-lim t~'In"td,t +N—lim dyt
e—=0 Je e—=0 Je —t
— BYY(1,0)
elde edilir ki bu istenilen sonugtur. a
Teorem 7.3. [34] rnn=1,2,... degerleri icin
(10) — Y (T it -1 gU )
BiOn+n) = (@ =0Y (F) e B )
j=0
v (7 i—1 _—1p(j+1,0)
— Z(j) In" g !B/ (0,n+1) (7.2.5)
j=0
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. —1
Ispat: f(qt) =In"t(1 —qt); ve g(t) = =" 1nt olarak almip (2.4.39) ile verilen
q

g-kismi integrasyon kuralt

1—¢
/ "t (1 — gt )jdgt
t

integraline uygulandiginda,

/l—st—llnrt(l—qt)qut - "lnq In(1—&)In"(g ' (1—€))(1—(1—¢))

g—1 -1
Ing Ineln’(q~ €)(1 —¢)y

_oa-l /l_elnt —[ Y] (r) In" g ' int(1—gr)"!
lnq € =0 J q
(1—gt)y , ,

— q Z ( >lnr1q1tllnft] dgt

olur. Esitligin her iki tarafinin neutrix limiti alindiginda (7.2.5)) esitligi elde edilir.

O
(2.1.4) 6zelliginden yararlanarak r,n = 1,2,... degerleri i¢in

1—-¢
BYY(0,n) = N—lim | 1 (1 — gr) gt
1
= N—lim [ 'In"t(1—qt)) 'dgt
e—0 Je
1
= N-lim [ 'In"t(1 —qt)i > (1—¢" " 't)dyt

£—0 €

1 1
= N-lim [ 'In"¢(1 —qt)zfqut—qnfl/ In"td,t
€

£—0 £

yazilabilir. Bu sekilde devam edilirse
( 0) 1 n—1 . 1
BP0 = N-tim [ ndye— Y g/ [ ' 1dys
e—0 £ = e

sonucuna ulagilir. Béylece Lemma([7.1]den

BIY(0,n) ZqJB’O (1,1) (7.2.6)
j=1
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bulunur. Benzer iglemler yapilarak

n—1
BV (1,n) =By (1,1) - ¥ /By (2,1) (1.2.7)
j=1
oldugu goriiliir.
Teorem 7.4. [34] r=1,2,... degerleri icin
(r,0) _ p(ro) (r,0)
By (—1,0) =By ' (—1,1)+B; ' (1,0) (7.2.8)
esitligi saglanir.
ispat: (7.1.2) esitliginde x = —1 yazarsak
(r0) e, .
B;’(—1,0) = N-lim t " In"t(1—qt), dgt
£—0 €
1—¢ ]
= N-lim 12" t——d,t
e—=0 Je 1—1t
l1-¢ 1-¢
= N-lim / 12 ln’tdqt+/ t~'In"td,t
e—=0 € £

1—¢ 1
In"t——d,t
+ /E M %

elde ederiz. Son esitlikteki ikinci integralin neutrix limiti sifir oldugundan

By (~1,0) = By (—1,1) + B (1,0)

sonucuna ulasilir. O

Ozel olarak r = 1 igin

1—¢

B (=1,0) = Netfim |2 Ine(1 1), dyr
1—¢ 1
= N-lim [ 1 2Int——dyr
e—=0 Je 1—1

1—¢ 1—¢
= N-lim / t_zlntdqt—{—/ t'Intd,t
£ €

£—0

1—¢ 1
Int——d,t
+ /E n l—tdq

In
S L . +B§11’0)(1,0)

[1]*(¢—1)

oldugu goriiliir.
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Teorem 7.5. [34] r,n=1,2,... degerleri icin

1 r—1 . .
B (-n—11) = MZ@W%‘Bé“”(—n—m
Jj=0
lnrq—l

—n—1]

(7.2.9)

esitligi gecerlidir. |
ne

Ispat: f(qt) = In"q 't ve g(t) = [in_ 1

verilen g-kismi integrasyonu uygulandig: takdirde

olarak alinarak (2.4.39) esitligi ile

(r0) I L S
By ' (—n—1,1) =N—lim 7" In" g tdyt

£—0 €

1—¢ —n—1 g—n—l
- N—lim{()ln’ql(l—s)— g 'e

£—0 [—n—1] [-n—1]
" 1 v (T i g e o
m;} <]> n/q /8 t " *In tdqt}
esitligi ile istenilen sonuca ulagsilir. O

Ayrica f(t) =In"t ve g(1) = % olarak segilip (2.4.38) esitligi ile verilen g-kismi

integrasyon kurali uygulandiginda

1—¢ —n—1 —n—11.7
—n=21,7 ,—1 (1 _8) r € In" g
1 =~  Inl—-&)———

/g 20" g dyt o (1—¢) ]

1 1/ . l—¢ Y
e In" ™/ / )" Indtdt
[nl](q1)§)<j> a4 Wi

elde edilir. Her iki tarafin neutrix limiti alindiginda B(qr70) (—=n—1,1) fonksiyonunun

rn=1,2,... degerleri i¢in

. 1 r—1 . .
B =10 = g () camt 0210
0

biciminde de ifade edilebilecegi goriiliir.
Simdi (7.2.8) esitligini genellestirelim.

Teorem 7.6. [34] r,n=1,2,... degerleri icin

n+1
BV (=m0 =B (1,0+ LB (1) 0200
j=2

esitligi gecerlidir.
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ispat:
(r0) : e —n—11.r -1
By ' (—n,0) = N-lim t In"t(1—qt), dgt
e—=0 €
1—¢ 1
= N-lim " It ——dt
e—0 € 1—1t
1—-¢
= N-lim / In"t(1—qt), ' dgt
e—=0 €
1—¢ ntl rl—g
+ / " tdgt + Y / tIn" tdt
€ j:2 £
olup lemma(7.1fden istenilen elde edilir. O
Bir sonraki teoremde
(1—¢)" 11n Zcrn
ifadesinin seri agilimindaki c,,,(m) sabitleri, ,m = 1,2, ... olmak iizere
0, m<r
cn(m)=< (=)™ m=r

n—m m>r+1

ile gosterilecektir.

Teorem 7.7. [34] rrm=1,2,...ven=2,3,... degerleri icin

B,(,r’o) (n,—m) = cr,,;(im) + [’E_ml]]B((]r’O) (n—1,—m+1)
nfl r—1
Z ( >1 *gB* O (n—1,—m+1) (7.2.12)
—m] 5
bicimindedir.

Ispat: (2.4.39) ile verilen g-kismi integrasyon kuralt

1—-¢
/ "t (1—gt) " dyt
€

integraline uygulandiginda
(1= e’ (1—g)e™ & 'In"g(1— e),;"

1—-¢
n—llr 1— t_m_]dt —
foort & &

-1 1—¢
+ ln ]/ 2 1 (1 - gt) " dgt
&

qnfl =1/, . 1-¢ ik B
+ [_m]z(k>1n t/g "t (1 —qr),"dyt

k=0
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elde edilir. Esitligin her iki tarafinin neutrix limiti alinmasi ile ispat tamamlanir. O
Burada elde edilen tiim sonuglar ¢ — 1 iken [1]], [2]], [3]], [10], [26]’da verilen

sonuclara yakinsamaktadir.
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8. BETA FONKSIiYONU VE ¢-ANALOGU UZERINE BAZI
ESITSIZLIKLER

Iki siirekli fonksiyonun bileskesi iizerine pozitif bir lineer operator etki ettirerek
esitsizlik elde etme fikri Mercer [22] tarafindan 2006 yilinda ortaya atilmis ve
gama, beta ve zeta fonksiyonlarina uygulanmistir. Bu teknik daha sonra Sellami vd.
[31] tarafindan g-6zel fonksiyonlarina ve 2013 yilinda Ege [4] tarafindan neutrix
limit yardimiyla elde edilen gama fonksiyonuna uygulanmuistir.

Bu boliimde oncelikle Mercer tarafindan gelistirilen teknik verilecek ve daha sonra
B(x,y) beta fonksiyonun hem birinci hemde ikinci parametresinde neutrix limit
yardimiyla bu teknigin kullanilabilecegi gosterilecektir. Son olarak esitligi
ile tanimlanan g-beta B,(x,y) fonksiyonunun birinci parametresi icin esitsizlikler

elde edilecektir.

8.1. Tamimlar, Gosterimler ve Teoremler

f(x) ve g(x), [0,00) aralifinda kesin artan, siirekli fonksiyonlar olsun ve x — 0"
iken f(x) — 0, g(x) — 0 ve f/g kesin artan oldugunu kabul edelim. 0 < a < b
olmak iizere [a,b] aralig1 tizerinde taniml siirekli fonksiyonlar uzayi C|a, b] olsun.
Cla,b] uzay iizerinde taniml pozitif, dogrusal fonksiyonel L, veya kisaca L ile
gosterelim. F fonksiyonu, f ve g fonksiyonlarinin goriintii kiimeleri iizerinde

tanimli olsun. Son olarak ¢ fonksiyonu

<p=g§8 (8.1.1)

ile tanimlansin.

Not 8.1. Aksi belirtilmedikce, bu boliimde yukarida verilen kosullar gecerli

olacaktir.
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Teorem 8.2. [22]

Eger F' artan ise

LIF(f)] = LIF(o)] (8.1.2)

ve F' azalan ise

LIF(f)] < L[F(9)] (8.1.3)

esitsizlikleri gecerlidir.

Oncelikle Teoremnin ispatinda yararlanacagimiz asagidaki 6zellikleri verelim.

Lemma 8.3. [21] p,q € Cla,b] ve L, Cla,b] iizerinde tamumli pozitif lineer bir
fonksiyonel olsun. L(p) = 0 oldugunu ve p(x) fonksiyonunun |a,b| araliginda
negatiften pozitife bir kez isaret degistirdigini varsayalm. Ayrica g, |a,D)

araliginda artan bir fonksiyon olsun. Bu durumda
L(pq) 20 (8.1.4)

esitsizligi dogrudur. Eger q azalan ise (8.1.4)) esitsizliginin tersi gecerlidir.
Ispat: Eger ¢(x), sabit bir fonksiyon ise (8.1.4) esitliginin gegerli oldugu
kolayca goriilebilir. Simdi g(x) fonksiyonunun sabit olmadigi durumu inceleyelim.

Kabuliimiizden p(y) = 0 olacak sekilde bir y € [a, b] vardir. [a,b] araliginda

pi1(x) =min{0,p(x)} ve pa(x) =max{0,p(x)}

ile pi(x) ve pa(x) fonksiyonlarini tanimlayalim. Buradan, g(x) fonksiyonunun

artan bir fonksiyon olmasindan yararlanarak

x € [a,y)igin  p1(x)g(x) > p1(x)q(y)

Ve

x € [y,bligin  pa(x)q(x) > pa(x)q(y)
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esitsizlikleri yazilabilir. Boylece

L(pg) = L(p1g)+L(p2q)
> L(p1q(y)) +L(p2g(7))

= q(nL(p)
=0

elde edilir. O

Not 8.4. ¢ fonksiyonunun tanimi ve L fonksiyonelinin lineer olmast kullanilarak

L)~ o) = L)~ L{gp ) =0 5.15)

sonucuna ulagiriz. Boylece [a,b] araligi iizerindeki tiim x gercel degerleri icin

f(x)=o(x)>0 veya f(x)—¢(x)<0

olamaz. Yani f — @ fonksiyonu [a,b] aralhidinda isaret degistirir. f ile f/g

L(f)

fonksiyonlart kesin artan oldugundan f — ¢ = f — gm fonksiyonu da kesin
8

artandir ve boylece f — @ fonksiyonun isaret degisimi negatiften pozitife dogrudur.

Simdi Lemma [8.3] ve Not[8.4] yardimiyla Teorem [8.2] yi ispatlayalim.

Teoremin Ispati:

1 f(x) ,
M@:ﬂw—w@AmFOMt

olmak tizere F fonksiyonu

biciminde tanimlansin. Siireklilikten Q(x) fonksiyonu, f(x) — ¢(x) fonksiyonunun
kokiinde tanimhidir.  x arttikca (f(x),@(x)) ve (¢@(x),f(x)) araliklarinin bitis

noktalar1 saga dogru hareket eder ve Q(x) fonksiyonu bu aralikta artan F’
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fonksiyonun ortalamasi oldugundan Q(x) fonksiyonunun da artan oldugu goriiliir.
Boylece p = f — ¢ ve g = Q alindiginda Not [8.4] ve Lemma [8.3]ten istenilen elde

edilir. O

Simdi Teorem [8.2]'yi 6zel fonksiyonlara uygulayabilmek i¢in F fonksiyonunu
F(u)=u”

ile tanimlayalim. Bu durumda F’ fonksiyonu o < 0 veya a > 1 degerleri igin
artan, 0 < a < 1 degeri icin azalan bir fonksiyondur. Boylece artanlik ve azalanlik

durumlarinda teoremdeki (8.1.2) ve (8.1.3)) esitsizlikleri sirasiyla

L(f*) > L(¢%),  L(f*) <L(9%)

halini alir. & =0 ve a = 1 durumlarinda ise esitlik elde edilir.
(8.1.1) esiligi ile verilen ¢ fonksiyonunun tanimindan

L@)* _ L)
Lg®) ~ L)

a<0Ova>1 (8.1.6)

ve

L@)* _ LU

L(g*) ~ L(f*)’

bulunur. Son olarak f(x) = x# ve g(x) = x% alalim. f ve g fonksiyonlar ile

O<ax<l (8.1.7)

f/g fonksiyonun kesin artan olmasi gerektiginden 8 > 0 > 0 olarak secilmelidir.

Buradan (8.1.6)) ve (8.1.7) esitsizlikleri sirasiyla

[LeO)* _ [LEP)
L(x%%) L(xBa)”’

a<0va>l1 (8.1.8)

ve
[L(O)*  [LEP)e
L(xBa)

O<ax<l (8.1.9)

esitsizliklerine doniisiir.
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8.2. Beta ve g-Beta Fonksiyonlarina Uygulamalar

B(x,y) beta fonksiyonu x, y > 0 degerleri igin

B(x,y) = /Olzx—l(l —t) Ladr (8.2.10)

integrali ile tammlanmigti. N neutrix’i, tamim kiimesi N’ = (0, 1/2) aralig1, goriintii

kiimesi N =R olan ve A <0, r = 1,2,... degerleri i¢in

r

et e, In'e

fonksiyonlart ile € — O iken sifira yakinsayan tiim O(g) fonksiyonlarinin sonlu
lineer toplamini ihmal edilebilir fonksiyonlar olarak kabul eden kiime olmak tizere
beta fonksiyonu tiim x ve y gercel degerleri i¢in neutrix limit yardimiyla

1—-¢

B(x,y) =N—lim 1 =)t (8.2.11)

e—=0 Je
ile tanimlidir [|13]].
Onceki boliimde ayrintilart ile verilen teknigi, (8.2.11) esitligi ile verilen B(x,y)

fonksiyonuna uygulayalim.

Teorem 8.5. [33] y > 0icin f fonksiyonu

_ B(+xy)]*
fx)= B(1+ ax,y)

ile tamimlansin. O halde 0 < o0 < 1 igin f fonksiyonu [0,%0) araliginda artan ve
o ¢ (0,1) icin f fonksiyonu [0,0) araliginda azalandur.
Ispat: y > 0 ve w € C[0, 1] icin L fonksiyonelini

1—¢

L(w) = N—lim w(t)(1—1) dr

£—0 €

ile tanimlayalim. Boylece 0 < o < 1 degeri i¢in (8.1.9) esitsizliginden > 6 > 0

olmak iizere aff > —1 ve ad > —1 degerleri i¢in

[B(1+B,y)]* _ [B(1+8,y)]*
B(1+af,y) = B(l+ad,y)

(8.2.12)
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ve buradan
f(B) > f(6)

bulunur. Bu ise f fonksiyonun artan oldugunu gosterir. Benzer sekilde a ¢ (0, 1)
degeri icin f fonksiyonunun azalan oldugu gosterilebilir. O
Teorem yardimiyla B(x,y) beta fonksiyonunun oramyla ilgili asagidaki

esitsizligi gosterelim.

Sonug 8.6. [33]] Vx € [0,1], y > 0ve a > 1 degerleri icin

y+a S BO+xy* _ 1
ay*(y+1)*B(a,y) = B(1+ax,y) — y*!

esitsizligi saglanr.

. 1
Ispat: 8 =0 ve B =xicin (8.2.12) esitsizliginden B(1,y) = — esitligini kullanarak
Y

B(Ly)* _  [B(IL+xy)
B(l,y) — B(l+ax,y)
1y B+
1/y — B(l+ax,y)
ve buradan
L BO )
y*=1 = B(1+ ax,y)
elde edilir.

Diger taraftan B(x,y) = B(y,x) ve B(1 +x,y) = 5 B(x,y) 6zelliklerini kullanarak
(8.2.12) esitsizliginden B = 1 ve 6 = x degerleri i¢in

BO+xy)]* B2y
B(14+ox,y) — B(l+a,y)

esitsizliginden

LT G,
B(l+ax,y) — -2B(a,y)

elde edilir. Boylece

y+a o [BO+xy)*
ay*(y+1)*B(a,y) — B(1+ax,y)
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olur. a
Beta fonksiyonunun ikinci parametresinde bu teknigi uygulayabilmek i¢in f(¢) ve

g(t) fonksiyonlarin sirasiyla ¢t € (0,1) degerleri igin

fO)=0-0f, gt)=(1-1?°

seklinde tanimlayalim. Bu fonksiyonlar verilen aralikta kesin pozitif ve siirekli
fonksiyonlardir. B < 6 < 0 secildiginde f, g ve f/g kesin artan fonksiyonlar olur.
Bu nedenle, (8.2.10) esitligi ile tamimlanan beta fonksiyonunun ikinci parametresi
icin bu teknik uygulanamaz. Fakat (8.2.11) esitligiyle verilen beta fonksiyonunun
tiim gercel degerlerde tanimli olmasi bu teknigin uygulanabilmesini saglamaktadir.
Bunun i¢in x > 0 ve w € C[0, 1] olmak iizere L fonksiyoneli

1—¢

L(w) = N—lim w(t)de

£—0 €

biciminde tanimlansin. Bu fonksiyonel [—1,0] aralifinda lineer ve pozitiftir.

Boylece (8.1.2) ve (8.1.3)) esitsizliklerden sirasiyla
[L((1—1)%)) [L((1-0)P)]*

L(1=1)%) > L((1 —1)p%) a<0Ova>1 (8.2.13)

[L((1-n)?)]* o LK —1)P)) 0<a<l $82.14)

L 1—1‘)50‘) L l—t)ﬁa) L.
elde edilir.

Sonug 8.7. [33] B < & olacak sekilde 3,6 € [—1,0] olsun. Bu durumda n € Z*
ve o < 0 degerleri icin

! n—]lla

~j a

=] Be ) e
B(n,1—a) ~ B(n,1+ay)

esitsizligi saglanir.
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Ispat: § =y ve B = —1 alalim. (8.2.13) esitsizliginden yararlanarak

[B(n,0)]* _ [B(n,1+y)]*
B(n,1—a)  B(n,1+ay)

(8.2.15)

bulunur. (8:2:17)) esitligi ile tanimlanan beta fonksiyonundan yararlanilarak n € Z*
olmak iizere x = n ve y = 0 degerleri i¢in
n—1 1

B(n,0)=-Y - (8.2.16)

=1J
oldugu gosterilmistir [[13]]. (8.2.16) esitligini, (8.2.13)) esitsizliginde kullanarak

el
Sl Boay)
B(n,1—a) — B(n,1+ay)

elde edilir.
1

Benzer sekilde n € Z" i¢in B(n,1) = — oldugundan yararlanarak 6 =0 ve § =y
n

degerleri i¢in

[B(n,1+y)]* _ [B(n, )]
1

B(n,1+ay) = B(n,1)
ve boylece
BOL 14 _ 1 g
B(n,1+ay) —
bulunur. O

Simdi ise, (7.1.2) esitligiyle verilen B,(x,y) g¢-beta fonksiyonunun birinci

parametresi icin asagidaki teoremi verelim.

Teorem 8.8. [33|] y > 0 icin f fonksiyonu

_ [Bg(1+x,p)]”
fx) = BZ(] + ax,y)

ile tamimlansmn.
Eger 0 < o < 1ise f, [0,00) araliginda artan fonksiyondur.

Eger a > 1 ise f, [0,00) araliginda azalan fonksiyondur.
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Ispat: w € C[0,1] ve y > 0 igin,
1-¢

L(w) =N-lim w(r)(1— qt){l_ldqt

e—=0 Je
ile tanimlanan fonksiyonel iyi tanimli, pozitif ve lineerdir.
Ornek [3.5) yardimiyla B > & > 0 degerleri igin (8.1.8) ile (8.1.9) esitsizliklerinden
sirayla

[By(1+8,)]% _ [By(1+B,y)]

, a>1
B,(1+aéd,y) B,(1+aB,y)

veE

[B4(1+8,9)]* _ [By(1+B,y)]*
B,(1+ad,y) B,(1+oapB,y)’

O<a<l

elde edilir. Buise 0 < o < 1 degeri igin f(x) fonksiyonunun artan, oo > 1 degeri

icin f(x) fonksiyonunun azalan oldugunu gostermektedir. a
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