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TUREVLER

Berna ARSLAN
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Tez Damgmani: Dog. Dr. Hiilya INCEBOZ
2016, 118 sayfa

Bu tezin amaci, Banach cebirlerde modiil amenabilite iizerine genellestirmeler
yapmak ve bazi tiirev ¢esitlerinin Hyers-Ulam-Rassias anlaminda stabil olmasini
saglayacak kosullar1 arastirmaktir. Bunun icin yeni kavramlar tanitilmis ve yeni
ozellikler elde edilmisgtir.

Tez, esas olarak alt1 boliimden olugmaktadir. Ik bolimde, Banach cebirlerin
amenabilitesi ve tiirev cesitlerinin stabilitesi ile ilgili literatiirde yer alan bazi
calismalar hakkinda kisa bilgiler verilmisgtir.

Ikinci boliimde, tezin okunabilirligini kolaylastiracak bazi temel tamimlara ve
ozelliklere yer verilmisgtir.

Uciincii ve dordiincii boliimlerde, tez konusunun tarihi gelisimi hakkinda genel bir
bilgi vermek amaciyla konu ile ilgili yapilmis olan 6nemli ¢alismalardan bazilari
derlenmistir.

Besinci boliimde, (0)-n-zayif modiil amenable Banach cebirleri tanitilmig ve bu
konuyla ilgili yeni sonuclara ulagilmistir.

Altinc boliimde, &. kismi iiclii kuadratik tiirevlerin Hyers-Ulam-Rassias stabilitesi
Argsimet olmayan Banach iiglii cebirlerde incelenmigtir ve sabit nokta metodu
kullanilarak bazi 6zellikler elde edilmisgtir.

Anahtar Sozciikler: Banach cebiri, Banach bimodiil, tiirev, modiil amenabilite,
Hyers-Ulam-Rassias stabilitesi, Arsimet olmayan Banach {iclii cebir.
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The objective of this thesis is to make generalizations on module amenability, and
to investigate the conditions to ensure that some types of derivations are stable in
the sense of Hyers-Ulam-Rassias in Banach algebras. For this reason, some new
notions have been introduced and some new properties have been obtained.

The thesis mainly consists of six chapters. In the first chapter, short informations
about some works which have been done in the literature related to amenability of
Banach algebras and stability of some types of derivations have been given.

In the second chapter, some basic definitions and properties which make easy
reading of this thesis are given.

In the third and fourth chapters, some important works have been done so far related
to this subject are compiled to give an overview about the historical development
of the topic of the thesis.

In the fifth chapter, (0)-n-weak module amenable Banach algebras have been
introduced and obtained some new results about this notion.

In the sixth chapter, Hyers-Ulam-Rassias stability of the k-th partial ternary
quadratic derivations have been investigated in non-Archimedean Banach ternary
algebras, and get some properties by using the fixed point method.

Key Words: Banach algebra, Banach bimodule, derivation, module amenability,
Hyers-Ulam-Rassias stability, non-Archimedean Banach ternary algebra.
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1. GIRIS

Giiniimiizde halka teoride oldugu kadar Banach cebir teorisinde de tiirevler
hakkinda bircok arastirma yapilmaktadir. Banach cebirleri iizerindeki tiirevler ile
ilgili ilk ¢aligma, I. M. Singer ve J. Wermer tarafindan 1955 yilinda yapilmistir
[73]. Bu calismada, bir degismeli Banach cebiri iizerindeki herhangi bir siirekli
tiirevin, cebirin Jacobson radikali i¢inde deger aldig1 ispatlanmistir. 1. M. Singer
ve J. Wermer [73], bu teorem ile ilgili olarak tiirev {izerindeki siireklilik sartinin
kaldirilabilecegini one siirmiiglerdir. Bu varsayim, Banach cebirleri iizerindeki

tiirevlerin otomatik siirekliligi hakkindaki aragtirmalara 1s1k tutmustur.

Otomatik siireklilik teorisinde, Banach uzaylar1 arasindaki bir lineer doniisiimiin
stirekliligini zorunlu kilacak cebirsel kosullarin neler olabilecegi aragtirilmaktadir.
Bu teori iizerine yapilan ¢aligmalar, Banach cebirleri iizerindeki homomorfizma ve

tiirevlerde yogunlagmastir.

Singer-Wermer varsayimi, 1988 yilinda M. P. Thomas [75] tarafindan
gerceklenmigtir. Daha sonraki arastirmalarda ayni teorem, degismeli olmayan
Banach cebirlerine genellestirilmek istenmistir. Bu konuda bir¢cok ¢alisma yapilmig
ve sadece kismi cevaplar elde edilmistir. Bu varsayim iizerine caligmalar halen

devam etmektedir.

Son yillarda Banach cebirleri iizerindeki tiirevler ile ilgili en cok caligilan
konulardan birisi amenabilite kavramidir. Banach cebirlerinin amenabilitesi, ilk
olarak B. E. Johnson [47] tarafindan 1972 yilinda calisilan kohomolojik bir

ozelliktir.

Amenabilite kavrami, ilk kez 1929 yilinda J. von Neumann [77] tarafindan ayrik
gruplarda ele alinmistir. Ancak "amenabilite” terimini ilk kullanan 1949 yilinda

M. M. Day [28] olmustur. Day, yerel kompakt gruplarin amenabilitesi iizerine



2

onemli ¢aligmalar yapmustir. G bir yerel kompakt grup olmak iizere L*(G) iizerinde

sol degismez bir mean bulunabiliyorsa G grubuna amenable denir.

B. E. Johnson [47], calismasinda bir G yerel kompakt grubu iizerindeki sol
degismez meanler ile L' (G) Banach cebiri iizerindeki tiirevler arasinda bir baglant:
kurarak Hochschild kohomoloji yardimiyla Banach cebirlerinde amenabilite
tanimini vermistir. A bir Banach cebiri olmak iizere eger A dan herhangi bir dual
Banach A-bimodiile tanimli her sinirh tiirev bir i¢ tiirev ise A Banach cebirine
amenable denir. Johnson [47], G bir yerel kompakt grup olmak iizere L'(G)
Banach cebirinin amenable olmasi icin gerek ve yeter kosulun G nin amenable

olmasi gerektigini kanitlamusgtir.

Daha sonraki yillarda, amenable Banach cebirler {izerine pek ¢ok karakterizasyon
yapilmis ve bu teori gelistikce zayif amenabilite, (o, 7)-zayif amenabilite, n-zayif
amenabilite, ideal amenabilite, karakter amenabilite, simetrik amenabilite gibi
bir¢ok farkli kavram ortaya ¢ikmistir. Bu Onemli tanimlamalardan bir digeri ise

M. Amini tarafindan 2004 yilinda modiil amenabilite olarak verilmigtir [1].

Johnson [47]'mn teoremi, ayrik yarigruplar icin gerceklenmez. Yarigrup
cebirlerinde bu teoremin gecerli olmama durumu, Amini’nin Banach cebirlerin
bir smifi icin modiil amenabilite kavramini gelistirmesine olanak saglamistir. 2(
bir Banach cebiri ve A, modiil etkileri ile bir Banach 2(-bimodiil olmak iizere A dan
herhangi bir dual degismeli A-2(-modiile taniml1 her modiil tiirev bir modiil i¢ tiirev

ise A Banach cebirine modiil amenable denir.

Amini [1], bu calismasinda S bir ters yarigrup ve E de S nin tiim idempotent
elemanlarinin kiimesi olmak iizere ¢! (S) yarigrup cebirinin ¢! (E)-modiil amenable
olmasi icin gerek ve yeter kosulun S nin amenable olmasi gerektigini ispatlamustir.
Daha sonra A. Bodaghi [10], 2010 yilinda modiil amenabilite kavramimi o, 7

2A-modiil homomorfizmalar1 yardimiyla genellestirmistir.
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Banach cebirlerin zayif modiil amenabilitesi, M. Amini ve D. Ebrahimi Bagha [3]
tarafindan tanitilmis, M. Amini ve A. Bodaghi [2] tarafindan 2010 yilinda ayrintili
olarak ¢alisilmigtir. 2l bir Banach cebiri ve A bir Banach 2(-bimodiil olmak {iizere
eger bir A-altbimodiil ve degismeli Banach 2(-altbimodiil olan her ¥ C A* altkiimesi
icin, A dan Y uzayina tanimli her modiil tiirev bir modiil i¢ tiirev ise A Banach

cebirine zayif modiil amenable denir [2].

A. Bodaghi, M. Amini ve R. Babaee [13], 2011 yilinda n-zayif modiil amenabilite
kavramini tanitmuglardir ve her n tek tamsayist igin £!(S) yarigrup cebirinin n-zayif

¢'(E)-modiil amenable oldugunu ispatlamislardur.

Giiniimiizde, Banach cebirleri lizerinde tanimli tiirevler ile ilgili bir bagka calisma
konusu da Hyers-Ulam-Rassias stabilitesidir. Fonksiyonel denklemlerin stabilite
kavramy, ilk olarak grup homomorfizmalarinin stabilitesi seklinde S. M. Ulam [76]
tarafindan 1940 yilinda bir problem ile 6ne siiriilmiigtiir. Bu problemde, verilen
fonksiyonel denklem icin bir yaklasik ¢coziim segildiginde, bu yaklasik ¢6ziime
yakin olacak bir gercek ¢c6ziim bulmanin miimkiin olup olamayacagi sorulmustur.
Eger bu problemin ¢6ziimii miimkiin ise, o zaman verilen fonksiyonel denklem
stabildir denir. Eger verilen fonksiyonel denklem icin secilen yaklagik ¢coziim
aslinda gercek ¢oziimiin kendisi oluyorsa, bu fonksiyonel denkleme siiper stabildir

denir.

Esas olarak bu teoride, fonksiyonel denklemlerin stabil veya siiper stabil olmasini
saglayacak kosullar arastirilmaktadir. 11k olarak 1941 de D. H. Hyers [44], Banach
uzaylarinda Ulam’in problemini toplamsal Cauchy fonksiyonel denklemi igin
kismen ¢ozmiistiir. 1978 de yayinladigi makalesinde Th. M. Rassias [66], Hyers’in
sonucunu genellestirmis ve bircok matematik¢iyi onemli pek c¢ok fonksiyonel
denklemin stabilitesini arastirmak i¢in fonksiyonel denklemler iizerine ¢alismaya

tegvik etmistir.
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Operatdr cebirleri arasindaki tiirevlerin stabilitesi ile ilgili sonuglar ilk olarak P.
Semrl tarafindan 1994 yilinda elde edilmigtir [72]. Son zamanlarda da tiirev
cesitlerinin Hyers-Ulam-Rassias stabilitesi ile ilgili olarak ulagilan sonuglardan

bazilar su sekildedir:

Direkt metod yaklasimi ile, 2006 yilinda M. S. Moslehian [55], genellestirilmis
tirevlerin stabilitesini birimli Banach cebirlerinde, K.-W. Jun ve H.-M. Kim,
2007 yilinda tiirevler ile Jordan tiirevlerin stabilitesini Banach cebirlerinde
aragtirmiglardir [49]. Arsimet olmayan Banach cebirlerde, kuadratik tiirevlerin
stabilitesi C. Park, S. Shagholi, A. Javadian, M. B. Savadkouhi ve M. E. Gordji [61]

tarafindan 2014 yilinda incelenmistir.

2010 yilinda, M. Eshaghi, M. B. Savadkouhi, M. Bidkham, C. Park ve J. R.
Lee [32] ilk kez k. kismi iiclii tiirev tanimini vererek Banach iiclii cebirlerde k.
kismi ii¢lii tiirevlerin stabilitesini direkt metod yaklasimu ile incelemislerdir. Daha
sonra 2011 yilinda A. Javadian, M. E. Gordji ve M. B. Savadkouhi [45], k. kismi
ticlii kuadratik tiirevlerin stabilitesini Banach iiclii cebirlerde ayn1 yaklagim ile ele

almisglardir.

L. Cadariu ve V. Radu [19], 2003 yilinda fonksiyonel denklemlerin stabilitesini
aragtirirken sabit nokta metodu olarak adlandirilan farkli bir yaklagim
kullanmiglardir. Giiniimiize kadar bu yaklagimla bircok genellestirme yapilmuistir.
Ormegin, M. E. Gordji, A. Najati ve A. Ebadian, bu metodu 2011 yilinda
Banach cebirlerde genellestirilmis Jensen fonksiyonel denklemi yardimiyla Jordan

tiirevlerin stabilitesini elde etmek i¢in kullanmugtir [37].

2012 yilinda Y. J. Cho, R. Saadati ve J. Vahidi ise sabit nokta metodunu kullanarak
m-degiskenli toplamsal bir fonksiyonel denklem ile Arsimet olmayan C*-cebirlerde

tiirevlerin stabilitesini arastirmiglardir [21].
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Bu tez caligmasinin amaci, Banach cebirlerin modiil amenabilitesi ve tiirev

cesitlerinin Hyers-Ulam-Rassias stabilitesi ile ilgili yeni 6zellikler elde etmektir.

Bu amagla oncelikle, n-zayif modiill amenable Banach cebirleri, modiil
homomorfizmalar1 kullanilarak genellestirilmistir ve bu konuda yeni kavramlar
tanitilarak bazi 6rneklere yer verilmistir. Burada elde edilen en 6nemli sonug, S
bir ters yarigrup ve E, S nin idempotent elemanlarinin kiimesi olmak {izere her o
¢'(E)-modiil homomorfizmas1 ve her n tek tamsayzst icin £! (S) yarigrup cebirinin,
agikar sol etki ve dogal sag etki ile birlikte (o)-n-zayif ¢! (E)-modiil amenable

oldugudur.

Daha sonra, tiirev cesitlerinin Hyers-Ulam-Rassias stabilitesi hakkinda farkh
yaklagimlarla yeni ozellikler elde etmek ve simdiye kadar elde edilen 6zelliklerin
calisilan uzay degistirildiginde de saglanip saglanmadiini aragtirmak amaciyla
k. kismi {clii kuadratik tiirevler ile k.  kismi iiclii kuadratik x-tiirevlerin
Hyers-Ulam-Rassias stabilitesi, sabit nokta metodu kullanilarak, sirasiyla, Argimet
olmayan Banach iiclii cebirler ve Arsimet olmayan C*-ii¢lii cebirlerde incelenmis

ve bazi sonuclara ulagilmistir.
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2. TEMEL TANIMLAR VE BAZI TEOREMLER

Bu bolimde, Banach Cebirleri teorisinde iyi bilinen bazi temel kavramlar ile
diger bolumlerde gerekli olacak bazi ozellikler alindiklar1 kaynaklarla birlikte

verilecektir.

2.1. Genel Bilgiler

Tammm 2.1.1. [43] R ve R’ herhangi iki halka ve f : R — R’ bir toplamsal doniisiim
olsun. Her x,y € R igin f(xy) = f(x)f(y) ise o zaman f doniigiimiine bir halka
homomorfizmasi, 6zel olarak R = R’ ise f ye R nin bir endomorfizmast denir.

Kerf = {a € R| f(a) = Og } kiimesine de f homomorfizmasinin ¢ekirdegi denir.

Tanim 2.1.2. M bir toplamsal degismeli grup ve R bir halka olsun. - : Rx M — M,

(r,x) — r-xile tanimlanan dig islem, her r,s € R ve x,y € M igin

(W) r-(x+y)=r-x+r-y
() (r+s)-x=r-x+s-x

(iii) (rs)-x=r-(s-x)

sartlarini sagliyorsa M ye bir sol R-modiil denir. Bu kosullara ek olarak R halkasi

birimli ve eg, R nin birimi olmak iizere
@iv) eg-x=x
sart1 da saglanityorsa M ye birimsel sol R-modiil denir.

Eger R bir boliim halkas1 ve M bir birimsel sol R-modiil ise M ye R iizerinde bir

sol vektor uzay: denir.

Sag R-modiil ve R iizerinde bir sag vektor uzay1 da benzer sekilde tanimlanir. Eger

R halkasi degismeli ise M sol veya sag R-modiile kisaca R-modiil ad1 verilir.
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Tanmm 2.1.3. M bir sol R-modiil ve N, M nin bos kiimeden farkli bir altkiimesi
olsun. Her x,y € N ve her r € Rigcin x —y € N ve r-x € N kosullar1 saglaniyorsa N

kiimesine M nin sol R-altmodiilii denir.
Tamm 2.1.4. M bir sol R-modiil ve A,A,,...,A,, M nin altmodiilleri olsun.
1<i<nigin
AiN(Ar+- -+ A A+ +A,) = {0}
ise A +---+A, altmodiiliine, A|,A», ... ,A, altmodiillerinin direkt toplam: denir ve

A BAB---BA, ile gosterilir. Aj PAr P --- P A, direkt toplaminin her x elemant,

1 <i<nigina; € A; olmak iizere x = a; +a» + - - - +a, biciminde tek tiirlii yazilir.
Tanim 2.1.5. [43] R bir halka, M ve N iki sol R-modiil olsun. Toplamsal bir
f:M — N fonksiyonu her x € M ve her r € R icin,

frex) =r-

sartini sagliyorsa f fonksiyonuna bir sol R-modiil homomorfizinast denir. Eger R
bir boliim halkasi (veya cisim) ve M ile N birer R-vektor uzayi ise f fonksiyonuna
bir lineer doniisiim (ya da kisaca R-lineerdir) denir. M den N ye tiim lineer
doniigiimlerin kiimesi £(M,N) ile gosterili. £(M,N), bilinen islemler ile bir
R-vektor uzayidir. £(M, M) uzayi, kisaca £(M) seklinde yazilir.

Tanmm 2.1.6. [25] M bir R-vektor uzay1 ve N, M nin bir alt vektr uzay1 olsun.
Eger bir P € £(M) doniisiimii,

P(M)=N ve P(x)=x (x€N)
ozelliklerini saglarsa bu doniisiime N iizerine bir projeksiyon denir.

Tanmm 2.1.7. [43] M, (n € Z) R-modiiller ve f, : M, — M,_; R-modiil

homomorfizmalarindan olugan
f;’l+] fn
i =My — M, =M, — ...

dizisinde her n € Z i¢in Im f;, 11 = Ker f,, ise 0 zaman bu diziye bir tam dizi denir.
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Lemma 2.1.8. [43] A, B, C herhangi iic R-modiil olsun.
g h
0—-A>B—-C—0

dizisi tam ise o zaman g bir monomorfizma ve h bir epimorfizmadir. Ayricalmg = A

ve C = B/Img dir. Boylece izomorf gruplar ézdeslestirilerek C = B/A yazilabilir.

Sonuc 2.1.9. [43] Lemma 2.1.8 deki dizinin tam olabilmesi icin gerek ve yeter

kosul Kerg = 0, Imh = C ve Im g = Kerh olmasidir.

Tamm 2.1.10. [43] A, B, C herhangi ii¢ R-modiil olmak iizere
0+A—-B—-C—0

seklindeki tam diziye kisa tam dizi denir.

Lemma 2.1.11. [43] A, B, C herhangi ii¢c R-modiil olmak iizere
fip&
0-A=B=>C—=0

kisa tam dizisi i¢in asagidaki kogullar denktir:

(i) ho f =14 olacak sekilde bir h : B — A homomorfizmast bulunur;
(ii) Im f, B R-modiiliiniin direkt toplananidir,
(iii) gok = Ic olacak sekilde bir k : C — B homomorfizmast bulunur. Bu durumda

B=A®Cdir

Tammm 2.1.12. Yardimci Ozellik 2.1.11 deki denk kosullardan biri
gerceklendiginde,

0—+A—-B—~C—0

kisa tam dizisine parcalanabilir kisa tam dizi denir.

Tamm 2.1.13. X bos olmayan herhangi bir kiime ve d : X x X — R* U {0} bir

fonksiyon olsun. Eger her x,y,z € X i¢in,



(i) d(x,y)=0&x=y
(i) d(x,y) =d(y,x)
(i) d (x,y) <d(x,2)+d(z,y)

sartlar1 saglaniyor ise d fonksiyonuna X kiimesi lizerinde bir metriktir, denir.
Uzerinde bir d metrigi tanimli olan X kiimesine de metrik uzay denir ve genellikle

(X,d) ile gosterilir.

Uyari 2.1.14. (i) X kiimesinin égelerine (X ,d) metrik uzayimin noktalar: denir.
(ii) d metrik fonksiyonuna, genellikle uzaklik fonksiyonu da denir. d(x,y) degeri,
d fonksiyonuna gore x ve y noktalart arasindaki uzakligr belirtir.

(iii) Tamim 2.1.13 deki (i) kosulu "x =y = d(x,y) = 0" seklinde degistirilirse diger

iki kosul ile birlikte d ye X iizerinde bir yari-metrik (semimetric) adi verilir.

Tamim 2.1.15. (X,d) bir metrik uzay olsun. Herhangi x € X noktas1 ve herhangi
r > 0 reel sayis1 i¢in

Br(x) ={y e X [d(yx) <r}
kiimesine x merkezli r yaricaplt actk yuvar;
Bi[x] ={yeX|d(yx) <r}

kiimesine x merkezli r yarigapli kapali yuvar denir. Eger r =1 ve x = 0 ise B1(0)

kiimesine agik birim yuvar ve B;[0] kiimesine kapali birim yuvar ad1 verilir.
Tamm 2.1.16. (X,d) bir metrik uzay ve A C X olsun.

(i) Herx,y € Aigind(x,y) < K olacak bicimde bir K > 0 say1s1 var ise A kiimesine
smirly denir.

(ii) Her x € A i¢in Be¢(x) C A olacak bi¢imde bir € > 0 sayis1 varsa A kiimesine
actk kiime denir.

(iii) X \ A kiimesi agik ise A kiimesine kapali kiime denir.

(iv) A kiimesini kapsayan X in tiim kapali altkiimelerinin arakesitine A kiimesinin

kapanigt ad1 verilir ve A ile gosterilir. Yani A =N{K |A C K, K kapali kiime} dir.
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(v) A kiimesinin kapali olmasi icin gerek ve yeter kosul A = A olmasidur.

(vi) A =X ise A kiimesi X uzayinda yogun bir kiimedir denir.

Tanmim 2.1.17. X bos olmayan bir kiime ve f: X — X bir fonksiyon olsun. f(x) =x

esitligini saglayan x € X elemanina f fonksiyonunun bir sabit noktas: denir.
Tamim 2.1.18. (X, d) metrik uzayinda bir dizi {x,} olsun.
(1) x € X olmak lizere her € > 0 sayisina karsilik her n > N i¢in

d(x,x,) < €

olacak bicimde bir N € N varsa {x, } dizisi x € M noktasina yakinsar (ya da {x,}
dizisi yakinsaktir) denir. Bu durumda limx, = x veya x,, — x yazilir.
n—o

(i) Her & > 0 sayisina karsilik her m,n > N i¢in
d(Xm,xn) < €
olacak bi¢imde bir N € N varsa {x,} dizisine bir Cauchy dizisi denir.
Tanmm 2.1.19. (X,d) metrik uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu uzaya
tamdir denir.
Her metrik uzay tam degildir, ancak her metrik uzayin bir tamlanis1 vardir.

Tamim 2.1.20. (X,dx) ve (Y,dy) metrik uzaylar ve f : X — Y bir fonksiyon olsun.
Egerher x,y € X i¢in dy (f(x), f(y)) = dx (x,y) saglanirsa o zaman f ye bir izometri

(metrik koruyan) denir.

Tanmm 2.1.21. Bir (X,dx) metrik uzayinin tamlanisi agsagidaki kosullart saglayan

bir (Y, dy) metrik uzay1 ve bir f : X — Y fonksiyonudur:
(i) Y tam metrik uzaydir;
@i1) f,Y icine bir izometridir;

(iii) f(X),Y iginde yogundur.
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Teorem 2.1.22. [74] Her (X ,d) metrik uzayinin bir tamlanusi vardir ve bu tamlanis

izometri anlaminda tektir.

Tamm 2.1.23. G bir grup ve d, G tizerinde bir metrik olsun. Eger her x,y,z € G igin
d(y,z) = d(xy,xz) oluyorsa o zaman d ye sol degismez metrik ad1 verilir. Benzer

sekilde sag degismez metrik de tanimlanir.

Tamm 2.1.24. G bir grup ve d, G lizerinde bir sol degismez metrik olsun. G

iizerinde x — x~! ile tanimh fonksiyon siirekli ise G ye bir metrik grup denir.

Tamim 2.1.25. X bir F-vektor uzayi ve ||.|| : X — RT U {0} bir fonksiyon olsun.
Eger her x,y € X ve her A € F igin,

(@) [*l =0&x=0
(i) [[Ax| = |A][x]]
(iii) [fx+yl < [l 4[|yl

sartlar1 saglaniyorsa ||.|| fonksiyonuna X iizerinde bir norm denir. Uzerinde bir ||.||
normu tanimlanmis olan X vektor uzayina normlu uzay adi verilir ve (X, ||.||) ile

gosterilir.

Uyar1 2.1.26. (i) (X,||.||) normlu uzay: verilsin. d : X x X — R, d (x,y) =[x —y||
ile tamimli fonksiyon X iizerinde bir metrik tammlar. Bu durumda d ye ||.| normu
tarafindan indirgenen metrik adi verilir.

(ii) Her normlu uzay bir metrik dogurur. Ancak metrik uzay olan bir vektor uzayt
iizerindeki her metrik, bir norm yardimiyla elde edilemez. Ornegin, 0 # X vektor

uzayt iizerinde

d:XxX >R, d(x,y):{ (1)’ ifﬁ

ile tanumli d ayrik metrigini verecek bir norm yoktur. Ciinkii 0 # x € X olmak iizere

d(x,0) = 1 dir, ve eger |o| # 0,1 olarak alinirsa

loe|d (x,0) = |a| # 1 = d (ax,0)
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oldugu goriiliir.

(iii) Bir normlu uzay icinde, bir metrik ya da bir metrik uzay kavrami
kullamildiginda (ornegin, yakinsaklik, siireklilik veya tamlik), daima bu normun
indirgedigi metrik anlasilacaktir.

(iv) Tamim 2.1.25 deki (i) kosulu "x = 0 = ||x|| = 0" seklinde degistirilirse diger

iki kosul ile birlikte ||.|| ye X iizerinde bir yari-norm (seminorm) adi verilir.

Tamim 2.1.27. Bir (X, ||.||) normlu uzay: tam ise, yani X teki her Cauchy dizisi X

in bir elemanina yakinsiyor ise, X e bir Banach uzay: denir.

Tamm 2.1.28. (X, ||.||) bir normlu uzay ve {x; }, X iginde bir dizi olsun. Hern € Z*

n
icin, s, = Y x; ye dizinin n. kismi toplami adi verilir. Eger X icinde lims, varsa,
k=1 Nn—s00

oo oo

Y x; serisine yakinsaktir denir. Kisaca Y} x; < oo olarak gosterilir ve bu durumda
k=1 k=1

oo

Zxk = lims,

k=1 e
ile tanimlanir. Eger X icindeki bir {x; } dizisi icin Y, ||x|| serisi R i¢inde yakinsak
k=1
ise, Y xi serisine mutlak yakinsaktir denir.

k=1

Teorem 2.1.29. Normlu bir X uzayimin tam olmast icin gerek ve yeter kosul X deki

her mutlak yakinsak serinin yakinsak olmasidtr.

Tammm 2.1.30. (X,||.||) bir normlu uzay ve M, X in bir altuzayr olsun.

X/M = {x+M |x e X} kiimesi, her & € C, x,y € X i¢in
x4+M)+(y+M)=x+y)+M ve a-(x+M)=(a-x)+M

islemleriyle bir vektor uzayidir. X /M uzayma, M altuzaymna gore X in béliim

(quotient) uzayr adi verilir. Eger M, X in kapali bir altuzayi ise X /M deki norm
[lx+M|| := inf{|lx+ml| | m € M} (2.1)

olarak tanimlanir. Bu durumda X /M bolim uzayi, (2.1) ile bir normlu uzaydir.

Ustelik, X bir Banach uzay1 ise X /M bir Banach uzay1 olur.
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Tamm 2.1.31. (X, ||.|ly) ve (¥,]|.|ly) normlu uzaylar, f : X — Y (lineer olmasi
gerekmeyen) bir fonksiyon ve belli bir xy € X noktasi verilsin. Eger verilen her

€ > 0 sayisina kargilik her x € X i¢in,

lx—xollx <8 = |If (x) = f (x0)lly <&

olacak bi¢cimde bir § > 0 sayis1 bulunabilirse, f fonksiyonuna xy € X noktasinda
stireklidir denir. Eger f fonksiyonu X in her noktasinda siirekli ise f (X {izerinde)

stireklidir denir.

Tamm 2.1.32. (X,||.|x) ve (¥,].|ly) normlu uzaylar ve T : X — Y bir lineer
dontisim olsun. Eger her x € X i¢in [|Tx||, < k.||x||y olacak sekilde pozitif bir

k reel sayis1 varsa T ye suirlidir denir.

Bir operatoriin siirlilifn ve siirekliligi arasindaki iligki, asagidaki teorem ile

verilmistir:

Teorem 2.1.33. [52, Teorem 7A] X ve Y normlu uzaylar ve T : X — Y bir lineer

doniistim olsun. O halde asagidakiler denktir:

(i) T siireklidir.
(ii) T, bir noktada siireklidir.
(iii) T svmrhdr.

Tanmm 2.1.34. (X,||.|y) ve (Y,]|.|ly) normlu uzaylar ve T : X — Y bir lineer
doniigim olsun. Her x € X i¢in || T (x)|ly = ||x||x sart: saglaniyorsa T déniisiimiine
bir izometri (norm koruyan) denir. Asikar olarak, T birebirdir. Eger T lineer
doniistimii, X den Y ye oOrten bir izometri ise o zaman T ye izometrik izomorfizma

adi verilir.

X ve Y normlu uzaylar olmak iizere X den Y ye biitiin siirekli lineer doniigtimlerin
kiimesi B(X,Y) ile gosterilecektir. Teorem 2.1.33 den dolayr B(X,Y) nin

elemanlart ayrica sinirl lineer operator adini da alir.
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S,T € B(X,Y) olsun. Her x € X ve her « skaleri i¢in,
(TH+S)(x)=T(x)+S(x) ve (aT)(x) = o (T (x))
islemleri ile B(X,Y) bir vektor uzayidir.
1= BX,Y) =R, (T = sup{[[T ()| | [lf] <1}

fonksiyonu, 8(X,Y) uzay: iizerinde bir norm tanimlar. Bu norma 7 nin operatir

normu adi verilir.

Teorem 2.1.35. [70, Teorem 4.1] Eger X bir normlu uzay ve Y bir Banach uzayt

ise o zaman B(X,Y) bir Banach uzayudur.

Tamim 2.1.36. X, F iizerinde bir normlu uzay olsun. 8(X,F) uzayma X in dual
uzayt denir ve X* (= X(1) ile gosterilir. X* uzaymn elemanlarina X iizerinde bir

siirekli lineer fonksiyonel adi verilir.
Sonuc 2.1.37. X* bir Banach uzayidir.
Uyan 2.1.38. Bir X normlu uzay: iizerindeki herhangi bir ¢ lineer fonksiyoneli
icin
<x, @0 >:= @(x) (xeX)
notasyonu kullamlacaktir.

Tanim 2.1.39. X ve Y birer normlu uzay ve T € B(X,Y) olsun.

(i) x€ X, f € Y* olmak tizere < x,T*(f) >=< T(x), f > olacak sekilde bir tek
T € B(Y*,X*) operatorii vardir. 7* operatoriine T nin duali denir.
(ii) g € Y*, h € X** olmak iizere < g, T7**(h) >=< T*(g),h > olacak sekilde bir

tek 7°* € B(X™*,Y ™) operatorii vardir. T** operatoriine T nin ikinci duali denir.

Tanmm 2.1.40. X bir kiime ve / bir indis kiimesi olsun. Eger X; bir topolojik uzay
ise o zaman f; : X — X; ile tamumli fonksiyonu her i € [ i¢in siirekli kilan en zay1f

topolojiye { f; | i € I} ailesi tarafindan indirgenmis zayif topoloji (w-topoloji) denir.
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Tamim 2.1.41. X bir Banach uzay1 ve X*, X in dual uzay1 olsun. x € X i¢in,
Jo: X" —=C, ¢o—o(x)

fonksiyonu tanimlansin. {J, | x € X} ailesi tarafindan indirgenmis zay1f topolojiye

X* iizerindeki zayif*-topoloji (w*-topoloji) ad1 verilir.

Tanmm 2.1.42. Herhangi bir X normlu uzay1 i¢in, X** = X(®) = (X*)* uzayma X

in ikinci duali denir. n € N i¢in X" de X in n. dual uzay: olarak adlandir1lur.

Tanim 2.1.43. [25] X bir normlu uzay ve 1 : X — X** bir fonksiyon olsun. Eger

herx € X ve A € X* i¢cin

sart1 saglaniyorsa i ya dogal gomme fonksiyonu denir.

Onerme 2.1.44. [70] X bir normlu uzay olsun. Herhangi bir x € X icin
<fiHy(x) >=<x,f> (feX’)

ile Hy : X — X** doniigiimii tamimlansin. O halde Hx doniigiimii bir lineer
izometridir. Eger X bir Banach uzayt ise Hx (X), X** nin bir kapali altuzay: olur.
Bu durumda Hx, X normlu uzaymmdan X** in bir kapali altuzayina bir izometrik

izomorfizmadir.

Tanim 2.1.45. [70] X bir Banach uzay1 olsun. M, X in bir altuzay1 ve N, X* in bir
altuzay1 olmak tizere M ve N nin sifirlayicilari, sirasiyla,

Mt = {feX*| <x,f>=0, Vxe M},

IN = {xeX| <x,f>=0, VfEN}

dir. M+ ve N birer vektor uzayidir. M+ = N Ker(Hy(x)) (x € M) oldugundan

M+, X* nin w*-kapali bir altuzayidir.
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Teorem 2.1.46. [70] X bir Banach uzayt ve M, X in bir kapali altuzayt olsun. O
halde
M* =X /MY ve (X/M)*=M*
dir. Ustelik (X /M)** = X** /M~ olur.
Teorem 2.1.47. [25] X ve Y birer Banach uzayi ve T € B(X,Y) olsun. O halde
asagidakiler saglanir:
(i) KerT = +(T*(Y*));
(ii) KerT* = (T(X))*.
Tamm 2.1.48. A bir kiime ve < de A iizerinde bir bagint1 olsun. Eger
(i) Vp e Aigin p < p dir;
(i) p < g ve g <rozelligindeki her p,q,r € Aigin p < r dir;

(iii) Vp,q € Aigin p < s ve g < s olacak sekilde bir s € A vardir

sartlar1 saglaniyorsa A kiimesine < bagwntist ile yonlenmis kiime denir. <

bagintisina da A kiimesini yonlendiriyor denir.

Tanmm 2.1.49. X herhangi bir kiime ve A da yonlenmis bir kiime olsun. Voo € A
icin x(a) = x4 olmak iizere x : A — X seklindeki her fonksiyona X i¢inde bir ag

(net) denir ve (x4)aca veya kisaca (x4) seklinde gosterilir.

Ornek 2.1.50. N, Z ve R kiimeleri bilinen “<” bagimtis1 ile yonlenmis kiimelerdir.
Boylece her x : N — X dizisi, X kiimesi i¢inde bir agdir. O halde ag kavrami, dizi

kavramindan daha geneldir.

Tamim 2.1.51. A bir yonlenmis kiime, (X, 7) bir topolojik uzay ve X i¢inde bir ag
(X )aea oOlsun. x € U 6zelligindeki her U € 7 i¢in bir ay € A elemant,
VYa > oy igcin xq € U

olacak sekilde varsa (xq),-, a8l x € X noktasina yakinsar denir. Bu durumda
(Xa) gep agma yakinsak, x noktasina da (xq),c, agmin limiti denir ve genellikle

bu durum x, — x seklinde gosterilir.
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Tamm 2.1.52. K birimli, degismeli bir halka ve A herhangi bir halka olsun. (A, +)
bir birimsel K-modiil ve her a € K, x,y € A icin,
a-(xy) = (a-x)y =x(a-y)
esitlikleri saglaniyorsa, o zaman A ya bir K-cebir veya A, K de8ismeli halkasi
izerinde bir cebirdir denir.

Eger her x € A i¢in eqx = xeq = x olacak sekilde bir 04 # e4 € A varsa e4 ye A

cebirinin birim elemani, A ya da bir birimli cebir denir.

Tanim 2.1.53. A bir cebir olsun. A nin her elemani ile degismeli olan elemanlarin

kiimesine A cebirinin merkezi denir ve Z(A) ile gosterilir. Kisaca,
ZA)={x€A|xy=yx, Vyc A}
dir.

Tanim 2.1.54. A ve B ayn cisim {izerinde birer cebir ve T : A — B bir lineer
doniigiim olsun. Eger, her x,y € A i¢in, T (xy) = T (x) T (y) sart1 saglaniyorsa T

ye A dan B ye bir cebir homomorfizmasi denir.

Tamm 2.1.55. A bir cebir ve a € A olsun. Eger a> = a ise a ya A mn idempotent

eleman denir.

Tanim 2.1.56. A bir cebir ve I, A nin bir lineer altuzayi1 olsun. Eger her a € A ve
her x € [ i¢in,

axel (xa€l)

ise I ya A nin bir sol (sag) ideali denir. Eger I, A nin hem sag hem de sol ideali ise

0 zaman [/ ya A nin bir ideali denir.
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2.2. Tensor Carpim

Tamim 2.2.1. [71] A ve B birer vektor uzayi olsun. A ve B nin fensér carpumi,
M bir vektor uzayr ve 7 : A x B — M asagidaki (evrensel) ozelligi saglayan bir

bilineer doniisiim olmak iizere (M, 7) ikilisidir:

"Her F vektor uzay1 ve her bilineer doniisim V : A X B — F icin V = Vot

olacak sekilde bir tek V : M — F lineer doniisiimii vardir."

Verilen herhangi iki A, B vektor uzayinin (M, T) tensor ¢arpimi daima mevcuttur ve

izomorfizma farkiyla tektir.

Verilen A, B vektor uzaylari ve bunlarin (M, T) tensdr ¢arpimi i¢in standart notasyon

olarak M i¢in A ® B yazilir ve
a®b:=1(a,b) (a€A,beB) (2.2)

ile tanimlanir. (2.2) deki formun elemanlarina temel tensorler (elementary tensors)

denir ve A ® B nin elemanlar1 tensorler olarak adlandirilir.

A ® B nin her elemani, temel tensorlerin sonlu bir toplami seklinde temsil edilir.

Yani x, A ® B nin herhangi bir elemani olmak iizere bir m € N i¢in

m

X = Zai ® b;

i=1
olacak sekilde ay,...,a, € A, by,...,b, € B vardir.
Ornek 2.2.2. A ve B birer cebir olsun. A® B tensor ¢arpimu iizerinde teklikle belirli

(a1 ®b1) . (az ®b2) = (a1a2 ®b1b2) (al,ag €A, b ,b € B)

seklindeki - iglemi ile A ® B bir cebirdir. Eger e4, A nin ve eg, B nin birim elemanlari

ise e4 ® eg, A ® B cebirinin birim elemanidir.

Eger A ve B Banach uzaylar ise A ® B tensor ¢arpimlart daima vardir, ancak A ® B
bir Banach uzay1 olmayabilir. Bu durumda A ® B iizerinde bir norm tanimlayip bu

norma gore tamlagtirma yapilarak bir Banach uzay1 elde etmek miimkiindiir.
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Tamim 2.2.3. A ve B Banach uzaylari olsun. A ® B tensor ¢arpimu iizerinde bir || - ||
normu, her a € A, b € B i¢in ||[a® b|| = ||al|||b|| kosulunu saglarsa ¢apraz norm

(cross norm) olarak adlandirilir.

Tamim 2.2.4. A ve B birer Banach uzay1 olsun. A ® B tensor ¢arpimu iizerinde || - ||

projektif normu, x € A® B i¢in

m m
%l == inf{Y_llailll|bill | x=) a;@bi, m € N,a; € A, b; € B}

i=1 i=1

seklinde tanimlanir.

Onerme 2.2.5. [71] A ve B Banach uzaylart olsun. O halde | - || projektif normu

A® B iizerinde bir capraz normdur. Ustelik, A® B iizerindeki her || - || capraz normu

icin
x| < llxllz  (xreA®B)
saglanr.
Tamim 2.2.6. A ve B birer Banach uzay1 olsun. A ® B nin || - || normuna gore

tamlamsina projektif tensér carpimi denir ve AQB ile gosterilir.

Onerme 2.2.7. [71, Onerme B.2.11] A ve B Banach uzaylari ve x € ARB olsun.

Bu durumda
x:Zai®bi ve Z”aiHHbiH < o0
i=1 i=1

olacak sekilde A da bir {a;}>.| ve B de bir {b;}., dizisi vardir. Ustelik,

x|l :=inf{)_ llal|[|bil| < oo |x=) a;®bi, a; € A,b; € B}
i=1 i=1
dir.

Onerme 2.2.8. [25, Onerme A.3.70] A ve B birer Banach uzayt olsun. O halde
hera € A, b€ Bve ¢ € B(A,B") igin,

®:B(A,B*) = (ARB)*, <a®b,®(@) >=<b,¢(a) >

ile tamimlanan doniisiim bir izometrik izomorfizmadur.
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2.3. Banach Cebirleri

Tamim 2.3.1. [51] A bir C-cebir ve |.|| normu ile bir normlu uzay olsun. Her
x,y € Aigin

e[l < il 1]
sart1 saglaniyorsa A ya bir normlu cebir denir. Eger (A, ||.||) normlu cebiri aym

zamanda bir Banach uzayi ise A ya bir Banach cebiri denir. Ustelik A degismeli ise

(A,].]]) degismelidir.

Eger A Banach cebirinde ||e4|| = 1 olacak sekilde bir e4 € A birim elemam varsa,

A ya bir birimli (unital) Banach cebiri denir.

Uyar1 2.3.2. [51] Eger bir A Banach cebirinde birim eleman yok ise A, birimli bir

Banach cebiri icine gomiilebilirdir:
AP =A0C={(x,a)|xcA, acC}

kiimesi tanimlansin. x,y € A ve a,B,A € C olmak iizere A* da toplama islemi

(x, @)+ (v, B) = (x+y, 0+ B) ile; carpma iglemi (x, &) (y, B) = (xy+Bx+ay, ap)

ile; skalerle carpma islemi ot(x,A) = (ox, ) ile ve A* da || - || sz normu ise
1(e; @) |4z = lclla + x|

ile verilsin. O halde A* bir birimli Banach cebiridir ve birimi (0,1) dir. Her (x, &)
elemani, (x,a) = (x,0) + a(0,1) olmak iizere x + e seklinde yazilabilir. A* ya A

nin birimlilestirilmisi adi verilir.

Tamm 2.3.3. A bir cebir ve B C A bir alt vektor uzay: olsun. Her a,b € B icin
ab € B ise B ye A nin bir altcebiri denir. Eger B, bir A Banach cebirinin kapali
bir altcebiri ise o zaman B tam uzay olup (A daki iglemler ve norm ile) bir Banach

cebiri belirtir. Bu durumda B ye A nin bir Banach altcebiri denir.

Tammm 2.3.4. A ve B birer Banach cebiri olsun. A dan B ye tim simirl cebir

homomorfizmalarinin kiimesi Hom(A,B) ile gosterili. Hom(A,B), A dan B ye
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tiim sinurlt lineer operatérlerin uzay: 28 (X,Y) den elde edilen metrik ile bir metrik

uzaydir. Hom(A,A) uzay1, kisaca Hom(A) seklinde yazilir.

Ornek 2.3.5. R ve C uzaylari, bilinen toplama, ¢carpma islemleri ve alisiimis norm

ile birer birimli, degismeli Banach cebiridir.

Ornek 2.3.6. X bir normlu uzay ve ¥ bir Banach uzayi olsun. 8(X,Y) Banach

uzayi iizerinde garpma iglemi, S, T € 9B (X,Y) olmak iizere
(TS)(x) =T(S(x)) (reX)
seklinde tanimlansin. Her 7., S € 9 (X,Y) ve her o skaleri igin,
(a(T5)) (x) = a((T$) (x)) = (T (S (x))) = (aT) (S (x)) = ((aT) ) (x)
ve (T'(aS)) (x) =T (a(S(x))) = a(T (S (x))) = a((T$) (x)) = (a(TS)) (x)

esitlikleri saglandigindan 9B (X,Y) bir cebirdir. Ustelik her T, S € B (X,Y) igin,

|TS|| = sup [[(TS)(x)[[= sup |T(S)| <|T sup [ISCx)]
[lx]<1 [l€lI<1 [l€lI<1
< TSI sup [lx]f < (|7 {|S]]
Xl <1

oldugundan 95 (X,Y) bir Banach cebiridir.

Ornek 2.3.7. M,(C), kompleks sayilar kiimesi iizerinde tiim n x n tipindeki
matrislerin kiimesi olsun. Matrislerde bilinen toplama, ¢arpma ve skalerle carpma
islemleri ile M, (C), birimi I, birim matrisi olan bir birimli cebirdir. Eger
A= (a;j) e M,(C) (i,j=1,2,...,n) ise,
n n
||l = sup )" [ai;| ve [|Ally = sup}_|aj|
i j=1 Ji=1
dontigimlerinin herbiri M,(C) iizerinde birer normdur. Ancak M,(C) uzay:
sonlu boyutlu oldugundan bu normlar birbirine denktir. Dolayisiyla bu normlarin

herhangi biri i¢in A, B € M,,(C) olmak iizere
|AB|| < [|A[[||B]

sart1 saglanir ve M, (C) degismeli olmayan bir Banach cebiridir.
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Ornek 2.3.8. S bir yarigrup ve
N(S)={f|f:S— C fonksiyon ve ||f|; := Z|f(s)! < oo}
seS

olsun. f,g € £'(S) olmak iizere, her x € X ve her « skaleri igin,

(f+8) (x) = f (x) +&(x) ve (af) (x) = &(f (x))
islemleri ile (fg) (x) = f(x)g(x) carpma iglemi tanimlansin. Bu durumda ¢'(S)
uzayt, ||.||; normu ile birlikte bir Banach uzayidir. Ustelik ¢! (S) iizerindeki carpma
islemi s € S i¢in,

(f*xg)(s Zf () > tu=s, Ir,ucSyokise (fxg)(s) =0

tu=s
seklindeki konvoliisyon olarak alinirsa £'(S) bir Banach cebiri olur ve bu uzay S

nin yarigrup cebiri olarak adlandirilir.

G bir grup olsun. Bu durumda f, g € ¢!(G) igin konvoliisyon ¢arpimi

(fxg) Z () (s € G)
teG
ile tanimlanir ve ||.||; normu ile birlikte £!(G) bir Banach cebiri olur.

Ornek 2.3.9. X bos olmayan bir kiime ve
(X)) ={f]f:X — C smrh fonksiyon}

olsun. ||.||e : €2(X) — C, [|fl|e := sup|f( )\ fonksiyonu, ¢(X ) tizerinde bir
(X)

normdur ve £~ (X)

uzayl1, noktasal carpim ile bir Banach cebiridir.

Ornek 2.3.10. X bir kompakt Hausdorff uzay1 ve
C(X)={f|f:X — C siirekli fonksiyon}

olsun. f,g € C(X) olmak iizere, her x € X ve her a skaleri i¢in,

(f+8)(x) =F(x)+g(x) ve (af) (x) = a(f(x))



23

islemleri ile (fg)(x) = f(x)g(x) ¢arpma islemi tanimlansm. ||.|| : C(X) — C,
| f]| :== sup | f (x)| doniisiimii, C (X) tizerinde bir norm olup (C(X),||.||) yap1st bir
xeX

Banach cebiridir.

Ornek 2.3.11. X bir yerel kompakt Hausdorff uzay: ve
Co(X)={f|f:X — Csiirekli fonksiyon ve lim f(x) =0}
X—>00

olsun. ||.||,, : Co(X) — C, || f]|o := sup | f (x)| doniisiimii, Co(X) iizerinde bir norm
xeX
olup (Co(X),||.]|..) yapisi bir Banach cebiridir.

Ornek 2.3.12. I, C kompleks uzay icindeki agik birim yuvar ve D, I nin kapanisi

olsun. Yani, D= {z€C||z] <1} ve D= {z€ C| |z] < 1} olsun.

A(D)={feC(D)| f,D iizerinde analitik fonksiyon}

uzay1 tammlansin. ||.|| : A(D) — C, || || := sup|f(z)| doniigiimii, A(D) iizerinde bir
z€D
normdur. Her f,g € A(D) ve her z € D igin, (fg)(z) = f(z)g(z) seklindeki carpma

islemi ile A(ID) bir Banach cebiridir ve Disk cebiri olarak adlandirilir.

Tamm 2.3.13. A bir Banach cebiri ve (eq)qer, A icinde bir ag olsun. Eger her
a € Aigin

lién eqd =a (lién aeq =a)
ise (eq)aecs agina A igin bir sol (sag) yaklasik birim (left (right) approximate
identity) denir. Eger bir ag hem sol hem de sag yaklasik birim ise o zaman bu aga
(iki yanli) yaklasik birim denir. Ustelik sngea || < eoise (eq)qer yaklagik birimine

sinirlidir denir.

Teorem 2.3.14. A bir Banach cebiri ve I, A da kapali bir ideal olsun. O zaman
A/I béliim cebiri bir Banach cebiridir. Eger A degismeli ise A/I da degismelidir

ve eger A birimli ise A/I da birimli olup birimi exsy=eat+l1dr
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2.4. Banach Modiiller

Bir A kompleks cebiri lizerinde modiil tanimin1 animsayalim.

Tamim 2.4.1. [26] A bir C-cebir ve E bir C-vektor uzayi olsun. Eger her , § € C,

her a,b € A ve her x,y € E icin,

(i) a-(ox+PBy)=o0a-x+Pa-y
(ii) (aa+Bb)-x=0a-x+Pb-x
(iii) a-(b-x) = (ab)-x

olacak sekilde (a,x) — a-x ile tanimli A x E — E fonksiyonu varsa E ye bir
sol A-modiil denir. Benzer sekilde bir sag A-modiil tanimlanir. Eger £ hem sag

A-modiil hem de sol A-modiil ve her a,b € A ve her x € E icin,
a-(x-b)=(a-x)-b

sart1 saglanmyor ise o zaman E ye bir A-bimodiil denir. Eger A cebiri de8ismeli, E

bir sol A-modiil ve her a € A, x € E i¢in a-x = x - a ise 0 zaman E bir A-modiildiir.

E bir sol A-modiil ve F, E nin bir alt vektor uzayi olsun. Eger
A-F={a-t|lacA teF}CF

ise F ye E nin bir (sol) A-altmodiilii denir.

Ornek 2.4.2. A bir cebir, E bir sol A-modiil ve F bir sag A-modiil olsun. A nin

E ® F tizerindeki bimodiil etkileri tek tiirlii olup a € A, x € E ve y € F olmak {izere
a-(x@y) =a-x®y, (x@y)-a=x8y-a
seklindedir.

Tamm 2.4.3. A bir Banach cebiri ve X bir Banach uzay:1 olsun. Eger X bir

A-bimodiil ve her a € A, x € X icin

la-x|| < Kllallllx[| ve |bx-all < K|lx[|]la] (2.3)
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olacak sekilde bir K > 0 sabiti var ise X e bir Banach A-bimodiil denir. (2.3)
deki esitsizliklerden yalmzca soldaki gecerli oldugu durumda X sol A-modiile bir
sol Banach A-modiil; yalmzca sagdaki gecerli oldugunda X sag A-modiile bir sag

Banach A-modiil ad1 verilir.

Tamim 2.4.4. A bir Banach cebiri, X,Y birer Banach A-bimodiil ve T : X — Y
sinirlt bir lineer doniigiim olsun. Eger her a € A, x € X i¢in T'(a-x) = aT (x) ve

T(x-a)=T(x)aise T ye bir A-bimodiil homomorfizmas: denir.

Tamim 2.4.5. A bir Banach cebiri ve X bir Banach A-bimodiil olsun. a € A, x € X

ve ¢ € X*igina- ¢ ve ¢ - a su sekilde tanimlanir:
<xa-Q>=<x-a,0>, <x,Q-a>=<da-x,Q>.

Budurumda a- ¢, ¢ -a € X* olur. X* bir Banach A-bimodiildiir ve X* ye X in dual
modiilii denir. Buna ek olarak, her n € N i¢in X in n. dual uzay1 X de bir Banach

A-bimodiildiir.

Tanmm 2.4.6. A bir Banach cebiri ve X bir sol Banach A-modiil olsun. Eger
A-X={a-x|a€A, xeX} kimesinin lineer gereni X icinde yogun ise X e
sol esas (essential) A-modiil denir. Sag esas A-modiiller ile (iki yanli) esas

A-bimodiiller de benzer sekilde tanimlanir.

Tanmm 2.4.7. [17, Tanim 1.11.8] A bir Banach cebiri, X bir Banach A-bimodiil

ve (eq)qer, A iginde simirh bir ag olsun. Eger her x € X i¢in, lim eq - x = x
o

( lign X-eq =x)ise (eq)acr agma X icin A min bir stmrli sol (sag) yaklasik birimi

denir.

Teorem 2.4.8. [17, Teorem 1.11.10] (Cohen Carpanlama Teoremi) A bir Banach
cebiri, X bir sol (sag) Banach A-modiil, z € X ve 8§ > 0 olsun. Eger A min X icin
bir stmirly sol (sag) yaklasik birimi var ise, o zaman z = ay (z =ya) ve ||z—y|| < &

olacak sekilde a € A, y € X vardur.
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2.5. C*-Cebirler
Tamm 2.5.1. [51] A bir C-cebir ve *:A — A  bir doniisiim olsun. Eger her
x —x*

a,beAve a,p € Cigin,

(i) (aa+ Bb)* =aa* + Bb*
(ii) (ab)* =b*a*

(iii) (a*)*=a" =a
sartlar1 saglaniyorsa * doniigtimiine bir involiisyon ve A ya da bir x-cebir denir.

Tamim 2.5.2. [51] A bir Banach cebiri ve *, A iizerinde bir involiisyon olmak iizere
eger her a € A igin

la*[ = [lall
ise A ya bir Banach *-cebir denir.

Tamim 2.5.3. [51] A bir Banach cebiri ve *, A iizerinde bir involiisyon olsun. Eger

her a € A igin ||a*a|| = ||a||* kosulu saglaniyorsa A ya bir C*-cebir denir.

Her C*-cebir bir Banach *-cebirdir. Ciinkii her a € A i¢in,
2 2
lall® =lla*al = lal|” = [la*a]| < [la"[[[|a]

dir. Boylece
lall < fla”]] 2.4)

elde edilir. (2.4) de a yerine a* yazilirsa
la” |l < lla™[| = [|a] (2.5)
olur. (2.4) ve (2.5) den, her a € A i¢in ||a|| = ||a*|| oldugu goriiliir.

Teorem 2.5.4. [57, Teorem 3.1.2] Her C*-cebirin sinirlt bir yaklasik birimi vardir.
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2.6. Banach Uclii Cebirler

Tamim 2.6.1. A bir C-vektor uzayi olsun. Eger []: A x A XA — A, (x,y,2) — [xyz]

ile taniml [ | dontigiimii lineer ise ve her x,y,z,u,v € A i¢in,

[boyzJuv] = [xlyzulv] = [xy[zuv]

sart1 saglaniyorsa bu dontisiime ii¢lii carpim (ternary product); (A, [ ]) ikilisine ise

iiclii cebir (ternary algebra) ad1 verilir.

Eger (A,[]) iiglii cebirin birim eleman: varsa, yani her x € A igin [xee| = [eex] = x
olacak sekilde bir e € A eleman var ise, o zaman (A, [ |) ticlii cebirine birimlidir

denir.

Uyari 2.6.2. (A,®) herhangi bir cebir olsun. A iizerinde bir []: A XA XA — A,
(x,y,2) = [xyz] := (x®y) ©®z fonksiyonu tammlanmirsa (A, ) bir iiclii cebir olur.
Tersine, (A,[]) birimli bir ii¢clii cebir ve e, A mn birimi olsun. ® :A XA — A,
(a,b) — a® b := [aeb] islemi tammlansin. Bu durumda (A,®) birimli bir cebir

olur.

Ornek 2.6.3. C kompleks sayilar cismi iizerinde 2 x 2 tipindeki matrislerden

A:{[Col Cg:|IC1,CzEC}

kiimesi matrislerdeki bilinen toplama ve ¢arpma iglemlerine gore bir tiglii cebirdir.

olugan

(Burada [ ] : A*> — A doniisiimii, (x,y,z) — [xyz] := xyz olarak alinr.)

Tamim 2.6.4. A bir iiglii cebir olsun. Her y,z € A i¢in [xyz] = [zxy] = [yzx] sartim
saglayan x € A elemanina merkezi eleman denir. A nin tiim merkezi elemanlarinin

kiimesine A nin merkezi denir ve Z(A) ile gosterilir.

Tamim 2.6.5. (A, []4) ve (B,]]p) birer iiclii cebir ve /2 : A — B bir C-lineer doniigiim
olsun. Eger her a,b,c € A igin h([abc)a) = [h(a)h(D)h(c)|p ise h doniisiimiine bir

liclii homomorfizma (ternary homomorphism) denir.
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Tanim 2.6.6. A bir ticlii cebir ve ||.||, A tizerinde bir norm olsun. Eger her x,y,z € A
i¢in,
Byl F < Ml 1y Izl

sart1 saglantyorsa o zaman A ya bir normlu iiclii cebir denir.

Eger bir A normlu iiglii cebirin ayn1 zamanda bir tam ||.|| normu varsa, A ya bir

Banach iiclii cebir denir.

2.7. C*-Uclii Cebirler

Tanmm 2.7.1. A bir {iglii cebir ve %x:A —A  bir doniisiim olsun. Eger her
x —x*
x,y,z€Ave A € Cigin,

i) () =x,
(i) (Ax)* = Ax*,
(i) (x+y)* =x* 4y,

£ 3

(iv) [oye]" = [e"y"x]
sartlar1 saglaniyorsa A ya bir *-iiclii cebir denir. Eger A birimli ve e, A nin birimi

ise 0 zaman e* = e dir.

Tamim 2.7.2. A bir *-iiclii cebir ve ||.||, A tizerinde bir norm olsun. Eger her x,y,z €

A icin,

[xyz]|| < ||x|| Iyl ||z]| sart1 saglaniyorsa o zaman A ya bir normlu *-ii¢lii

cebir denir.

Eger bir A normlu *-ii¢lii cebiri ayn1 zamanda bir tam ||.|| normuna sahip ise A ya

bir Banach x-ii¢lii cebir denir.
Eger A bir normlu x-iiglii cebir ve Z(A) = 0 ise 0 zaman her x € A i¢in ||x*|| = ||x]|

dir.

Tamim 2.7.3. A bir Banach x-iiglii cebir olsun. Eger her x € A ve y € Z(A) i¢in,
[ x*yx] || = [lx]|* lly|| ise A ya bir C*-iiglii cebir denir.
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Uyan 2.7.4. (A,] ]) birimli bir C*-ii¢lii cebir ve e, A mn birimi olsun. Eger
her x,y € A icin xoy := [xey] ve x* := [exe] aluursa, o zaman (A,o) birimli bir
C*-cebir olur. Tersine, (A,o) birimli bir C*-cebir olsun. Eger her x,y,z € A i¢in

[xyz] := xoy* oz alimirsa, o zaman (A, [ ]) bir C*-ii¢lii cebir olur.

2.8. Arsimet Olmayan Banach Uclii Cebirler

Argimet olmayan normlu uzaylar, K. Hensel [40] tarafindan 1897 yilinda

kurgulanmugtr.

Tamim 2.8.1. [38] K bir cisim ve |.| : K — [0,e0) bir fonksiyon olsun. Eger |.|

fonksiyonu, her r,s € K i¢in

() |[r|=0<r=0

(i) [rs| = |rlls]

(i) [r+s[ <[r[+]s|

sartlarin1 sagliyor ise |.| fonksiyonuna K iizerinde bir mutlak deger fonksiyonu

(absolute value) denir. Bu kosullara ek olarak
() |r+s| <max{|r|,[s|} <[r]+]s]

sarti da saglaniyorsa |.| fonksiyonuna K iizerinde bir Arsimet olmayan mutlak
deger fonksiyonu (non-Archimedean valuation) adi verilir. Bu durumda K cismi,
Arsimet olmayan cisim (non-Archimedean field) olarak adlandirilir. (iv) kosulunun

saglanmadig1 durumda |.| mutlak deger fonksiyonuna Argimettir denir.

Ornek 2.8.2. (i)

T, r>0
—r, r<o0

i@ b= (reQ)
fonksiyonu, Q iizerinde bir Arsimet mutlak deger fonksiyonudur. Ciinkii

1] =2> 1= 1] = max{|1],]1]}

olur.
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(i)
1 0
LA e

fonksiyonu K iizerinde bir Argimet olmayan (asikar) mutlak deger fonksiyonudur.

1K o), = {

(iii) p bir asal say1 olsun. Herhangi bir 0 # n € Z tamsayisi,
n=pm > reZ,0#meZ, ptm
formunda tek tiirlii yazilir. Bu durumda bir
rp: Z—{0} =R, rp(n) :=max{r| p'|n}
fonksiyonu tanimlamak miimkiindiir. Her O # x = g € Q rasyonel sayist igin,

rp(a) —ry(b)

\‘?
—~
=
~—
I
"G\
~
=
~
I

tanimlansin.

Boylece her 0 # x € QQ rasyonel sayisi,

x=p"W.(2) 5 pfa, ptb

formunda tek tiirlii yazilir. Ayrica r,(0) = oo olarak kabul edilir.

—rp(x)
p: Q= [0,00), yx,,:z{l’o ! x:’“géo (xeQ)

fonksiyonu tanimlansin. |.|, fonksiyonu p-sel mutlak deger (p-adic valuation)
olarak adlandirilir. Ornegin;

1

3
6]3 = [15]3 3 2 |4|2 [137]2

1
5!
olur. |.|, fonksiyonu, Q iizerinde bir Arsimet olmayan mutlak deger fonksiyonudur.

Bundan sonraki kisimlarda, aksi belirtilmedikge, |.| fonksiyonu, K iizerinde bir

Arsimet olmayan mutlak deger fonksiyonu olarak alinacaktir.

Ustelik, |.| fonksiyonu ile daima agsikar olmayan bir fonksiyon anlagilacaktir. Yani
lao| ¢ {0,1} olacak sekilde bir ap € K elemanimin her zaman var oldugu kabul

edilecektir.
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Tanmm 2.8.3. [38] K bir Arsimet olmayan cisim, X bir K-vektor uzayi ve
.|| : X = RTU{0} bir fonksiyon olsun. Eger ||.| fonksiyonu, bir Argimet

olmayan mutlak deger |.| fonksiyonu ile birlikte, her x,y € X ve r € K i¢in

@ |Ix[|=0<x=0
(i) [lrx[} = [r{]lx]

(iii) [lx+y|| < max {||x[|, [/}

ile verilen sartlar1 sagliyorsa o zaman ||.|| fonksiyonuna bir Arsimet olmayan norm

denir. (X, ||.||) ikilisine de Arsimet olmayan normlu uzay adi verilir.

Q uzaymin, d : Q x Q = R, d(x,y) = |x —y|, metrigine gore tamlanisina p-sel

saylar cismi denir ve Q, ile gosterilir.

Arsimet olmayan normlu uzaylara verilebilecek en 6nemli 6rneklerden biri Q,,
p-sel sayilar cismidir: p bir asal say1 olsun. |.|, p-sel mutlak deger fonksiyonu,
ayn1 zamanda Q iizerinde bir Arsimet olmayan norm tanimlar. Ancak Q, |.|,

normundan indirgenen metrik ile tam degildir.

Tamim 2.8.4. (A,|.||) Arsimet olmayan normlu uzayinda bir dizi {x,},y olsun.

Tanim 2.8.3 (iii) geregi, her n > m igin

Hxn _me < maX{ij-&-l _xjH m< j<n-— 1}
saglanir. Buna gore, {x, },cn dizisinin A da bir Cauchy dizisi olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul {x,41 —x,},cy dizisinin O € A noktasina yakinsamasidir.

Bir (A,]|.|[) Arsimet olmayan normlu uzaymdaki her Cauchy dizisi A nin bir

elemanina yakinsiyor ise A uzayina tamdir denir.

Tanim 2.8.5. A bir K-cebir ve bir Arsimet olmayan tam normlu uzay olsun. Eger
her a,b € A i¢in ||ab|| < ||a||||b|| sart1 saglaniyor ise A ya bir Arsimet olmayan

Banach cebir denir.
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Tanim 2.8.6. K bir Arsimet olmayan cisim, A bir K-vektor uzayi ve
[[:AXAXA—A, (x,y,2) — [xyz] bir fonksiyon olsun. Eger [] fonksiyonu,
K-lineer ise ve her x,y,z,w,v € A i¢in

[eylawv]] = [xlyzw]v] = [beyz]wv]
sart1 saglaniyor ise, o zaman A ya bir Arsimet olmayan iiclii cebir denir.

A bir Arsimet olmayan iiclii cebir ve ||.||, A tizerinde bir Arsimet olmayan norm
olsun. Eger her x,y,z € A i¢in
[ Beyz] | < [l vzl

ise A ya Argimet olmayan normlu iiclii cebir denir. Eger ||.|| normu tam ise A ya

Argimet olmayan Banach iiglii cebir ad1 verilir.

Eger A bir Argimet olmayan Banach x-iiglii cebir ve her x € A, y € Z(A) i¢in

[[x*yx] || = [lx]|* lly|| ise A ya bir Arsimet olmayan C*-iilii cebir denr.

2.9. Cebirler Uzerinde Tiirevler

Tanmim 2.9.1. A bir cebir olsun. Eger bir D : A — A lineer doniigiimii her a,b € A
i¢in,
D(ab) = D(a)b+aD(D)

sartin1 sagliyorsa D ye A {izerinde bir tiirev (derivation) denir.

D, bir A Banach cebiri iizerinde tiirev ve her a € A i¢in ||D(a)|| < oo ise D ye sinurl

tiirev (ya da siirekli tiirev) denir.

Uyar1 2.9.2. A bir cebir ve x € A sabit bir eleman olmak iizere Dy :=[.,x] : A — A
doniigiimii her a € A i¢in Dy(a) = [a,x] = ax — xa olarak tamimlansin. Her a,b € A
ve o € C igin,

Di(a+b) = [a+b,x]=(a+b)x—x(a+b)= (ax—xa)+ (bx—xb)

= [avx] + [b7x] = Dx(a) +Dx(b)
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ve

Di(aa) = [oa,x] = (aa)x—x(aa) = oax) — ot(xa)

= a(ax—xa) = aDy(a)
oldugundan D, doniisiimii lineerdir. Her a,b € A icin,
Dy(ab) = [ab,x] = (ab)x — x(ab)
dir. Ayni zamanda,

aDy(b)+Dy(a)b = ab,x]+ |a,x]b = a(bx —xb) + (ax — xa)b
= a(bx) —a(xb)+ (ax)b — (xa)b
= a(bx) — (xa)b—a(xb) + a(xb)

= (ab)x —x(ab) +0= Dx<ab)

esitligi saglamir. Boylece Dy, bir tiirevdir.

Uyari 2.9.2 de tanitilan D, tiirevine A nin x eleman tarafindan belirlenmis ic tiirevi
denir. Eger A degismeli ise her a € A i¢in D,(a) = ax —xa = ax —ax = 0 dur.
Boylece degismeli cebirlerde sifirdan farkl i¢ tiirevlerin bulunamayacagi sonucuna

varilir.

Eger Dy, bir A Banach cebiri iizerinde bir i¢ tiirev ise her a € A i¢in

[Dx(a)| = llax—xal
< ax|| + ||xall (licgen esitsizliginden)
< lal[]xll + [1x[l||e]] (Tanim 2.3.1 den)
= 2|x]llall
= Mix]| (M =2|a]))

olur. Dolayisiyla D, ic tiirevi daima sinirhidir.



34

Cebirde taniml1 diger tiirev cesitleri asagidaki gibi verilebilir:

Tamim 2.9.3. A bir cebir ve D : A — A bir lineer doniisiim olsun. Eger her a,b € A
icin,

() D(a*) = D(a)a+ aD(a) sart1 saglamyorsa D ye bir Jordan tiirev;

(ii) D[a,b] = [D(a),b]+ [a,D(b)] sart1 saglaniyorsa D ye bir Lie tiirev denir.

Her tiirev bir Jordan tiirevdir. Fakat tersi genelde dogru degildir. I.N. Herstein [41]
bir asal halkada ve daha sonra J.M. Cusack [24] herhangi bir R halkasinda bazi

kosullar altinda tersinin dogru oldugunu ispatlamiglardir.

Tanim 2.9.4. A bir cebir, D : A — A bir lineer doniisiim ve ¢ ile 7, A lizerinde birer

cebir endomorfizmasi olsun. Eger her a,b € A i¢in,

(i) D(ab) = D(a)t(b)+ o(a)D(b) sart1 saglaniyorsa D ye bir (0, T)-tiirev;
(ii) D(a®) = D(a)t(a)+o(a)D(a) sart saglanmyorsa D ye bir (o, T)-Jordan tiirev;
(iii) D([a,b]) = [D(a),b]sr — [D(D),d]s : sart1 saglaniyorsa D ye bir (o,7)-Lie

tiirev denir. Burada her a,b € A i¢in [a,b]s = at(b) — o (b)a dur.

Iy, A tizerindeki birim doniisim olsun. O halde her D : A — A tiirevi bir

(Ia,14)-tuirevdir.

Tamim 2.9.5. A bir cebir ve 0,7 lar A lizerinde birer cebir endomorfizmasi olsun.
m € A olmak iizere, her a € A i¢in Dy(a) = o(a)m —m7(a) ile tanimh bir

Dy, : A — A lineer doniisiimiine A nin bir (o, 7)-ig¢ tiirevi denir.

Genellegtirilmis tiirev tanimi, ilk olarak 1991 yilinda M. BreSar [18] tarafindan
verilmistir ve iki tiirevin bileskesi ile ilgili bazi1 6zellikler, genellestirilmis tiirevlere

taginmugtir.

Tamim 2.9.6. A bir cebir ve G : A — A bir lineer doniigiim olsun. Eger hera,b € A
icin G(ab) = G(a)b+ aa(b) olacak sekilde bir o : A — A tiirevi varsa G ye A

iizerinde bir genellestirilmis tiirev denir ve genellikle (G, o) ile gosterilir.
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Tanim 2.9.7. A bir cebir, G : A — A bir lineer doniisiim ve o ile 7, A {izerinde birer

cebir endomorfizmasi olsun. Eger her a,b € A igin,

(i) G(a*) = G(a)a+aa(a) olacak sekilde bir o : A — A Jordan tiirevi varsa G ye
bir genellestirilmis Jordan tiirev;

(i) G([a,b]) =[G(a),b]+ |a,a(b)] olacak sekilde bir a : A — A Lie tiirevi varsa
G ye bir genellestirilmis Lie tiirev;

(iii) G(ab) = G(a)t(b) + o(a)a(b) olacak sekilde bir a : A — A (0, T)-tiirevi
varsa G ye bir genellestirilmis (o, T)-tiirev;

(iv) G(a*) = G(a)t(a) + o(a)a(a) olacak sekilde bir & : A — A (o, 7)-Jordan
tiirevi varsa G ye bir genellestirilmis (o, 7)-Jordan tiirev;

(v) G([a,b] = [a(a),b]s — [G(D),d]s,: olacak sekilde bir o : A — A (0,7)-Lie

tiirevi varsa G ye bir genellestirilmis (0, T)-Lie tiirev denir.

x-cebirlerde ve iiclii cebirlerde tiirev tanimlari, sirasiyla, su sekilde verilmektedir:

Tanim 2.9.8. A bir *-cebir ve § : A — A bir lineer doniisiim olsun. Eger her a € A
icin,

(i) 6(ab) = d(a)b+ad(b) ve 6(a*) = (6(a))* sartlart saglaniyorsa & ya bir
*-tiirev,

(ii) 8(a®) = 8(a)a+ad(a) ve 8(a*) = (6(a))* sartlar1 saglaniyorsa & ya bir

Jordan x-tiirev denir.

Tanmmm 2.9.9. (A,[]) bir iiglii cebir ve § : A — A bir lineer doniisiim olsun. Eger

her a,b,c € A i¢in,
0([abc]) = [8(a)bc] + [ad(b)c] + [abd(c)]

ise O ya bir iiglii tiirev denir.
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2.10. Yerel Kompakt Uzaylarda Integrasyon

Yerel kompakt gruplar iizerinde amenable tanimi Haar ol¢iisii ile verilir. Bu
boliimde, yerel kompakt Hausdorff uzaylarda 6lcii ve integrasyon ile ilgili bazi

temel kavramlar hatirlatilacaktir.
Tamm 2.10.1. (X, 7) bir topolojik uzay olsun.

(i) x € X olsun. x € U C C olacak sekilde bir U € 7 kiimesi ve X in kompakt bir
C altkiimesi varsa X uzayina x noktasinda yerel kompakt denir. Her x € X i¢in X

uzay1 x noktasinda yerel kompakt ise (X, 7) uzayina yerel kompakt uzay denir.

(i1) x # y ozelligindeki her x,y € X icinx € U,y € V ve U NV = @ olacak gekilde

U,V € t kiimeleri varsa (X, T) uzayina bir Hausdorff uzay: denir.
Tamim 2.10.2. X # 0 bir kiime ve .27, X in altkiimelerinin bir ailesi olsun. Eger
() X e o,
(ii) Her E € 7 i¢in E© =X \E € &
(iii) Her {E;}, C o dizisiigin JE; € &
i=1
kogullar1 saglaniyorsa 7 ailesine X kiimesi iizerinde bir ¢-cebiri denir.

Tamm 2.10.3. X bir kiime ve <7, X iizerinde bir o-cebiri olmak iizere (X,.<7)
ikilisine bir ol¢iilebilir uzay denir.

Onerme 2.10.4. (X, ) bir dlgiilebilir uzay, ACX, A€ o/ ve f:A— [—oo,+0o0]
bir fonksiyon olsun. O halde asagidakiler birbirine denktir:

(i) VieRicin{x€A| f(x) <t} e,

(i) Vit e Ricin {x €A | f(x) <t} € &;

(iii) Vt e Rigin{x €A | f(x) >t} € o

(iv) VieRicin{xcA| f(x) >t} € o.

Tanmmm 2.10.5. Onerme 2.10.4 deki denk kosullardan biri saglamrsa f
fonksiyonuna &7 -dlciilebilir (ya da dlgiilebilir) denir.
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Tamim 2.10.6. (X,.o7) bir 6l¢iilebilir uzay ve u : &7 — [0, +oo] bir fonksiyon olsun.
Eger her ayrik {E;}? | C .o/ dizisi igin,

I <DE1> = iu (Ei)
i=1 i=

ise u fonksiyonuna sayulabilir toplamsal (countably additive) dir denir. pu (0) =0
sartin1 saglayan sayilabilir toplamsal bir u : &/ — [0, +eo] fonksiyonuna, (X,.<7)
tizerinde bir dlciim (measure) ad1 verilir. (X,.<7, 1) tglisiine de (pozitif) olgiim

uzay: denir.

Tanim 2.10.7. X # 0 bir kiime ve </, X iizerinde bir o-cebir olsun. x € X olmak

lzere,
1, xekE

8 o — [0,+00), BX(E):{ o, veF

ile tanimli doniisiim (X,.o7) tizerinde bir ol¢iimdiir ve x deki nokta kiitle (point

mass) olarak adlandirilir.
Tanmm 2.10.8. (X, <) bir dlgiilebilir uzay olsun. X iizerindeki tiim 6l¢iimlerin
uzay1 M(X) ile gosterilir. Bir u € M(X) dl¢iimiiniin normu
il = sup{ Z ()| | E1. ... € 7 aymk X = D1 )
i=
ile tanimlidir. M (X), bu norm ile birlikte bir Banach uzayidir.

Tanim 2.10.9. [22] X bir Hausdorff topolojik uzay olsun. X in agik altkiimelerinin
ailesi ile tiretilen o-cebirine X iizerinde Borel o-cebiri denir ve B(X) ile gosterilir.

B(X) deki herbir altkiimeye X in Borel altkiimeleri ad1 verilir.

Tamim 2.10.10. [22] X bir Hausdorff topolojik uzay olsun. (X,B(X)) olciilebilir

uzay! iizerindeki p : B(X) — [0, 40| 6l¢limiine X iizerinde bir Borel dl¢iim denir.
Tanm 2.10.11. (X, <7, ) bir 6lgiim uzay1 ve A C X olsun.

(i) XinB€ o7, u(B) =0 ve A C B 6zelliklerini saglayan bir B altkiimesi varsa A

kiimesi p-bogstur denir.
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(ii) u(V) < oo kogulunu saglayan her V € o7 kiimesi igin V N A kiimesi p-bos ise
A kiimesi lokal [1-bogstur denir.
Tamm 2.10.12. (X,<7,u) bir olgiim uzay, A C X ve f,g: X — [0,+c]
of -olciilebilir fonksiyonlar olsun. Eger t1(A) = 0 kosulunu saglayan A € o7 kiimesi
disinda f = gise f ile g fonksiyonlari1 hemen hemen her yerde esittir denir ve kisaca
f =g (h.h.h.y) ile gosterilir.
Tamim 2.10.13. (X,.o7, 1) bir 6lgiim uzay1 ve f : X — [—oo, +o0] o7 -0l¢iilebilir bir
fonksiyon olsun. Eger ||f||; := [ |f|du < oo ise f ye integrallenebilirdir denir.

X
Teorem 2.10.14. (X,o7, 1) bir olciim uzayt ve f: X — C o/ -6l¢iilebilir bir
fonksiyon olsun. O halde || f||1 = 0 olmast i¢in gerek ve yeter kosul f =0 (h.h.h.y)

olmasidir.

Tamim 2.10.15. (X, .o, 1) bir 6l¢iim uzayi, f : X — C o7 -6l¢iilebilir bir fonksiyon

= ([isran) " <

X

ve p € [1,e0) olsun.

ise f fonksiyonuna p.  kuvvetten integrallenebilir denir. p. kuvvetten
integrallenebilir fonksiyonlar siifi £7(X,7,u) ile gosterilir. L7 (X, 1)
bir C-vektor uzayidir. £P(X, o/, ) tizerinde tammlanan ||.||, fonksiyonu bir

yari-normdur.
NPX, o u) ={f e LP (X, 1) | |fll,=0} C L7 (X, 1)

altkiimesi goz oniine almsm. AP (X, o/, u), £LP(X,o/, 1) nin bir alt vektor
uzayidir. AP (X, .o/, 1) uzaymm, £P(X,.o7, 1) deki tim kosetlerinin kiimesi,

(X, 1) i= L (X, ) [ N P(X, o 1)

olsun. Bu durumda L? (X, o7 ,u) ={[f] = f+ NP (X, o/, n) | f € LP(X, o/, 1)}
olur. £P(X,qf 1) iizerinde,

“frege f-geNP(X, o 1)
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ile tamimlanan ~ bagntist bir denklik bagintisidir. Bu ~ denklik bagintisinin
denklik simflart AP(X, o7, u) nin £P(X,o/, ) deki kosetleridir.  Ayrica
I<p<eiken f—ge NP(X, o p)ise || f—gl,=0olup [[(f—g)’[[i =0 dr
Teorem 2.10.14 den, f = g (h.h.h.y) olur. Yani f ~ g olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul f = g (h.h.h.y) olmasidir. Buna gore [f] € LP (X, <7, 1) i¢in

[f1+[gl =1f +g] ve [af] = alf]

seklinde tanimlanan toplama ve skaler carpma ile L? (X, .27, ) bir vektor uzayidir.
Ustelik f,g € ZP(X, .o/ ) ve f ~gise ||f]l, = llgp dir. Boylece [[[f]ll, = I fll,

bi¢iminde tanimlanan ||.||, fonksiyonu, L”(X, .o/, i) lizerinde bir norm olur.

Her ne kadar L”(X, </, 1) uzaymin elemanlart [f] denklik siniflari ise de, onlar

denklik siniflarinin f temsilci elemanlari ile gostermek miimkiindiir.

Tanmm 2.10.16. (X, o/, u) bir dlgiim uzay1 ve f : X — C bir o/-6l¢iilebilir
fonksiyon olsun. Eger {x € X | [f(x)| > M} kiimesi lokal u-bos olacak sekilde
bir M > 0 sayist varsa f fonksiyonu esasli simirlidir, denir. Tim esashi sinirlt
o -6lgiilebilir kompleks degerli fonksiyonlarin kiimesi £ (X, 7, i) ile gosterilir.
Z=(X, o, 1) bir vektor uzayidir. f € £=(X, o/, 1) igin,

| f |l :=esssup|f(x)| =inf{M | {x € X | | f(x)| > M)} lokal u-bostur}

tanimlansin. £ (X, .o/, i) izerinde,

“f~ge f=g (hhhy)”

bigiminde tanimlanan denklik bagintis1 £ (X, <, i) kiimesini denklik simiflarina
ayirir. Bu denklik simiflarinin kiimesi L(X, <7, 1) ile gosterilir. ||.||. fonksiyonu,

L*(X, o/, u) tizerinde bir norm olur.

Teorem 2.10.17. (X, o/, i) bir élgiim uzayt ve p € [1,+o0] olsun. O halde
LP (X, 1),

I, normu ile birlikte bir Banach uzayidur.
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Tamim 2.10.18. [22] X bir Hausdorff topolojik uzay ve <7, X iizerinde B(X) C <&/

sartin1 saglayan bir 6-cebir olsun. u, (X, o) iizerinde bir 6l¢iim olmak tizere eger

(i) Her K C X kompakt altkiimesi i¢in p(K) < oo}
(ii) Her E € 7 i¢in u(E) =inf{u(U) |U actk ve E C U };
(iii) Her U C X acik altkiimesi igin pu(U) = sup{u(K) | K kompakt ve K C U }

sartlar1 saglamiyorsa U ye bir regiiler élgiim denir. (X,B(X)) iizerinde bir

U : B(X) — [0, 00| regiiler 6l¢iimii, regiiler Borel dl¢iim olarak adlandirilir.

Tamm 2.10.19. S bir yarigrup ve bir topolojik uzay olsun. S yarigrubu iizerinde

SxS—S, (s,¢) — st ile tamml iglem siirekli ise S ye bir ropolojik yarigrup denir.

Tanim 2.10.20. G bir grup ve 7 da G iizerinde bir topoloji olsun. G grubu iizerinde
tanimlim : G x G — G, m(a,b) = ab iglemiile n: G — G, n(a) =a~! fonksiyonu
siirekli ise (G,m, ) tgliisiine bir fopolojik grup denir. Burada G x G kartezyen

carpimu iizerindeki topoloji ¢carpim topolojisidir.

Tammm 2.10.21. G, 7 topolojisi ile birlikte, bir topolojik grup (veya topolojik
yarigrup) olsun. Eger 7, G iizerinde bir ayrik (diskret) topoloji ise, yani G
tizerindeki 7 topolojisi, G nin tiim altkiimelerinin ailesi P(G) olarak alinirsa, G

topolojik grubuna bir ayrik grup (veya ayrik yarigrup) denir.

Tanim 2.10.22. G bir topolojik grup olsun. Eger G, yerel kompakt bir Hausdorff

uzayi ise G ye bir yerel kompakt grup denir.

Tamm 2.10.23. [22] G bir yerel kompakt grup ve u, G iizerinde sifirdan farkli bir
regiiler Borel 6l¢iim olsun. Eger her x € G ve her B € B(G) i¢in u(xB) = u(B) sarti
saglaniyorsa U ye G iizerinde bir sol Haar él¢iim; 1 (Bx) = p(B) sart1 saglaniyorsa

U ye bir sag Haar él¢iim denir.

Teorem 2.10.24. [22, Teorem 9.2.2 ve 9.2.6] G bir yerel kompakt grup olsun. O
halde G iizerinde bir u sol Haar 6l¢iim vardir. Ustelik v, G iizerinde baska bir sol

Haar olgiim ise o zaman v = clL olacak sekilde bir ¢ € (0,+o0) sabiti vardur.
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Uyan 2.10.25. G bir yerel kompakt grup ve U, G iizerinde bir sol Haar olciim

olsun.

(i) p € [1,4e0| olmak iizere L (G, B(G), 1) uzay:, L (G) notasyonu ile gosterilir.

(ii) L*(G) uzay, noktasal ¢arpum ile bir degismeli Banach cebiridir.

Tanim 2.10.26. G bir yerel kompakt grup ve i, G iizerinde bir sol Haar 6l¢iim

olsun. f,g € L'(G) ve x € G olmak iizere
(/)1 / F g (%) du 1)

ile tamml f* g : G — C fonksiyonuna f ile g nin konvoliisyonu denir. L'(G)
iizerindeki ¢arpma islemi konvoliisyon olarak alimirsa L' (G) bir Banach cebiri olur.

Bu durumda L' (G) ye G nin grup cebiri ad1 verilir.

Teorem 2.10.27. G bir yerel kompakt grup ve U, G tizerinde bir sol Haar ol¢iim
olsun. O halde g € L*(G) ve f € L' (G) olmak iizere

T:17°(G) ~ (L'(G))", ¢ = Tylf) =< fug >= [ fedu
ile tamumli T fonksiyonu bir izometrik izomorfizmadur.

Teorem 2.10.28. [62] G bir ayrik grup (veya yarigrup) olsun. O halde
LY (G) = {(G) ve L*(G) = £=(G) olur:

Tanim 2.10.29. G bir yerel kompakt grup ve
M(G) :={u| u:B(G) — C regiiler Borel 6l¢iim }
olsun. i, v € M(G) olmak iizere u x v € M(G) konvoliisyon ¢arpimi

(e v)( /u v(s) (E€B(G))

ile tammlanir. Ustelik M(G) uzay1, (Co(G))* dual uzayi ile izometrik izomorf

oldugundan bu konvoliisyon ¢arpimi

(ol sv) / /fﬂwt avit)  (f€G(G)
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seklinde de verilir. M(G) iizerindeki ¢arpma islemi konvoliisyon olarak alinirsa
(M(G), ) bir Banach cebiri olur. Bu durumda M(G) ye G nin 6lgiim cebiri adt

verilir.

Tamim 2.10.30. [71] G bir yerel kompakt grup olsun.

(i) g € G olmak iizere g deki nokta kiitle §, € M(G) su sekilde tanimlidir:

6, :Co(G) = C, [ 6,(f):=f(g)

(ii) pu € M(G) olsun. Eger u ol¢iimii, {§, | g € G} kiimesinin kapali lineer gereni

icinde ise u Ol¢iimiine ayrik denir.
Teorem 2.10.31. [71] G bir yerel kompakt grup olsun.
My(G) :={u € M(G) | n ayrik dl¢giim}

uzayi, M(G) nin bir kapali altcebiridir.  Eger G ayrik grup ise, o zaman
My(G) = M(G) olur. Ustelik,

¢:0'(G)—=MG), o(f)=Y ()8

geG

fonksiyonu bir izometrik homomorfizma olup ¢ (¢'(G)) = My(G) dir. Yani /' (G)

uzayt, M(G) uzaymn tiim ayrik dl¢iimlerden olusan bir altcebiridir.

Uyan 2.10.32. S bir ayrik yarigrup olsun. O halde ('(S) yarigrup cebirinin
elemanlari, f =Y. f(s) & formunda temsil edilirler. Béylece f =Y. f(s) 0,

seS seS
g=Y g(t)& € 0'(S) icin f * g konvoliisyon ¢arpum,
tesS

frg=Y hu)d, 3 h(u)="Y f(s)g(t)

uesS st=u

olur.
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3. AMENABILITE

3.1. Amenable Yerel Kompakt Gruplar

Tamm 3.1.1. [62] G bir yerel kompakt grup olsun. Eger m € (L*(G))* fonksiyonu
icin
[m]| =<1g,m >=1

sartt saglaniyorsa m ye L”(G) iizerinde bir mean denir. L*(G) iizerindeki tim
meanlerin kiimesi M (L*(G)) ile gosterilir. Burada 16 : G — {0, 1} fonksiyonu, G

kiimesinin karakteristik fonksiyonudur.
m, L (G) iizerinde bir mean olsun. Her a € G, f € L*(G) igin,
m(af) =m(f) (veya m(fa) =m(f))

ise m ye sol (veya sag) degismez (invaryant) mean denir. Burada f € L*(G) ve

a € G olmak iizere ,f, f, € L”(G) fonksiyonlar1

of (X) 1= flax)  ve  fu(x):= f(xa) (x€G)
ile tanimlidir.

Onerme 3.1.2. [62] G bir yerel kompakt grup olsun. O halde < 1G,m >= 1 sartin

saglayan bir m : L (G) — C lineer fonksiyoneli i¢cin asagidakiler birbirine denktir:

(i) m, L*(G) iizerinde bir mean olur;

(ii) m pozitiftir, yani her pozitif f € L*(G) fonksiyonu icin m(f) > 0 dir.

Ornek 3.1.3. G sonlu bir yerel kompakt grup olsun. L*(G) iizerinde bir

m: L*(G) — C lineer fonksiyoneli

m(f):=|G|"' Y. f(g) (f€L(G))

geG
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ile tamimlansin. m € (L*(G))* fonksiyonu i¢in

m(lg) =G| Y 1g(g) =G| ' (1+1+...+1)=|G| "' |G|=1€C
Y ——

geG
|G| tane

dir ve her pozitif f € L=(G) fonksiyonu icin m(f) = |G|"" ¥ f(g) > 0 olur.
geG

Ciinkii her bir f € L*(G) fonksiyonu pozitif oldugundan her g € G igin f(g) >0

dir. Boylece m, L*(G) iizerinde bir mean olur. Ustelik her 4 € G, f € L*(G) igin,

m(f) = 1G7'Y (uf(g)=1GI"' Y f(hg)

geiG geG

= |G| ZGf(m> =m(f)

oldugundan m, L*(G) tizerinde bir sol degismez mean olur.

Teorem 3.1.4. [62] G bir yerel kompakt grup olsun. O halde M(L*(G)) kiimesi,
(L*(G))* icinde w*-kompakttur.

Tanmim 3.1.5. [62] G bir yerel kompakt grup olsun. Eger L*(G) iizerinde bir sol

degismez mean bulunabiliyor ise G grubuna amenable denir.
Ornek 3.1.6. [62] Her sonlu yerel kompakt grup amenabledir.
Ornek 3.1.7. [62] Her kompakt grup amenabledir.

Ornek 3.1.8. [62] Her degismeli yerel kompakt grup amenabledir.

Ornek 3.1.9. [62] iki iiretegli IF, serbest grubu amenable degildir.

G bir yerel kompakt grup olsun. G {iizerindeki topoloji ayrik topoloji olarak

alindiginda ayn1 grup G ile gosterilsin.

Teorem 3.1.10. [71, Sonug 1.1.10] Eger G; amenable ise o zaman G grubu da

amenable olur.

Teorem 3.1.11. [71, Teorem 1.1.11] G bir yerel kompakt grup olsun. Asagidakiler

birbirine denktir:
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(i) G amenabledir,
(ii) L*(G) iizerinde bir sag degismez mean vardir;

(iii) L™(G) iizerinde bir degismez mean vardur.

Amenable yerel kompakt gruplara ait bazi kalitsal 6zellikler su sekilde verilebilir:

Teorem 3.1.12. [71, Onerme 1.2.1] G ve H birer yerel kompakt grup ve 0 : G — H

siirekli bir homomorfizma olsun. Eger G amenable ve 0(G) = H ise o zaman H

amenable gruptur.

Teorem 3.1.13. [71, Sonug 1.2.2] G bir amenable yerel kompakt grup ve N, G nin

kapalr normal bir altgrubu olsun. O halde G /N boliim grubu amenable olur.

Teorem 3.1.14. [71, Sonug 1.2.10] G bir yerel kompakt grup ve H, G nin kapali
normal bir altgrubu olsun. Eger G/H boliim grubu ile H amenable ise o zaman G

grubu amenable olur.

Teorem 3.1.15. [71, Teorem 1.2.7] G bir amenable yerel kompakt grup ve H, G

nin kapali bir altgrubu olsun. Bu durumda H amenable grup olur.

Sonug 3.1.16. [71, Sonug 1.2.8] G bir yerel kompakt grup olsun. Eger G nin I

ve izomorf bir kapali altgrubu varsa o zaman G grubu amenable degildir.

Tanm 3.1.17. [71] n € N olsun. I, € M,(R) birim matris ve A’, A € M,(R)
matrisinin transpozu olmak iizere O(n) = {A € M, (R) | A’A = AA" = [,,} kiimesine
n-boyutlu ortogonal grup denir. SO(n) = {A € O(n) | detA = 1}, O(n) nin bir
altgrubudur ve bu altgruba n-boyutlu ézel ortogonal grup adi verilir. SO(n), R™

nin kapali ve sinirlt bir altkiimesi olup kompakttir.

Ornek 3.1.18. n > 3 i¢in SO(n) kompakt oldugundan amenable gruptur. Ustelik
SO(n) grubunun [, ye izomorf olan bir altgrubu vardir. Ayrik topolojide her altgrup
kapali oldugundan SO(n), amenable degildir [71, Teorem 0.1.4 ve Ornek 1.2.9].
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3.2. Amenable Yarigruplar

Tamm 3.2.1. [30] S bir ayrik yarigrup olsun. Eger her s € § icin,
ss* s =15 ve s'ss" ="

olacak sekilde teklikle belli bir s* € S elemani var ise S ye bir ters yarigrup (inverse

semigroup) adi verilir. Burada s +— s* doniigtimui S tizerinde bir involiisyondur.

Tamm 3.2.2. S bir ters yarigrup ve e € S olsun. Eger ¢> = e¢* = e oluyor ise e ye
S nin bir idempotent elemani denir. S nin tiim idempotent elemanlarinin kiimesi £
ile gosterilir. Her s € S icin s*s,ss™ € E oldugu agiktir. Bdylece E nin daima bos

kiimeden farkli oldugu goriiliir.

Bundan sonraki kisimlarda, aksi belirtilmedikge, S bir ters yarigrubu ve E de S nin

tiim idempotent elemanlarinin kiimesini gosterecektir.
E kiimesi lizerinde dogal bir siralama vardir ve su sekilde tanimlanir:

e<feoef=fe=e (e,f €EE).

e, f,g € E olsun. e? = e oldugundan e < ¢ olup < yansimaldir. Egere < fve f <e
iseef = fe=eve fe=ef = f dir ve < ters-simetriktir. Simdiisee < fve f < g
olsun. Bu durumda eg = (ef)g =e(fg) =ef =eve ge=g(fe) = (gf)e=fe=e
oldugundan e < g olup < bagintis1 gecislidir. Boylece <, E iizerinde bir kismi

siralama bagintisi olur. [42, Teorem V.1.2] geregi, E bir degismeli yarilatistir.

S iizerinde bir "s ~ t < se = te,de € E" bagintis1 tanimlansin. ~ bagimtisi, S
tizerinde bir kongruans bagintisidir. Boylece S kiimesinin bu bagintiya gore denklik
siniflarinin S/ ~ kiimesi, 5,7 € S/ ~ olmak iizere 5-7 = s7 islemi ile bir grup
olur. Bu gruba, S nin maksimal grup homomorf goriintiisii adi verilir ve G(S) ile

gosterilir [56]:
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~ bagmtisinin yansima ve simetri 6zelliklerini sagladig1 aciktir. s,z,u € S olsun.
Eger s ~t ve t ~ u ise se =te ve tf = uf olacak sekilde e, f € E vardir. Bu
durumda s(ef) = (se)f = (te) f = t(ef) =1(fe) = (tf)e = (uf)e = u(fe) = u(ef)
esitlikleri saglandigindan s(ef) = u(ef) olacak bi¢imde ef € E dir. Yani s ~ u
olup ~ bagintis1 gecisme 6zelligini saglar. O halde ~ bir denklik bagintisidir. Eger
s € Sveec E ise o zaman (s*es)? = s*ess*es = s*ss*ees = s*es ve (s*es)* = s*es
oldugundan s*es € E dir. Simdi ise s ~ ¢ ve u € S olsun. O halde se = re olacak

sekilde bir e € E idempotenti vardir ve buradan
su(ueu) =s((uu*)eu) = s(e(uu™)u) = se(uu™u) =te(uu*u) =1 ((uu*)eu) =tu(u*eu)

esitlikleri saglanir. Benzer sekilde (ueu™)us = (ueu*)ut oldugu goriiliir. Boylece

su ~ tu ve us ~ ut dir. Yani ~, § lizerinde bir kongruans bagintisidir.

5, s € S elemaninin ~ bagintisina gore denklik sinifin1 gostersin. - iglemi, S/ ~
tizerinde bir ikili iglemdir. § bir yarigrup oldugundan - ikili iglemi birlesme
ozelligini saglar. Her e, f € E icin e(fe) = f(fe) oldugundan e ~ f dir ve buradan
¢ = f olur. Yani S kiimesinin tiim idempotent elemanlar1 ayn1 denklik sinifina aittir.

Bu denklik smifini 1 ile gosterelim. Her 5 € S/ ~ igin

oldugundan herhangi bir 5 € S/ ~ elemaninin tersinin s* oldugu goriiliir. O halde

S/ ~ bir gruptur.

Ornek 3.2.3. C, p ve g ile iiretilen iki-devirli (bicyclic) ters yarigrup olsun, yani
C=A{p"q" |m;n=>0}, (p"q")" = p"q"

olsun. C iizerinde ¢arpma islemi asagidaki gibi tanimlansin:

N m7n+max{n,m’}qm’fn’+max{n,m’}

(") (P"q") =p
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C deki tim idempotent elemanlarin kiimesi Ec = {p"¢" | n = 0,1,...}, asagida
verilen siralama bagintisi ile bir tam sirali kiimedir:
p'q" <p"qg" = m<n.
Tamm 3.2.4. S bir ters yarigrup olsun. Eger £*(S) tizerinde bir sol (veya sag)

degismez mean bulunabiliyorsa S yarigrubuna amenable denir.

Teorem 3.2.5. [63, Onerme A.0.5] S bir ters yarigrup olsun. S nin amenable

olmast i¢in gerek ve yeter kosul G(S) := S/ ~ grubunun amenable olmasidur.
Ornek 3.2.6. Her sonlu ters yarigrup amenabledir.

Ornek 3.2.7. C, Ornek 3.2.3 deki iki-devirli ters yarigrup olsun. O halde G(C) = Z

dir. Teorem 3.2.5 den, C amenable olur [2].

3.3. Amenable Banach Cebirler

Bu bolimde, amenable Banach cebirleri tizerinde durulacak ve bu konuda

giiniimiize kadar yapilmis olan caligsmalarin kisa bir 6zeti verilecektir.

Bir G yerel kompakt grubu iizerindeki sol degismez meanler ile L'(G) Banach
cebiri iizerindeki tiirevler arasinda ilk kez 1972 yilinda B.E. Johnson [47] bir
baglanti kurmustur, ve Hochschild kohomoloji yardimiyla Banach cebirlerinde

amenabilite tanimini vermisgtir.

A bir Banach cebiri ve X bir Banach A-bimodiil olsun. Bir D : A — X lineer

doniisiimtii, her a,b € A igin
D(ab) =a-D(b)+D(a)-b

sartin1 sagliyorsa D bir tiirevdir. A dan X e tanimli tiim sinirh tiirevlerin kiimesi

7! (A,X) ile gosterilir.

Z'(A,X), A dan X e tanimli tiim smirh lineer operatérlerin kiimesi B (A,X) in

kapali bir alt vektor uzayidir.
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x € X olsun. Her a € A icin,
D,:A—X, D(a):=a-x—x-a

doniigiimii tanimlansin. D, fonksiyonunun lineer ve simirli oldugu agiktir. Ustelik

X bir A-bimodiil oldugundan, her a,b € A i¢in
Dy(ab) = (ab)-x—x-(ab)=a-(b-x)—a-(x-b)+(a-x)-b—(x-a)-b
= a-Dy(b)+Dy(a)-b
olup D, € Z' (A,X) dir. Bu sekilde tamimlanan D, doniisiimiine, x eleman:
tarafindan belirlenmis i¢ tiirev adi verilir. A dan X e tanimli tim i¢ tiirevlerin

kiimesi B! (A,X) ile gosterilir. B! (A,X) uzay1, Z!(A,X) uzaymin bir alt vektor

uzayidir.

Tanmm 3.3.1. [47] A bir Banach cebiri ve X bir Banach A-bimodiil olsun.
H'(A,X)=Z"(A,X)/B' (A,X)

ile taniml1 boliim uzayina, A nin katsayilart X de olan birinci dereceden Hochschild

kohomoloji grubu denir.

Teorem 3.3.2. (Johnson [47]) G bir yerel kompakt grup olsun. O halde G nin
amenable olmast icin gerek ve yeter kosul her Banach L'(G)-bimodiil E icin

H'(L'(G),E*) = {0} olmasidur.

Teorem 3.3.2 nin 15181nda amenabilite tanimi su sekilde verilir:

Tanim 3.3.3. [47] A bir Banach cebiri olsun. Eger her X Banach A-bimodiilii igin
H' (A, X*) = {0} oluyorsa, yani A dan X* dual modiiliine taniml1 her sinirl tiirev

bir i¢ tiirev ise, 0 zaman A ya amenable Banach cebiri denir.

Tanim 3.3.3 geregi, bir yerel kompakt G grubunun amenable olmasi icin gerek ve

yeter kosul L!(G) grup cebirinin amenable Banach cebiri olmasidur.
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Ornek 3.3.4. D = {z € C| |z| < 1} kapal1 birim yuvari ve A(DD) Disk cebiri verilsin.
xo € D olsun. C kompleks uzay1, her f € A(D),A € C igin

S CxAD) = C, (A, f) > A+ f 1= Af(x0)

dig islemi ile bir sag A(ID)-modiil;

GAD) % C—C, (fLA) i f-A = Af(x0)

dis islemi ile bir sol A(D)-modiildiir. Ustelik C, bir Banach A(D)-bimodiildiir. Bir

D:A(D)— C, f— f'(xo) doniigiimii tammlansin. Her f,g € A(D) igin,

D(fg) = (fg)(x0)=(f'g+f8)(x0) = [ (x0)8(x0) + f(x0)8' (x0)
= D(f)g(x0)+f(x0)D(g) = D(f)-g+f-D(g)
oldugundan D € Z!(A(D),C) dir. Ancak A € C elemant ile belirlenen her D; i¢
tiirevi sifirdur, ¢iinkii her f € A(D) igin
DA(f) = f-2— A f = A ()~ Af(x0) =0
olur. Yani B'(A(D),C) = {0} dir. Béylece A(D) Disk cebiri amenable degildir.
Bir Banach cebirinin amenable oldugunu gosterirken Tanim 3.3.3 i uygulamak

cogunlukla kolay degildir. Bu sebeple amenable Banach cebirleri i¢in pek cok

karakterizasyon yapilmustir.

A bir Banach cebiri olsun. AQA projektif tensdr ¢carpimu, her a, b, c € A igin
a-(b®c)=ab®c ve (b®c)-a=bR®ca

seklindeki dig islemler ile bir Banach A-bimodiildiir. Tanim 2.4.5 geregi (ARA)* ile
(A®A)** dual uzaylari da birer Banach A-bimodiil olur. Onerme 2.2.8 den, (AQA)*
dual modiilii ile B(A,A*) uzay1 izometrik izomorftur. Boylece (AQA)* lizerindeki

Banach A-bimodiil etkileri

(a-T)(b)=a-(T(b)), (T-a)(b)=T(ab) (a,beA, T € B(A,A"))
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seklinde alinabilir. ARA iizerinde kdsegen operator (diagonal operator) ile duali,
sirasiyla,

Ty ARA - A, a®brsab (a,beA)
Ty A" — (ARA)*, 7 (f)(a®b) = f(ab) (f €A*, a,bcA)

seklinde tamimlidir. A®A iizerinde yukarida verilen dis islemler ile birlikte 74, bir

A-bimodiil homomorfizmasidir.
Tamim 3.3.5. [46] A bir Banach cebiri olsun.

(i) Bir m € AQA elemani, her a € A i¢in a-m=m-a ve amy(m) = a sartlarini
sagliyorsa m ye, A i¢in bir kosegen (diagonal) denir.

(ii) Bir M € (AQA)** elemani, her a € A igina-M =M -a ve a-7;* (M) = a
sartlarini sagliyorsa M ye, A icin bir sanal kosegen (virtual diagonal) denir.

(iii) A®A i¢inde siirl bir (mgq), a1, her a € A igin a-mg —mg -a — 0 ve
ama(meg ) — a sartlarin sagliyorsa bu aga, A i¢in bir yaklasik kisegen (approximate

diagonal) denir.

B.E. Johnson [46], amenable Banach cebirlerine ait bir karakterizasyonu su sekilde

yapmistir:

Teorem 3.3.6. [46, Teorem 1.3] A bir Banach cebiri olsun. O halde asagidakiler

denktir:

(i) A amenable dir.
(ii) A icin bir yaklasik kosegen vardrr.

(iii) A icin bir sanal kosegen vardir.
Amenable Banach cebirlerinin parcalanabilir kisa tam diziler ile karakterizasyonu
1989 yilinda Curtis ve Loy [23] tarafindan su sekilde verilmisgtir:

Teorem 3.3.7. [23, Teorem 1.3] Bir A Banach cebirinin amenable olmasi igin

gerek ve yeter kosul
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(i) A min simirli bir yaklagik biriminin var olmasi, ve

(ii) ma, ARA iizerinde kosegen operator ve i: Kermy — ARA dogal icerme
fonksiyonu olmak iizere

* *
N

IT:0— A" 2 (ARA)* 5 (Kermy)* — 0
dizisinin Banach A-bimodiillerin parcalanabilir kisa tam dizisi olmasidir.

Teorem 3.3.8. [23, Teorem 2.3] A bir amenable Banach cebiri olsun. X* bir dual

Banach A-modiil olmak iizere
Y:0-xLy&zoo

dizisi sol ya da sag Banach A-modiillerin kisa tam dizisi olsun. Eger F o f = Iy«
olacak sekilde simirly bir F . Y — X* lineer doniisiimii varsa, o zaman Y. kisa tam

dizisi parcalanabilirdir.

Amenable Banach cebirlerine ait baslica kalitsal 6zellikler su sekilde verilir:

Teorem 3.3.9. [71, Onerme 2.3.1] A ve B birer Banach cebiri ve ¢ : A — B siirekli

bir cebir homomorfizmast olsun. Eger A amenable ve ¢ (A) = B ise o zaman B

amenable olur.

Sonuc 3.3.10. [71, Sonug 2.3.2] A bir amenable Banach cebiri ve I, A min kapali

bir ideali ise o zaman A /I Banach cebiri amenable olur.

Teorem 3.3.11. [71, Onerme 2.2.1] A bir amenable Banach cebiri olsun. O halde

A min simurlt bir yaklagik birimi vardir.

Teorem 3.3.12. [71, Onerme 2.3.3] A bir amenable Banach cebiri ve I, A min
kapali bir ideali olsun. O halde I idealinin amenable olmasi icin gerek ve yeter

kosul I da sunirlt bir yaklasik birimin var olmasidir.

Teorem 3.3.13. [71, Teorem 2.3.10] A bir Banach cebiri ve I, A nin kapali bir

ideali olsun. Eger I ve A/I amenable ise o zaman A amenable olur.
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Sonu¢ 3.3.14. [71, Sonug 2.3.11] A bir Banach cebiri olsun. O halde A nin
amenable olmasi icin gerek ve yeter kosul A min birimlilestirilmisi A* nin amenable

olmasidr.

W.G. Bade, P.C. Curtis, Jr. ve H.G. Dales [8], degismeli Banach cebirleri i¢in
zayif amenabilite kavramin1 1987 yilinda tanitmiglardir. B.E. Johnson ise zayif

amenabilite icin daha genel bir tanimlama yapmagtir:

Tamm 3.3.15. A bir Banach cebiri olsun. Eger H' (A,A*) = {0} ise A Banach

cebirine zayif amenable (weak amenable) denir.

Her amenable Banach cebiri, zayif amenabledir. Ancak zayif amenable Banach
cebirlerin sinifi, amenable Banach cebirlerine gére oldukca genistir. Ornegin, her
yerel kompakt G grubu icin L' (G) grup cebiri zayif amenabledir. Her C*-cebir
zayif amenabledir [48].

Teorem 3.3.16. [39] A bir Banach cebiri olsun.

(i) A degismeli, B bir degismeli Banach cebiri ve ¢ : A — B siirekli bir cebir
homomorfizmast olsun. Eger A zayif amenable ve @ = B ise o zaman B zayif
amenable olur.

(ii A zayif amenable ve I, A min bir kapali ideali olsun. I nmin zayif amenable olmasi
icin gerek ve yeter kosul I2 = I olmasidur:

(iii) A zayif amenable ve B bir zayif amenable Banach cebiri ise AQB de zayif

amenable olur.

Teorem 3.3.17. [25] A bir Banach cebiri ve I, A min bir kapali ideali olsun. Eger

I ve A/I zayif amenable ise A zayif amenable olur.

Bodaghi, Gordji ve Medghalchi [14], 2009 yilinda bir A Banach cebiri iizerinde
tanimhi @,y siirekli cebir homomorfizmalar1 i¢in zayif amenabilite kavramini

genellestirmiglerdir:
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A bir Banach cebiri ve ¢, y € Hom(A) olsun. A Banach cebiri,
a-x:=@(a)x, x-a:=xy(a) (a,x€A)

seklinde tanimli dis islemler ile bir A-modiildiir. Bu A-modiil, [14] de Ay ile

gosterilmistir.

X bir Banach A-bimodiil olmak iizere Zéw,(A,X), A dan X e tim simurh
(@, y)-tiirevlerin kiimesi ve B}P,V,(A,X ) de A dan X e tim (¢, y)-i¢ tiirevlerin

kiimesi olsun. Eger H(},’W(A, (A(p,p))") =10} ise A ya (@, y)-zayif amenable denir.

Yine ayni ¢alismada [14], A nin (@, y)-zayif amenabilitesi ile zayif amenabilitesi

arasindaki iligki incelenmisgtir.

1998 yilinda Dales, Ghahramani ve Grgnbak [27], n € N i¢cin Banach cebirlerde
n-zayif amenabilite kavramim vermislerdir. Ustelik m-zayif ve n-zayif amenable
Banach cebirleri arasindaki bagintiy1 incelemisler ve her n € N i¢in (n+ 2)-zayif

amenabilitenin n-zayif amenabiliteyi gerektirdigini ispatlamiglardir.

Tamim 3.3.18. [27] A bir Banach cebiri ve n € Z* olsun. A™, A nin n. dual uzaylt
olmak iizere eger H' (A,A(”)) = {0} ise A ya n-zayif amenable (n-weak amenable)
denir. Eger her n € Z" i¢in A n-zayif amenable ise A ya daimi zayif amenable

(permanently weakly amenable) ad1 verilir.

n = 1 icin yukarida verilen tanim, zayif amenabilite kavramu ile ¢akigir.

Her C*-cebir daimi zayif amenabledir [27, Teorem 2.1]. Ayrica her yerel kompakt

G grubu icin L' (G) cebiri daimi zayif amenabledir [27, Onerme 1.13].

2014 de A. Bodaghi ve B. Shojaee [16], ¢ ile y bir A Banach cebiri lizerinde siirekli
homomorfizmalar olmak iizere n-zayif amenabilite kavramini (@, y)-n-zayif
amenabilite olarak genisletmislerdir. Ustelik A Banach cebiri ile girdileri A
ya ait olan m x m tipinde matrislerin Banach cebiri M,,(A) nin (@, y)-n-zayif

amenabiliteleri arasindaki bazi bagintilar1 calismiglar ve G bir yerel kompakt grup
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olmak iizere her @,y € Hom(L'(G)) igin L'(G) nin (@, y)-n-zayif amenable

oldugunu ispatlamiglardir.

3.4. Modiil Amenable Banach Cebirler

Banach cebirlerde modiil amenabilite kavrami, ilk kez 2004 yilinda M. Amini
[1] tarafindan tanitilmistir.  Literatiirde bu teori, Banach cebirlerin Johnson

amenabilitesi icin onemli bir genelleme olarak kabul edilir.

Bu kisimda, modiil amenabilite teorisinde gecen temel kavramlardan ve bu konuda

yapilan baz1 ¢calismalardan bahsedilecektir.

Tanmm 3.4.1. [1] A ve 2 birer Banach cebiri olsun. Her ot € 2, a,b € A igin,
o-(ab)=(a-a)b , (ab)-a=a(b-a) (3.1)

ile verilen modiil etkileri ile birlikte A, bir Banach 2-bimodiil olsun. Ustelik her
acU,acAicin o -a=a-a sartt saglaniyorsa A ya degismeli U-bimodiil ad1

verilir.

X de asagida verilen modiil etkileri ile birlikte bir Banach A-bimodiil ve bir Banach

2A-bimodiil olsun: Her o € A, a € A, x € X igin,
o-(a-x)=(a-a)-x ,(o-x)-a=0o-(x-a) ,(a-o)-x=a-(c-x).

Benzer sekilde sag ya da iki yanli etkiler de mevcuttur. Bu durumda X e Banach
A-2-modiil a1 verilir. Ustelik, her & € 2, x € X icin o - x = x - o ise, 0 zaman X e
degismeli A-A-modiil denir. Eger X bir degismeli A-2-modiil ve hera € A, x € X

icin a-x = x-a ise, o zaman X e iki-degismeli A-2A-modiil ad1 verilir.

Eger X bir Banach A-2(-modiil (veya degismeli A-2(-modiil) ise, o zaman X in dual
uzay1 X* da aym 6zelligi tagir. Burada A ve 2 nun X* lizerine etkileri su sekildedir:

HeracA,a e, xe X, f € X* icin

<x,f-oa>=<oa-x,f> <xf-a>=<a-x,f>,
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<x,0-f>=<x-0,f> <xa-f>=<x-a,f>.

X©) = X olsun. Eger n € N i¢in X" uzay1, X" := (X (”_1))* ile tamimlanirsa, o

zaman X () uzay1 da bir Banach A-2(-modiil (veya degismeli A-2(-modiil) olur.

A bir Banach 2(-bimodiil olsun. Ancak dig islem olarak A cebirinin ikinci iglemi
alindiginda, genellikle, A bir Banach A-2(-modiil olmaz. Ciinkither & €2, a,b € A
icina- (a-b) = (a-a)-b seklindeki modiil etkisi saglanmaz. Eger A bir degismeli
2A-bimodiil olup dis islem olarak A cebirinin ikinci iglemi alinirsa, A ayni zamanda
bir degismeli A-2A-modiil olur. Ustelik A degismeli bir Banach cebiri ise, 0 zaman

A iki-degismeli A--modiildiir.

Bu boliim boyunca, aksi belirtilmedikge, A ve 2{ Banach cebirleri Tanim 3.4.1 de

oldugu gibi alinacaktir.

Tanim 3.4.2. [1] A ve B birer Banach 2(-bimodiil ve /& : A — B bir fonksiyon olsun.

Eger her a € A ve a,b € A icin
h(a+b) =h(a) £ h(b), h(o-a)=o-h(a), hla-a)="h(a) o

olup her a € A i¢in ||h(a)|| < M||a|| olacak sekilde bir M > 0 sabiti var (yani h
stirlt) ise, o zaman h ye bir 2-modiil doniisiimii (A-module map) denir. Ustelik,
her a,b € A igin

h(ab) = h(a)h(D)

sartt saglaniyor ise h fonksiyonuna bir 2A-modiil homomorfizmasi (A-module
homomorphism) ad1 verilir. A dan B ye tiim 2-modiil homomorfizmalarinin uzayi
Homgy (A, B) ile gosterilir. Homsg (A, B) uzay1, operatdr normdan indirgenen metrik
ile bir metrik uzaydir. Homg(A,A) kisaca Homg(A) seklinde yazilir. Eger 2( = C
ise 0 zaman Homc (A, B) = Hom(A,B) dir.

Uyan 3.4.3. Homgy(A,B) nin elemanlart birer lineer doniisiim olmak zorunda
degildir. Buna ragmen, bu uzaydaki doniisiimler, ¢ikarma islemini korudugundan

suirliik, norm siirekliligi gerektirir.
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Tanim 3.4.4. [1] X bir Banach A-2(-modiil ve D : A — X bir 2-modiil doniisiimii

olsun. Eger her a,b € A icin
D(ab) =D(a)-b+a-D(D)

ise o zaman D ye bir modiil tiirev denir. A dan X e taniml1 tiim modiil tiirevlerin

kiimesi Z*(A, X) ile gosterilir.

x € X olmak iizere bir D, : A — X 2A-modiil doniigiimii,
Dy(a):=a-x—x-a (a€cA)

seklinde tantmlansin. X degismeli A-2(-modiil oldugunda D, bir modiil tiirev olur.
Bu durumda D, doniisiimiine modiil i¢ tiirev ad1 verilir. A dan X e tamimh tim
modiil i¢ tiirevlerin kiimesi B¥(A,X) ile gosterilir. Z*(A,X)/B*(A,X) bolim
uzayina A nin katsaytlart X de olan birinci dereceden (2l ya gire) kohomoloji grubu

ad1 verilir ve H¥(A, X) ile gosterilir.

Tanim 3.4.5. [1] Eger her X degismeli A-A-modiilii icin H*(A,X*) = {0} ise A

Banach cebirine modiil amenable (module amenable) denir.

Onerme 3.4.6. [1, Onerme 2.1] A Banach cebirinde A icin bir siurl yaklasik

birim var ise, o zaman A nin amenabilitesi, modiil amenabilitesini gerektirir.

Bu onerme ile, %A, A icin bir sirl yaklagik birim icerdigi zaman her
2-modiil tiirevin ayn1 zamanda bir tiirev olacagi sonucuna varitlir. Ancak bu
onermenin hipotezi gii¢liidiir ve buradaki kosulu daha zayif bir kosula indirgemek
miimkiindiir. Bunun i¢in A bir sag esas 2-modiil iken her 2-modiil tiirevin bir tiirev
(yani bir lineer doniisiim) oldugunu ispatlayalim:

a € A ise o zaman lim E, = a olacak sekilde bir {E,} C A -2 dizisi vardir.
n

K,

Uygun {amm}Zif" CAve {(Xn’m}ﬁif" C A sonlu dizileri i¢in E, = Y, dpm- Opm
m=1
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oldugunu kabul edelim. A € C olsun. O halde
K, Ky
D(AEn) = D(k Z Anm* an,m) = Z D(an,m : (Aan,m))
m=1 m=1

K, K,
= Z D(anm) (Atym) = Z AD(ay - O ) = AD(E,)
m=1 m=1

dir ve D nin siirekliliginden, D(Aa) = AD(a) olur. Yani D, C-lineerdir.

Onerme 3.4.6 min karsitinin dogru olmadigma dair bir ornek, [1] de verilmistir.

Dolayisiyla modiil amenabilite, amenabiliteye gore daha genel bir kavramdir.

Onerme 3.4.7. [1, Onerme 2.2] A bir degismeli Banach U-modiil olsun. Eger A

modiil amenable ise A nin sinirli bir yaklagik birimi vardir.

A&g9A, A ile A nin projektif modiil tensor ¢arpumi olsun [69]. ARA bilinen projektif

tensor ¢arpimi ve Iy, AQA nm
o-a@b—axb-a (e abcA)

formundaki elemanlar1 ile {retilmis bir kapali ideali olmak {izere

AQ9A = (ARA) /14 dir. Ayrica (ARgA)* = Homgy (A,A*) olur [69].
W=y € %(A@A,A) g0z Oniine alinsi. J4, A nin
w(ly) ={(a-a)b—ab-a) | o €A,a,be A}

ile iiretilen kapali ideali olsun. Iy ve J4, sirasiyla, AQA ve A min Banach
A-altmodiilleri ve Banach 2A-altmodiilleridir. Ustelik, A&gA projektif modiil tensor
carpimi ve A/Jy bolim Banach cebiri hem Banach A-modiil hem de Banach
2A-modiillerdir. Ayrica A min A/J, iizerine etkisi kanonik oldugunda A/Jy4, (3.1)

deki modiil etkileri ile bir Banach A-2(-modiil olur.
Bir w: AQgA = (AQA) /14 — A/J, doniisiimii a,b € A igin W(a®b+14) = ab+Jy

ile tamimlansin. Bu durumda w € B(A®gA,A/J4) olur. Hem W, w* hem de w** €

B((A®gA)**,A** /J+L) birer A-modiil ve A-modiil homomorfizmasidir.
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Tamim 3.4.8. (i) (ii;), A®9A icinde bir sinirli ag olsun. Eger w(i;), A/J nin bir
sinirl yaklagik birimi ve her a € A igin lignHzZi -a—a- i =0 ise (iI;) agna bir
modiil yaklasik kosegen (module approximate diagonal) denir.

(i) M € (A®gA)™ olsun. Bger @ = a+ J* olmak iizere a-M = M - a ve
o—

W** (M) -a = @ ise M elemanina bir modiil sanal kosegen (module virtual diagonal)

denir.

Teorem 3.4.9. [1, Teorem 2.1] AQgA bir degismeli A-modiil olsun. O halde

asagidakiler birbirine denktir:

(i) A min bir modiil sanal kdsegeni vardr.
(ii) A min bir modiil yaklasik kosegeni vardir.

(iii) A modiil amenabledir ve A min bir suirli yaklagik birimi vardir.

Tamim 3.4.10. f, 2 tizerinde bir siirekli lineer fonksiyonel olsun. Eger her o € 2
ve a € A igin

a-a=f(a)a (a-o=f(a)a)

ise 2, A iizerine soldan (sagdan) asikar etki eder denir.

Lemma 3.4.11. [13, Lemma 3.13] %, A iizerine soldan veya sagdan asikar etki
ettiginde A/J nin bir sturl sag yaklagik birimi var ise, o zaman her bir a € 2 ve

acAigin f(a)a—a-oa € Jdir

Asagidaki teorem, Teorem 3.3.9 un modiil amenabilite icin yapilmis versiyonudur:

Teorem 3.4.12. [1, Onerme 2.5] A ve B birer Banach cebiri ve Banach -bimodiil

olsun. @ : A — B bir A-modiil homomorfizmasi olmak iizere eger @(A) = B ve A

modiil amenable ise B modiil amenable olur.

Sonug 3.4.13. A bir Banach A-bimodiil ve I, A nin bir kapali ideali olsun. O halde

A modiil amenable ise A /I modiil amenable olur.
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Onerme 3.4.14. [11] A bir Banach A-bimodiil ve I, A min bir kapalt ideali ve

A-altmodiilii olsun. Eger I ve A/l modiil amenable ise A modiil amenable olur.

Teorem 3.4.15. A ve B birer Banach A-bimodiil olsun. O halde A ® B nin modiil
amenable olmast icin gerek ve yeter kosul A ve B nin modiil amenable olmasidir.
Ispat: A ve B modiil amenable olsun. A ® B nin bir kapali ideali olan B ile
(A®B)/B = A bélim cebiri modiil amenable oldugundan Onerme 3.4.14 geregi
A © B modiil amenabledir.

Tersine, A @ B nin modiil amenable oldugunu kabul edelim. Sonug¢ 3.4.13 den,

(A®B)/A = B ve (A® B)/B = A modiil amenable olur. O
S bir ters yarigrup ve E, S nin tiim idempotent elemanlarinin kiimesi olsun. E

iizerindeki siralama bagintis, "e < f < ef = fe =e (e, f € E)" ile verilsin.

E, S nin bir (degismeli) altyarigrubudur. Boliim 3.2 de de belirtildigi gibi E bir
yarilatisti. Bu durumda ¢!(E) cebiri, ¢!(S) nin degismeli bir altcebiri olarak
diisiiniilebilir. Boylece ¢! (S) bir Banach cebiri ve ilgili modiil etkileri ile bir Banach

¢'(E)-modiildiir [1]. £'(E) nin ¢!(S) iizerine etkisi asagidaki gibidir:
Op- 05 =08, 050, = O = Oy % 0, (ecE,s€S). (3.2)
Burada & ve 0, sirasiyla, s ve e deki nokta kiitlelerdir.

Lemma 3.4.16. [1, Lemma 3.1] Yukaridaki notasyonlar ile

(i) £1(S x S) nin kapali I ideali,
O(serr) = O(str)  (8,6,XxES, e €E)
formundaki elemanlarin kiimesinin kapali lineer gerenine esit oldugunda
()& () (S) = L1 (Sx S) /1

olur.
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(ii) I = {f € (S x S) | f(set,x) = f(st,x) (s,t,x €S,e € E)} olmak iizere
()20 )l ()" =L (Sx /1

dir.
w H(S)RL(S) = £1(S x S) — £1(S) doniisiimii asagidaki gibi tanimlansin:

w(g@h)(s) = (gxh)(s) (s€S,ghel'(S)).

I, Lemma 3.4.16 da oldugu gibi alsim. Eger J, £'(S) nin w([) ile iiretilen kapali
ideali ise J, ¢! (S) icinde {8ys — 8y | € € E, 5,¢ € S} kiimesinin kapali lineer gerenine

esit olur [11].
S tizerinde bir denklik bagintis1 agagidaki gibi tanimlansin:
st 6—6,J (5,6 €58) (3.3)

S nin ~ bagmtisina gore denklik siniflarindan olusan kiime S/ ~ ile gosterilsin.
E kiimesi tam sirali oldugundan herhangi e, f € E idempotentleri i¢in e < f ya
da f < e dir. Boylece ef =e yadaef = f olur. ef = f olsun. Bu durumda
0, — 8¢ = Oe — Ocfe € J Olup e ~ f bulunur. Her s € S i¢in eger e = s™s ise 0 zaman

s = se = see saglanir. Buradan
5s_5se: see_5se eJ

olup s = se elde edilir. Benzer sekilde ¢ = ss* alindiginda s =/ es olur. Sonug olarak,
her e € E igin ss* ~ s*s ~ e dir [11]. O halde S/ ~ bir diskret gruptur ( [68], [65]).
Ustelik S/ ~, S nin Boliim 3.2 de tanimlanan maksimal grup homomorf goriintiisii

Gy ye izomorftur ( [64]).

F:S—S/=~, x> [x] doniisiimii, bir siirekli F : ¢!(S) — ¢!(S/ ~) Banach cebir

epimorfizmasina genigletilebilir. Bu durumda F lineer olup Ker F' = J dir. Boylece
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0Y(S)/J = £'(S/ =) olur [68, Teorem 3.3]. ¢'(S)/J, asagidaki dis islemler ile bir
degismeli ¢! (E)-bimodiildiir:

S (8y+J) =8+, (8+J1)-8,=08.+J (s€S,ecE).

(€"(S) /7)™ (n > 0) nin bir Banach ¢! (S)-¢' (E)-modiil oldugu aciktir. Ayrica [35,
Uyari 2.1] den, bir degismeli ¢! (E)-modiildiir.

Amini, [1] deki ¢alismasinda § bir ters yarigrup ve E, S deki tiim idempotent
elemanlarin kiimesi olmak iizere (3.2) de verilen modiil etkileri ile bir Banach
¢'(E)-bimodiil olan ¢'(S) yarigrup cebirinin modiil amenable olmasi igin gerek

ve yeter kosulun S nin amenable olmasi1 gerektigini ispatlamistur.

Daha sonra A. Bodaghi [10] tarafindan 2010 yilinda 2(-modiill homomorfizmalar1

kullanilarak modiil amenabilite kavrami genellestirilmistir.

Banach cebirlerin zayif modiil amenabilitesi (weak module amenability) [3] de M.
Amini ve D. Ebrahimi Bagha tarafindan tanitilmig, [2] de ise M. Amini ve A.

Bodaghi tarafindan ayrintili olarak ¢aligilmistir.

Tammm 3.4.17. [2] A bir Banach 2-bimodiil olsun. Eger bir A-altbimodiil ve
degismeli Banach A-altbimodiil olan her ¥ C A* altkiimesi icin, H*(A,Y) = {0}

ise A Banach cebirine zayif (-) modiil amenable denir.

A, Tanim 3.4.1 de verilen modiil etkileri ile birlikte bir Banach 2(-bimodiil ve J, A
nin

(a-o)pb—a(ee-b) (a,peA, aec)

formundaki elemanlar ile iretilen bir kapal1 ideali olsun. J, aynt zamanda A nin

bir A-altmodiiliidiir.

A/J ={a+J|ac A} bolim cebiri bir Banach cebiridir. A/J, ilgili modiil etkileri

ile birlikte bir Banach 2(-bimodiildiir. Ayrica, dig islem olarak A /J boliim cebirinin
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ikinci islemi alimirsa A /J bir Banach (A/J)-2-modiil olur. Bu durumda her n € N
icin (A/J)™ (A/J nin n. dual uzay1) de bir Banach (A/J)-A-modiildiir. Ustelik,
her n € N igin (A/J)") uzay1,

a-®:=(a+J)®, ®a=> (a+J) (acAdeA/)M)

seklindeki dig islemler ile bir Banach A-2(-modiildiir. Benzer sekilde 2(-modiil

etkileri de mevcuttur.

Genel olarak, A/J bir degismeli A-2-modiil degildir. Ancak A/J bir degismeli
A-2-modiil oldugunda her n € N icin (A/J)") de bir degismeli A-2(-modiil olur.

Y <A altuzay1 ve n € N sayist icin ¥ 1) uzayz, tiimevarim yardimyla su sekilde

tanimlansin:

i) YO =y <A,
Gi) YU =yt <A,
(iii) y@l) — (Y((n72)L))LL < (A(n72))** — Al

Buna gore Teorem 2.1.46 dan, (A/J)2") =2 A" /j2nL) ye (A /J)2r=1) == j((2n=1)1)
oldugu aciktir.
A/J bir degismeli A-2A-modiil oldugunda zayif modiil amenabiliteye denk bir tanim

su sekilde verilmisgtir:

Onerme 3.4.18. [2] Eder A /J bir degismeli A-A-modiil ise, o zaman asagidakiler

denktir:
(i) A dan J* e tamimli her modiil tiirev, bir modiil i¢ tiirevdir;

(ii) A zayif modiil amenabledr.

Bu bilgiler 151ginda 2011 yilinda A. Bodaghi, M. Amini ve R. Babaee [13]

tarafindan n-zayif modiil amenabilite kavrami tanitilmistir.
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Tamm 3.4.19. A bir Banach 2-bimodiil ve n € Z* olsun. Eger (A/J)") bir
degismeli A-21-modiil ve H*(A,(A/J)") = {0} ise A Banach cebirine n-zayif

modiil amenable denir.

Bu ¢alismada, her 7 tek tamsayst igin £! (S) yarigrup cebirinin n-zayif ¢! (E)-modiil
amenable oldugu ispatlanmistir [13]. H. Ghahramani [35] ise bu sonucun her n

dogal sayisi icin saglandigini gostermistir.

2004 yilindan bu yana modiil amenabilite konusunda bir¢ok karakterizasyon
yapilmistir ve halen daha bu konuda yeni sonuglar elde edilmeye ve yeni kavramlar

tanitilmaya devam edilmektedir.
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4. HYERS-ULAM-RASSIAS STABILITESI

Uzerinde en ¢ok caligilan fonksiyonel denklemler,

f+y) =F&)+f0) CRY)
fOr+y) = fx) () 4.2)
fOy) = f)+ /() 4.3)
flxy) =) f() (4.4)

seklindeki Cauchy fonksiyonel denklemleridir.  Genel olarak, (4.1) - (4.4)
fonksiyonel denklemlerinin ¢oziimleri, sirasiyla, toplamsal, iistel, logaritmik ve
carpimsal fonksiyon olarak adlandirilir. Birgok matematikg¢i, ¢esitli fonksiyonel

denklemlerin genel ¢oziimleriyle ve Ulam’1n stabilite problemiyle ilgilenmistir.

Fonksiyonel denklemlerin stabilite kavramu, ilk olarak grup homomorfizmalarinin
stabilitesi seklinde S. M. Ulam [76] tarafindan 1940 yilinda Wisconsin

Universitesi’nde yaptig1 bir konusma sirasinda bir problem ile 6ne siiriilmiistiir:

(G1,.) bir grup ve (Ga,*,d), d(.,.) metrigi ile bir metrik grup olsun. Bir € >0

sayist ile her x,y € Gy igin,

d(f(xy), f(x)xf(y) <&

sartint saglayan bir [ : Gy — Gy fonksiyonu verildiginde her x € G igin
d(f(x),H(x)) < ke olacak sekilde bir k > 0 sabiti ile G| den G, ye tanumli bir

H homomorfizmast bulunabilir mi?

Eger bu soruya olumlu bir cevap verilebilirse, o zaman H homomorfizmasi
icin f(x.y) = f(x) = f(y) ile verilen fonksiyonel denklem stabildir denir. Esas
olarak bu teoride fonksiyonel denklemlerin stabil olmasini saglayacak kogullar ile

ilgilenilmektedir.
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Bu boliimdeki amacimiz, fonksiyonel denklemlerin Hyers-Ulam-Rassias stabilitesi
hakkinda giiniimiize kadar elde edilmis 6nemli sonuclardan bazilarin1 vermektir.
Fonksiyonel denklemlerin stabilitesi incelenirken farkli bircok yaklagim
kullanmilmaktadir. En sik kullanilan yaklagimlar, direkt metod ve sabit nokta

metodu olarak bilinmektedir.

4.1. Direkt Metod Yaklasimi

[k olarak 1941 de D. H. Hyers [44], G| ve G, yi Banach uzaylar1 kabul ederek

Ulam’1n problemini (4.1) denklemi i¢in kismen ¢ézmiistiir.

Teorem 4.1.1. [44] E; ve E, birer Banach uzayt olsun. Eger uygun bir € > 0

sayist ve her x,y € Ey icin,

1/Gety) =flx) = f)ll < e (4.5)

sartimi saglayan bir f : Ey — E, fonksiyonu var ise o zaman her x € E|
icin A(x) = 321302*"]‘(2%) limiti mevcuttur ve A : E; — E, her x € E; icin
| f(x) —A(x)|| < € sartim saglayan teklikle belli toplamsal fonksiyondur. Ustelik
sabitlenmis her x € Ey icin R >t — f(tx) doniigiimii siirekli ise, o zaman A

fonksiyonu lineerdir.

Daha sonra Hyers [44] in vermis oldugu bu 6nemli sonugtan yola ¢ikilarak yeni bir

tanimlama yapilmistir:

€ > 0 bir sabit ve herbir x,y € E; olmak {iizere (4.5) esitsizligini saglayan
her f : E; — E, fonksiyonu icin f — A farki E; iizerinde siirli olacak
sekilde bir A:E; — E, toplamsal fonksiyonu bulunabiliyorsa, o zaman
f(x+y)=f(x)+ f(y) ile verilen toplamsal Cauchy fonksiyonel denklemi

Hyers-Ulam anlaminda stabildir denir.

D.H. Hyers [44], bu teoreminde A : E; — E; toplamsal fonksiyonunu, segilen f

fonksiyonundan limit yardimiyla inga etmistir. Bu yontem, direkt metod olarak
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adlandirilir ve cesitli fonksiyonel denklemlerin stabilitesini ¢caligmakta kullanilan

giiclii bir aractir.

Th.M. Rassias [66], 1978 de yaymnladigi makalesinde f(x+y)— f(x) — f(y)
seklindeki Cauchy farkinin normunun sinir i¢in verilen sarti olduk¢a zayiflatarak

Hyers’in sonucunu genellestirmistir:

Teorem 4.1.2. [66] E| ve E, birer Banach uzayt olsun. Eger uygun bir € > 0 ile

p € 10,1) sabiti ve her x,y € E| icin,

1FCe+y) = f ) = F ) < e(llxll” + [y 117) (4.6)

sartimi saglayan bir f : E\ — E> fonksiyonu var ise o zaman her x € E| icin,

2¢e
2= 27]

1F(x) =AM <

(53]

olacak sekilde teklikle belli A : Ey — E, toplamsal fonksiyonu vardir. Ustelik,
sabitlenmis her bir x € E; i¢cin R >t — f(tx) doniigiimii siirekli ise, o zaman A

lineerdir.

p = 0 iken Teorem 4.1.1 in gerceklendigi acikti. Bdoylece Teorem 4.1.2 ile
Ulam’1n sorusuna daha genel bir ¢oziim getirilmigtir. Bu sebeple genellestirilmis

Ulam-Hyers stabilitesi, Hyers-Ulam-Rassias stabilitesi olarak adlandirilir.

Hyers-Ulam-Rassias stabilitesinin genel tanimi asagidaki gibidir:

Tanim 4.1.3. [50] E| ve E; uygun se¢ilmig uzaylar olsun. Uygun p,q € N ve her

ie{l,...,p}icin,
gi El = Ei ve G:E} xE! - E,

fonksiyonlar1 verilsin. @,® : E] — [0,00) fonksiyonlarin bazi 6zel kosullari

sa8ladiklar1 kabul edilsin. Eger herbir xy,...,x, € E| olmak iizere

NIG(f(g1(x1,.-s%q)), -, f(8p(X15- -, Xg) )5 X1 Xg)[| L @(x1,...,x0)  (47)
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esitsizligini saglayan her f : E; — E> fonksiyonu icin,
GH(g1(x1,...,%q)),-- -, H(gp(x1,...,Xg)),X1,...,xg) =0, Vx1,...,x5 € E

ve

IIf(x) —Hx)| < ®(x,...,x), VxEE;

sartlarini saglayan bir H : E; — E; fonksiyonu bulunabiliyorsa o zaman

G(f(g1(x1,sxq)),- -, f(8p(X15. X)) s X150 xg) =0 (4.8)

fonksiyonel denklemi Hyers-Ulam-Rassias anlaminda stabildir denir.

Eger (4.7) esitsizliginin herbir f : Ey — E; ¢6ziimii, aslinda (4.8) denkleminin bir
¢oziimii oluyor ise, o zaman (4.8) fonksiyonel denklemi (E1,E,) iizerinde siiper

stabildir denir.

Fonksiyonel denklemlerin siiper stabilitesi, ilk kez J. Baker, J. Lawrence ve F.
Zorzitto [9] tarafindan (4.2) deki fonksiyonel denklem i¢in ele alinmigtir. Bu

calismada ispatlanan temel teorem ise asagidaki gibidir:

Teorem 4.1.4. [9]V bir Q-vektor uzayr olmak iizere uygun 8 > 0 ve her x,y €V
icin
fx+y) = f)f) <6

sartint saglayan bir f 1V — R fonksiyonu var ise ya f fonksiyonu sinirlidir ya da

f:V — R bir iistel fonksiyondur.

Teorem 4.1.2 ile Th.M. Rassias [66], bircok matematik¢iyi onemli pek cok
fonksiyonel denklemin bu yondeki stabilitesini aragtirmaya tesgvik etmisgtir.
Simdiye kadar bu konuda yapilan ¢aligmalarda, Hyers-Ulam-Rassias stabilitesi
yalnizca Cauchy fonksiyonel denklemleri icin degil ayni zamanda kuadratik
fonksiyonel denklem, Jensen fonksiyonel denklemi, d’Alembert fonksiyonel

denklemi, Lobaczevski fonksiyonel denklemi, kiibik fonksiyonel denklem vb. 6zel
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fonksiyonel denklemler icin de ele alinarak bu teori gelistirilmigtir ve halen daha

fonksiyonel denklemler ile ilgili yeni tanimlamalar yapilmaktadir.

Th.M. Rassias [66], Teorem 4.1.2 nin ispatindan sonra bu teoremin p < 0 i¢in de
gerceklendigini belirtmigtir ve p > 1 icin saglanip saglanmadigini acik problem

olarak birakmisgtir.

Rassias’in bu sorusu, Z. Gajda [34] tarafindan 1991 yilinda ele alinmustir.
Bu calismasinda Gajda [34], Teorem 4.1.2 nin hipotezlerinden E; uzayinin
tam olma kosulunun kaldirilabilecegini ve p sabitinin R\ {1} kiimesinden
aliabilecegini belirtmigtir.  p sabitinin 1 degerini aldig1 durum, Gajda’nin

teoreminin hipotezlerinde yer almamaktadir. Ciinkii p = 1 oldugunda € > 0 ve

p = ¢ iken,
U, x€[leo)ise
O:R->R, ¢(x)=< ux , xe(—1.1)ise
-, XE€(—oo.— 1] ise
fonksiyonu yardimiyla tammh bir f: R — R, f(x Z fonksiyonu her

x,y€Ricin [f(x+y)—f(x) —fy)| <e(|x|+ |y|) §art1n1 saglar ancak bu durumda
her x € R i¢in |f(x) —T(x)| < & |x| sartim saglayan bir 7 : R — R toplamsal

fonksiyonu ve bir § > 0 sabiti bulunamaz [34].

Benzer bir karsit 6rnek, 1992 yilinda Th.M. Rassias ve P. Semrl [67] tarafindan da
verilmistir.
1994 yilinda P. Gavruta [33], Teorem 4.1.2 yi su sekilde genellestirmisgtir:
Teorem 4.1.5. [33] G bir toplamsal degismeli grup ve E bir Banach uzay: olsun.
©:GxG—1[0,0), herx,y € G igin

Z 27" (2"x,2"y)
sartim saglayan bir fonksiyon olmak iizere eger bir f : G — E fonksiyonu, her

x,y € G igin,
[f(x+y) = f(x) = fFO) < 9(x,y)
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esitsizligini sagliyor ise, o zaman her x € G icin

1F () =AM < @(x,x)

olacak sekilde teklikle belli A : G — E toplamsal fonksiyonu vardir.

Operator cebirleri arasindaki tiirevlerin stabilitesi ile ilgili sonuglar ise ilk olarak P.

Semrl [72] tarafindan 1994 yilinda elde edilmistir.

Son zamanlarda tiirev cesitlerinin Hyers-Ulam-Rassias stabilitesi ile ilgili olarak
direkt metod yaklasimi ile ulagilan 6nemli sonuglardan bazilar1 asagidaki gibi

verilebilir:

2006 yilinda M.S. Moslehian [55], genellestirilmis tiirevlerin stabilitesini birimli
Banach cebirlerinde, K.-W. Jun ve H.-M. Kim [49], 2007 yilinda tiirevler ile Jordan

tiirevlerin stabilitesini Banach cebirlerinde aragtirmiglardir.

2007 yilinda yayinladiklari ¢calismalarinda C. Park ve A. Najati [60], ilk kez

fl=x)+f(z=y)+(1/2) f(x+y) =2f(z— (x+y) /4)

ile tanimlanan Apollon-tipi toplamsal fonksiyonel denklem yardimiyla

C*-cebirlerde tiirevlerin stabilitesini incelemiglerdir.

A birimli bir cebir ve d : A — A bir lineer doniisiim olsun. Eger her a,b € A i¢in,
0(ab) =ad(b)+6(a)b—ad(ea)d

sart1 saglaniyorsa 8 ya A iizerinde bir genisletilmis tiirev ad1 verilir.

2007 yilinda M. Amyari, F. Rahbarnia ve Gh. Sadeghi [5], genisletilmis tiirevlerin

stabilitesini

f)+7)
K

xX+y
K

) =

f( (K>1,KeZ)

ile tammlanan genellestirilmis Jensen fonksiyonel denklemi ile birlikte birimli

Banach cebirlerinde ele almiglardr:
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Teorem 4.1.6. [5] A birimli bir Banach cebirive ¢ : A X A X A X A — [0,00), her
a,b,c,d € Aicin
lim K" (K"a,K"b,K"c,K"d) = 0,

n—yoo
¢(a):=Y K ""p(K"a,0,0,0) < oo
n=1
sartlari saglayan bir fonksiyon olsun. Eger f : A — A ile tammli doniisiim f(0) =
Oveher A € T={A €C||A| =1} vehera,b,c,d € A igin,

MZM) +cd) — Afla) Af(b) —cf(d)— f(c)d+cf(1)d|| < @(a,b,c,d)

I1£(

esitsizligini sagliyor ise, o zaman her a € A igin,

17 (@) = 8(a)|| < 9(a)

olacak sekilde teklikle belli & : A — A genisletilmiy tiirev vardir.

2008 yilinda yayinladigi calismasinda M. Amyari [4], bir A normlu cebirinden
bir Banach A-bimodiiliine tamiml (o, 7)-Lie tiirevler ile genellestirilmis (o, 7)-Lie

tirevlerin Hyers-Ulam-Rassias stabilitesini incelemistir.

fx+y)+flx—y) =2f(x) +2f(y) 4.9)

ile taniml denkleme kuadratik fonksiyonel denklem denir. Bu denklemin her

¢Oziimii bir kuadratik fonksiyon olarak adlandirilir.

A bir Banach cebiri ve X bir Banach A-bimodiil olmak iizere f : A — X bir kuadratik
fonksiyon olsun. Eger her a,b € A icin f(ab) = f(a)b*+a?f(b) ise f doniisiimiine

bir kuadratik tiirev ad1 verilir.

Kuadratik tiirevlerin stabilitesi, (4.9) da verilen kuadratik fonksiyonel denklem
yardimiyla 2010 yilinda M.E. Gordji ve N. Ghobadipour [36] tarafindan Banach
cebirlerde; 2014 yilinda C. Park, S. Shagholi, A. Javadian, M. B. Savadkouhi ve

M. E. Gordji [61] tarafindan Arsimet olmayan Banach cebirlerde arastirilmigtir.
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2010 yilinda, M. Eshaghi, M.B. Savadkouhi, M. Bidkham, C. Park ve J.R. Lee
[32] tarafindan, normlu ii¢lii cebirlerde k. kismi iiclii tiirev (k-th partial ternary

derivation) ilk kez tanimlanmusgtir:

Tamm 4.1.7. [32]A4,...,A,, C cismi lizerinde normlu ii¢lii cebirler, B, C iizerinde
bir Banach iiglii cebir ve & : Aj X --- X A, — B bir fonksiyon olsun. Eger her
o,B,y € C, ar,by,ck € Ag ve her x; € A; (i # k) igin,

5k(x17 ES) aak+ﬁbk+yck7 s 7xn)

= aﬁk(xl,...,ak,...,xn)—|—[35k(x1,...,bk,...,xn)—|—y5k(x1,...,ck,...,xn)

ise ve

Sk(xl,. “ey [akbkck], e ,xn) == [gk(ak)gk(bk)ﬁk(xl, ceeyChyens ,xn)]
+[gk(ak)5k(x1,. .o ,bk, NN ,xn)gk(ck)] + [5k(x1, ceey Ay e ,xn)gk(bk)gk(ck)]

olacak sekilde bir g; : Ay — B fonksiyonu varsa, o zaman 0 fonksiyonuna k. kismi

iiclii tiirev denir.

Tanim 4.1.7 de B = Ay, A; ={0;} (i #k) ve g := I, olarak alimirsa her k. kismi

ticlii tiirev, bir ti¢lii tiirev olur.

Yine ayni ¢alismada, k. kismi iiclii tiirevlerin stabilitesi Banach ii¢lii cebirlerde

incelenmistir [32].

Uclii cebirlerde k. kismi iiclii kuadratik tiirev ise su sekilde tanimlanir:

Tanim 4.1.8. [45] Ay, ... ,A,, Ccismi iizerinde normlu ii¢lii cebirler, B, C iizerinde
bir Banach iiglii cebir ve O : A} X --- X A, — B bir fonksiyon olsun. Eger her

ag,bi,cr € Ay ve her x; € A; (i # k) igin

5k(x1,...,ak+bk,...,x,,)+5k(x1,...,ak—bk,...,xn)

= 25k(x1,...,ak,...,xn)+25k(x1,...,bk,...,xn)
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ise ve

5k(x1,. vy [akbkck], cen ,xn) = [gk(ak)gk(bk)(‘)'k(xl,.. 3 Clyeen ,xn)]

+(gr(a) S (x1, -+ by - Xn) 8k (ci) ]+ [Ok (X1, - -y ks - 3% ) 8k (Dic) 8 (ck )]

olacak sekilde bir g; : Ay — B fonksiyonu varsa o zaman & fonksiyonuna k. kismi

iiclii kuadratik tiirev denir.

2011 yilinda A. Javadian, M.E. Gordji ve M.B. Savadkouhi [45], k. kismi tiglii
kuadratik tiirevlerin stabilitesini, Banach ii¢lii cebirlerde direkt metod yaklagimu ile

ele almigtir.

4.2. Sabit Nokta Metodu

L. Cadariu ve V. Radu [19], 2003 yilinda Jensen tipi fonksiyonel denklemlerin
stabilitesini aragtirirken sabit nokta metodu olarak adlandirilan farkli bir yaklagim
kullanmiglardir. Bu metod, B. Margolis ve J.B. Diaz [53] tarafindan 1968 yilinda

asagidaki teorem ile verilmistir:

Teorem 4.2.1. [53] (E,d) bir genellestirilmis tam metrik uzay ve J : E — E bir

fonksiyon olsun. Eger J bir kesin kontraktif doniisiim ise, yani her x,y € E i¢in
d(Jx,Jy) < Ld(x,y)

olacak gekilde bir L < 1 Lipschitz sabiti var ise, o zaman verilen her bir x € E
elemani icin, ya

d(J'x,J" " x) =  (neZ"Ui{0})
olur ya da asagidaki ifadeler saglanacak sekilde negatif olmayan bir ng tamsayist
vardur:
(i) Vn > ng icin d(J"x,J" 1x) < oo diry

(ii) {J"x} dizisi, J nin bir y* sabit noktasina yakinsar;
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(iii) y* elemani, Y = {y € E | d(J™x,y) < oo} kiimesinde J nin teklikle belli sabit
noktasidir,

(iv) Yy €Y icind(y,y*) < 17d(y,Jy) dir.

Giinlimiize kadar bu yaklagimla tiirev cesitlerinin Hyers-Ulam-Rassias stabilitesi
ile ilgili bircok genellestirme yapilmistir. Bu caligmalarda elde edilen onemli

sonuglardan bazilar1 su sekildedir:

2009 yilinda A. Najati ve Th.M. Rassias [58], bir R halkasindan bir
Banach R-bimodiile tanimli genellestirilmis (o, 7)-tiirevler ile genellestirilmig

(0, 7)-Jordan tiirevlerin stabilitesini incelemislerdir.

2011 yilinda ML.E. Gordji, A. Najati ve A. Ebadian [37] aym1 metodu, Banach
cebirlerde tanimli Jordan tiirevler ile C*-cebirlerde tanimli Jordan *-tiirevlerin

stabilitesini,

i

r r

rf(

)=2f(x) (re€(l,e) sabit)

seklindeki genellestirilmis Jensen fonksiyonel denklemi yardimiyla incelemek
icin kullanmiglardir. Bu calismada, Banach cebirlerde tanimli Jordan tiirevlerin

stabilitesi ile ilgili olarak asagidaki sonug elde edilmisgtir:

Teorem 4.2.2. [37] A bir Banach cebiri olsun. Bir f: A — A fonksiyonu
verildiginde her @ € T :={z€ C| |z] =1} ve her x,y € A igin

Xty XYy
Auf(xy) = rif(— =) +rpf(—=) = 2f (ux)
tammlansin. Buna gore, p € (0,1) ve 0 € [0,00) olmak iizere her u € T ve her

x,y €Aicin f: A — A doniisiimii,

1AL f )| < O(xlIP + Iy 17) ite [If(*) =xf (x) = flx)x]| < 26]x]”

sartlarini saglasin. O halde her x € A igin,

2°0
2-2r

1F(x) = D)} <

%7
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olacak sekilde bir tek D : A — A Jordan tiirevi vardir.

2012 yilinda, Arsimet olmayan C*-cebirlerde tiirevlerin stabilitesi ise
m m m m
Y fimxi+ Y x)+ Y x)=2f(Y mx) (meN, m>2)
i=1 J=1,j# i=1 i=1
seklinde verilen m degiskene sahip bir toplamsal fonksiyonel denklem kullanilarak

Y. J. Cho, R. Saadati ve J. Vahidi [21] tarafindan arastirilmustir.
A bir iiclii cebir ve f, A lizerinde bir kuadratik fonksiyon olsun. Eger her a,b,c € A
icin,

f(labe]) = [f(@)b*c?] + [a*f(b)c*] + [a®b7 f (0)]

sart1 saglaniyorsa f ye bir kuadratik ticlii tiirev; eger her a,b,c € A icin
g(labe]) = [g(a)b**] + [ f(b)?] + [a®b° f(c)]

olacak bicimde bir f : A — A kuadratik iiclii tiirev var ise g : A — A fonksiyonuna

bir genellestirilmis kuadratik iiclii tiirev denir.

Son yillarda sabit nokta metodu ile elde edilen bir bagka sonug, 2012 yilinda C.
Park, M. E. Gordji ve Y. J. Cho [59] tarafindan olusturulmus olup; bu sonug,
Argimet olmayan Banach iiclii cebirlerde genellestirilmis kuadratik ti¢lii tiirevlerin

stabilitesi ile ilgilidir.
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5. BANACH CEBIRLERDE 71-ZAYIF MODUL
AMENABILITENIN BIR GENELLEMESI

Bu bolimde, Bodaghi, Amini ve Babaee [13] nin n-zayif modiil amenable
Banach cebirleri ile ilgili bir ¢aligmalar1 modiil homomorfizmalar1 kullanilarak
genisletilecektir ve bu konuda gerekli olan yeni tanimlara ve elde edilen yeni

sonuclara yer verilecektir [6].

Bu bolim boyunca, aksi belirtilmedikge, A ve 2 birer Banach cebiri; A, Tanim

3.4.1 de verilen modiil etkileri ile bir Banach 2A-bimodiilii ve J, A nin
(a-o)pb—a(ee-b) (a,bcA, ac)

formundaki elemanlari ile iiretilen bir kapali idealini gosterecektir.

5.1. (0)-n-Zayif Modiil Amenable Banach Cebirler

o,y € Homgy(A) olsun. [16] dan hareketle, A iizerinde
a-x:=0(a)x, x-a:=xy(a) (a,x€A)
seklindeki dis islemleri tanimlamak miimkiindiir. » € N olsun. ((A/J )(G’V,))(")
uzay1, her a € A,m®" € (A1) ve m®=1 € (/1)1 i¢in
2n)

= o (a)m® | m!

= y(amCr

seklindeki dig islemler ile bir A-modiildiir.

Tanim 5.1.1. [16]n€Nve D :A — (A/J)? bir A-modiil doniisiimii olsun. Eger
her a,b € A i¢in
D(ab) = D(a) - y(b) + 6(a) - D(b)
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ise 0 zaman D ye bir (o, y)-modiil tiirev denir. A/J bir degismeli A-modiil

oldugunda eger her a € A i¢in,
Dy(a) = o(a) x—x-y(a)

olacak sekilde bir x € (A/J)?" varsa D, : A — (A/J)?") 9-modiil doniisiimiine bir
(0, y)-modiil i¢ tiirev denir.

Tek kuvvetteki durum icin, D:A — (A/J)?*~1) A-modiil doniisiimii, D(ab) =
D(a)-o(b)+ y(a)-D(b) sarim saglarsa bir (o, y)-modiil tiirev olur. Ustelik, A/J
bir degismeli 2-modiil oldugunda bir x € (A/J)?*=1) i¢in D, : A — (A/J)?*—1)
A-modiil doniisiimii, Dy(a) = x- o(a) — y(a) -x (a € A) sartim saglarsa bir

(o, w)-modiil i¢ tiirev olur.

Bu bolim boyunca ¢ = y olarak kabul edilecek ve (o,0)-modiil tiirev ile
(0,0)-modiil ig tiirev, sirasiyla, (0)-modiil tiirev ve (o)-modiil i¢ tiirev olarak

gosterilecektir.

Tanim 5.1.2. A bir Banach cebiri, 6 € Homg(A) ve n € Z* olsun. Eger (4/J)™
bir degismeli A-2A-modiil ve her D: A — (A/J)™ (o)-modiil tiirev bir (c)-modiil

i¢ tiirev ise, 0 zaman A ya (0)-n-zayif modiil amenable denir.

Eger A Banach cebiri, (0)-1-zayif modiil amenable ise A ya (o)-zayif modiil

amenable ad1 verilir.

A bir degismeli 2A-bimodiil veya 2 = C olarak almirsa J = {0} olup A/J = A
bulunur. Béylece her n € N icin A® dual uzayi, dogal olarak bir degismeli
A-2(-modil olur.

Ayrica A = C oldugunda (o)-tiirevler ile (o)-modiil tiirevler birbirleriyle ¢akisir.
Dolayisiyla A Banach cebirinin (0)-n-zayif modiil amenabilitesi ile (o)-n-zayif

amenabilitesi ayn1 olur.
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Uyan 5.1.3. [25] X bir Banach A-bimodiil olsun. Bu durumda X*,X**, X***, ...
Banach uzaylari da birer Banach 2A-bimodiil olur. 1: X — X** dogal gomme

fonksiyonu olmak iizere
P:X" X" A=Al (AEX™)

fonksiyonu bir projeksiyondur. Im P = X* dir ve P bir A-modiil homomorfizmasidur.
Ustelik, Ker P = (1(X))* olup X*** = X* ® («(X))* dir. Bu sekilde tanimlanan P

fonksiyonuna dogal projeksiyon adi verilir.

Her n € 77" icin X" dual uzay: da bir Banach A-bimodiildiir. Yukarida verilene

benzer bir projeksiyon, X (+2) den X ye tammlanir.

Onerme 5.1.4. A bir Banach A-bimodiil, n € 7" ve 6 € Homy(A) olsun. Eger
A, (0)-(n+2)-zayyf modiil amenable ise o zaman A, (0 )-n-zayif modiil amenable
olur.

ispat: D:A — (A/J)" bir (6)-modiil tirev ve P : (A/J)"*2) — (A/J)" bir
dogal projeksiyon olsun. (A/J)"+?) = (A/))™ @ (1(A/J)"~ D) oldugundan

D:A— (A/J)"*2) de bir (6)-modiil tiirev olarak alinir. Bylece her a € A icin,
D(a)=0(a)- ®—P-0(a)
olacak sekilde bir ® € (A/J)"+?) vardir. A = P(®) olsun. O halde
D(a) =P(D(a)) =0c(a)-A—A1-0(a) (acA)

olup D bir (0)-modiil i¢ tirevdir. Boylece A Banach cebiri, (0 )-n-zayif modiil

amenable olur. O

Onerme 5.1.5. A bir Banach A-bimodiil, n € Z+ ve 6, A € Homg(A) olsun. Eger
A? birim doniisiim ve A, (6 )-n-zayif modiil amenable ise o zaman A, (6 o A)-n-zayif

modiil amenable olur.
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Ispat: Cift kuvvetteki durum igin ispat yapilacaktir. Tek kuvvetteki ispat benzer
sekilde yapilir. (A/J)®") bir degismeli A-A-modiil ve D : A — (A/J)") bir
(6 0A)-modiil tiirev olsun. Bu durumda D := Do A~! bir (o)-modiil tiirevdir,

clinkii her a,b € A ve ¢ € 2l i¢in

D(ab) = (DoA™')(ab)=D(A""(a)A"" (b))

D(a-a) =D(A" ' (a-a)) =D(a-A""(a)) = a-D(A" " (a)) = - D(a)
ile benzer sekilde D(a- o) = D(a) - o esitlikleri saglanir. A, (0)-n-zayif modiil

amenable oldugundan her a € A i¢in D(a) = 6(a) - ® — ®- 6(a) olacak sekilde bir
® € (A/J)?") vardir. Boylece

D(a) = DA '(A(a)) =D(A(a))
= o(A(a) @@ 06(A(a)

elde edilir Buradan D nin (o o A)-modiil i¢ tiirev oldugu goriilir ve A,

(0 0 A)-n-zayif modiil amenable olur. 0

Sonug 5.1.6. Eger A, n-zayif modiil amenable ve A* birim doniisiim ise o zaman

A, (A)-n-zayif modiil amenable olur.

Onerme 5.1.7. A bir Banach A-bimodiil, n € 7" ve & € Homg(A) olsun. Eger ¢
bir epimorfizma ve A, (0)-n-zayif modiil amenable ise o zaman A, n-zayif modiil

amenable olur.

Ispat: Cift kuvvetteki durum icin ispat yapilacaktir. Tek kuvvetteki ispat benzer
sekildedir. (A/J)" bir degismeli A-2A-modiil ve D : A — (A/J)?") bir modiil
tiirev olsun. O halde Do ¢ bir (¢)-modiil tiirevdir. A, (0)-n-zayif modiil amenable

oldugundan her a € A igin (Do 0)(a) = o(a) - ® — P - o(a) olacak sekilde bir
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®c (A/J)?" vardr.
b € A olsun. o fonksiyonu orten oldugundan b = o(a) olacak sekilde bir a € A

vardir. Boylece her b € A i¢in
D(b)=D(0(a)) = (Doo)(a)

= o(a)- P—P-0(a)

= b-d-D-b

olur. Bu durumda D bir modiil i¢ tiirev olup A, n-zayif modiil amenabledir. ]

A ve B birer Banach (-bimodiil, n € N ve 8 € Homgy (A, B) olsun. Bu durumda B

dual uzayi,
a b = 0 (a) W p g =pn). 0(a) (a cA,b" € B("))

seklindeki dis islemler ile bir A-modiildiir. n € Z* olsun. O halde
g@n=1) . pn—1) 5 AQn=1) ye 921 . A7) 5 B yijksek mertebeden dual

operatorler, birer A-modiil homomorfizmasi olur.

o € A ve c,d € Bolmak iizere (c- o)d — c(a - d) formundaki elemanlar ile iiretilen
B nin kapali ideali J' ile gosterilsin. Boylece B/J’ Banach béliim cebiri bir Banach

B-2(-modiildiir. 6 € Homg (A, B) olsun. O halde her a,b € A ve a € 2 igin
0((a-a)b—alo-b))=(6(a)-a)0(b) —0O(a)(a-0(b)) €J

olur. J, A nin bir kapali ideali ve 0 fonksiyonu siirekli oldugundan 6(J) C J’ oldugu

goriiliir. Boylece

0:A/J—B/J, 0(a+J)=6(a)+J

2n—1)

ile tanimli doniigiim iyi tammmlidir. Ayrica 62" jle 6 doniigtimleri de birer

A-modiil homomorfizmasi olarak diisliniilebilir.
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Onerme 5.1.8. A ve B birer Banach 2-bimodiil, n € Z ve © € Homg(B) olsun.
0, € Homy(A,B) ve 6, € Homgy(B,A) 2A-modiil homomorfizmalart 6; 0 6, = Ip
sartint saglasin. O halde 6 = 6,070 0; € Homy(A) olur.  Ustelik, yukarida
tammlanan J' ideali icin B/J' bir degismeli B-2-modiil ise, o zaman asagidaki

ifadeler dogrudur:

(i) Eger A, (0)-2n-zayif modiil amenable ise o zaman B, (T)-2n-zayif modiil

amenabledir;

(ii) Eger A, (0)-(2n — 1)-zayif modiil amenable ise o zaman B, (T)-(2n— 1)-zayif

modiil amenabledir.

Ispat: o € Homgy(A) oldugu agiktur.
(i) A, (0)-2n-zayif modiil amenable ve D : B — (B/J')?") bir (t)-modiil tiirev
olsun. 6, ve 6, den, sirastyla, 6 : A/J — B/J' ve 6, : B/J' — A/J seklindeki

doniigtimlerin elde edilebildigi acik¢a goriiliir. Buradan
D:=0"oDo6 :A— (A)J)*
bir (0)-modiil tiirevdir, ¢iinkii her a,b € A igin

D(ab) = (8" oDo8y)(ab) =8> (D(6)(a)6(b)))

= 87(D(61(a) - T(61()) + (61 (a) - D(61(5)))

= (85 oDo6))(a)- 62(c(61 (b))
+65(2(61(a))) - (8, 0 Do 6y (b)

— D(a)-o(b)+0(a) D(b),

D(a-a) = (87 oDo6))(a-a) =6 (D(a-6i(a))
= 8" (- D(61(a))) = ot 6" (D(61(a)))

= oa-D(a)
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ile benzer sekilde D(a - &) = D(a) - o esitlikleri saglanir. A, (0)-2n-zayif modiil

amenable oldugundan her a € A i¢in
D(a)=0(a)-x—x-0(a)
olacak sekilde bir x € (4/J)?" vardir. Ayrica b € B olmak iizere

6" (0(62(b)) ) = 2(6) - 6, (x) ve 6" (x-0(62(0))) = 6" () - 7(0)
esitliklerinin saglandig1 aciktir. Ustelik, §1(2") ) 52(2") = I(g/yryen dir. Boylece her

b € B icin,

D(b) = (608 0DoB106:)(b)
= 6((87" oD 6y)(6:(h)))
= 8"(D(6:(b)))

olur. Buradan B nin (7)-2n-zayif modiil amenable oldugu goriiliir.

(ii) A, (0)-(2n — 1)-zayrf modiil amenable ve D : B — (B/J')"~1 bir (7)-modiil
tiirev olsun. 0; ve 6, den, sirasiyla, 0, :A /J— B/J' ve 0 :B/J" — A/J seklindeki
doniisiimlerin elde edilebildigi agikca goriiliir. Buradan

5 — Al(Zn—l)

oDo 8 :A— (A)J)>1
bir (o)-modill tiirevdir, ¢iinkii her a,b € A igin

D(ab) = (8" VoDo8y)(ab)=06"""(D(6;(a)6;(h)))
= 6" (D(61(a)) - 7(61(b)) + T(61(a)) - D(6: (1))
= (87" oDo8))()- 0:(2(6:()))
+65(2(61(a))) - (6" o Do 6)) (D)

= D(a)-o(b)+0c(a)-D(b),
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D(a-a) = (8" oDob))(a-a)=8""(D(a"61(a)))
= 6" (- D(6i(a) = - 8" (D(6)(a)))

= a-D(a)

ile benzer sekilde D(a- o) = D(a) - o olur. A, (0)-(2n — 1)-zayif modiil amenable

oldugundan her a € A i¢in
D(a)=x-0(a)—0o(a)-x
olacak sekilde bir x € (4/J)?*~1) vardir. Ayrica b € B olmak iizere
6" (0(62(b))-x) = 7(6)- 85"V (x) ve 8"V (x-5(6(b))) = B (x) -7 (b)
7(2n—1) 9(272 1)

esitlikleri saglanir ve 6, 06, = I3/ )21 dir. Buradan her b € B i¢in,

D) = (B Vo8 VoDo 06,)(b)

= 07 V(8" VoDoy)(62(b)))
= &7V (D(6:(b)))

= 0" V(x-0(62(b)) — 6(62(b)) )
= 67"V (x) - 7(b) — o(b) - 7"V ()

oldugu goriiliir. Béylece B, (7)-(2n — 1)-zayif modiil amenable olur.

|

Teorem 5.1.9. A ve B birer Banach A-bimodiil ve n € Z* olsun. Uygun
01 € Homy(A,B) ve 6, € Homy (B, A) 2-modiil homomorfizmalart igin 6; 06, = I
sart saglansin. Yukarida tammlanan J' ideali icin B/J' bir degismeli B-20-modiil

ise, o zaman her bir ¢ € Homg(B) icin asagidaki ifadeler saglanir:

(i) Eger A, 2n-zayif modiil amenable ise, o zaman B, (0)-2n-zayif modiil

amenabledir;
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(ii) EgerA, (2n— 1)-zayif modiil amenable ise, o zaman B, (G)-(2n— 1)-zayif modiil

amenabledir.

ispat: (i) A, 2n-zayif modiil amenable, ¢ € Homg(B) ve D : B — (B/J')*") bir

o)-modiil tiirev olsun. Bu durumda D := 5(2") oDoB :A— (A/J (27) bir modiil
2

tiirevdir, ¢iinkii Onerme 5.1.8 de 6, 0 6 0 0 = I olarak alimirsa her o € A ve a,b €

A i¢in

D(ab) =

D(o-a)

(81> o Do 6;)(ab)

= (8 oD)(a-61(a)) = 8" (D(ax- 61(a)))

= 8" (a-D(6i(a))) = & D(a)

ve benzer sekilde D(a - &) = D(a) - « esitliklerinin saglandig goriiliir. A, 2n-zayif

modiil amenable oldugundan her a € A icin

D(a)=a-x—x-a

olacak sekilde bir x € (4/J)?" vardir. Ayrica b € B olmak iizere

6" (14(62(b)) -x)

=0 (b)-8" (x) ve 8" (x-L(62(0))) = 8" (x) - 5 (b)



85

esitlikleri saglanir. Boylece her b € B igin

D(b) = (/9\1(2’1) o 52(2;1) oDo6;06,)(b)
~(2n) (2n)

= 88 oDo ) (6(5)

elde edilir. Buradan B nin (0)-2n-zayif modiil amenable oldugu goriiliir.

(ii) Ispat, (i) sikkina benzer olarak yapilr. a

o nin birim doniisiim oldugu durumda Teorem 5.1.9 dan, her n € Z" i¢in n-zayif
modiil amenable bir Banach cebirinin homomorf goriintiisiiniin de n-zayif modiil

amenable olaca81 sonucuna ulagilir.

Teorem 5.1.10. A bir Banach A-bimodiil, B, A min kapali bir A-altmodiilii ve I,
A min kapali bir ideali olmak iizere A= B® 1 olsun. n € ", 6 € Homgy(B) ve B
nin yukarida tammlanan J' kapali ideali icin B/J' bir degismeli B-A-modiil olsun.

Eger A, n-zayif modiil amenable ise, o zaman B, (G)-n-zayif modiil amenable olur.

Ispat: P: A — B bir dogal projeksiyon ve 1 : B — A bir dogal gémme fonksiyonu
olsun. P ile , birer A-modiil homomorfizmasidir. Ustelik Po1 = Ip esitligi saglanir.

Boylece ispatin geri kalan kismu Teorem 5.1.9 yardimiyla tamamlanr. O

Sonug¢ 5.1.11. I, A mn bir kapali ideali ve U-altmodiilii olmak tizere Banach
cebirler, Banach A-bimodiiller ile ¢, ¢y A-modiil homomorfizmalarimin bir

parcalanabilir kisa tam dizisi
0T A24/150

olsun. Eger A, n-zayif modiil amenable ise o zaman her 6 € Homy(A/I) ven € 2+

icin A/I, (0)-n-zayif modiil amenable olur.
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Ispat: Verilen dizi tam ve parcalanabilir oldugundan ¢, o @3 = I, /1 olacak sekilde
bir ¢3 : A/l -+ A A-modiil homomorfizmas: vardir. Boylece Teorem 5.1.9 dan

istenilen sonuca ulagilir. O

Asagidaki lemmanin ispatt [13, Lemma 3.4] de yapilmustir:

Lemma 5.1.12. Her n > 1 tek tamsayst icin, Y < A" bir degismeli A-A-modiil

ise o zaman Y < JL) dir.

Simdi ise [13] de verilen bir sonu¢, ¢ 2A-modiil homomorfizmasi yardimiyla

genellestirilecektir:

Onerme 5.1.13. A bir Banach U-bimodiil, n € 7" ve ¢ € Homg(A) olsun.
(A" bir degismeli A-A-modiil olmak iizere A ile 2 nun her ikisi de surh
yaklasik birimlere sahip olsun. Eger ¢ bir epimorfizma ve her n tek tamsayisi

icin A, (0)-n-zayif amenable ise o zaman A, (0 )-n-zayif modiil amenable olur.

ispat: D:A — (A4/J)™ bir (¢)-modiil tirev ve (o), 2 icin bir stmrh yaklagik
birim olsun. Teorem 2.4.8 den, her a € A i¢in a = 8 - b olacak sekilde 3 € 2 ve

b € A vardir. Boylece her a € A ve u € C igin

o(ua) = o(u(B-b)) =limo(u(ep)-b) =limo(uai-a)

— limpa;-o(a) = po(a)

elde edilir Bu durumda ¢ dontisiimii, C-lineer olur. Teorem 2.4.8 tekrar
uygulanirsa D nin de benzer sekilde C-lineer, yani her a € A ve A € C i¢in

D(Aa) = AD(a) oldugu goriiliir.

n tek oldugundan (A/J)" = J"b) < A altmodiilii olarak diisiiniilebilir ve
buradan D : A — A" bir (o)-tiirev olur. Hipotez geregi, A, (G)-n-zayif amenable
oldugundan her a € A icin D(a) = y- 6(a) — 6(a) - y olacak sekilde y € A" vardur.

Bu durumda y € J*5) oldugunu gostermek yeterlidir. D bir (o)-modiil tiirev
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oldugundan her o € 2, a € A i¢in

(-y—y-a)-0(a) = a-(y-o(a))—y-(a-0(a))

olur. A nmin bir sinirli yaklagik birimi var oldugundan Teorem 2.4.8 geregi
b €A ve x € A" olmak iizere @-y—y-a = x-b dir. Buradan her a € A i¢in
x-(bo(a)) = (x-b)-o(a) =0 olur. o bir epimorfizma oldugundan ve A nin bir
sinirl yaklasik birimi var oldugundan x-b =0 olup her @ € 2 i¢in ot-y = y- @ elde

edilir. Lemma 5.1.12 nin ispatinda verildigi gibi her o € 2l ve a,b € A icin

0 = <abyy-a—o-y>=<ab,y-o0>—<ab,o-y>
= <ab-(y-o)>—<(ab)-a,y>=<a,b-(y-a) >—<a(b-a),y>
= <ab-(y-a)>—<b-a,y-a>=<a,(b-y)-o0>—<b,a-(y-a)>
= <a,0-(b-y)>—<b,(y-a)-a>=<a-a,b-y>—<a-by-a>
= <(a-a)by>—<a(o-b,y)>=<(a-a)b—a(a-b),y>

esitlikleri saglamr.  Buradan y € J& < J®1) oldugu gorilir.  Bdylece

D:A — (A/J)™ bir (c)-modiil i¢ tiirev olup A Banach cebiri, (6)-n-zayif modiil

amenable olur. O

0 € Homgy (A) 2-modiil homomorfizmast i¢in 6(J) C J sart1 saglanir. Bu durumda

0:A/J—A/J, 6(a+J)=0(a)+J doniisiimii iyi tanimlidur.

Teorem 5.1.14. A, agsikar sol etki ile bir Banach A-bimodiil, n > 1 bir tamsayt
ve 0 € Homg(A) olsun. A/J nin bir sol ya da sag birimi var olsun. Eger A,

(0)-n-zayif modiil amenable ise, o zaman A/J, (G )-n-zayif amenable olur.

Ispat: Tek kuvvetteki durum icin ispat yapilacaktir. Cift kuvvetteki ispat benzer

sekilde yapilir. n bir tek tamsayr ve D : A/J — (A/J)" bir (G)-tiirev olsun.
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m:A— A/J dogal A-modiil doniisiimii olmak iizere D := Dom: A — (A/J)")
tanimlansin. Lemma 3.4.11 geregi, 2 nun A/J tizerine iki yanl etkisi agikardir,
yani hera € A, o € U igin

o-(a+J)=(a+J)-a=f(a)a+J

olur. Boylece her n > 1 igin A nin (A/J)" iizerine etkisi de asikardir. Aym
zamanda, her n € N igin (A/J)™ bir degismeli A-2-modiildiir. Ayrica her a,b € A
icin D(a+b) = D(a) + D(b) oldugu agiktir. Her a € A ve o € 2 igin,

D(a-a) = D(n(a-a))=D(a-a+J)=D(a-(a+J))
= D(f(a)a+J) = f(a)D(a+J) = f(a)D(r(a))

= o-D(a),
ve benzer sekilde D(a- o) = D(a) - & olur. Ayrica her a,b € A i¢in
D(ab) = D(m(ab))=D(ab+J)=D((a+J)(b+J))
(a+J)-6(b+J)+0(a+J)-D(b+J)
(n(a))-(o(b)+J) +(o(a)+J)-D(x(b))
= D(a)-o(b)+0(a) D(b)
dir. Bu durumda D bir (o)-modiil tiirev olur. A, (0)-n-zayif modiil amenable
oldugundan her a € A i¢in D(a) = ®- 6(a) — (a) - @ olacak sekilde ® € (A/J)™
vardir. Buradan
D(a+J) = ®-(o(a)+J)—(c(a)+J) P
= ®-0(a+J)—0(a+J) P

elde edilir. O halde D bir (6)-ig tiirev olup A/J, (6)-n-zayif amenable olur. O
Eger A bir sag esas 2-modiil ise o zaman her ¢ 2-modiil homomorfizmasi1 ayn1

zamanda bir lineer homomorfizmadir ve ayrica 6 min tammi geregi, 6 doniisiimii

de C-lineerdir [12]:
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a € A ise o zaman lim b, = a olacak sekilde bir {b,} C A -2 dizisi vardir. Uygun

K,

j— — . . . . . n
{an,m}ﬁ;f" CA ve {Ocn./m}ﬁ;f” C 2 sonlu dizileri i¢in b, = Y, dy 0y, Olsun.
m=1

t € C alinsin. O halde

K, Kn
o(tby) = G(l Z Anm an,m) = Z O (anm - (tQnm))
m=1

m=1

K, K,
= Y o(anm) - (10um) =Y, 16 (anm- ) =10 (by)

m=1 m=1

dir. o nn siirekliliginden, o (ta) =tc(a) olur.

Teorem 5.1.15. A, asikar sol etki ile bir Banach A-bimodiil, n > 1 tek tamsayt ve
0 € Homgy (A) olsun. A bir sag esas A-modiil olup A/J nin bir sol ya da sag birimi
var olsun. Eger A/J, (G)-n-zayif amenable ise o zaman A, (o)-n-zayif modiil
amenable olur.

Ispat: Lemma 3.4.11 geregi, 2 nun A/J iizerine iki yanli etkisi asikar oldugundan
A/J bir degismeli 2A-modiildiir. O halde keyfi bir D : A — (A/J)" (o)-modiil
tiirevin, (0)-modiil i¢ tiirev oldugunu gostermek yeterli olacaktir. ¥ = (A/J)")
olsun. Y bir degismeli A-2-modiil oldugundan [13, Onerme 3.12] geregi
J-Y =Y -J={0} dir. Boylece agagidaki dig islemler ile Y bir Banach A /J-modiil

olur:
(a+J)-y:=a-y, y-(a+J):=y-a (yeY,acA).

D:A/]—Y,D(a+J)=D(a) (a€A) doniisimii tammlansin. Her o € 2 ve
a,b € A igin
D((a-a)b—a(a-b)) = D((a-a)b)—D(a(c-b))
= D(a-a)-6(b)+c(a-a) D(b)— (D(a)-o(a-b)
+0(a)-D(a-b))
= (o(a)-a) D(b)—o(a)-(a-D(b)) +(D(a)- @) - o(b)

—D(a)-(a-0(b)) =0
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esitlikleri saglanir. J, A nin kapali bir ideali oldugundan D nin J ye kisitlanisi

stfirdir. O halde D iyi tamimlidir. Ayrica her a,b € A i¢in
D(ab+J)=D(a+J)-6(b+J)+G(a+J)-D(b+J)

dir. A bir sag esas 2/-modiil oldugundan &, A/J iizerinde bir lineer homomorfizma
olur. Ustelik, Bolim 3.4 de de verildigi gibi D, C-lineerdir. Bdylece D,

(0)-tiirevdir. A/J, (0)-n-zayif amenable oldugundan her a € A i¢in

D(a)=D(a+J) = ®-o(a+J)—0c(a+J) @
= &-(o(a)+J)—(c(a)+J]) - D
= ®-0(a)—ofa)- P

olacak sekilde ® € (A/J)" vardir. Bu durumda D, (o)-modiil i¢ tiirevdir ve A,

(0)-n-zayif modiil amenable olur. O

5.2. Yarigrup Cebirleri icin Elde Edilen Sonuclar

Teorem 5.2.1. S bir ters yarigrup ve E, S nin idempotent elemanlarmnin kiimesi
olsun. O halde her 6 € Hom ) (€1(S)) ve n € N igin (' (S) yarigrup cebiri, asikar
sol etki ve dogal sag etki ile (0)-(2n+ 1)-zayif ' (E)-modiil amenable olur.

Ispat: Oncelikle, 6 nin sifir doniisiimii oldugunu kabul edelim. (3.3) de tanimlanan
~ bagintisi, S iizerinde bir denklik bagintist olup S/ ~ bir ayrik grup oldugundan
¢'(S/ =) grup cebirinin bir birimi vardir ve [16, Ornek 3.2] den her n € N igin

(1(S/ ~), (6,0) ve (0,6)-n-zayif amenable olur. Her e € E, s € S igin
5e'6s:6s7 6s'5e:5se:5x*6e

seklinde tanimlanan dis islemler ile ¢'(S) daima bir sag esas ¢'(E)-modiildiir,

¢linkii her f € £'(S) igin

f = Zf(s)6s = Zf(S)SS* 5s*s = Zf(s)ss ’ 6s*s

seS seS seS
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dir ve boylece f fonksiyonu, ¢'(S) - ¢'(E) = {8 -8, | e € E,s € S} nin kapal
lineer gereni icindedir. Bu durum ic¢in ispatin geri kalan kismi, Teorem 5.1.15 de

A =('(S) ve A = ('(E) almarak yapilir.

Simdi ise o doniisiimii sifirdan farkli olsun. [16, Ornek 3.1] de G bir yerel kompakt
grup ve n € N olmak iizere her ¢ € Hom(L'(G)) igin L'(G) grup cebirinin
(¢, ¢)-n-zay1f amenable oldugu ispatlanmistir. Ozel olarak, ¢! (S/ =), (G)-n-zayif
amenabledir. Teorem 5.1.15 tekrar kullanilirsa, her n tek tamsayst igin ¢! (S) nin

(0)-n-zay1f modiil amenable oldugu goriiliir. O

Simdi bu konuyla ilgili olarak baz1 6rneklere yer verilecektir:

Ornek 5.2.2. S bir ters yarigrup ve E, S nin idempotent elemanlarimin kiimesi
olsun. C*(S), £'(S) Banach x-cebirinden iiretilmis C*-cebir olsun ( [31]). O
halde siireklilikten yararlanilarak, ¢! (E) nin ¢'(S) iizerine olan bir etkisi, C*(E)
nin C*(S) iizerine bir etkisi olarak genisletilebilir. Teorem 2.5.4 geregi, C*(E)
C*-cebirinde sinirli bir yaklagik birim vardir. O halde Teorem 2.4.8 den C*(S)
bir sag esas C*(E)-modiildiir. Teorem 5.1.15 in ispatinda oldugu gibi, her
0 € Home.g)(C*(S)) igin C*(S) iizerindeki her bir o-modiil tiirev, C-lineerdir.
Boylece [16, Ornek 3.2] den, her n € Z" igin C*(S) C*-cebiri, (0,0) ve
(0,0)-n-zayif amenable olur. O halde Onerme 5.1.13 den, her n € Z* ve
o € Homg(g)(C*(S)) igin C*(S), (0,0) ve (0,0)-(2n+ 1)-zayif modiil amenable

olur.

Simdi ise 6 nin birim déniisiim oldugu kabul edilsin. [13, Onerme 3.5] geregi, her
n € Z" i¢in C*(S) C*-cebiri (2n+ 1)-zayif C*(E)-modiil amenable olur. Bdylece
Sonug 5.1.6 dan C*(S) Banach cebiri, (0)-(2n+ 1)-zayif C*(E)-modiil amenable

olur.

Ornek 5.2.3. S bir degismeli ters yarigrup ve E, S nin idempotent elemanlarinin

kiimesi olsun. ¢'(S) Banach cebiri, asagida tanimlanan dis islemler ile bir Banach
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¢'(E)-modiildiir:
O - 05 = Oy - Op = Og % Op = Oge (eGE,SES).

S degismeli oldugundan ¢'(S) yarigrup cebiri de degismelidir. £!(S) iki-degismeli
Banach ¢!(S)-¢!(E) modiil oldugundan her n € N igin (¢£'($))" dual uzay1 da
iki-degismeli £!(S)-¢' (E)-modiildiir. [3, Teorem 3.1] den ¢!(S), zayif ¢! (E)-modiil
amenable olur. Ayrica ¢!(S) yarigrup cebiri, esas £!(E)-modiil oldugundan ¢!(S)
den (£'(S))™ ye tanimli her modiil tiirev sifirdir [15, Teorem 4.1]. Boylece £!(S),
n-zayif ¢'(E)-modiil amenable olur [15]. Simdi ise asagida verilen ¢ doniisiimiinii
ele alalim [12]:
o 0Y(S) = (1(5), Zf(s)Ss = Zm&* (s€8).

seS seS

Burada f(s), f(s) elemaninin kompleks eslenigidir. ~ Her g = Y g(s)d;,
seS
h= Y h(t)s € 0'(S) i¢in, o(g+£h) = o(g) £ o(h) oldugu aciktir. Ayrica her

tesS

f= Y fle)8 € L' (E) ve g = Y g(s5)8 € £'(S) igin, f bir homomorfizma olarak
ecE sES

diisiiniiliirse,

otf9) = o((Ls3a) (Lew)s))
= o(Lhws.) 2nw= Y fesls)

uesS es=u
_ ;Sm(sm - (;f(e)&*) : (;Sg(s)ss*)
- (eezEf(e*)ae*)(sezsg(s)aS*)
= (Lr@a) (Lewa)

= f-o(g)
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ve benzer sekilde o(g: f) = o(g) - f olur.  Ustelik her g = ¥ g(s)d;,
seS
h= Y h(t)& € £'(S) igin,

tesS

ogh) = o(Le)8) (Lrns))

seS teS
- G(Z‘gh(u)éu) 9h(u):s§ug(s)h(t)
_ Zsmam — (Zgg(s)&,) : (Zsh(t)a,*)
— o(g)-o(h)

dir. (1(S) iizerinde <Z g(s)5S>* = Y g(s5)8, ile tammli involiisyon bir izometri
oldugundan her g GSEKSI (S) icin H?(Sg)H = ||g|| olup o smrhdir. Boylece
o€ Homgl(E)(El (S)) olur. ¢!(S) bir esas ¢!(E)-modiil oldugundan ¢ doniisiimii,
C-lineerdir. Ayrica ¢ birim doniisiim oldugundan Sonug 5.1.6 geregi her n € N

icin £1(S), (o)-n-zayif modiil amenable olur.
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6. ARSIMET OLMAYAN BANACH UCLU CEBIRLERDE k.
KISMi UCLU KUADRATIK TUREVLERIN STABILITESI

Bu boliimde, k. kismi iiclii kuadratik tiirevler ile k. kismi iiclii kuadratik
x-tlirevlerin Hyers-Ulam-Rassias stabilitesi, sabit nokta metodu kullanilarak,
sirasiyla, Arsimet olmayan Banach ti¢lii cebirler ve Arsimet olmayan C*-ticli

cebirlerde incelenmis ve bu konuda yeni sonuclara ulagilmistir [7].

6.1. k. Kismi Uclii Kuadratik Tiirevlerin Stabilitesi

Tamim 6.1.1. X bos olmayan bir kiime ve d : X x X — [0, ] bir fonksiyon olsun.

Eger her x,y,z € X icin

(i) dx,y) =0&x=y,

(i) d(x,y) =d(y.x),

(iii) d (x,z) < max{d(x,y),d(y,2)}

sartlar1 saglaniyorsa d ye X iizerinde bir Arsimet olmayan genellestirilmis metrik

denir. (X,d) ikilisine ise Arsimet olmayan genellestirilmis metrik uzay adi verilir.

Ornegin, bos olmayan her X kiimesi icin,

0, xX=y

d:X xX —[0,0], d(x,y)Z{oo Xty

ile tamimlanan d fonksiyonu, X iizerinde bir Arsimet olmayan genellestirilmis
metriktir.
Arsimet olmayan uzaylar icin kullanilan sabit nokta teoremi agsagidaki gibi

verilebilir:

Teorem 6.1.2. [29] (X,d) bir Arsimet olmayan genellestirilmis tam metrik uzay

ve A : X — X bir kesin kontraktif doniisiim, yani L < 1 Lipschitz sabiti ile birlikte

d(Ax,Ay) < Ld (x,y) (x,y €X)
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sartim saglayan bir fonksiyon olsun. Eger uygun bir x € X elemani igin
d(A" 1 x, A"x) < oo olacak sekilde negatif olmayan bir ny tamsayist var ise o

zaman asagidaki ifadeler saglanir:

(i) {A"x} dizisi, A min bir x* sabit noktasina yakinsar.
(ii) x* elemanm, X* ={y € X | d (A"x,y) < oo} kiimesinde A mn teklikle belli sabit
noktasidur.

(iii) Egery € X* ise, 0 zaman d (y,x*) < d (Ay,y) dir.

Aksi belirtilmedikge, Ay,...,A,, Arsimet olmayan bir K cismi iizerinde birer
Arsimet olmayan normlu tiglii cebiri ve B de K iizerinde bir Argimet olmayan
Banach ticlii cebiri gosterecektir. 0 ve Op elemanlari, sirasiyla, A; ve B cebirlerinin

sifir elemanlarini belirtecektir.

Teorem 6.1.3. F; : Ay X --- x A, — B ile tamumli doniigiim Fi(x1,...,0k,...,x,)

= 0p sartint saglasin. Her ay,by,cy € Ay, x; € A; (i # k) i¢in,

HFk(xl,...,ak—l—bk,...,xn)—|—Fk(x1,...,ak—bk,...,xn) 6.1)

—2F (X1, sy Xn) = 2B (X1 Dy X)) || < r(ag, br, Ok)

HFk(Xl,. cey [akbkck], e ,x,,) - [gk(ak)gk(bk)Fk(xl,. ey Clyenn ,xn)]
—[gk(ak)Fk(xl yous ,bk, v ,xn)gk(ck)] — [Fk(xl gowesQlyonn ,xn)gk(bk)gk(ck)]H

< @lax, bi,cr) 6.2)

olacak sekilde bir @y : A} — [0,00) fonksiyonu ve bir gy : Ay — B kuadratik

doniisiimii alinsin. Her ay,by,cy € Ay igin
Ou(t ™ ag,t ™ byt ) < Jt| L (ar brs ) (6.3)

olacak gekilde birt € K dogal sayist ile bir L € (0, 1) sabiti var olsun. O halde her
xi €A; (i=1,2,...,n) igin,

HFk()C] goue ,Xn) — 5k(x1 goue ,)Cn)H < ‘Z‘FZLI[/()C/() (64)
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y(xe) = max{@x(Ok,O0k, O), Pr(xk, X, Ok ), Or (2xk, X%, Or),

...,(Pk((k—l)Xk,Xk,Ok)}. (65)

olacak sekilde bir tek 8 : Ay X --- XA, — B k.anct kismi iiclii kuadratik tiirev

vardrr.

ispat: (6.3) de verilen esitsizlikten yararlamilarak her ag, by, c; € Ay igin
lim |t|2’"(pk(t_mak,t_’"bk,t_’"ck) =0 (6.6)
m-—oo

elde edilir. Bu durumda m iizerinden tiimevarim ile her x; € A; (i = 1,2,...,n) ve

her m > 0 tamsayist i¢in

||Fk(x1 youoe s MXfy ... ,xn) —szk(Xl goee s Xfyoon ,xn)||
< max{ @k (Ok, Ok, Ok ), @k (s X5 Ox ) P (2, %, Ok )

ooy @i((m = 1)xpe, 3, 0c) } 6.7)
oldugunu gésterelim: (6.1) de ay = by = x; yazilirsaher x; € A; (i=1,2,...,n) igin

||Fk(x1,. .. ,2xk, N ,xn) —4Fk(x1,. vy Xy oo ,xn)||

< max{@g(Ox, Ok, O ), @k (xx, %k, Ox) } (6.8)

olur. Boylece m = 2 i¢in (6.7) saglanir. Simdi ise (6.7) nin m = 1,2,...,j icin

saglandigini kabul edelim. (6.1) de ay, by yerine sirasiyla jxg,x; alinirsa,

||Fk(x1,...,(j+l)xk,...,xn)—i—Fk(xl,...,(j— l)xk,...,xn)
—2Fk(x1,...,jxk,...,xn)—2Fk(x1,...,xk,...,x,,)H

< max{ @k (O, O, Ox) , Ok (Jixe, i, Ok ) } (6.9)
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bulunur. Her x; € A; (i = 1,2,...,n) igin
Fe(xty ooy (J+Dxgyeeoyxn) +Fe(xn, ooy (= DXy - ooy x0)
—2F (X1 e e ey JXky ey Xn) — 2F (X1 e Xhey oy X))
=F(xt, e G Dxgsooxn) — (G4 D2 F(x1, - X5 Xn)
FF(xty ey (G = Dxps oy xn) — (= D2 F(x1, - Xy 5 Xn)

—2[Fk(x1 goue ,jxk, cen ,x,,) — szk(xl gowe s Xy ,x,,)] (610)
oldugundan tiimevarim hipotezi ve (6.9) geregi her x; € A; (i =1,2,...,n) igin

NFe(xty s (G4 DXy Xn) — G+ D2 (X1, X0 |
< max{||Fr(x1y. .oy (J4+ Dy ey xn) + Fe(xr, ..o, (= DXy, Xn)
—2F (X1, ey JXky e ooy Xn) — 2F (X1, Xpey ey x0) ||
|Fi(xts oy (G= DXy ey xn) — (G = D F(xt, - X5 X0
20| 2 (X1 s Xty o3 %0) = Fe(X1s ey Xty %) ||} 6.11)
< max{ (0,0, 0r), ®r (X, Xk, Ok )y Ok (2Xk, Xk, Ok ), - - -, @1 (X, Xk, Ok )
dir. Bu ise (6.7) nin her m > 2 tamsaysi igin saglandigini gercekler. Ozel olarak,
her x; € A; (i=1,2,...,n) i¢in
| Fr (X1 e Xy Xn) —t2Fk(x1,...,xk,...,xn)H < w(x) (6.12)

dir. Yukaridaki bagintida x; yerine ~'x; alinirsa, her x; € A; (i = 1,2,...,n) igin

|Fe(xty ooy Xpyenn s Xn) —tsz(xl,...,flxk,...,xn)H < l//(tilxk) (6.13)
elde edilir.
H:Ap x--- x A, — B seklindeki tiim fonksiyonlarin bir X kiimesi agsagidaki gibi
tanimlansin:
X={Hp: A x---xA, = B, Hi(xi,...,0,...,x,) =0g,

Xxi €A, i:1,2,...,n}.
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Ayrica X kiimesi lizerinde bir p sayisi,

p(Fk,Hk) = 1nf{C S (0,00) . HFk(xl N Y SRR ,x,,) (614)
—Hk(xl,. ey Xy e ,Xn)H < Cl;/(xk), Vx; €Ay, i=1,2,... ,I’l)}
seklinde verilsin. O zaman p nun X iizerinde bir Arsimet olmayan genellestirilmig

tam metrik oldugu agiktir ( [19], [20] ve [54]). Simdi ise bir J : X — X fonksiyonu,
herx; € A; (i=1,2,...,n) ve H, € X igin

J(H) (X1 e e Xeey ooy X)) 1= tsz(xl,...,flxk,...,xn)

ile tamimlansin. J nin X {izerinde kesin kontraktif bir doniigsim oldugunu

gosterelim: Eger her x; € A; (i=1,2,...,n) i¢in
HFk(xl, R S ,xn) —Hk(xl, R S ,x,,) H < Cl//(xk) (6.15)
ise o0 zaman (6.3) geregi

IT(F) (x1y ooy Xk ey Xn) —J(Hi) (X1 e ooy Xpy oy X)) ||
= |t|2||Fk(x1,...,t_1xk, vy Xn) —Hk(xl,...,t_lxk, ey Xn) ||
< Clt)Py(tx) < CLy(xy) (6.16)

olur. Dolayisiyla
p(J(Fk),J(Hk)) <Lp (Fk,Hk) (Fk,Hk S X) (6.17)

bulunur. Boylece J doniisiimii, L Lipschitz sabiti ile birlikte bir kesin kontraktif

doniisiimdiir. Ayrica (6.13) bagintisindan, her x; € A; (i = 1,2,...,n) igin

||J(Fk)(x1, coey Xy oo ,x,,) —Fk(xl, ceo g Xfyeo ,xn)H

= Hl‘sz(xl,. .. ,t_lxk, .. ,x,,) —Fk(xl,. RS ¥ S ,)Cn)H

<yt ') <7 Lw(x) (6.18)
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oldugu goriiliir. Bu ise p(J(Fy),Fi) < |¢t| 2L < oo demektir. O halde Teorem 6.1.2
geregi, J nin

Up = {Hi € X : p(Hy,J(Fy)) < oo}
kiimesinde teklikle belli bir & : A; X - -- X A, — B sabit noktas1 vardir ve her x; € A;

(i=1,2,...,n)i¢in

Ok(X1,...,xn) 1= r'lzgr(}oJm(Fk(xl,...,xk,...,xn))
_ : 2m —m
= nll_rgct (Fk(X],..-,t xk)"'vxn)) (619)

dir. (6.1) ve (6.6) dan, her ay, by € Ag, x; € A; (i # k) igin

|0k (X1, oy ar+brye ooy ) + Ok (X1, yagx — bgy ... Xp)
=28k (X1, @hy ey X)) — 28k (X1 Dy ey X) ]

= Wllig}o]t]zmHFk(xl,...,t*m(ak—i—bk),...,xn) + Fe(xryeent ™ (ar—bi)y ..oy Xn)
—2F (X1, st M apy ey Xy) — 2F (X1t " Dpy X)) ]

< lim [e*" max{ (O, O, Oc), @ (t ™" ar,™"br, 0) } = 0
olur. Ustelik, Teorem 6.1.2 kullanilarak,
P (Fi, &) < p(J(Fo), Fir)
bulunur. Yani &, (6.4) bagintisin1 saglayan bir kismi kuadratik doniistimdiir.
(6.2) de ay, by, ci yerine, sirasiyla, t~"ay,t~"by,t "¢} yazilirsa

B ers s [ arbren] o)
—[172" gl " gk (b Fe(xt stk
— [t gr(ak) Fe(xr, .ot by 20t " gi (k)]

—[Fe(xt, oyt ", xa)t " g (Bt " g (cr)] |

IN

(pk(t*mak, limbk, l‘imck)
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elde edilir. Boylece her ay, by, ci € A, x; € A; (i # k) igin
165" Fe(x1, ..ot [agbrer], - - - Xn)
—1" [t " g ()t gr(br) Fic (X1, ot "y )]
—om [t_zmgk(ak)Fk(xl, e 7"y, ,xn)t_zmgk(ck)]
—1 B (X1, g x0T gk (D)t gi (k)|
< |t (t g, t " byt ex)
olur. Yukaridaki esitsizlikte m — oo iken limit alinirsa, (6.6) dan her ay, by, ¢y € Ay,
x;i € A; (i #k) igin
Hnlli_rgotéka(xl,...,t_3m[akbkck], ey Xn)
—[gk(ak)gk(bk)rrlgl}otszk(xl,...,t_mck, .l
—[gk(ar) r}liggolszk(xl soest by Xn) gk (k)]
—[lim 2" F(xy, .t a0 g(br) ge(en)] |

m

<  lim |l‘|6m(pk(l‘7mak,timbk,l‘imck) =0
Mm—soo

bulunur. g, bir kuadratik doniisiim oldugundan, her ay, by, cx € Ay ve x; € A; (i # k)
icin
5k(x1 geuoy [akbkck], . ,xn) = [gk(ak)gk(bk)Sk(xl gouesClhyonn ,xn)]
+[gk(ak)5k(x1, R /TR ,xn)gk(ck)] + [5k(x1, ey Qs e ,xn)gk(bk)gk(ck)]

dir. Boylece & : A} X --- X A, — B doniisiimii, (6.4) bagintisin1 saglayan bir k.

kismi ti¢lii kuadratik tiirevdir. O

Asagidaki sonucglarda, p > 2 bir asal say1 olmak iizere Q, p-sel sayilar cismini

gosterecektir.

Teorem 6.1.3 iin 1s181inda, Arsimet olmayan Banach iiglii cebirlerde tanimli k.
kismi iiclii kuadratik tiirevlerin Hyers-Ulam-Rassias stabilitesi ile ilgili bir sonug

su sekilde verilebilir:
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Sonuc 6.1.4. Ay, ..., A, ||.|| normu ile Q, iizerinde Arsimet olmayan ii¢lii normiu
cebirler ve (B, ||.||s), Q, iizerinde bir Arsimet olmayan Banach iiclii cebir olsun.
F, 1Ay x--- X A, — B bir fonksiyon ve gy : Ay — B bir kuadratik doniisiim olmak

lizere her ay,by,cy € Ay, x; € A; (i # k) ve uygun bir 6 >0ve r >0, r < 2 icin

HFk(Xla-- Lag+byg,... ,xn) —|—Fk(x1, ee, g —bp, ... ,Xn) (6.20)

—2F (1, ak, - Xn) = 2Fi(xt b ) lls < O (flall” + 116kl

ve

HFk(xl,. cey [akbkck], e ,xn) — [gk(ak)gk(bk)Fk(xl,. vy Clyenn ,xn)]
—[gk(ak)Fk(xl,.. . ,bk, ce ,xn)gk(ck)] — [Fk(xl,. ey Ay e ;xn)gk(bk)gk(ck)]HB

< O(llall”+ 1Bl + llexll”) (6.21)
sartlart saglansin. O halde her x; € A; (i =1,2,...,n) i¢in
[[Fi(xts v Xn) — St x0) || B < 20 p" x|

olacak sekilde bir tek 8 : A1 X --- X A, — B kanct kismi iiclii kuadratik tiirev

vardir.

Ispat: (6.20) den, Fi(xi,...,0,...,x,) = Op elde edilir. Her ay, by, c; € Ay igin,

P (@k; bis cx) == O([lawl|” + 16" + llcxl”) (6.22)

1 1

¢, yazilirsa,

olsun.  (6.22) de a,by,c; yerine, swrasiyla, plag, p~'b,p”

Tanim 2.8.2(iii) geregi |p~!| = p oldugundan her ay, by, ¢y € Ay igin,

1 1

ou(parp b p ™ ) = 0P il + [T ol + P )
= 0(lp""all”"+ Ip~ "ol + [~ [ lexll")
= 0P (lal” + [[6]]" + llexl")

= p o(ak, bi,ck)
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elde edilir. Ayrica her x; € Ay igin,
v(xe) = max{@k(Ok,O0k,Ok), (e, Xk, Or), Pr (2, Xk, O),
co QP = D), 3, Op) } = 26 |||

olur. Bu durumda Teorem 6.1.3 de, L := p’*2 < 1 yazilirsa istenen elde edilir. O

Teorem 6.1.3 e benzer olarak asagidaki teorem verilebilir:
Teorem 6.1.5. F, : Ay X --- X A, — B ile tamumli doniigiim F(xy,...,0k,...,X%,)
= 0p sartiu saglasin. Her ay,by,cy € Ay, x; € A; (i # k) igin,

”Fk(X1,. . '7ak+bk7' .. 7xl1) +Fk(x17- -5 ag _bk')' .. 7xi’l) (623)

—2Fk()C] N ] ,xn) — 2Fk(x1 RN T ,xn)|| < (pk(ak,bk,Ok)
ve

HFk(xl gousy [akbkck], e ,xn) — [gk(ak)gk(bk)Fk(xl gouesClhyonn ,xn)]
—[gr(a) Fie(x1, - bis oy 20)gk(ci)] = [Fie(xr, s g - 20) 8k (Bre) g (e )]
< ok, br,cr) (6.24)
olacak sekilde bir @y : A} — [0,00) fonksiyonu ve bir g : Ay — B kuadratik
doniisiimii alinsin. Her ay, by, cy € Ay igin
O (tag, thy, ter) < |t|*Lox(ar, by, i) (6.25)

olacak sekilde birt € K dogal sayist ile bir 0 < L < 1 sabiti var olsun. O halde her

xi €A; (i=1,2,...,n) icin,

Bty Xn) = St o) || < [ 2Ly () (6.26)
V(xx) = max{@x(Ok,O0k,O), Pr (X, X, Ok ), Or (2xk, X%, 0r),
...,(pk((k— l)xk,xk,Ok)} (6.27)

olacak sekilde bir tek & : Ay X --- X A, — B kanct kismi iiclii kuadratik tiirev

vardrr.



103

Ispat: Teorem 6.1.3 den hareketle, her x; € A; (i = 1,2,...,n) ve her m > 0

tamsayist i¢in
|Fi(xt, .y mxg, o X)) — M2 F(X1, .o Xk, %) |
< max{ @k (Ok, Ok, Ok ), @i (e, Xk, Ok ), P (201, xk, O),
a(Pk((m_ 1)xk7xka0k)}
oldugu goriiliir. Ozel olarak, her x; € A; (i = 1,2,...,n) igin
HFk(xl,...,txk,...,xn) —tsz(xl,...,xk,...,xn)H < l//(xk)
bagintis1 saglanir.
X := {HkZAl Xoee XAn—)B, Hk(xl,...,Ok,...,x,,) :OB,
Xi €A, 1= 1,2,...,7’!}
olsun ve X kiimesi iizerinde bir p sayisi su sekilde tanimlansin:
p(Fk,Hk) = mf{C S (0,00) : HFk(xl,...,xk,...,xn)
—Hi (X1, Xpey ey xn) || SCW(xg), Vx; €A i=1,2,...,n)}.

Bu durumda p, X iizerinde bir Arsimet olmayan genellestirilmis tam metriktir.

Simdi ise bir J : X — X fonksiyonu, her x; € A; (i =1,2,...,n) ve H; € X igin
J(H) (X150 e e Xpey oy Xn) 2:l‘isz()C],...,txk,...,xn)
ile tanimlansin. J nin X lizerinde kesin kontraktif bir doniisiim oldugunu
gosterelim: Eger herx; € A; (i=1,2,...,n) igin
HFk(xl,. R I ,xn) —Hk(xl,. oy Xy e et ,xn)|| < Cl//(xk)
ise 0 zaman
I CER) (s %) =S (K150 |
= ]t|_2HFk(x1,...,txk,...,x,,) —Hk(xl,...,txk,...,xn)H

< Clt|w(tn) < CLy(x)
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olur. Dolayistyla
p(J(Fi),J (Hi)) < Lp(Fi, Hy) (Fi, Hy € X)

bulunur. Boylece J doniisiimii, L Lipschitz sabiti ile birlikte bir kesin kontraktif

doniisiimdiir. Ayrica her x; € A; (i=1,2,...,n) igin
I (Fr) (X1 Xky e e ey Xn) — Fr(X1, ey Xaey ey 20) ||
= ||t 2F(xt, et X)) — Fi(Xp, Xk )|
= t| 7 Fe(xts -t X)) — P2 F (X0 Xy X)) |
< P wa)
oldugu goriiliir. Buise p (J(F;), Fi) < (1/]¢*) < oo demektir. O halde Teorem 6.1.2

geregi, J nin

U= {Hx € X : p(Hy,J (F)) < oo}

kiimesinde teklikle belli bir 6 : A; X - -- X A, — B sabit noktas1 vardir ve her x; € A;

(i=1,2,...,n) i¢in

5k(x1,...,xn) = ’iiill’]m(Fk(x],...,xk,...,xn))
= lim l‘izm(Fk(xl,...,l‘mxk,...,xn))
m—eo

dir. Boylece her ay, by € Ay, x; € A; (i # k) igin
||5k(x1,...7ak+bk,...,xn)+5k(x1,...,ak—bk,...,x,,)
=208k (X1 5wy Al s Xn) — 20k (X1 e o Dy ||
= n11i_r>110|t|_2mHFk(x1,...,tm(ak—l—bk),...,xn)—I—Fk(xl,...,tm(ak—bk),...,xn)
—2Fk(x1,...,tmak,...,xn) —2Fk(x1,...,t’"bk,...,xn)H

< lim [¢| 7" max{ (O, O, Op), x (1" ax, 1" by, 0) } = 0
m—yoo
olur. O halde & kismi kuadratiktir. Teorem 6.1.2 geregi,

p(Fr, &) < p(J(Fr), Fi)
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bulunur. Yani &, (6.26) bagmntisim saglayan bir kismi kuadratik doniisiimdiir.

Ispatin geri kalan kismu ise, Teorem 6.1.3 e benzer sekilde yapilir. O

Asagidaki sonug ise r > 2 alindiginda Sonug 6.1.4 e benzer bir ifade verir.

Sonug 6.1.6. Ay,... A,

|| normu ile Q), iizerinde Arsimet olmayan ii¢lii normlu
cebirler ve (B, ||.||), Q, iizerinde bir Arsimet olmayan Banach iiglii cebir olsun.
Fi: Ay X --- XA, — B bir fonksiyon ve g : Ay — B bir kuadratik doniigiim olmak

lizere her ay,by,cy € Ay, x; € A; (i £ k) ve uygun bir 6 >0ve r >0, r > 2 icin

[Fk(xts - ar+biy o yxn) + Fi(x1, @k — by Xn) (6.28)

—2Fk(x1,. ey Ay e v ,xn) —2Fk(x1, N ,bk,. .. ,xn)||3 S G(HakH’—l— kuHr)

ve

|Fre(xry .. [arbrck]s - - o xn) — [gr(ar) g (D) Fe(x1, - o« s Chy -y Xn)]
—lgk(ak)Fi(x1y .- bpy ooy Xn)8r (k)] — [Fi (X1 - v vy @hy - s Xn) 8 (i) &k ()] || B
< O(llall” + N1bwll” + [l ell™) (6.29)
sartlart saglansin. O halde her x; € A; (i=1,2,...,n) icin
[ Fic(xr, -y %n) = Gc(xr, -, %0) 1B < 20p7" [ ]|”

olacak sekilde bir tek & : Ay X --- X A, — B kanct kismi ii¢lii kuadratik tiirev

vardir.

Ispat: (6.28) den, Fi(xi,...,0,...,x,) = Op dir. Her ay, by, cy € Ay igin,

P (ar, bi,c) == O([la||” + | bkl|” + [|ex]|") (6.30)
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olsun. (6.30) da ay, by, cy yerine, sirasiyla, pay, pby, pcy yazilirsa, Tanim 2.8.2(iii)

geregi |p| = p~! oldugundan her ay, by, ci € Ay igin,

Oc(pak, pbr,per) = 0(|[par||”+ || pbell” + [ pexll”)

Olp!" (lawl|” + l1Dell” + llexl")
= Op " (lacll” + lIoell” + lleell”)
= p " Q(ak,br,cx)

elde edilir. Ayrica her x; € Ay i¢in,

y(xe) = max{ (O, O, Ok), @x (xk, Xk, Ok ), @1 (2xk, Xk, O ),

co (P = D), X, Op) } = 26 x|

olur. Bu durumda Teorem 6.1.5 de, L := p?>~" < 1 yazilirsa istenen sonuca varilr.

O

Arsimet olmayan Banach {iglii cebirlerde k.inc1 kismi iiclii kuadratik tiirevlerin

stiper stabilitesi ile ilgili sonug ise su sekildedir:

Sonug¢ 6.1.7. r,s,t ve 0 reel saylart icin r+ s+t < —2 ve 6 € (0,)

olsun. A,...,A,,

|.|| normu ile Q, iizerinde Arsimet olmayan iiclii normlu
cebirler ve (B, ||.||p), Q, iizerinde bir Arsimet olmayan Banach ii¢lii cebir olsun.
Fi 1Ay x--- X A, — B bir fonksiyon ve gy : Ay — B bir kuadratik doniisiim olmak
iizere her ay,by,cy € Ay, x; € A; (i # k) igin,
HFk(Xl,...,ak+bk,...,Xn)+Fk(X1,...,ak—bk,...,xn)

—2Fk()€1,. vy Ay e ,xn) — 2Fk(X1,. .. ,bk, e ,xn)HB S G(HakH’—l— kuHr)
ve
| Fe(x1, ..., [axbie], - - - xn) — (g (ar) gr(bi) Fe (X1, - . -y Chy - - Xn)]

—[gr(ar) Fi(x1,- - by -y Xn) gk (ck) ] — [Fie(xry -y @iy -5 %) 8k (Di) g (ci)] ||
< O([lall"l[Bel*llexll)
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sartlart saglansin. O halde F; bir k.nci kismi iiclii kuadratik tiirevdir.

ispat: Teorem 6.1.3 de her ay, by, cx € Ay, icin,

Pi(ak; by i) == O ([l [1Billleell”)

yazilirsa istenen elde edilir. a

Teorem 6.1.5 den hareketle, r 45+t > —2 sart1 i¢in yukarida verilene benzer bir

sonug¢ daha elde edilebilir.

6.2. k. Kismi Uclii Kuadratik *-Tiirevlerin Stabilitesi

Bir onceki boliimde elde edilenlere benzer sonuclar, Arsimet olmayan C*-iiclii

cebirlerde tanimli k. kismi i¢lii kuadratik *-tiirevler i¢in de verilecektir.

Teorem 6.2.1. Ay,...,A,, C iizerinde Arsimet olmayan x-normlu ii¢lii cebirler ve
B bir Arsimet olmayan C*-iiclii cebir olsun. F : A; X --- X A, — B ile tamiml
doniisiim F(xy,...,0,...,x,) = Og sartiu saglasin. Her ay,by,cy € A, x;i € A;

(i #k) i¢in, (6.1), (6.2) ve
HFk(xl,. .. ,a;, N ,xn) — (Fk(xl,. vy ey ,x,,))*” < (pk(ak,Ok,Ok) (631)

olacak sekilde bir @y :A,3< — [0,0) fonksiyonu ve gy : Ay — B kuadratik doniisiimii
var olsun. Eger (6.3) esitsizligi saglanacak sekilde bir t € K dogal sayisi
ve bir 0 < L < 1 sabiti varsa o zaman (6.4) sarti saglanacak sekilde bir tek

Op: Ay X -+ XA, — B k. kismi iiclii kuadratik x-tiirev vardr.

Ispat: Teorem 6.1.3 iin ispatinda oldugu gibi, her x; € A; (i = 1,2,...,n) igin

Se(xt,. ., xy) = Hm 2" (Fi(xy,. ...t ™ Xpy ... X)) (6.32)

m—yoo

ile tanimlanan ve (6.4) sartin1 saglayan teklikle belli bir & : Ay x --- x A, — B
k. kismi ti¢lii kuadratik tiirev vardir. Bu durumda & nin, her a; € Ay, x; € A; (i #k)
icin

Ok(X1y oy apy oy Xn) = (O (X1, ey @ry e ooy Xn))"
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kosulunu sagladigini gostermek yeterlidir. O halde (6.32) den, her a; € A, x; € A;
(i # k) i¢in

10k (X1, yag, oy Xn) — (Sk(X1, oo aky - x0)) |

= n11i_r>rl°|t|2m||Fk(x1,...,t‘ma,’;,...,xn)—(Fk(xl,...,t‘mak,...,xn))*H

= lim [t Fe(xr,. . (0 @), xn) — (Fi(xps .ot ™ ag, .., x0)) 7|

m—oo

Jim |¢|*™ max{ @ (Ox, O, Ox ), @i (t " a, 0%, 0¢) } = 0

IN

bulunur.

Boylece 6 : A X --- X A, — B doniisiimii, (6.4) bagmtisini saglayan bir k. kismi

ticlii kuadratik *-tiirevdir. O

Sonug 6.2.2. Ay,...,A,, ||.| normu ile Q, iizerinde Arsimet olmayan *-normlu
liglii cebirler ve (B, ||.||s), Q, iizerinde bir Arsimet olmayan C*-ii¢lii cebir olsun.
Fi i Ay x--- X A, — B bir fonksiyon ve g, : Ay — B bir kuadratik doniisiim olmak

iizere her ay,by,cx € Ay, x; € A; (i £ k) ve uygun bir 6 >0ve r >0, r < 2 icin,

HFk(Xl,...,Clk+bk,...,xn)+Fk(X1,...,ak—bk,...,xn)

—2Fk(x1,. vy Ay o - .,xn) —2Fk(x1,. .. ,bk,. .. ,xn)HB S G(HakHr—l— kuHr),

| Fr(xt, ... [abrcr]s - - - xn) — gk (ar) gx(br) Fr (X1, - s Chy oo 5 Xn)]
—[gr(ar)Fi(x1, ... b, . xn) &k (ck)] — [Fi(x1,- - -y ax, - -+ %) 8k (br) gk (ci) ]| B

< O(llacll”+ [[oell" + [leell”)
ve
|Fr(x1yeeesag, ..y xn) — (Fr(x1y. .o yap, -, xn) |8 < 0|a||”
sartlart saglansin. O halde her x; € A; (i=1,2,...,n) icin

1Fic(xers - xn) = Be(xr, - o) (|8 < 26 p"[xe|”
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olacak sekilde bir tek & : Ay X --- x Ay, — B k.anct kismi ii¢lii kuadratik x-tiirev

vardrr.

ispat: Teorem 6.2.1 de her ay, by, cy € Ay, igin,
Or(ax, bi, ci) := O ([|axl|” + [[bk||" + llex]]")

ve L:= p’~? < 1 yazilirsa istenen sonuca ulasilir. a

Benzer bir sonug, r > 2 alinarak elde edilir.
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