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OZET

RICCI SOLITONLAR VE
CONCURRENT VEKTOR
ALANLARI

Seckin GUNSEN

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danigmani: Dog. Dr. Leyla ONAT
2017, 55 sayfa

Bu calisma temel olarak iki bdéliimden olugmaktadir. Birinci boliimde
diferensiyel geometride sik sik kullanilan tensorler ile ilgili islemler, diferensiyel
operatorler, tensor tiirevi, Ricci tensorii gibi kavramlar ornekleriyle verilmistir.
Ayrica, diferensiyel geometride genis bir yer tutan manifold teorisinin Onemli
kavramlarindan biri olan alt manifoldlar ile ilgili temel esitlikler ve ¢arpim
manifoldunun 6zellikleri yine birinci boliimde incelenmistir.

Calismanin ikinci boliimiinde, 2015 yilinda Bang-Yen Chen ve Sharief Deshmukh
tarafindan yapilan "Ricci solitonlar ve concurrent vektor alanlari” [7] isimli makale
detayli olarak incelenerek bir manifold iizerinde concurrent vektor alani, Ricci
solitonlar, warped carpim manifoldu, alt manifoldun Ricci soliton olmasi gibi
kavramlari iceren teorem ve Onermeler ispatlanmstir.

Anahtar Sozciikler: Ricci soliton, concurrent vektor alani, alt manifold, umbilik
alt manifold, Lie tiirevi, tensor tiirevi, Ricci tensorii.
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ABSTRACT

RICCI SOLITONS AND
CONCURRENT VECTOR FIELDS

Seckin GUNSEN

M.Sc. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Leyla ONAT
2017, 55 pages

This study is based on two chapters. In the first chapter, mainly used concepts
of differential geometry is introduced with examples such that tensor fields,
differential operators, tensor derivation, Ricci tensor, etc. Moreover, fundemental
equations of the submanifold theory in Riemannian Geometry, which has a main
role in differential geometry, and product manifolds are examined in this chapter.

In the second chapter, "Ricci solitons and concurrent vector fields" [7] has been
studied and examined which was given by Bang-Yen Chen and Sharief Deshmukh
in 2015. In particular, proofs of the theorems and propositions have been given with
details about concurrent vector fields, warped product manifolds, submanifolds
admitting Ricci solitons.

Key Words: Ricci soliton, concurrent vector fields, submanifold, umbilical
submanifold, Lie derivation, tensor derivation, Ricci tensor.






xi
ONSOZ

Bu calisma boyunca, degerli bilgi ve tecriibelerinden yararlandigim, uygun
bir calisma ortami yaratarak diferensiyel geometri alaninda temelden yetismem
icin elinden geleni yapan ve beni siirekli ¢calismaya tesvik eden danismanim
sayin Do¢c. Dr. Leyla ONAT’a (Adnan Menderes Universitesi, Matematik
Boliimii) tesekkiir ve saygilarimi sunarim. Ayrica, zorlandigim dénemlerde benden
destegini esirgemeyen, tez siirecinde daha iyiye ulagsmami saglamak icin cabalayan
arkadasim Aras. Gor. Dilek ACIKGOZ KAYA'ya (Adnan Menderes Universitesi,
Matematik Boliimii) tesekkiir etmeyi bir borg bilirim. Lisans hayatimda her konuda
yanimda olan, bilim insam1 olma yolunda adim atmam i¢in beni cesaretlendiren
sayin Do¢. Dr. Ugur MADRAN’a (American University of Middle East, Ogretim
Uyesi) tesekkiirlerimi sunarim.

Yagsamim boyunca aldigim tiim kararlarda desteklerini yanimda hissettigim sevgili
aileme ve arkadaslarima, bana olan giivenleri ve sabirlari i¢in ayrica tesekkiir
ederim.

Seckin GUNSEN






ICINDEKILER

KABUL VEONAY SAYFASI . . . . . . . . i
BILIMSEL ETIK BILDIRIM SAYFASI . . . . . . . . . . .. ... ....
OZET . . . . .
ABSTRACT . . . . .
ONSOZ . . . .
SIMGELERDIZINI . . . . . . . . .. .

LGIRIS . . . .
2. TEMEL KAVRAMLAR . . .. .. ... .

2.1, Tensorler . . . . . . . ..o
2.1.1. Tensor Alanlart . . . . . . . ... .. L Lo o
2.1.2. Temel izomorfizmalar . . . . ... ... ... ... ........
2.1.3. Tensor Tiirevi . . . . . . . . . . . .
2.1.4. Tip Degistirme ve Metrik Daraltma Operatorleri . . . . . . . . . ..
2.1.5. Gradiyent, Divergens, Hessiyan ve Laplasiyan Operatorleri . . . . .
2.2. AltManifoldlar . . . . . .. ...
2.2.1. Tanjantve Normaller . . . . . . . . .. . ... ... ... .....
2.2.2. Alt Manifoldlar Uzerinde Temel Esitlikler . . . . . . .. ... ...
2.3. Carpim Manifoldlar1 . . . . . .. . ... ...
24. RicciSolitonlar . . . . . ... L

3. CONCURRENT VEKTOR ALANLARI VE SINIFLANDIRILMASI . .

3.1. Concurrent Vektor Alanlart . . . . . . . ... ... Lo
3.2. Concurrent Vektor Alanina Sahip Ricci Solitonlar . . . . . . . . . ..
3.3. Ricci Soliton olan Riemann Alt Manifoldlart . . . . . . . ... ...
3.4. Teorem 3.3.1 in Baz1 Uygulamalart . . . . . . .. .. ... .. ...

KAYNAKLAR . . . . . o o

OZGECMIS . . . . . .

xiii

iil
vii
iX
X1
XV

35






XV

SIMGELER DIZINi

M" n boyutlu diferensiyellenebilir manifold

T,(M) M manifoldunun p noktasindaki teget uzay1

R Reel sayilar kiimesi

E”? n boyutlu Oklid uzay1

X(M) M manifoldu tizerindeki diizgiin vektor alanlar1 kiimesi
X*(M) M manifoldu tizerindeki diizgiin 1-formlar kiimesi
S(M) M manifoldu tizerindeki diizgiin fonksiyonlar kiimesi
(M) M manifoldu iizerindeki (r,s)—tipindeki tensor alanlari kiimesi
D Tensor tiirevi

X,Y,V,W M manifoldu {izerinde vektor alanlari

0, M manifoldu {izerinde 1-formlar

D M manifoldu iizerinde konneksiyon

\% M manifoldu iizerinde Levi-Civita konneksiyonu

h M manifoldu iizerinde ikinci temel form

A M manifoldu iizerinde sekil operatorii

H M manifoldu iizerinde ortalama egrilik vektorii

Vf f fonksiyonun gradiyenti

Hess f f fonksiyonunun hessiyani

divA A tensor alaninin divergensi

Af f fonksiyonun laplaciani

Ric M manifoldunun Ricci egrilik tensorii

K M manifoldunun kesitsel egriligi

S M manifoldunun skalar egriligi






1. GIRIS

Einstein manifoldlari, Ricci solitonlarin 6zel hali olmasi nedeni ile giiniimiize kadar
konunun hem fiziksel hem de geometrik 6zelliklerinin incelendigi pek ¢ok calisma

yapilmistir.

(M",g) bir Riemann manifoldu ve (M",g,v,A), potansiyel vektor alan1 v olan bir
Ricci soliton olmak iizere, Bang-Yen Chen ve Sharief Deshmukh 2015 yilinda
yaptig1 calismada, Ricci solitonlarin potansiyel vektor alanlarinin concurrent
olmas i¢in gerek ve yeter kosulun, (M", g, v, 1) Ricci solitonunun shirinking Ricci
soliton olmasi ve F boyutlu Einstein manifoldu olmak iizere, M Ricci solitonunun

I x4 F warped ¢arpim manifolduna izometrik olmasi oldugunu gostermistir [7].

Ayrica, alt manifold teorisinden yararlanilarak, M" manifoldunun N Riemann
manifoldunun bir alt manifoldu olmas: durumunda, v € X(N) concurrent vektor
alaninmin teget ve dik bilesenleri sirasiyla v/ ve vt olmak iizere, (M" g, v A)
Ricci solitonunun Einstein olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun M™ alt manifoldunun
vt —umbilik oldugu ispatlanarak her (M",g,v’,A) totally umbilik alt manifoldun

Einstein manifoldu oldugu sonucuna ulasilmgtir.

Potansiyel vektor alan1 bir fonksiyonun gradiyenti olan bir Ricci solitona gradiyent
Ricci soliton denir. Gradiyent Ricci solitonlar ve alt manifoldlar ile ilgili olarak M"
alt manifoldu iizerinde her (M",g,v’, 1) Ricci solitonunun potansiyel fonksiyonu

o= % &(v,v) olan gradiyent Ricci soliton oldugu gosterilmistir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tez igeriginde bulunan ve diferensiyel geometride kullanilan temel

tanim ve teoremler ayrintilari ile verilecektir.

2.1. Tensorler

M, n—boyutlu bir Riemann manifoldu ve ¢ = (xl X2 ,x"), M manifoldunun bir

koordinat sistemi olsun. M iizerinde taniml biitiin diferensiyellenebilir reel degerli
fonksiyonlarin kiimesi §(M) ile gosterilir. §(M) kiimesi, fonksiyonlardaki bilinen
toplama ve carpma islemleri ile degismeli halkadir. M manifoldunun her bir p
noktasina, p noktasinda bir teget vektorii karsilik getiren fonksiyona, M {izerinde

bir "vektor alani” denir. M tizerinde bir vektor alam
n .
X=Y X0
i=1

bicimindedir. X vektor alaninin bilegenleri diferensiyellenebilir fonksiyonlar ise X

vektor alan1 diferensiyellenebilir vektor alanidir.

M manifoldu iizerindeki biitiin diferensiyellenebilir vektor alanlarinin kiimesi

X(M) ile gosterilir. X(M) kiimesi, §(M) halkasi tizerinde bir modiildiir.

M manifoldunun bir /f C M ag¢iginin her bir g noktasina, g noktasinda bir kotanjant
vektorii karsilik getiren fonksiyona, M iizerinde bir "/-form" denir. M iizerinde bir
1-form

0=y 0dx'

n
i=1
bicimindedir. 6 I-formunun bilegenleri diferensiyellenebilir fonksiyonlar ise 0

1-formu diferensiyellenebilirdir.

M manifoldu iizerindeki biitiin diferensiyellenebilir 1-formlarin kiimesi X*(M) ile

gosterilir. X* (M) kiimesi, (M) halkasi tizerinde bir modiildiir.


seçkin
Metin Kutusu


2.1.1. Tensor Alanlar1

Tammm 2.1.1. [1] V, bir K halkasi iizerinde modiil ve V*, V modiiliinden
K halkasina tanimli K—lineer fonksiyonlarin kiimesi (duali) olsun. r, s > 0
tamsayilari i¢in (ikisi ayn1 anda sifir olmamak kosuluyla),

A (V)" xV =K
K—coklineer fonksiyonuna M manifoldu iizerinde (r,s) tipinde bir "tensér” denir.

Tanim 2.1.2. [1] r,s > 0 tamsayilar1 i¢in
A:X*(M)" xX(M)* — F(M)

§(M)—c¢oklineer fonksiyonuna M manifoldu tizerinde (r,s) tipinde bir "tensor
alani” denir.

A tensor alaninin @ koordinat sistemine gore bilesenleri,

A;‘l',','.ij’-& =A(dx",...,dx",d},...,0;,)

esitligiyle tanimlanan M iizerinde reel degerli fonksiyonlardir.

Bilesenleri diferensiyellebilir fonksiyonlar olan tensor alanlar1 diferensiyellebilir
tensor alanlaridir. (r,s) tipinden biitiin diferensiyellebilir tensor alanlarinin kiimesi
TH(M) ile gosterilir.
Ozel olarak,

To(M) = F(M)

dir. r > 1 olmak iizere (r,0) tipinde tensor alanlar1 kontravaryant, s > 0 olmak

tizere (0,s) tipinde tensor alanlari ise kovaryant olarak adlandirilir.

Ornek 2.1.3. E£(6,X) = 60X esitligiyle tanimlanan
E:X*(M)x X(M) — §(M) degerlendirme fonksiyonu, M manifoldu iizerinde

(1,1) tipinde tensor alamdir. O halde, E degerlendirme fonksiyonunun M
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manifoldu iizerinde §(M)— ¢oklineer oldugunun gosterilmesi gerekir.

Her 6,,6, € X*(M), X € X(M), f € §(M) igin,

E(01+6,X)=(61+6)X =06, X+6,X=E(6,,X)+E(6:,X) ve

E(£8,X) = (£6)X = £(6X) = fE(6,X)

esitlikleri saglandigindan, E fonksiyonu birinci bilesene gore §(M)—lineerdir.
Benzer sekilde her 6 € X*(M), X1,X> € X(M), f € §(M), p € M igin,
E(6.X,+X,) = 0(X| +X2) = 06X, + 6X, = E(6,X|) + E(6,X,) ve

E(0.X)(p) = 0,(FX), = 0,/ (p)X, = £(p)8,X, = ((6X))(p) oldugundan,
E(0,fX)= fE(0,X)

esitlikleri elde edilir. Buradan, E fonksiyonu ikinci bilesene gore §(M)—lineerdir.
Sonug olarak E degerlendirme fonksiyonu §(M)—coklineerdir ve M manifoldu

tizerinde (1, 1) tipinde tensor alanidir.

Ornek 2.1.4. o # 0, 1-form olmak iizere, her X,Y € X(M) i¢in F(X,Y) = X (wY)
esitligiyle F : X(M) x X(M) — §(M) fonksiyonu tanimlansin. f € F(M) igin,

F(X,fY)=Xo(fY) =X(foY) = (Xf)oY + fX(0Y) = (Xf)oY + fF(X,Y)

oldugundan, F fonksiyonu ikinci bilesene gore §(M)—lineer degildir. Bu yiizden

F fonksiyonu bir tensor alan1 degildir.

A € T, (M) olmak iizere, A tensor alan1 M manifoldunun her p noktasinda bir deger

alir ve bu deger A, ile gosterilir.

1 <i<rigin, 6" € X*(M) olmak iizere, 0|, = o ve 1 < j < rigin, X; € X(M)
olmak iizere, X;|, = x/ olsun. Bu durumda, 1 <i < rigin, ' € T,(M)* ve

1 < j<rigin, xj € T,(M) dir.

Ap(ay,..., o x1,...,x) =A(01,...,07,X1,...,X;)(p) esitligiyle tanimlanan

A, (T,(M)*)" x (T,(M))* — R fonksiyonu A tensér alaninin p noktasindaki

degeridir.



Tanim 2.1.5. [1] M manifoldu iizerinde iki tensoriin toplami,
A,B € TL(M) igin,
A+B:X"(M)" xX(M)’ —F(M),

(A+B)(0'+0',....,0"+0" . X, +Y,..., X, +Y,) = A(0',....0".X,,....X,)
+B(o',...,0".Y;,....Y,)
esitligiyle tamimlanir.

Tanm 2.1.6. [1] M manifoldu iizerinde tensor ¢arpimi, A € T5(M), B € Z;: (M)
icin

AQB: X (M) x X(M)*™ = F(M),
(A®B)(0',...,0"" X|,... . X;0y) = A(6',...,0".X),....X,)
B(6r+17 (R 6r+r[7XS+1 g 7XS+S’)
esitligiyle tammlanir. AQ B, (r+r',s+s') tipinde bir tensor alanidir.

Ornek 2.1.7. Bir koordinat komsulugu iizerinde dx' ® dx* ve dx*> ® dx' tensor

alanlar1 incelenirse,

(dx' @dx*)(91,0,) = dx'(9))dx*(d) =1,
(dx* @dx')(d1,00) = dx*(d))dx'(d) =0

oldugu goriilir. dx' ® dx* # dx*> ® dx' oldugundan tensor carpimi degisme

ozelligini saglamaz. Ancak f € F(M) i¢in degisme 6zelligi saglanir:

ARf=fRA=FfA

Tensor toplami ve tensor ¢arpimui iglemleri ile birlikte, T} (M) kiimesi R iizerinde

bir vektor uzayt, §(M) halkast iizerinde bir modiildiir.
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A € T7(M) tensor alan1 bilesenleri cinsinden,

esitligi ile ifade edilir.
Ozel olarak, A : X(M)* — X (M), bir F(M)—c¢oklineer fonksiyonu verilsin.
Her 6 € X*(M), X; € X(M) igin,

A(6.X,....X;) = 0(A(X1,..., X))

esitligiyle tammlanan A : X*(M) x X(M)* — §(M) fonksiyonu incelenirse,
Her 6,60, € X*(M), X; € X(M) igin,

A(Gl +6,,X1,... ,XS)

(61 + 6)(A(X,...,XS))
= 6(A(X1,.... X))+ 6:(A(X),. ... X))

— A(61,X1,..., X)) +A(62,X1,...,X;)
ve her 6 € X*(M), X; € X(M), f € (M) i¢in,
A(f0,X1,...,Xs) = (fO)(A(X1,...,X,)) = fA(0,X,,...,X;)

esitlikleri saglandigindan A fonksiyonunun birinci bilesene gore §(M)—lineer
oldugu goriiliir. 1 < j < s olmak iizere,

Her 6 € X*(M), X;,X,,Xj, € X(M) igin,

A(Q,Xl,...,le+Xj2,...,Xs) = G(A(Xl,...,le+Xj2,...,XS))
= 9(A(Xl,...,le,...,Xs)—I—A(Xl,...,ij,...,Xs))

= 0(AX1,....Xj,,..., X))
—|—6(A(X1,...,Xj2,...,XY))
= A(0,X1,....Xj,,..., X;)

+A(6,X,...,X

Jareees

X;)



ve her 6 € X*(M), X; € X(M), f € F(M) i¢in,
A(G,Xl,...,fXj,...,Xv) = 0(AXy,....fXj,....X,))
= 0(fAXy,....X},...,Xy))
= fA(0,X1,....Xj,...,Xs)

esitlikleri saglandigindan A doniisiimii §(M)—c¢oklineerdir, A € T!(M) dir.

A i - ZA” Iy

ve A tensor alaninin bilesenleri,

A(dxj,(?,-l,. . .,al's) = dxj(A(a,'l,. . ,8,-3_))

i1-is
bicimindedir. A : X(M)* — X(M), §(M)—coklineer fonksiyonunun bilesenleri,
A tensor alanin bilesenleri ile aym oldugundan A doniisiimiiniin M manifoldu

tizerinde (1,s) tipinde tensor alani olarak diistiniilebilecegi goriiliir.

Tanmm 2.1.8. [1] M, n boyutlu bir manifold olmak iizere, M manifoldunun her p
noktasina

gp  T,(M)xT,(M)—R
simetrik, bilineer, pozitif taniml fonksiyonunu karsilik getiren g doniisiimiine
M {izerinde "Riemann metrik tensor alam" denir. g, M manifoldu iizerinde
(0,2) tipinde bir tensor alamidir. Bu metrik ile birlikte, M manifolduna ya da
(M,g) ikilisine "Riemann manifoldu" denir. g metrik tensor alani, bilesenleri

gij = 8(d;,d;) olmak iizere,
g=)Y gijdx'@dy @.1.1)

dir. M manifoldu tizerinde g metrik tensor alanina karsilik gelen g = [g;;] matrisinin

tersi, g~ ! = [g"/] ile gosterilecektir.
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2.1.2. Temel Izomorfizmalar

M manifoldu iizerinde 1-formlarm kiimesi X*(M) ile (0,1) tipindeki tensor
alanlarimin kiimesi izormorftur.

Her X € X(M),[9(6)](X) = 6(X) esitligiyle tammlanan ¢ : X*(M) — T)(M)
doniisiimiiniin §(M)—lineer bir izomorfizma oldugu gosterilecektir.

Her 6,6, € X*(M) igin,

[@(61+6)](X) = (61 +6:)(X)
= 61(X)+62(X)
= [0(61)](X) +[0(62)](X)
= [9(61)+¢(6)](X)
ve her 6 € X*(M), f € F(M) igin,
[p(fO)I(X) = (f8)(X)
= fO(X)
= [fe(0)(X)
esitlikleri saglandigindan ¢ doniisiimii §(M)— lineerdir.

©(61) = ¢(6,) olsun. Her X € X(M) igin,

[0(6))](X) = [0(6,)](X) = 6;(X) = 6,(X) elde edilir.

Ozel olarak, X = 0; alinirsa, p € M igin,

011,(di|p) = 62],(di|p) oldugundan 6; = 6, dir.

Ayrica, boy X*(M) = boy T)(M) oldugundan ¢ déniisiimii 6rtendir. Buradan,

X5(M) = (M)

olur.
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Simdi, M manifoldu iizerindeki diizgiin vektor alanlarinin kiimesi X(M) ile (1,0)
tipindeki tensor alanlarinin kiimesinin izomorf oldugu gésterilecektir. Bunun igin,
her 8 € X*(M), ¢(0) = V() esitligiyle tammh ¢ : X(M) — T} (M) doniisiimiiniin
§(M)—lineer izomorfizma olmasi gerekir. Her V;,V, € X(M) i¢in,
[p(Vi+V2)][(6) = (Vi+V2)(6)

= 0(Vi+W)

= 6(Vi)+6(\)

= Vi(6)+V2(6)

= (6(1))(6)+(¢(2))(6)

= (o)) +0(2)](6)

veherV € X(M), f € F(M) i¢in,

[o(fVII6) = (fV)(6)
= 6(fV)
= fo(v)
= f(V)(8)
= [fo(V)I(6)

esitlikleri saglandigindan ¢ doniisiimii §(M)—lineerdir.

¢ (V) € TH(M) olsun. Her p € M igin, (V)| : T, (M) — R bir lineer doniisiimdiir.
(T, (M))* uzaymin T,(M) uzayina izomorf oldugu bilindiginden, ¢(V)|, € T,(M)
dir. O halde, ¢(V) € X(M) bulunur. Boylece [¢(V)](6) = V(0) olacak sekilde,

V € X(M) var oldugundan ¢ doniigsimii 6rtendir.
Ayrica, boy X(M) = boy T} (M) oldugundan ¢ doniisiimii bire birdir. Buradan,
X(M)=TH(M)

dir.
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Onerme 2.1.9. [1] (M,g) Riemann manifoldu ve V € X(M) i¢in, V*,
V¥(X)=(V,X) VX e X(M)

esitligi saglanacak sekilde bir 1-form olsun. Bu durumda, (V) =V* esitligiyle
tamumly @ : X(M) — X* (M) fonksiyonu §(M)—lineer izomorfizmadur.

Ispat: V*, 1-form oldugundan ¢ doniisiimiiniin §(M)—lineer oldugu kolaylikla
goriiliir.

Her X € X(M) igin (V,X) = (W,X) olsun. i¢ ¢arpim fonksiyonunun lineerliginden,
(V—W,X) =0 dir. Buradan, V = W elde edilir.

Simdi, her 6 € X*(M) i¢in ¢ (V) = 0 olacak sekilde bir V € X(M) oldugu

gosterilecektir.

0 = Y 6idx' veV =Y g"6;d; olsun. Bu durumda,
i=1 ij

(V.o = (Y.876:9;,0)

- ;Jgffei<aj,ak>
= Zgij 6i8 ji
= %5,;’9,-
s

= 6(d)

olur. Yani, (V,X) = 6(X) olacak sekilde bir V vektor alan1 vardir. Buradan, 6
1-formuna karsilik gelen V vektor alaninin bilesenlerinin 6; fonksiyonlart oldugu
goriiliir. Kisaca, 6 1-formuna karsilik gelen V vektor alaninin bilesenleri Vi = g’/ 0 i
dir. Benzer sekilde, V vektor alanina karsilik gelen 6 1-formunun bilesenleri 6;

olmak iizere 0; = g; jVj dir. O
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2.1.3. Tensor Tiirevi

Bu kisimda tensor cebirinde sik kullanilan bazi diferensiyel operatorler verilecektir.

Tamm 2.1.10. [1] Her X € X(M) ve 6 € X*(M) i¢in C(X ® ) = 06X esitligiyle
tammlanan C : T} (M) — F(M) fonksiyonuna "(1,1) daraltma" denir.
A € T{(M) igin,
C(A) =Y A]
dir.
Tamm 2.1.11. [1] A € TL(M) igin,
(C;A)(Gl, .. .,6’*1,X1,.. HXs—1)

= C{A(0',...,67 0" 0" X, X, X X))

esitligiyle tanimlanan Cj. : TH(M) — T"~1(M) doniisimiine A tensor alaninin
"(i,]) daraltmast" denir. A € T%(M) i¢in Cl.j daraltmasi, (r — 1,5 — 1) tipinde bir

tensor alanidir.

Ornek 2.1.12. A € T3(M) tipinde bir tensor alani olsun. Bu durumda C} (A)
esitligiyle verilen (1,2) tipinde tensor alamidir. Bu tensor alaninin bilegenleri,

(GAY; = (GA)(dr',9:,9))

= C{A(~,dxk,8l-,8j, )}

Y A(dx™,dx*,0;,0;,0m)

m
LA
m

bicimindedir.
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Tanmm 2.1.13. [1] Asagidaki iki onermeyi saglayacak bicimdeki
D=D;: T (M)— T, (M) (r,s>0)

R—lineer fonksiyonuna M manifoldu iizerinde (r,s) tipinde bir "tensor tiirevi"

denir:

1) Her A,B € T;(M) igin,
D(A® B) = (DA)® B+A® (DB). (2.12)
2) Her C daraltmasi ve A € T5(M) igin,
D(CA) = C(DA). (2.1.3)
Ozel olarak, f € F(M) icin, Df = Df dir.
Teorem 2.1.14. [1] D, M iizerinde bir tensor tiirevi ve A € T5(M) olsun.

DIA(B!,...,0" . X;,....X,)] = (DA)(O',...,0".X,,....X;) (2.1.4)

.
+Y A(6',...,D0',....0" X1,... . X,)
i=1
N
+Y A6',...,0".X,,....DX;,....X;)
j=1

esitligi saglanir.
Ispat: Kolaylik olmasi amaci ile, teoremin ispati r = s = 1 icin yapilacaktir.
{x',...,x"}, M manifoldu iizerinde bir koordinat sistemi olsun. Buna gore,

A € T} (M) tensor alanmin bilesenleri A} = A(dx', d;) olmak iizere,
A=Y A 9 @dx
i.j

bicimindedir. Her 8 € X*(M) ve her X € X(M) icin, 8 = Y 0(d;)dx* ve
k

X = Y. X(dx')d; olsun. C herhangi iki daraltma operatdriiniin bileskesi olmak iizere
1

A(0,X)=C(A®02X)
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esitliginin dogru oldugu gosterilecektir. Burada A ® 6 ® X, (2,2) tipinde tensor

alamidir.

Esitligin sol yani i¢in,
=Y Aox/
i

dir. Diger taraftan,

ARORX = Z A;Gle 8i®31®dxj®dxk
i,j,k,l

ve C=Co C% i¢in,
CA®RORX)=C(CHA®0®X)) dir.
Kisaca, B=A® 6 ® X denirse,

Z B 81®dxj

J,l,m

elde edilir. Burada C}(B) € T!(M) dir. C1(B) tensor alamina C daraltmasi

uygulandiginda,
C(Ci(B)) = Z B 0, @dx))
Jilm
= Z BT,Z C(81®dxf)
Jilm
= Z Bml dx]
Jilm
= ).Bm
m,p
= ZB(dxm,dxp,8p,8m)
m7p

= Y (A®0®@X)(dx",dx",0p,0p)

= ZA(dxm, ap)9(7 am)X(aP)
m,p

= ZAgemxp

m,p

olur.
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Buradan, A(6,X) = C(A® 6 ® X) bulunur. Simdi, D tensor tiirevinin tanimi

kullanilirsa,
D(A(6.X)) = D(C(A®RO®X))

= C(DA®6®X))

= C(PA®O®X)+C(A®DIRX)+C(A®0®DX)

= DA(6,X)+A(DO,X)+A(6,DX)
elde edilir. Boylece (2.1.4) esitliginin dogru oldugu gosterilmis olur. O
Bu teoremin sonucu olarak, 6 € X*(M) i¢in,

(DO)(X)=D(6X)—6(DX)

elde edilir.

Sonu¢ 2.1.15. [1] Dy ve D, tensor tiirevleri olsun. Bu tensor tiirevleri,
§(M) kiimesindeki fonksiyonlarda ve X(M) kiimesindeki vektor alanlarinda ayn
degerleri altyorsa, Dy = D, dir.

Asagidaki teorem ile bir tensor tiirevinin fonksiyonlardaki ve vektor alanlarindaki

degeri belli ise tensor tiirevinin tek olarak belli oldugu sdylenebilir.

Teorem 2.1.16. [1]V € X(M)ve f € §F(M) verilsin. Her X € X(M) igin,
O0(fX)= (V)X +f(6X) (2.1.5)

olacak bigcimde R—lineer bir 6 : X(M) — X(M) fonksiyonu verildiginde, M

lizerinde bir tensor tiirevi, D,
DY =V :F(M)— F(M) (2.1.6)

ve

D=6 (2.1.7)

olacak bicimde tek olarak vardir.
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Ispat: V ile § verilsin. Bu durumda D8 ile D& verilmis demektir. D bir tensor
tiirevi olacagindan, her 6 € X*(M) ve her X € X(M) igin, D tensor tiirevinin

1-formlardaki degeri
(DO)(X)=D(6X)—06(DX)=V(6X)—6(5X)

esitligiyle belirlidir. Simdi D8 € X*(M) oldugu gostermek igin, DO doniisiimiiniin
F(M)—lineer oldugu gosterilecektir.
Her X,Y € X(M) igin,
(DO)X+Y) = V(O(X+Y))—0(5(X+Y))
= V(6X+6Y)—6(5X +8Y)
= V(6X)+V(0Y)—06(8X)—6(5Y)
V(0X)—6(8X)+V(0Y)—0(5Y)
= (DO)(X)+(DO)(Y)
ve f € §(M) igin,
(DO)(fX) = V(6(fX))—6(5(fX))
= V(f(6X)) - 6[(V/)X + f(6X)]
= (VA)(6X)+fV(6X)— (V[)(6X)— f6(6X)
= fIV(6X)—6(5X)]
= f(DO)(X)
esitlikleri saglamir. Buradan, D8 € X*(M) dir.
AeT(M) (r+s>2) igin, (2.1.6) ve (2.1.7) esitlikleri (2.1.4) esitliginde
kullanildiginda garpim kural
(DA)(0',...,0".X,,....X,) = V(A(6',...,0".X,....X;)) (2.1.8)

.,DO',...,0" Xy,....X)

|

-
=
=

I
—_

|
-1-
2
o)

L0".X1,...,DX},...,X,)

~.
Il
—
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esitligine doniisiir. Benzer sekilde DA doniisiimiiniin §(M)—coklineer oldugu
(2.1.8) esitligi kullamilarak gosterilebili. Buradan DA € ¥%(M) dir. Burada
D: % (M) — TL(M) R—lineer operatordiir.

Simdi, D : T{(M) — T%(M) R—lineer doniigiimiiniin tensor tiirevi tanimindaki
(2.1.2) ve (2.1.3) esitliklerini sagladig1 gosterilecektir.

Kolay olmast amactyla, A, B € T} (M) olsun. Bu durumda,

(D(A®B))(6',6.X1,X,) = V((A®B)(6',6% X1,X3))
—[(A®B)(D6',6% X1,X2) + (A®B)(0',D6% X|,X)]
~[(A®B)(8',6%,DX1,X) + (A®B)(8',6%,X,,DX>)]

= V(A(6',X1)B(6%,X,))
—[(A(DO',X1)B(6%,X,) + (A(8",X,)B(D6?,X>)]
—[(A(6',DX,)B(6%,X,) + (A(8',X,)B(6%,DX>)]

= V(A(6',X)))B

B
\‘I\J
x
_|_
=
=
ES
<
=

[\e]
&

)
) —A

)
—A(D6',X,)B(6%,X;) —
—A(6',DX;)B( ) —

)

WV (

A(8',X, )B(DOZ,XQ)
)
)

(
(
= (DA)(6',X1)B(6%.X2) +A(6',X1)(DB)(6°,X,)
= (PA®B)(6',6%,X1,X2) + (A®DB)(6',6% X1,X,)
= ((PA®B)+(A®DB))(0',6%,X1,X,)
olur. Buradan D(A ® B) = DA ® B+ A ® DB esitligi elde edilir.

Son olarak D : T(M) — ¥%(M) doniisimiiniin daraltma operatorii ile degismeli

oldugunu gosterilecektir.

Her 6 € X*(M), her X € X(M) igin,

(DC)(X ©6) = D(C(X ® 0)) =D(6X) = V(6X)

olur. Ayrica,
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(CD)(6®X) = C(D(X®0)
C((DX)2 60 +X ®(D8))
C[(DX)® 6]+ C[X @ (D8)]
= 6(DX)+(DO)(X)

= 0(8X)+V(6X)—0(5X)
= V(6X)

oldugundan CD = DC esitligi saglanr. 0

Bu teoremin bir sonucu olarak asagidaki tanim verilebilir.

Tamim 2.1.17. [1]V € X(M) olsun.
Her f € §(M) icin Ly (f) =V f,
her X € X(M) i¢in Ly (X) = [V, X]

esitlikleriyle belirli Ly tensor tiirevine, V vektor alanina gore "Lie tiirevi” denir.
Ly(fX) = [V, fX] = VfX + fIV.X] = VfX + fLyX
oldugundan Ly, Teorem 2.1.16 daki § operatoriiniin 6zelliklerini saglar.

Tamm 2.1.18. [1] {x!,... x"}, M" manifoldunun dogal koordinat sistemi olsun.

V ve W, M" iizerinde vektor alanlari olmak iizere, W = ¥ W0, icin,

DyW =Y V(W'o,
esitligiyle belirli DyW vektor alanina W vektor alaninin V' vektdr alanina gore
"kovaryant tiirevi" denir.

Tamm 2.1.19. [1] M bir Riemann manifoldu olmak iizere, V,W € X(M) igin
asagidaki onermeleri saglayan bir D : X(M) x X(M) — X(M), D(V,W) = DyW

fonksiyonuna M manifoldu iizerinde "dogal konneksiyon (baglanti)" denir:
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(D1) DyW, W vektor alanina gore R—lineerdir.
(D2) DyW, V vektor alanina gore §(M)—lineerdir.

(D3) f e F(M)igin,
Dy (fW)= (V)W + fDyW

esitligi saglanir.

Tanim 2.1.20. [1] M bir Riemann manifoldu olmak iizere; X,V,W € X(M) igin,

(D4) [V,W]=DyW — DyV
(D5) X(V,W) = (DxV,W)+ (V,DxW)
onermelerini saglayan bir tek D konneksiyonuna M manifoldunun "Levi-Civita
konneksiyonu" denir.
Tamim 2.1.21. [1] A, M iizerinde (r,s) tipinde bir tensor alan olsun.
Her V,X; € X(M) ve 6/ € X*(M) igin,
(DA)(0',...,0".X,,....X,,V) = (DyA)(0',...,0".X,,....X;)

esitligiyle tamimli (r,s+ 1) tipinde DA tensor alanina, A tensor alaninin "kovaryant
diferensiyeli" denir.
Ozel olarak r = s = 0 i¢in f fonksiyonunun kovaryant diferensiyeli,
her V € X(M) i¢in,
(Df)(V)=Dyf=Vf=df(V)

olur.
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2.1.4. Tip Degistirme ve Metrik Daraltma Operatorleri

Tamim 2.1.22. [1]1<a<rvel<b<solsun. A€ TEH(M),X; € X(M),
6/ € X*(M) ve X;, X, € X(M) vektor alamna metrikge denk olan 1-form olmak
lizere,

(iz A)(el,...,Gril,Xl,...7Xb71,Xb,Xb+17...,Xs+])

= A0',..., X}, 07 X X, Xy Xt 1)

a.nci

b nci yerdeki bilesene metrikce denk olan bilesen a nc1 yere gelir

esitligiyle tammlanan |§: T{(M) — ngr}(M) fonksiyonuna "indeks azaltma

operatorii” denir.

Ornek 2.1.23. A € T3(M) olsun. Bu durumda B =|!} A,
B(60,X,Y,Z) = A(Y*,0,X,7) esitligiyle belirli olan, M manifoldu iizerinde (1,3)
tipinde bir tensor alamdir. M manifoldunun dogal koordinat sistemi {x!,...,x"}
ve bu koordinat sisteminin duali {dx!,...,dx"} olmak iizere, B tensor alaninin bu
koordinat sistemlerine gore bilesenleri,
;k, = B(dx',d;,0,9))
= A(9{,9;,9),9)
= A(ngmdxm,dxi,aj,al)

m

mi

= Z 8km j[l
m

bicimindedir.
Tamm 2.1.24. [1]1<a<rvel<b<solsun. A € ThH(M),X; € X(M),
6/ € X*(M) ve X,, 6 € X*(M) 1-formuna metrikge denk olan vektor alani olmak
izere,
(TZ A)(Ql PR 6r+17X17' .. 7Xb—] 7Xb+l yee aXs)

= A(917' ) Ga—l’ea-‘rl’ o= '76r+17X17' .- 7Xb—17Xb7Xb+l7' .- aXs)

a nc1 yerdeki bilesene metrik¢e denk olan bilesen b nci yere gelir
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esitligiyle tammlanan 1¢: T5(M) — F'*1(M) fonksiyonuna "indeks artirma

operatorii"” denir.

Ornek 2.1.25. B € T}(M) olsun. Bu durumda A =1} B,

A(Y*,0,X,Z) = B(0,X,Y,Z) esitligiyle belirli olan, M manifoldu iizerinde (2,2)
tipinde bir tensor alanidir. M manifoldunun dogal koordinat sistemi {x!,... x"},
bu koordinat sisteminin duali {dx',...,dx"} olmak iizere, A tensor alanmin bu

koordinat sistemlerine gore bilesenleri,
ij _ im pJ
Ag = Zg Bimi
im
bicimindedir.

Ayrica, daha 6nce A : X(M)* — X(M) s—lineer doniisiimiiniin M manifoldu

tizerinde (1,s) tipinde tensor alani olarak diisiiniilebilecegi gosterilmisti. Buradan,

HAaegd

211 (M) dir ve
HAWVXy,.... X)) = VAKX, X))

esitligiyle tanimlidur.

Ornek 2.1.26. [1] (M, g) Riemann manifoldu iizerinde
R(X,Y,Z) = RxyZ = Dix y)Z — [Dx,Dy]Z

esitligiyle tanimli olan R : X(M)? — X(M) Riemann egrilik tensorii goz oniine
almsin. Bu durumda R, (M,g) Riemann manifoldu iizerinde (1,3) tipinde tensor
alanidur.

M tizerinde (0,4) tipindeki H R tensor alaninin bilegenleri R; j;; olmak lizere,

Riju = (L1 R)(9:,9),0,9)

= <aia Rj.5, <8J)>
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bicimindedir. Ayrica,
Riju = R(9/,0},0k, )
= R(Zgimdxm,8j,8k,8l)

= Y gmR(dX",3;,0%,9))

m

olur.

Tamim 2.1.27. [1] M bir Riemann manifoldu, p € M, u, ve w, € T,(M) uzayinda
iki lineer bagimsiz vektor olsun. u, ve w), teget vektorlerinin gerdigi diizlem I1
olmak iizere, her p € M noktasi i¢in,

(Ryu, w)

K(u,w) = (u, u) (w,w) — (u,w)

2
esitligiyle elde edilen K(IT) sayisina, M manifoldunun p noktasindaki "kesitsel
egriligi” denir.
Tanmm 2.1.28. [1] R, M manifoldunun Riemann egrilik tensorii olsun. M
manifoldunun "Ricci egrilik tensorii”,
Ric = C}(R)
esitligiyle tanimhidir. Ricci egrilik tensoriiniin koordinat vektor alanlarina gore
bilesenleri R;; olmak iizere,
Rij=Ric(d;,9;) = (C3R)(9:,9))
= C{R(-,9;,9j,")}
= ZR(dxm, 8,-, 8j, 8,,,)
m
- XK,
m
bi¢imindedir.
Tamm 2.1.29. [1] (M, g) Riemann manifoldunun Ricci tensorii Ric olmak iizere,

Ric = Ag olacak bi¢cimde bir A sabiti var ise M manifolduna "Einstein manifoldu"

denir.
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Tamim 2.1.30. [1]1 <a <b <s, r>0tam sayilar1 ve A € T/(M) i¢in,

Qi Pg AliL-ir
( abA Jl Js—2 Zg AJI"'[’""I"'JY

esitligiyle tanimlanan Cg, : Tp(M) — T!_,(M) doniigsimiine "metrik daraltma

operatorii” denir.

Bir diger metrik daraltma operatorii, 1 <a < b <r, s > 0tam sayilar1 ve A € T5(M)

icin,
ab A N\i1ir—2 ll"'P'"q---irfz
(C™A) J1 Js ngq s

esitligiyle tamimli olan C% : T7(M) — T~2(M) operatoriidiir.

Ornek 2.1.31. A € T} (M) olsun. Bu durumda, B = C)»A olmak iizere B € T} (M)

dir. B tensor alaninin bilegenleri,
B, = (CnA);
- Papi
= Y 8"MA,
p7

olur.

Lemma 2.1.32. [1] Dy kovaryant tiirev ve D kovaryant diferensiyel operatorleri,

hem tip degistirme hem de metrik daraltma operatorleri ile degismelidir.

Ispat: Kolaylik olmasi amaciyla, ispatta 1 operatdrii kullanilacaktir.

A € T}(M) ve g € TY(M) metrik tensor alanlar igin, g®A € T/, (M) olur.

1 operatdrii A tensor alanina uygulanirsa,

(4 A)(dx",...,dx"",0;,...,0;,,) = A(dxi‘,...,Zgjlmdxm,...,dxi’*‘,(?jz,...,

_ . ll"'m"'lr 1
- Zghm J2rds+1
m

esitligi elde edilir.

d

js+1

)
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Diger taraftan, g ® A tensor alammna C{ daraltmast uygulanirsa,

Ci(g®A) € T (M) olur ve

[Cig@A)](dx",....dx",0j,...,0;.,,) = C{(g@A)(dx",........dx"1,- 9 ,...,9j.)
= Y(g®A)(dx",....dxX",....dxX"" 0, 0;,,...,0;,,)

m
Zg(&m,z?jl )A(dxil yeen 7d)dn7 ce. 7dx""*‘,8j27 ce. 7(9]3_“)
m

= Y 5(9),,0m)A(dx",....dx",....dx",0},,...,0;,,)
m

o ineemeie
Y gimAL
m

esitligi elde edilir. Bu esitliklerden, |{ A = C{ (g ®A) oldugu goriiliir. Bu durumda,

Dy(l{A) = Dy(Ci(g®A))
= Ci(Dv(g®A))
= C{(Dvg®A+g®DyA)
= Ci(g®DyA)

= 11 (DvA)
olur. Simdi, Dy (C*'A) = C*!(DyA) oldugu gosterilecektir:
Du(CA) = Dy(CY 14A)
= C{(Dv(114))

= Ci(}i (DvA))

= CY(DyA).
D kovaryant diferensiyel operatorii icin,
(D14 AV = Dy (1§ A) =14 DyA = (1 DAYV

ve

D(C'A)V = Dy (C"'A) = C*' (DyA) = (C'DA)V

esitliklerinden degisme 6zelliginin saglandig: goriiliir. a
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Tanim 2.1.33. [1] M manifoldunun Ricci egrilik tensoriiniin herhangi bir C metrik
daraltmasi C(Ric) fonksiyonuna M manifoldunun "skaler egriligi" denir ve S ile
gosterilir.

§ = C(Ric) € F(M)

bicimindedir.
Dogal koordinat sistemine gore Ric tensor alaninin bilesenleri R;; olmak iizere,

CpRic = (C1])(Ric)
= C(1} Ric)
= C{(1] Ric)(-,)}
= Z(T{ Ric)(dx", )
= ZRIC (8™, )

= Zg’leC (0,0m)

im

- ZgimRim
im

oldugundan
S=Y &'R;
iJ
dir. Ayrica R;; = ZR, ;m oldugundan
S= Z g”R:r/lm
i,j,m

dir.

2.1.5. Gradiyent, Divergens, Hessiyan ve Laplasiyan Operatorleri

Tamm 2.1.34. [1] f € §(M) olmak iizere, df € X*(M) 1-formuna metrik¢ce denk
olan vektor alana f fonksiyonunun "gradiyent vektor alant” denir ve grad f vektor

alan1 V f ile gosterilir.
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df = ngidxi icin,
X
grad [ = Zg”a ;0

esitligi ile belirlidir.
Acik olarak her X € X(M) igin,

erad 1.X) = (L&' 25, TXa)

iJ

- ,,ngfl (97, 30)

.. d
= Zg”XkaT];gjk

ijk

= Zskaxl

_ v O
= LooX

= Zx"ak

— Xf

= df(X)

ijok

olur.

Onerme 2.1.9 kullanilarak, grad f vektor alanma karsilik gelen 1-formun df

oldugu goriiliir.
Tamm 2.1.35. [1]V € X(M) olsun. V vektor alaninin divergensi,
divV = C(DV)

esitligiyle tanimli olan fonksiyondur.
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V =Y Vig;icin,
i

divV = C(DV)
= C{V)(-)}
= Y (DV)(dx',d)

i

= Z(Da,»v) (dxi)

1

= Y (dx)(DyV)

1

= Z<ZgimamaD8,-V>

1

= Y &" (0 DaY)

- Zgim(Daiv)Wl
im

= Y.(D3V).

1

- Z<ai7D3iV>

= LV
A%
= L

P Zl"ijj
i j

olur. Ayrica, R" vektor uzaymin dogal koordinat sistemine gore Fﬁj =0

oldugundan,

divV = :
iv ; R
dir.
A € TY(M) simetrik tensor alan1 igin div A,

divA = C13(DA) = C23 (DA)

esitligiyle tanimlidir ve div A € X*(M) dir. Buradan,
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(divA)(d) = ((C13)(DA))(9)
= C{(13DA)(-,-,9)}
= ).(13DA)(dx’,9;,9))

J

= Y(DA)(9;.0:.8"9)

ok

= ) 8Y(DA)(9},0:,0)
ik

elde edilir.

Tanm 2.1.36. [1] f € §(M) olsun.
Hess f = D(DY)

esitligiyle tamimli Hess f : X(M) x X(M) — §(M) fonksiyonuna f fonksiyonun

"Hessiyani" denir.

Lemma 2.1.37. [1] f fonksiyonunun Hessiyani, Hess f, her X,Y € X(M) icin,
(Hess f)(Y,X) = X (Y ) — (DxY)f

esitlikligini saglayan (0,2) tipinde simetrik tensor alanidur.

ispat:
(Hess f)(X,Y) = (D(Df))(X,Y)

= (DyDf)(X)
= Dy((Df)X)— (Df)(DyX)
= Dy(Xf)—(DyX)(f)

= Y(X[) = (DyX)f
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olur. Ayrica,
(Hess f)(X,Y) = (Dx(Vf),Y)
oldugu kolaylikla goriiliir. Simdi, F(M)—lineer Hess f fonksiyonunun simetrik

oldugu gosterilecektir.

(Hess f)(X.Y)— (Hess f)(Y.X) = Y(Xf)—(DyX)f—X(Yf)+(DxY¥)f
— Y(Xf)=X(Yf)+(DxY)f — (DyX)f
— [V X)(f) + (DxY —DyX)(f)
= (¥.X]+[X. YD)
=0
oldugundan
(Hess f)(X.Y) = (Hess f)(¥.X)
dir. O

Tanm 2.1.38. [1] f € §(M) igin,

Af =div (grad f)

esitligiyle tanimlanan Af fonksiyonuna f fonksiyonunun "Laplasiyani” denir.

Kovaryant diferensiyel operatorii, tip degistirme operatorleri ile degismeli
oldugundan f fonksiyonunun Laplasiyant Af, Hess f tensor alaninin metrik

daraltmasidir. Yani,
Af = div (grad f)

= CD(grad f)

= CD(tdf)

= C1 (Ddf)

= Ciz(Hess f)

bicimindedir.
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2.2. Alt Manifoldlar

Tanim 2.2.1. [5] M" ve N™ Riemann manifoldlar1 olmak iizere, ¢ : M" — N™
diferensiyellenebilir fonksiyonu igin, her p € M, @., : T,(M) — Ts(,)(N)

doniisiimii bire bir ise ¢ doniisiimiine bir "daldirma (immersiyon)" denir.

M" ve N™ Riemann manifoldlarinin metrik tensorleri sirasiyla g ve ¢ olmak iizere,

her p € M ve her X,,,Y,, € T,(M) igin,

8p(Xp,Yp) = 8o(p) (04pXp, 0:Y))

Onermesi saglaniyorsa ¢ doniisiimiine "izometrik immersiyon” denir. Ayrica, ¢
immersiyonu bire bir ise bu durumda ¢ doniisiimiine "gomme (imbedding)", M
manifolduna N manifolduna "gomiilmiis alt manifold” veya "N manifoldunun alt

manifoldu” denir.

Tanim 2.2.2. [3] n— boyutlu M manifoldunun her bir p noktasina, 7,(M) uzayinin
r—boyutlu lineer alt uzayini kargilik getiren bir D fonksiyonuna, M manifoldunun

"r—boyutlu distribiisyonu (distribution-dagilim)" denir.

Her X,Y € D i¢in [X,Y] € D oluyorsa D distribiisyonu involutivedir.

Tanmm 2.2.3. [6] M, N manifoldunun bir alt manifoldu olsun. ¢: M — N
fonksiyonu bir imbedding olmak {izere, bir D distribiisyonu her p € M i¢in
¢.p(T,(M)) = D, esitligini sagliyorsa M manifolduna D distribiisyonunun
"integral manifoldu" denir. D distribiisyonunun M manifoldunu iceren bagka bir
integral manifoldu mevcut degil ise M manifolduna D distribiisyonunun "maksimal

integral manifoldu” denir.

Bu tanimdan yararlanarak Frobenius teoremi verilebilir:

Teorem 2.2.4 (Frobenius). [6] D, N manifoldu iizerinde bir involutive distribiisyon

olsun. N manifoldunun her p noktasindan gecen tek bir M(p) maksimal integral
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manifoldu vardir. p noktasindan gecen her integral manifoldu M(p) maksimal

integral manifoldunun acik alt manifoldudur.

2.2.1. Tanjant ve Normaller

M", N manifoldunun bir alt manifoldu olsun. Her p € M igin T,(M) tanjant uzay1
T,(N) uzayinin nondejenere bir alt uzayidir. 7,,(M) uzayinin ortogonal tiimleyeni
T,(M)"* olmak iizere,

T,(N) = Tp(M) & T, (M)~
bi¢imindedir. M manifolduna teget vektorlerin kiimesi 7, (M) ile ve M manifolduna

dik vektorlerin kiimesi 7,(M) " ile gosterilir. Buna gbre, her x € T,,(N) igin,

tan:T,(N) —T,(M), tanx=x"

nor:T,(N) — T,(M)*, norx=x"
dik izdiisiim fonksiyonlar1 olmak iizere,
x=x" 4 x*

olarak yazilabilir.

2.2.2. Alt Manifoldlar Uzerinde Temel Esitlikler

Bu kisimda (M",g) Riemann manifoldu olarak, (N, g) Riemann manifoldunun
¢ : M" — N™ izometrik immersiyonu ile birlikte ¢ (M) daldirilmig alt manifoldu
anlagilacak ve ¢(M) alt manifoldu M ile gosterilecektir. Ayrica, M ve N
Riemann manifoldlar iizerindeki Levi-Civita konneksiyonlar: sirasiyla V ve V ile

gosterilecektir.

Tamm 2.2.5. [1] h(X,Y) = (VxY)* esitligiyle tanimlanan
h:X(M)x X(M) — X(M)* fonksiyonuna M manifoldunun "ikinci temel formu"

denir. & fonksiyonu §(M)—lineer ve simetriktir.
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Tamim 2.2.6. [5] X,Y € X(M) olmak iizere,

VxY = VxY +h(X,Y)
S N —
tan nor

esitligine "Gauss formiilii" denir.
Tamm 2.2.7. [5] X,Y,Z,W € X(M) olmak iizere
g(R(X,Y)Z,W) = g(R(X,Y)Z,W) +&(h(X,W),h(Y,Z)) — &(h(X,Z),h(Y,W))
2.2.9)

esitligine "Gauss denklemi” denir.

Tanm 2.2.8. [5] A(X,n) = AyX esitligiyle tamimlanan
A X(M) x X(M)*+ — X(M) fonksiyonuna M manifoldunun "sekil operatorii"

denir. A sekil operatorii self-adjoint bir doniisiimdiir.

Tamm 2.2.9. [5] X € X(M), n € X(M)* olmak iizere,

Vxn = —ApX +Dxn (2.2.10)
—— =
tan nor

esitligine "Weingarten formiilii” denir. Burada D, M manifoldu iizerinde normal

konneksiyondur.

Lemma 2.2.10. [1] ikinci temel form ile sekil operatorii arasinda asagidaki esitlik
saglanir:

g(h(X,Y),n) = g(AnX,Y) (2.2.11)

Tanmm 2.2.11. [1] M™ manifoldu iizerinde ikinci temel formun izine M manifol-

dunun "ortalama egrilik fonksiyonu" denir ve ortalama egrilik vektorii H

1
H= <> trace h (2.2.12)

n
esitligi ile belirlidir.

Tanimm 2.2.12. [4] M", N™ manifoldunun bir alt manifoldu olmak iizere, H =0
(h = 0) ise M" manifolduna "minimal alt manifold (totally jeodezik alt manifold)"

denir.
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2.3. Carpim Manifoldlari

Tamm 2.3.1. [1] (B,gg) ve (F,gr) Riemann manifoldlar1 olmak iizere,
g = n*(gp) + 0*(gr) metrik tensorii ile verilen B x F manifolduna, B ve F

manifoldlarinin "Riemann ¢arpim manifoldu" denir. Burada, (p,q) € B X F igin,

T:BxF — B, n(p,q) =p,

O:BxXF —F, o(p,q) =¢q

diizgiin izdiisiim fonksiyonlaridir.

pxF=n""(p)={(p,r)lr€ F} ve Bxq=0""(q) = {(s,q)|s € B} kiimeleri,

B x F ¢arpim manifoldunun alt manifoldlaridir.

Tamm 2.3.2. [1] (B,gp) ve (F,gr) Riemann manifoldlar1 olmak iizere,
f € §(B), f > 0 fonksiyonu verilsin. g = 7*(gp) + (f o ©)>0* (gr ) metrik tensorii
ile verilen B x F' carpim manifolduna B ve F manifoldlarinin "warped carpim

manifoldu” denir ve B X ¢ F ile gosterilir.

Her (p,q) noktasinda B x s F manifolduna teget x vektorii igin,

g(x.x) = gp(dm(x),dn(x)) + f*(p)gr (do(x),do(x))

olur. Ayrica, 7 !(p) ve 67!(g) alt manifoldlarina sirastyla M = B x s F warped
carptm manifoldunun "lifleri"” ve "yapraklari” denir. Lif uzayina teget vektorlere
(p,q) noktasindaki "dikey vektirler”, yaprak uzaymna teget vektorlere (p,q)

noktasindaki "yatay vektorler” denir.

B manifoldu lizerindeki vektor alanlarinin M = B X ¢ F manifoldu iizerine liftlerinin
kiimesi £(B) ile gosterilir. Buna gore, x € Tj,, ;) (1~ (p)) vektoriiniin M = B X s F
manifoldu iizerine lifti ¥ olmak iizere, d7(%) = x dir. Ayrca, v € T, (67 (q))
icin dm(v) = 0 dir. Benzer sekilde, F manifoldu iizerindeki vektor alanlarinin

M = B x s F manifoldu iizerine liftlerinin kiimesi £(F') ile gosterilir. Buna gore,
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v E T, (071 (q)) vektdriiniin M = B x ; F manifoldu iizerine lifti ¥ olmak iizere,

do(v) = v dir. Ayrica, x € T, ) (7 (p)) igin do (x) = 0 olur.

Ornek 2.3.3. Her donel yiizel (dondiirme eksenini kesmemek iizere); B dondiiriilen
egri, F birim yarigcapli gember ve f(b) fonksiyonu her b € B i¢in b noktasindan
dondiirme eksenine uzaklik fonksiyonu olmak lizere, M = B x y F warped ¢arpim

manifolduna izomorftur.

Onerme 2.34. [1] M =B x  F manifoldu warped ¢arpim manifoldu iizerinde,
X,Y € L(B), V,W € L(F) icin,

(1) DxY € L(B), B iizerinde DxY vektor alanun liftidir.

(2) DxV = DyX = (’;f)v dir

3) (DyW)*: =h(V,W) = —((V,W)/) gradf dir.

4) (DyW)T € L(F), F iizerinde VyW vektor alamimn liftidir.

onermeleri saglanir.

Onerme 2.3.5. [1]M =Bx 1 F manifoldu warped ¢arpum manifoldu olsun.
vy = (&, B) egrisinin M manifoldu iizerinde bir jeodezik olmasi icin gerek ve yeter

kosul asagidaki iki onermenin saglanmasidir:

(1) B manifoldu iizerinde, o" = gp(B’,B’)f o ot grad f dir.

 2d(foa)
7f0706 ds

(2) F manifoldu iizerinde, B" B’ dir.

Sonug 2.3.6. [1] M = B x ¢ F warped ¢arpim manifoldu iizerinde X ,Y yatay, V,W
dikey vektorler ve k = dim F > 1 olsun. Bu durumda M manifoldunun Ricci tensorii

asagidaki esitlikleri saglar:

(a) Ric(X,Y) = Ricg(X,Y)— ;Hf(X,Y).
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(b) Ric(X,V)=0.

Af
2 (k=1 s
! k=1 f?

Teorem 2.3.7. [2] (M, g) bir Riemann manifoldu olmak iizere L ve K bu manifoldu

(c) Ric(V,W) = Ricp(V,W)— { VAV }

birbirini tamamlayan ve dik kesisen iki yaprak belirtsin. Eger L totally jeodezik ve
K kiiresel ise, (M,g) manifoldu B x y F warped product manifolduna izomorftur.

Burada L ve K yapraklart B X F manifoldunun dogal yapraklarina karsilik gelir.

2.4. Ricci Solitonlar

Tamm 2.4.1. [7] (M,g) bir Riemann manifoldu ve v € X(M) olsun. (0,2)
tipindeki L,g, Ric tensorleri sirastyla g metrik tensor alaninin v vektor alanina gore

Lie tiirevini ve Ricci tensoriinii gostermek iizere, A € R igin
1 .
Eng +Ric=Ag (2.4.13)

esitligi saglaniyor ise (M,g) Riemann manifolduna "Ricci soliton" denir ve
(M,g,v,A) dortlisti ile gosterilir. Burada v vektor alanma Ricci solitonun
"potansiyel vektor alani” denir.

A >0, A =0 ve A <0 degerleri i¢in sirasiyla (M,g,v,A) Ricci solitonuna

"shrinking, steady ve expanding Ricci soliton" denir.

Tanim 2.4.2. [9] v potansiyel alani, sifir veya Killing vektor alani ise (M, g,v, 1)

dortliistine "basit Ricci soliton" denir.

Tamm 2.4.3. [9] v potansiyel alam1 f € §(M) fonksiyonunun gradiyenti ise
(M, g,v,A) dortliisiine "gradiyent Ricci soliton" denir ve (M, g, f,A) ile gosterilir.

f potansiyel fonksiyonu sabit ise (M, g, f, A ) basit Ricci solitondur.
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3. CONCURRENT VEKTOR ALANLARI VE
SINIFLANDIRILMASI

3.1. Concurrent Vektor Alanlari

Tammm 3.1.1. [7] M bir Riemann manifoldu ve V, M iizerinde Levi-Civita

konneksiyonu olsun. Herhangi bir Z € X (M) vektor alani igin,
V=2 (3.1.1)

esitligini saglayan bir v vektor alanina M manifoldu iizerinde "concurrent vektor

alani"” denir.

Ornek 3.1.2. E" n—boyutlu Oklid uzay: ve {x',...,x"} bu uzaym koordinat

sistemi olmak iizere,
n
e
i
5 ox

esitligiyle tantmlanan pozisyon vektor alan1 géz 6niine alinsin.

" noood o
YeX(E ),Y:JEY}W@H,

Vyx =

1=
~<
=
%]
by

Il
_

I
=
~
Tl

I
~1

oldugundan x pozisyon vektor alan1 E” iizerinde concurrent vektor alanidir.

Ornek 3.1.3. I, R’nin yay uzunlugu s olan bir acik araligi, (F,gr) bir Riemann
manifoldu olmak iizere, I X F' warped carpim manifoldu goz 6niine alinsin.

Onerme 2.3.4 (2) kullanilarak
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V= s% veX = q)% olmak iizere, Z € X(M), V,X € L(I), W € L(F) igin,

Vzv=Vx.wv = Vxv+Vyv
= VXv—‘rEW
N
o (sL)s
= X[s| < s
[s]3s+ s

ds. d
= (P(a)aﬂLW

= X+W

W

= Z
oldugundan v vektor alanm / iizerinde concurrent vektor alanidir.

Teorem 3.1.4. [8] (M",g) complete Riemann manifoldu olsun ve M" manifoldu
iizerinde bir x vektor alam icin Vx = 1 esitligi saglansin. Bu durumda, M"
manifoldu n—boyutlu Oklid uzayina izomorftur ve x, Oklid uzaymn bilinen

pozisyon vektor alanidir.

3.2. Concurrent Vektor Alanina Sahip Ricci Solitonlar

Bu bdliimde concurrent vektor alanina sahip Ricci solitonlarin simiflandirilmasi

yapilacaktir.

Teorem 3.2.1. [7] (M",g,v,A), potansiyel vektér alani v olan bir Ricci soliton
olsun. v vektor alanimin concurrent vektor alant olmast icin gerek ve yeter kosul

asagidaki iki onermenin saglanmasidir:

(@) (M",g,v,A), A =1 olan Ricci solitondur.

(b) M", I x5 F warped ¢arpuim manifoldunun bir acik alt kiimesidir. Burada I, R
nin yay uzunlugu fonksiyonu s olan agik araligi ve F, Ricci tensorii

Ricp = (n—2)gr esitligini saglayan (n — 1)—boyutlu Einstein manifoldudur.
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Ispat: v concurrent vektor alani olsun.

(M",g,v,A) Ricci soliton ve her X € X(M) i¢in
Vv =X (3.2.2)

olur.

Her p € M i¢in X,, v, € T,(M) teget vektoriine dik, birim uzunlukta bir
teget vektorii olmak iizere, M manifoldunun p noktasindaki kesitsel egriligi
K,(X,,v,) sayisidir. Kolaylik olmas1 amaciyla, p noktasindaki degerler goz 6niine

alinmayarak islemlere devam edilecektir. Bu durumda,

KX,v) = (RX,v)X,v)

= —(R(X,v)n,X)

= —([Vx,V\,]v=Vx v, X)

= —(VxVyv—V,Vxv—[Xv],X)

= (Vi VX — X X)

~ 0 (3.2.3)
esitligi elde edilir. Buradan,

Ric(v,v) = (Ric(v),v) =0 (3.2.4)

olur.

e1, M" manifoldu iizerinde birim teget vektor alam ve u € F(M) icin v = e
olsun. M" manifoldu iizerinde e; vektor alaninin ortonormal genisletilmisi

{ey,... ey} gatisi ve bu ¢atimin duali {w',...,w"} olmak iizere

1 <i,j<nigin, wlj konneksiyon formlari

Ve = Z w! 1<i<n (3.2.5)
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esitligiyle tanimlidir.

(3.2.2) esitliginde X = e i¢in

e1 =V, (ner) = (eiph)er +uVe e

olur. Buradan,

ein=1 (3.2.6)
Ve e1 =0 (3.2.7)
esitlikleri elde edilir. Benzer olarak k = 2,...,n icin, X = ¢; segilirse
ex = Ve (Uer) = ex()e +uVeen (3.2.8)
elde edilir. Buradan,
ext =0 (3.2.9)

olur.

n .
(3.2.8) esitligindeki V,,e; vektor alant i¢in, Vo1 = Y. w](ex)e; oldugundan
=1

n .
w(Y wilene;) = ex (3.2.10)
j=1
esitligi saglanmalidir. Bu esitlik agik olarak yazildiginda,

/.L(w} (ex)er + w%(ek)ez 4+ w]f(ek)ek + o+ wi(ex)en) = ex (3.2.11)

esitligi elde edilir. {ey,...,e,} ortonormal taban ve w! = —w; oldugundan,
uwi(er) = —1 (3.2.12)
wile) =0, k#j (3.2.13)

elde edilir.



39

{e1} ve {ey,...,e,} kiimelerinin gerdigi uzaylar sirasiyla D; ve D, olsun.
V. e = 0 oldugundan D; distribiisyonunun yapraklart M" manifoldunun

jeodezikleri olacak sekilde D, totally jeodezik distribiisyondur.

Kartan yap1 denklemleri olarak bilinen
dw’:—Zw’j/\w], i=1,...,n (3.2.14)
Jj=1

esitliginde i = 1 i¢in, (3.2.13) esitligi kullanilirsa,

1

dw' = —wi AW —wiAw? — - —wlAwT =0
——

0 0

elde edilir. Bu durumda w' = ds olacak bigimde en az bir s € (M) vardir.

Diger taraftan, 2 <i# j < nigin

g(leisejler) = g(Veej—Veeien)

= <V€iejael>_<vejeiyel>
n n

= (Y wileDew,er) = () wilej)er,er)
k=1 k=1

= whle) —wiley)

=0

oldugundan, [e;,e j] € D, dir. Buradan D, involutive bir distribiisyondur. Teorem
2.2.4 den D> maksimal integral manifoldudur. Bu durumda, D, distribiisyonun M
manifoldunun her p noktasindan gecen tek bir maksimal integral manifoldu vardir.

Buradan, D, integrallenebilir bir distribiisyondur.

D, distribiisyonun her bir L yapraginin ikinci temel formu h olmak iizere,

2 <i,j<nigin (3.2.12) ve (3.2.13) esitliklerinden yararlanilarak

}Al(eh ej) = g(veiel ) ej)el

= g(Veeirej)er

= ——€,
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oldugundan
R S
h(eiye;) — ﬁel (3.2.15)

esitligi elde edilir. Buradan, D, distribiisyonunun her bir L yapraginin ortalama
1

egriliginin —E oldugu goriiliir.

Ayrica (3.2.15) esitligi, D, distribiisyonun her bir L yapraginin, ortalama egrilik

vektorii H = —Z—l olan M" manifoldunun totally umbilik hiperyiizeyi olmasini

gerektirir. (3.2.9) esitliginden, her totally umbilik L yapraginin ortalama egrilik

vektorii normal demetine paralel oldugundan D, bir kiiresel distribiisyondur.

d
Teorem 2.3.7 den, M" manifoldunun e; = = i¢in

ds

g =ds*+ f(s)gr (3.2.16)

metrik tensor alani ile verilen / X f(,) F' warped ¢arpim manifoldu oldugu goriilir.

v vektor alanina dik her X birim vektor alani igin,

K(X,v) = (R(X,v)X,v)

= —(R(v,X)X,x)
_ _<(Hessf)(X,X)

f

_ _ (Hess f)(X,X) )

f
f//
o/
olur. (3.2.3) esitligi kullanilirsa, f”(s) = 0 elde edilir. Dolayisiyla f warping

v,v)

fonksiyonu, a,b € R igin f(s) = as + b olmalidir.

a = 0 olmasi durumunda 7 X s, F' warped ¢arpim manifoldu, bir Riemann ¢arpim
manifoldudur. Bu ise Onerme 2.3.5 den D, distribiisyonunun her yapraginin
M" manifoldu iizerinde totally jeodezik olmasini gerektirir; ancak bu (3.2.15)

esitliginde elde edilen sonugla celigir. O halde a # 0 dir.
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f(s) = s olsun. Buradan M" manifoldu, / X, F biciminde bir warped ¢arpim

manifoldudur.

Lie tiirevinin tanim1 ve (3.2.2) esitligi kullanilarak, her X,Y € X(M") igin,
(Lvg)(X,Y) = g(Vxv,Y) +g(Vyv,x) = g(X,Y) +8(X,Y) =2g(X,Y) (3.2.17)
esitligi elde edilir. Bu esitlik Ricci soliton denkleminde yerine yazildiginda,
Ric(X,Y)=(A—1)g(X,Y) (3.2.18)

esitligi elde edilir. Buradan, M" manifoldunun (n — 1)—Einstein manifoldu oldugu

goriiliir.

(3.2.4) ve (3.2.18) esitliklerinden, M"™ manifoldu Ricci flattir ve A = 1 dir. Yani,

(M",g,v,A) shrinking Ricci solitondur.

M" manifoldu Ricci flat oldugundan ve Sonu¢ 2.3.6 (c) den, warped carpim
manifoldunun ikinci faktérii F, Ricp = (n — 2)gr esitligini saglayan Einstein

manifoldudur.

Bu teoremin karsit1 i¢in, A = 1 ve M = I X F warped ¢arpim manifoldu olsun. M
manifoldu i¢in, X € £(I), v € L(F), X ve v birbirine dik vektor alanlar1 olmak

lizere,

(Hess 5)(X,X)

LA
s

dir. Ayrica, K(X,v) = — (R(v,X)X,x) oldugundan

K(X,v)=( V) =0 (3.2.19)

Ric(X,X) =0 (3.2.20)

ve
Ric(v,v) =0 (3.2.21)
bulunur. Boylece M" manifoldu Ricci flattir. Buradan, (3.2.20) ve (3.2.21)

esitlikleri goz Oniine alinarak A = 1 i¢gin Ricci soliton denklemi yazilirsa,

1
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esitligi elde edilir.

Her W € X(I X F) igin,

1
S (L)W, W) = g(W.W) (3.2.23)
(Vwn,W)y = (W,W) (3.2.24)
oldugundan Vyv = W dir. Buradan v concurrent vektor alanidir. O

Sonu¢ 3.2.2. [7] Potansiyel alanmi concurrent vektor alant olan steady veya

expanding Ricci soliton yoktur.

Sonug 3.2.3. [7] v potansiyel alani concurrent vektor alani olan her (M",g,v, )

Ricci soliton gradiyenttir.

Ispat: v concurrent vektor alani olsun. Bu durumda, (3.2.17) esitliginden

1
Eng =8

1
olur. Teorem 3.2.1 den A = 1 ve Ric = 0 oldugu goriiliir. f = Eg(v, v) segilirse,

her X € X (M) i¢in,

<Vf7X> = Xf

1

= X(ga(nv)
= %X(v, V)
= (Vxwv)

= <X ) v)
oldugundan V f = v dir. Buradan (M", g,v, A1) gradiyent Ricci solitondur. O

Uyan 3.2.4. [7] M" complete Riemann manifoldu ve v, M manifoldu iizerinde
concurrent vektor alam olsun. Bu durumda M" manifoldu, Teorem 3.1.4 den

n—boyutlu Oklid uzayma izomorftur. Ayrica, r: U C M — R, r(x) = ||x||?
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esitligiyle tanimli orjine uzaklik fonksiyonu olmak iizere,
" dr . 1 &
dr=) ——dx' = -—) x'dx
l; ox! r ;
n
= Ly givg
riZi

1&
= Ly,
ri=3

= Vr

Iy
= ;i:leai

oldugundan, v = rVr esitligiyle tammlanan v vektor alani, Ornek 3.1.2 de

actklanan pozisyon vektor alamdrr.

3.3. Ricci Soliton olan Riemann Alt Manifoldlar:

Bu boliimde (M",g), n—boyutlu, (N, g) Riemann manifoldunun bir alt manifoldu
ve v € X(M) vektor alaninin N manifoldu iizerinde concurrent vektor alani oldugu
kabul edilecektir. v vektor alanmim sirastyla X(M) ve X(M)* vektor uzaylari
iizerindeki dik izdiisiimleri v’ ve v ile gosterilecektir. Yine &, A ve D operatorleri
ile sirastyla M manifoldu tizerindeki ikinci temel form, sekil operatorii ve normal

konneksiyon gosterilecektir.

Teorem 3.3.1. [7] (M",g,v!, 1) Riemann manifoldunun Ricci soliton olmast icin

gerek ve yeter kosul her X,Y € X(M) igin,
Ric(X,Y)= (A —1)g(X,Y)—g(h(X,Y),v}") (3.3.25)

esitliginin saglanmasidir.
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Ispat: v, N manifoldu iizerinde bir concurrent vektor alani olmak iizere X € X (M)
icin
X=Vyv = V(o +vh)
= %XVT + %XVL
= VxvI +h(X, V)4 (—A,.X + Dxv?)

= Vyv! —A X +h(X V") +Dxv* (3.3.26)

tan jant normal

olur. Tanjant ve normal bilegenler karsilagtirildiginda
Vvl =A X +X (3.3.27)

h(X,vT) = —Dxv* (3.3.28)
esitlikleri elde edilir.

(3.3.27) ve (3.3.28) esitlikleri kullanilarak her X,Y € X(M) igin,

(Lrg)(X,Y) = g(Vxv',Y)+g(Vyv' X)
= g(AuX+X,Y)+g(A, Y +Y,X)
= g(ALX.Y)+g(X.Y)+g(A,Y,X)+g(Y,X)
= 2g(X,Y)+2g(A,.X,Y)

= 2g(X,Y)+23(h(X,Y),v})

bulunur. Buna gore, L,rg tensoriiniin degeri Ricci soliton denkleminde yerine
yazilirsa, (M",g,v, ) dortliisiiniin bir Ricci soliton olmasi icin gerek ve yeter

kosul
Ric(X,Y) = (A—1)g(X,Y)—gh(X,Y)v}")

esitliginin saglanmasidir. O



45

Ornek 3.3.2. §"7"(1), E"~"*! uzayinda birim hiperkiire ve y(s) bu hiperkiire

tizerinde birim hizli bir egri olsun. (M",g) Riemann alt manifoldu

O:M" = E", ¢(s,x2,...,x,) = (Y($)X2,X2, ..., %)

izometrik immersiyonu ile verilsin. Bu durumda, M" manifoldu diizdiir (flat) ve

(M", g, xT, 1) dortliisii A = 1 olan shrinking Ricci solitondur.
Ornegin daha kolay anlasilmast igin m = 4, n = 2 oldugu durum incelenecektir.
vl = S2(1) CE ¥(s) = (n(s), 12(s), 15(5))
esitligi ile verilen birim hizli bir egri olsun. Buradan ¢ : M> — E* doniisiimii
¢(s,22) = (N (8)x2, 12 (s)x2, 13(5)32,%2)
esitligiyle belirlidir.

E* Oklid uzaymin metrik tensér alani & olsun. M? manifoldunun metrik tensor
alan1 g olmak iizere g = ¢*g dir. Simdi, her Y,,Z, € T,(M) i¢in pullback
fonksiyonunun tanimi kullanilarak M manifoldu iizerinde g metrik tensor alaninin

bilesenleri hesaplanacaktir.

HerY,,Z, € T,(M),p € M? i¢in

8p(Yp.Zp) = (0°8)p(Yp, Zp) = 8lo(p)(9:Yp, 0.2p) (3.3.29)

olmalidir. Burada,

¢*p(Yp) = J‘P‘p[yp]

v'(s)xlp n(s)
_ e )xl nls) [Yl]
Bl Bis)| (Y2

0 1

oldugundan

Op(Yp) = ( 7' ()%l +7()Y2, % (5)x2|pY1 + 12(s)Y2,

v (s)x2| Y1+ 1(s)Ya, Y2)
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elde edilir. Benzer sekilde,

0p(Zp) = (7' ()x2lpZi +1(8)22, 72 ' ()x2] pZ1 + 12 (5) 22,

v ()x2]pZ1 + V3(5) 22, Z2)

olur. Buradan ¢.,Y, ve ¢.,Z, vektorlerinin degerleri (3.3.29) esitliginde yerlerine

yazildiginda ||y(s)|| = 1 ve ||y'(s)|| = 1 esitlikleri kullanilarak

&Y. Zp) = 8lop)(9:Yp,0.Zp)
= (n'O)’PNZi+1 ()n()p1Za+ 0 (5)11(s)p2YaZs
+(11(5))*p2YaZs
H ()’ PN Zi+ % (5)n()pY1 22+ 1 (5)1(s) p2YaZy

%(s))’p2YaZs
+H(B () PNZi+ 1 (5)1() P Za + 15 (5) 13 (5) paYa Z
+(1(5))*p2YaZs

+Y27,

= NZip3[(n'(9)7) + (1)) + (1 ()]
1=[]7(s)l]
N Zap2[y ' (5)71(s) + 1 ()1 (s) + 1 () B (s)]
(7 (5),7(5))=0
+1Zipa[y ()7 (s) + 1" (5)12(s) + 75 (5)73(5)]
(7 (9)7(5))=0
+122[(71())?) + (1(5))> + (13(5))> +1]
1=[|7(s)]]
= PINZ1+0-Y1Zopy +0-YoZipr +2Y2 7>

elde edilir.

pEM?igin, {e; Qe e Dea,er De,ex ey} kiimesi ‘Ig(M) uzayinin dogal tabani
ve bu tabanin duali {dx' ® dx!,dx' ® dx? dx* ® dx',dx* ® dx*} kiimesi olmak
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iizere, g € TY(M) metrik tensér alaninin bilegenleri

(dx' @dx")(Y,,Z,) = dx'(V,)dx'(2,) =112
(dx' @dx*)(Y,,Z,) = dx'(Y,)dx*(Z,) =Y1Zs
(dx* @dx")(Yy,Z,) = d(Y,)dx'(Z,) =127,
(dx* @dx*)(Yy,Z,) = dxX*(Y,)dx*(Z,) =YaZs

esitlikleriyle belirlidir.

2 . ;
Agik olarak, g = ) g;jdx' ®dx’/ olduundan her p € M? igin
ij=1

g = p%a’xl ®dx' + 2dx*> ® dx* olarak bulunur. Ayrica, g metrik tensor alanina

karsihik gelen matris yine g ve bu matrisin tersi g~ olmak iizere,

2
_|®m 0
=[5 3
ve 1
1 X2 0
g7 = x2 1
0 —
2

dir. Buradan, M manifoldunun Riemann egrilik tensorii R = 0 olarak hesaplanir.
Dolayistyla, M? diizdiir (flat). Ayrica, kiire iizerindeki x pozisyon vektor alani icin
xT = x dir. Ornek 3.1.2 den x pozisyon vektor alani, concurrent vektdr alanidir.

Boylece Teorem 3.3.1 den (M?,g,x7, 1), A = 1 olan shrinking Ricci solitondur.

3.4. Teorem 3.3.1 in Baz1 Uygulamalari

Tamm 3.4.1. [7] M" bir Riemann alt manifoldu, n € X(M)* ve ¢ € F(M) olsun.
M" manifoldunun gekil operatorii Ay olmak lizere, Ay = @I esitligi saglaniyorsa

M" manifolduna "n-umbilik" denir.

Teorem 3.4.2. [7] M", N manifoldunun bir alt manifoldu olsun. (M",g, v, 1)
Ricci solitonun basit olmast icin gerek ve yeter kosul M" manifoldunun v--umbilik

olmasidr.



48

Ispat: M", N manifoldunun bir alt manifoldu ve (M”, g,v", 1) basit Ricci Soliton
olsun. Bu durumda M" Einstein manifoldudur. Yani, her X,Y € X(M) i¢in (3.3.27)

esitligi kullanilarak

1
Ric=1g & ELVTg =0

& (Lrg)(X,Y)=0
s gVl ¥)+g(Vpv' X)) =0
s gVl +h(X V), Y) + (Vv +h(Y v, X)=0
& gALX+X,Y)+g(A Y +Y,X)=0
& 2¢(X,Y)+2g(A, X, Y)=0
& g(X+A,.X,Y)=0
& A X=-X
elde edilir. Buradan M" manifoldu ¢ = —1 icin v —umbiliktir. O

Sonu¢ 3.4.3. [7] M", N™ Riemann manifoldunun bir alt manifoldu ve

(M", g, v LX) Ricci soliton olsun. Bu durumda M basit Ricci solitondur.

Tanmmm 3.4.4. [7] {ey,...,e,}, (M",g) Riemann manifoldunun bir ortonormal
catisi olsun. M" manifoldunun skaler egriligi t,
T= Z K(ei,ej)
1<i<j<n

esitligiyle tanimlidur.

Onerme 3.4.5. [7] (M",g, v, 1), N™ manifoldunun minimal alt manifoldu olan

bir Ricci soliton olsun. Bu durumda, M" manifoldunun skaler egriligi sabittir ve

n(A—1)

T= >

bicimindedir.
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Ispat: M", N" manifoldunun bir minimal alt manifoldu ve (M",g,v", ) bir Ricci

soliton olsun.

Teorem 3.3.1 den her X,Y € X(M) igin,
Ric(X,Y) = (A — 1g(X,Y) - g(h(X,Y),v") (3.4.30)

oldugu bilinmektedir. M" minimal alt manifold oldu§undan ortalama egrilik
vektorii sifirdir. Bu durumda,

gH ) =0 (3.4.31)

olur. (3.4.30) esitliginden,
ZRic(e,-,ei) =n(A—1) (3.4.32)
i=1

elde edilir. Dolayisiyla, M" manifoldunun skaler egriligi sabittir ve

T= ”@2_1) (3.4.33)

esitligi ile belirlidir. a
Lemma 3.4.6. [7] M", N™ manifoldunun bir alt manifoldu olsun. Yy = %g(vL, )
ve ¢ = 13(v,v) olmak iizere,

Vy=-4" (3.4.34)
ve

v =Vo (3.4.35)

esitlikleri saglanir.
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ispat: M", N™ manifoldunun bir alt manifoldu olsun. Bu durumda, Weingarten

formiilii ve (3.3.27) esitligi kullanilirsa

g(Vy.X) = Xy
= g(Vyvitoh)
= (A X +Dxvivh)
= g(Dxv,vh)
= —g(h(XV"),v5)
= —g(A,.xv)
= g(—-A,.x )

= g(-A,",X)
oldugundan Vi = —A v esitligi elde edilir. Benzer olarak,
g(Ve.X) = Xo
Vxv,v)

&

(X;v))
= gx " vh
g(X,
g(X,

I
%1

v+ )
V')

oldugundan v’ = V¢ elde edilir. O

Onerme 3.4.7. [7] N manifoldunun her (M",g, @, ) Ricci soliton alt manifoldu

potansiyel fonksiyonu ¢ = %g(v, v) olan gradiyent Ricci solitondur.

Sonu¢ 3.4.8. [7] M", N manifoldunun bir alt manifoldu ve (M",g,®,A) bir
gradiyent Ricci soliton olsun. (M",g,@,A) alt manifoldunun basit Ricci soliton
olmast icin gerek ve yeter kosul N™ manifoldu iizerindeki v concurrent vektor

alaminin M" manifolduna dik olmasidir.
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Ispat: M”, N manifoldunun bir alt manifoldu ve (M",g,®,A) basit gradiyent
Ricci soliton olsun. Bu durumda, ¢ = % &(v,v) fonksiyonu M manifoldunu iizerinde

sabit oldugundan, her X € X(M") i¢in

[

Xo = X(58(wv))
1

— E(g(VXv,v) +g(v,Vxv))

= (606 + ()
= g(X,V)

=0

[\

olur. Buradan, v concurrent vektor alan1 M" manifolduna diktir.

Kargit olarak, v € X(M)* ise, Xg(v,v) = 2g(X,v) = 0 oldugundan g(v,v), M"
manifoldu {izerinde sabittir. Buradan M" Einstein manifoldudur; yani M" basit

gradiyent Ricci solitondur. O
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