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RICCI SOLİTONLAR VE
CONCURRENT VEKTÖR

ALANLARI

Seçkin GÜNSEN

Tez Danışmanı:
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üyelerince kabul edilmiştir.
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ÖZET

RICCI SOLİTONLAR VE
CONCURRENT VEKTÖR

ALANLARI

Seçkin GÜNSEN

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dalı
Tez Danışmanı: Doç. Dr. Leyla ONAT

2017, 55 sayfa

Bu çalışma temel olarak iki bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde
diferensiyel geometride sık sık kullanılan tensörler ile ilgili işlemler, diferensiyel
operatörler, tensör türevi, Ricci tensörü gibi kavramlar örnekleriyle verilmiştir.
Ayrıca, diferensiyel geometride geniş bir yer tutan manifold teorisinin önemli
kavramlarından biri olan alt manifoldlar ile ilgili temel eşitlikler ve çarpım
manifoldunun özellikleri yine birinci bölümde incelenmiştir.

Çalışmanın ikinci bölümünde, 2015 yılında Bang-Yen Chen ve Sharief Deshmukh
tarafından yapılan "Ricci solitonlar ve concurrent vektör alanları" [7] isimli makale
detaylı olarak incelenerek bir manifold üzerinde concurrent vektör alanı, Ricci
solitonlar, warped çarpım manifoldu, alt manifoldun Ricci soliton olması gibi
kavramları içeren teorem ve önermeler ispatlanmıştır.

Anahtar Sözcükler: Ricci soliton, concurrent vektör alanı, alt manifold, umbilik
alt manifold, Lie türevi, tensör türevi, Ricci tensörü.
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This study is based on two chapters. In the first chapter, mainly used concepts
of differential geometry is introduced with examples such that tensor fields,
differential operators, tensor derivation, Ricci tensor, etc. Moreover, fundemental
equations of the submanifold theory in Riemannian Geometry, which has a main
role in differential geometry, and product manifolds are examined in this chapter.

In the second chapter, "Ricci solitons and concurrent vector fields" [7] has been
studied and examined which was given by Bang-Yen Chen and Sharief Deshmukh
in 2015. In particular, proofs of the theorems and propositions have been given with
details about concurrent vector fields, warped product manifolds, submanifolds
admitting Ricci solitons.

Key Words: Ricci soliton, concurrent vector fields, submanifold, umbilical
submanifold, Lie derivation, tensor derivation, Ricci tensor.
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Bu çalışma boyunca, değerli bilgi ve tecrübelerinden yararlandığım, uygun
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1

1. GİRİŞ

Einstein manifoldları, Ricci solitonların özel hali olması nedeni ile günümüze kadar

konunun hem fiziksel hem de geometrik özelliklerinin incelendiği pek çok çalışma

yapılmıştır.

(Mn,g) bir Riemann manifoldu ve (Mn,g,v,λ ), potansiyel vektör alanı v olan bir

Ricci soliton olmak üzere, Bang-Yen Chen ve Sharief Deshmukh 2015 yılında

yaptığı çalışmada, Ricci solitonların potansiyel vektör alanlarının concurrent

olması için gerek ve yeter koşulun, (Mn,g,v,λ ) Ricci solitonunun shirinking Ricci

soliton olması ve Fm boyutlu Einstein manifoldu olmak üzere, M Ricci solitonunun

I×s F warped çarpım manifolduna izometrik olması olduğunu göstermiştir [7].

Ayrıca, alt manifold teorisinden yararlanılarak, Mn manifoldunun Nm Riemann

manifoldunun bir alt manifoldu olması durumunda, v ∈ X(N) concurrent vektör

alanının teğet ve dik bileşenleri sırasıyla vT ve v⊥ olmak üzere, (Mn,g,vT ,λ )

Ricci solitonunun Einstein olması için gerek ve yeter koşulun Mn alt manifoldunun

v⊥−umbilik olduğu ispatlanarak her (Mn,g,vT ,λ ) totally umbilik alt manifoldun

Einstein manifoldu olduğu sonucuna ulaşılmıştır.

Potansiyel vektör alanı bir fonksiyonun gradiyenti olan bir Ricci solitona gradiyent

Ricci soliton denir. Gradiyent Ricci solitonlar ve alt manifoldlar ile ilgili olarak Mn

alt manifoldu üzerinde her (Mn,g,vT ,λ ) Ricci solitonunun potansiyel fonksiyonu

φ = 1
2 g̃(v,v) olan gradiyent Ricci soliton olduğu gösterilmiştir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, tez içeriğinde bulunan ve diferensiyel geometride kullanılan temel

tanım ve teoremler ayrıntıları ile verilecektir.

2.1. Tensörler

M, n−boyutlu bir Riemann manifoldu ve ϕ = (x1,x2, . . . ,xn), M manifoldunun bir

koordinat sistemi olsun. M üzerinde tanımlı bütün diferensiyellenebilir reel değerli

fonksiyonların kümesi F(M) ile gösterilir. F(M) kümesi, fonksiyonlardaki bilinen

toplama ve çarpma işlemleri ile değişmeli halkadır. M manifoldunun her bir p

noktasına, p noktasında bir teğet vektörü karşılık getiren fonksiyona, M üzerinde

bir "vektör alanı" denir. M üzerinde bir vektör alanı

X =
n

∑
i=1

X i
∂i

biçimindedir. X vektör alanının bileşenleri diferensiyellenebilir fonksiyonlar ise X

vektör alanı diferensiyellenebilir vektör alanıdır.

M manifoldu üzerindeki bütün diferensiyellenebilir vektör alanlarının kümesi

X(M) ile gösterilir. X(M) kümesi, F(M) halkası üzerinde bir modüldür.

M manifoldunun bir U ⊂M açığının her bir q noktasına, q noktasında bir kotanjant

vektörü karşılık getiren fonksiyona, M üzerinde bir "1-form" denir. M üzerinde bir

1-form

θ =
n

∑
i=1

θidxi

biçimindedir. θ 1-formunun bileşenleri diferensiyellenebilir fonksiyonlar ise θ

1-formu diferensiyellenebilirdir.

M manifoldu üzerindeki bütün diferensiyellenebilir 1-formların kümesi X∗(M) ile

gösterilir. X∗(M) kümesi, F(M) halkası üzerinde bir modüldür.

seçkin
Metin Kutusu
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2.1.1. Tensör Alanları

Tanım 2.1.1. [1] V , bir K halkası üzerinde modül ve V ∗, V modülünden

K halkasına tanımlı K−lineer fonksiyonların kümesi (duali) olsun. r, s ≥ 0

tamsayıları için (ikisi aynı anda sıfır olmamak koşuluyla),

A : (V ∗)r×V s→ K

K−çoklineer fonksiyonuna M manifoldu üzerinde (r,s) tipinde bir "tensör" denir.

Tanım 2.1.2. [1] r,s≥ 0 tamsayıları için

A : X∗(M)r×X(M)s→ F(M)

F(M)−çoklineer fonksiyonuna M manifoldu üzerinde (r,s) tipinde bir "tensör

alanı" denir.

A tensör alanının ϕ koordinat sistemine göre bileşenleri,

Ai1···ir
j1··· js = A(dxi1 , . . . ,dxir ,∂ j1 , . . . ,∂ js)

eşitliğiyle tanımlanan M üzerinde reel değerli fonksiyonlardır.

Bileşenleri diferensiyellebilir fonksiyonlar olan tensör alanları diferensiyellebilir

tensör alanlarıdır. (r,s) tipinden bütün diferensiyellebilir tensör alanlarının kümesi

Tr
s(M) ile gösterilir.

Özel olarak,

T0
0(M) = F(M)

dir. r ≥ 1 olmak üzere (r,0) tipinde tensör alanları kontravaryant, s ≥ 0 olmak

üzere (0,s) tipinde tensör alanları ise kovaryant olarak adlandırılır.

Örnek 2.1.3. E(θ ,X) = θX eşitliğiyle tanımlanan

E : X∗(M)×X(M) → F(M) değerlendirme fonksiyonu, M manifoldu üzerinde

(1,1) tipinde tensör alanıdır. O halde, E değerlendirme fonksiyonunun M
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manifoldu üzerinde F(M)− çoklineer olduğunun gösterilmesi gerekir.

Her θ1,θ2 ∈ X∗(M), X ∈ X(M), f ∈ F(M) için,

E(θ1 +θ2,X) = (θ1 +θ2)X = θ1X +θ2X = E(θ1,X)+E(θ2,X) ve

E( f θ ,X) = ( f θ)X = f (θX) = f E(θ ,X)

eşitlikleri sağlandığından, E fonksiyonu birinci bileşene göre F(M)−lineerdir.

Benzer şekilde her θ ∈ X∗(M), X1,X2 ∈ X(M), f ∈ F(M), p ∈M için,

E(θ ,X1 +X2) = θ(X1 +X2) = θX1 +θX2 = E(θ ,X1)+E(θ ,X2) ve

E(θ , f X)(p) = θp( f X)p = θp f (p)Xp = f (p)θpXp = ( f (θX))(p) olduğundan,

E(θ , f X) = f E(θ ,X)

eşitlikleri elde edilir. Buradan, E fonksiyonu ikinci bileşene göre F(M)−lineerdir.

Sonuç olarak E değerlendirme fonksiyonu F(M)−çoklineerdir ve M manifoldu

üzerinde (1,1) tipinde tensör alanıdır.

Örnek 2.1.4. ω 6= 0, 1-form olmak üzere, her X ,Y ∈X(M) için F(X ,Y ) = X(ωY )

eşitliğiyle F : X(M)×X(M)→ F(M) fonksiyonu tanımlansın. f ∈ F(M) için,

F(X , fY ) = Xω( fY ) = X( f ωY ) = (X f )ωY + f X(ωY ) = (X f )ωY + f F(X ,Y )

olduğundan, F fonksiyonu ikinci bileşene göre F(M)−lineer değildir. Bu yüzden

F fonksiyonu bir tensör alanı değildir.

A∈Tr
s(M) olmak üzere, A tensör alanı M manifoldunun her p noktasında bir değer

alır ve bu değer Ap ile gösterilir.

1 ≤ i ≤ r için, θ i ∈ X∗(M) olmak üzere, θ i|p = α i ve 1 ≤ j ≤ r için, X j ∈ X(M)

olmak üzere, X j|p = x j olsun. Bu durumda, 1≤ i≤ r için, α i ∈ Tp(M)∗ ve

1≤ j ≤ r için, x j ∈ Tp(M) dir.

Ap(α1, . . . ,α
r,x1, . . . ,xs) = A(θ 1, . . . ,θ r,X1, . . . ,Xs)(p) eşitliğiyle tanımlanan

Ap : (Tp(M)∗)r × (Tp(M))s → R fonksiyonu A tensör alanının p noktasındaki

değeridir.



5

Tanım 2.1.5. [1] M manifoldu üzerinde iki tensörün toplamı,

A,B ∈ Tr
s(M) için,

A+B : X∗(M)r×X(M)s→ F(M),

(A+B)(θ 1 +ω
1, . . . ,θ r +ω

r,X1 +Y1, . . . ,Xs +Ys) = A(θ 1, . . . ,θ r,X1, . . . ,Xs)

+B(ω1, . . . ,ωr,Y1, . . . ,Ys)

eşitliğiyle tanımlanır.

Tanım 2.1.6. [1] M manifoldu üzerinde tensör çarpımı, A ∈ Tr
s(M), B ∈ Tr′

s′(M)

için

A⊗B : X∗(M)r+r′×X(M)s+s′ → F(M),

(A⊗B)(θ 1, . . . ,θ r+r′ ,X1, . . . ,Xs+s′) = A(θ 1, . . . ,θ r,X1, . . . ,Xs)

B(θ r+1, . . . ,θ r+r′ ,Xs+1, . . . ,Xs+s′)

eşitliğiyle tanımlanır. A⊗B, (r+ r′,s+ s′) tipinde bir tensör alanıdır.

Örnek 2.1.7. Bir koordinat komşuluğu üzerinde dx1 ⊗ dx2 ve dx2 ⊗ dx1 tensör

alanları incelenirse,

(dx1⊗dx2)(∂1,∂2) = dx1(∂1)dx2(∂2) = 1,

(dx2⊗dx1)(∂1,∂2) = dx2(∂1)dx1(∂2) = 0

olduğu görülür. dx1 ⊗ dx2 6= dx2 ⊗ dx1 olduğundan tensör çarpımı değişme

özelliğini sağlamaz. Ancak f ∈ F(M) için değişme özelliği sağlanır:

A⊗ f = f ⊗A = f A

Tensör toplamı ve tensör çarpımı işlemleri ile birlikte, Tr
s(M) kümesi R üzerinde

bir vektör uzayı, F(M) halkası üzerinde bir modüldür.
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A ∈ Tr
s(M) tensör alanı bileşenleri cinsinden,

A = ∑Ai1···ir
j1··· js ∂i1⊗·· ·⊗∂ir ⊗dx j1⊗·· ·⊗dx js

eşitliği ile ifade edilir.

Özel olarak, A : X(M)s→ X(M), bir F(M)−çoklineer fonksiyonu verilsin.

Her θ ∈ X∗(M), Xi ∈ X(M) için,

Ā(θ ,X1, . . . ,Xs) = θ(A(X1, . . . ,Xs))

eşitliğiyle tanımlanan Ā : X∗(M)×X(M)s→ F(M) fonksiyonu incelenirse,

Her θ1,θ2 ∈ X∗(M), Xi ∈ X(M) için,

Ā(θ1 +θ2,X1, . . . ,Xs) = (θ1 +θ2)(A(X1, . . . ,Xs))

= θ1(A(X1, . . . ,Xs))+θ2(A(X1, . . . ,Xs))

= Ā(θ1,X1, . . . ,Xs))+ Ā(θ2,X1, . . . ,Xs)

ve her θ ∈ X∗(M), Xi ∈ X(M), f ∈ F(M) için,

Ā( f θ ,X1, . . . ,Xs) = ( f θ)(A(X1, . . . ,Xs)) = f Ā(θ ,X1, . . . ,Xs)

eşitlikleri sağlandığından Ā fonksiyonunun birinci bileşene göre F(M)−lineer

olduğu görülür. 1≤ j ≤ s olmak üzere,

Her θ ∈ X∗(M), Xi,X j1 ,X j2 ∈ X(M) için,

Ā(θ ,X1, . . . ,X j1 +X j2 , . . . ,Xs) = θ(A(X1, . . . ,X j1 +X j2 , . . . ,Xs))

= θ (A(X1, . . . ,X j1 , . . . ,Xs)+A(X1, . . . ,X j2 , . . . ,Xs))

= θ(A(X1, . . . ,X j1 , . . . ,Xs))

+θ(A(X1, . . . ,X j2 , . . . ,Xs))

= Ā(θ ,X1, . . . ,X j1 , . . . ,Xs)

+ Ā(θ ,X1, . . . ,X j2 , . . . ,Xs)



7

ve her θ ∈ X∗(M), Xi ∈ X(M), f ∈ F(M) için,

Ā(θ ,X1, . . . , f X j, . . . ,Xs) = θ(A(X1, . . . , f X j, . . . ,Xs))

= θ( f A(X1, . . . ,X j, . . . ,Xs))

= f Ā(θ ,X1, . . . ,X j, . . . ,Xs)

eşitlikleri sağlandığından Ā dönüşümü F(M)−çoklineerdir, Ā ∈ T1
s (M) dir.

A(∂i1 , . . . ,∂is) = ∑
j

A j
i1···is∂ j

ve Ā tensör alanının bileşenleri,

Ā(dx j,∂i1 , . . . ,∂is) = dx j(A(∂i1 , . . . ,∂is))

= ∑
k

Ak
i1···isdx j(∂k)

= A j
i1···is

biçimindedir. A : X(M)s → X(M), F(M)−çoklineer fonksiyonunun bileşenleri,

Ā tensör alanın bileşenleri ile aynı olduğundan A dönüşümünün M manifoldu

üzerinde (1,s) tipinde tensör alanı olarak düşünülebileceği görülür.

Tanım 2.1.8. [1] M, n boyutlu bir manifold olmak üzere, M manifoldunun her p

noktasına

gp : Tp(M)×Tp(M)→ R

simetrik, bilineer, pozitif tanımlı fonksiyonunu karşılık getiren g dönüşümüne

M üzerinde "Riemann metrik tensör alanı" denir. g, M manifoldu üzerinde

(0,2) tipinde bir tensör alanıdır. Bu metrik ile birlikte, M manifolduna ya da

(M,g) ikilisine "Riemann manifoldu" denir. g metrik tensör alanı, bileşenleri

gi j = g(∂i,∂ j) olmak üzere,

g = ∑gi j dxi⊗dx j (2.1.1)

dir. M manifoldu üzerinde g metrik tensör alanına karşılık gelen g= [gi j] matrisinin

tersi, g−1 = [gi j] ile gösterilecektir.
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2.1.2. Temel İzomorfizmalar

M manifoldu üzerinde 1-formların kümesi X∗(M) ile (0,1) tipindeki tensör

alanlarının kümesi izormorftur.

Her X ∈ X(M), [ϕ(θ)](X) = θ(X) eşitliğiyle tanımlanan ϕ : X∗(M) → T0
1(M)

dönüşümünün F(M)−lineer bir izomorfizma olduğu gösterilecektir.

Her θ1,θ2 ∈ X∗(M) için,

[ϕ(θ1 +θ2)](X) = (θ1 +θ2)(X)

= θ1(X)+θ2(X)

= [ϕ(θ1)](X)+ [ϕ(θ2)](X)

= [ϕ(θ1)+ϕ(θ2)](X)

ve her θ ∈ X∗(M), f ∈ F(M) için,

[ϕ( f θ)](X) = ( f θ)(X)

= f θ(X)

= [ f ϕ(θ)](X)

eşitlikleri sağlandığından ϕ dönüşümü F(M)− lineerdir.

ϕ(θ1) = ϕ(θ2) olsun. Her X ∈ X(M) için,

[ϕ(θ1)](X) = [ϕ(θ2)](X)⇒ θ1(X) = θ2(X) elde edilir.

Özel olarak, X = ∂i alınırsa, p ∈M için,

θ1|p(∂i|p) = θ2|p(∂i|p) olduğundan θ1 = θ2 dir.

Ayrıca, boyX∗(M) = boyT0
1(M) olduğundan ϕ dönüşümü örtendir. Buradan,

X∗(M)∼= T0
1(M)

olur.
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Şimdi, M manifoldu üzerindeki düzgün vektör alanlarının kümesi X(M) ile (1,0)

tipindeki tensör alanlarının kümesinin izomorf olduğu gösterilecektir. Bunun için,

her θ ∈X∗(M),φ(θ) =V (θ) eşitliğiyle tanımlı φ : X(M)→ T1
0(M) dönüşümünün

F(M)−lineer izomorfizma olması gerekir. Her V1,V2 ∈ X(M) için,

[φ(V1 +V2)](θ) = (V1 +V2)(θ)

= θ(V1 +V2)

= θ(V1)+θ(V2)

= V1(θ)+V2(θ)

= (φ(V1))(θ)+(φ(V2))(θ)

= [φ(V1)+φ(V2)](θ)

ve her V ∈ X(M), f ∈ F(M) için,

[φ( fV )](θ) = ( fV )(θ)

= θ( fV )

= f θ(V )

= f (V )(θ)

= [ f φ(V )](θ)

eşitlikleri sağlandığından φ dönüşümü F(M)−lineerdir.

φ(V ) ∈T1
0(M) olsun. Her p ∈M için, φ(V )|p : T ∗p (M)→R bir lineer dönüşümdür.

(T ∗p (M))∗ uzayının Tp(M) uzayına izomorf olduğu bilindiğinden, φ(V )|p ∈ Tp(M)

dir. O halde, φ(V ) ∈ X(M) bulunur. Böylece [φ(V )](θ) = V (θ) olacak şekilde,

V ∈ X(M) var olduğundan φ dönüşümü örtendir.

Ayrıca, boyX(M) = boyT1
0(M) olduğundan φ dönüşümü bire birdir. Buradan,

X(M)∼= T1
0(M)

dir.
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Önerme 2.1.9. [1] (M,g) Riemann manifoldu ve V ∈ X(M) için, V ∗,

V ∗(X) = 〈V,X〉 ∀X ∈ X(M)

eşitliği sağlanacak şekilde bir 1-form olsun. Bu durumda, ϕ(V ) = V ∗ eşitliğiyle

tanımlı ϕ : X(M)→ X∗(M) fonksiyonu F(M)−lineer izomorfizmadır.

İspat: V ∗, 1-form olduğundan ϕ dönüşümünün F(M)−lineer olduğu kolaylıkla

görülür.

Her X ∈X(M) için 〈V,X〉= 〈W,X〉 olsun. İç çarpım fonksiyonunun lineerliğinden,

〈V −W,X〉= 0 dır. Buradan, V =W elde edilir.

Şimdi, her θ ∈ X∗(M) için ϕ(V ) = θ olacak şekilde bir V ∈ X(M) olduğu

gösterilecektir.

θ =
n
∑

i=1
θidxi ve V = ∑

i, j
gi jθi∂ j olsun. Bu durumda,

〈V,∂k〉 = 〈∑
i, j

gi j
θi∂ j,∂k〉

= ∑
i, j

gi j
θi〈∂ j,∂k〉

= ∑
i, j

gi j
θig jk

= ∑
i

δ
i
kθi

= θk

= θ(∂k)

olur. Yani, 〈V,X〉 = θ(X) olacak şekilde bir V vektör alanı vardır. Buradan, θ

1-formuna karşılık gelen V vektör alanının bileşenlerinin θk fonksiyonları olduğu

görülür. Kısaca, θ 1-formuna karşılık gelen V vektör alanının bileşenleri V i = gi jθ j

dir. Benzer şekilde, V vektör alanına karşılık gelen θ 1-formunun bileşenleri θi

olmak üzere θi = gi jV j dir. 2
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2.1.3. Tensör Türevi

Bu kısımda tensör cebirinde sık kullanılan bazı diferensiyel operatörler verilecektir.

Tanım 2.1.10. [1] Her X ∈ X(M) ve θ ∈ X∗(M) için C(X ⊗θ) = θX eşitliğiyle

tanımlanan C : T1
1(M)→ F(M) fonksiyonuna "(1,1) daraltma" denir.

A ∈ T1
1(M) için,

C(A) = ∑
i

Ai
i

dir.

Tanım 2.1.11. [1] A ∈ Tr
s(M) için,

(Ci
jA)(θ

1, . . . ,θ r−1,X1, . . . ,Xs−1)

= C{A(θ 1, . . . ,θ i−1, ·,θ i+1, . . . ,θ r,X1, . . . ,X j−1, ·,X j+1, . . . ,Xs)}

eşitliğiyle tanımlanan Ci
j : Tr

s(M) → Tr−1
s−1(M) dönüşümüne A tensör alanının

"(i, j) daraltması" denir. A ∈ Tr
s(M) için C j

i daraltması, (r− 1,s− 1) tipinde bir

tensör alanıdır.

Örnek 2.1.12. A ∈ T2
3(M) tipinde bir tensör alanı olsun. Bu durumda C1

3(A)

(C1
3A)(θ ,X ,Y ) = C{A(·,θ ,X ,Y, ·)}

eşitliğiyle verilen (1,2) tipinde tensör alanıdır. Bu tensör alanının bileşenleri,

(C1
3A)k

i j = (C1
3A)(dxk,∂i,∂ j)

= C{A(·,dxk,∂i,∂ j, ·)}

= ∑
m

A(dxm,dxk,∂i,∂ j,∂m)

= ∑
m

Amk
i jm

biçimindedir.



12

Tanım 2.1.13. [1] Aşağıdaki iki önermeyi sağlayacak biçimdeki

D =Dr
s : Tr

s(M)→ Tr
s(M) (r,s≥ 0)

R−lineer fonksiyonuna M manifoldu üzerinde (r,s) tipinde bir "tensör türevi"

denir:

1) Her A,B ∈ Tr
s(M) için,

D(A⊗B) = (DA)⊗B+A⊗ (DB). (2.1.2)

2) Her C daraltması ve A ∈ Tr
s(M) için,

D(CA) = C(DA). (2.1.3)

Özel olarak, f ∈ F(M) için, D f = D f dir.

Teorem 2.1.14. [1] D, M üzerinde bir tensör türevi ve A ∈ Tr
s(M) olsun.

D[A(θ 1, . . . ,θ r,X1, . . . ,Xs)] = (DA)(θ 1, . . . ,θ r,X1, . . . ,Xs) (2.1.4)

+
r

∑
i=1

A(θ 1, . . . ,Dθ
i, . . . ,θ r,X1, . . . ,Xs)

+
s

∑
j=1

A(θ 1, . . . ,θ r,X1, . . . ,DX j, . . . ,Xs)

eşitliği sağlanır.

İspat: Kolaylık olması amacı ile, teoremin ispatı r = s = 1 için yapılacaktır.

{x1, . . . ,xn}, M manifoldu üzerinde bir koordinat sistemi olsun. Buna göre,

A ∈ T1
1(M) tensör alanının bileşenleri Ai

j = A(dxi,∂ j) olmak üzere,

A = ∑
i, j

Ai
j ∂i⊗dx j

biçimindedir. Her θ ∈ X∗(M) ve her X ∈ X(M) için, θ = ∑
k

θ(∂k)dxk ve

X = ∑
l

X(dxl)∂l olsun. C herhangi iki daraltma operatörünün bileşkesi olmak üzere

A(θ ,X) =C(A⊗θ ⊗X)
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eşitliğinin doğru olduğu gösterilecektir. Burada A⊗ θ ⊗X , (2,2) tipinde tensör

alanıdır.

Eşitliğin sol yanı için,

A(θ ,X) = ∑
i, j

Ai
jθiX j

dir. Diğer taraftan,

A⊗θ ⊗X = ∑
i, j,k,l

Ai
jθkX l

∂i⊗∂l⊗dx j⊗dxk

ve C = C◦C1
2 için,

C(A⊗θ ⊗X) = C(C1
2(A⊗θ ⊗X)) dir.

Kısaca, B = A⊗θ ⊗X denirse,

C1
2(B) = ∑

j,l,m
Bml

jm ∂l⊗dx j

elde edilir. Burada C1
2(B) ∈ T1

1(M) dir. C1
2(B) tensör alanına C daraltması

uygulandığında,

C(C1
2(B)) = C( ∑

j,l,m
Bml

jm ∂l⊗dx j)

= ∑
j,l,m

Bml
jm C(∂l⊗dx j)

= ∑
j,l,m

Bml
jm dx j(∂l)

= ∑
m,p

Bmp
pm

= ∑
m,p

B(dxm,dxp,∂p,∂m)

= ∑
m,p

(A⊗θ ⊗X)(dxm,dxp,∂p,∂m)

= ∑
m,p

A(dxm,∂p)θ(,∂m)X(∂p)

= ∑
m,p

Am
p θmX p

olur.
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Buradan, A(θ ,X) = C(A⊗ θ ⊗ X) bulunur. Şimdi, D tensör türevinin tanımı

kullanılırsa,

D(A(θ ,X)) = D(C(A⊗θ ⊗X))

= C(D(A⊗θ ⊗X))

= C(DA⊗θ ⊗X)+C(A⊗Dθ ⊗X)+C(A⊗θ ⊗DX)

= DA(θ ,X)+A(Dθ ,X)+A(θ ,DX)

elde edilir. Böylece (2.1.4) eşitliğinin doğru olduğu gösterilmiş olur. 2

Bu teoremin sonucu olarak, θ ∈ X∗(M) için,

(Dθ)(X) =D(θX)−θ(DX)

elde edilir.

Sonuç 2.1.15. [1] D1 ve D2 tensör türevleri olsun. Bu tensör türevleri,

F(M) kümesindeki fonksiyonlarda ve X(M) kümesindeki vektör alanlarında aynı

değerleri alıyorsa, D1 =D2 dir.

Aşağıdaki teorem ile bir tensör türevinin fonksiyonlardaki ve vektör alanlarındaki

değeri belli ise tensör türevinin tek olarak belli olduğu söylenebilir.

Teorem 2.1.16. [1] V ∈ X(M)ve f ∈ F(M) verilsin. Her X ∈ X(M) için,

δ ( f X) = (V f )X + f (δX) (2.1.5)

olacak biçimde R−lineer bir δ : X(M) → X(M) fonksiyonu verildiğinde, M

üzerinde bir tensör türevi, D,

D0
0 =V : F(M)→ F(M) (2.1.6)

ve

D1
0 = δ (2.1.7)

olacak biçimde tek olarak vardır.
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İspat: V ile δ verilsin. Bu durumda D0
0 ile D1

0 verilmiş demektir. D bir tensör

türevi olacağından, her θ ∈ X∗(M) ve her X ∈ X(M) için, D tensör türevinin

1-formlardaki değeri

(Dθ)(X) =D(θX)−θ(DX) =V (θX)−θ(δX)

eşitliğiyle belirlidir. ŞimdiDθ ∈X∗(M) olduğu göstermek için,Dθ dönüşümünün

F(M)−lineer olduğu gösterilecektir.

Her X ,Y ∈ X(M) için,

(Dθ)(X +Y ) = V (θ(X +Y ))−θ(δ (X +Y ))

= V (θX +θY )−θ(δX +δY )

= V (θX)+V (θY )−θ(δX)−θ(δY )

= V (θX)−θ(δX)+V (θY )−θ(δY )

= (Dθ)(X)+(Dθ)(Y )

ve f ∈ F(M) için,

(Dθ)( f X) = V (θ( f X))−θ(δ ( f X))

= V ( f (θX))−θ [(V f )X + f (δX)]

= (V f )(θX)+ fV (θX)− (V f )(θX)− f θ(δX)

= f [V (θX)−θ(δX)]

= f (Dθ)(X)

eşitlikleri sağlanır. Buradan, Dθ ∈ X∗(M) dir.

A ∈ Tr
s(M) (r + s ≥ 2) için, (2.1.6) ve (2.1.7) eşitlikleri (2.1.4) eşitliğinde

kullanıldığında çarpım kuralı

(DA)(θ 1, . . . ,θ r,X1, . . . ,Xs) = V (A(θ 1, . . . ,θ r,X1, . . . ,Xs)) (2.1.8)

−
r

∑
i=1

A(θ 1, . . . ,Dθ
i, . . . ,θ r,X1, . . . ,Xs)

−
s

∑
j=1

A(θ 1, . . . ,θ r,X1, . . . ,DX j, . . . ,Xs)
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eşitliğine dönüşür. Benzer şekilde DA dönüşümünün F(M)−çoklineer olduğu

(2.1.8) eşitliği kullanılarak gösterilebilir. Buradan DA ∈ Tr
s(M) dir. Burada

D : Tr
s(M)→ Tr

s(M) R−lineer operatördür.

Şimdi, D : Tr
s(M) → Tr

s(M) R−lineer dönüşümünün tensör türevi tanımındaki

(2.1.2) ve (2.1.3) eşitliklerini sağladığı gösterilecektir.

Kolay olması amacıyla, A,B ∈ T1
1(M) olsun. Bu durumda,

(D(A⊗B))(θ 1,θ 2,X1,X2) = V ((A⊗B)(θ 1,θ 2,X1,X2))

−[(A⊗B)(Dθ
1,θ 2,X1,X2)+(A⊗B)(θ 1,Dθ

2,X1,X2)]

−[(A⊗B)(θ 1,θ 2,DX1,X2)+(A⊗B)(θ 1,θ 2,X1,DX2)]

= V (A(θ 1,X1)B(θ 2,X2))

−[(A(Dθ
1,X1)B(θ 2,X2)+(A(θ 1,X1)B(Dθ

2,X2)]

−[(A(θ 1,DX1)B(θ 2,X2)+(A(θ 1,X1)B(θ 2,DX2)]

= V (A(θ 1,X1))B(θ 2,X2)+A(θ 1,X1)V (B(θ 2,X2))

−A(Dθ
1,X1)B(θ 2,X2)−A(θ 1,X1)B(Dθ

2,X2)

−A(θ 1,DX1)B(θ 2,X2)−A(θ 1,X1)B(θ 2,DX2)

= (DA)(θ 1,X1)B(θ 2,X2)+A(θ 1,X1)(DB)(θ 2,X2)

= (DA⊗B)(θ 1,θ 2,X1,X2)+(A⊗DB)(θ 1,θ 2,X1,X2)

= ((DA⊗B)+(A⊗DB))(θ 1,θ 2,X1,X2)

olur. Buradan D(A⊗B) =DA⊗B+A⊗DB eşitliği elde edilir.

Son olarak D : Tr
s(M)→ Tr

s(M) dönüşümünün daraltma operatörü ile değişmeli

olduğunu gösterilecektir.

Her θ ∈ X∗(M), her X ∈ X(M) için,

(DC)(X⊗θ) =D(C(X⊗θ)) =D(θX) =V (θX)

olur. Ayrıca,
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(CD)(θ ⊗X) = C(D(X⊗θ)

= C((DX)⊗θ +X⊗ (Dθ))

= C[(DX)⊗θ ]+C[X⊗ (Dθ)]

= θ(DX)+(Dθ)(X)

= θ(δX)+V (θX)−θ(δX)

= V (θX)

olduğundan CD =DC eşitliği sağlanır. 2

Bu teoremin bir sonucu olarak aşağıdaki tanım verilebilir.

Tanım 2.1.17. [1] V ∈ X(M) olsun.

Her f ∈ F(M) için LV ( f ) =V f ,

her X ∈ X(M) için LV (X) = [V,X ]

eşitlikleriyle belirli LV tensör türevine, V vektör alanına göre "Lie türevi" denir.

LV ( f X) = [V, f X ] =V f X + f [V,X ] =V f X + f LV X

olduğundan LV , Teorem 2.1.16 daki δ operatörünün özelliklerini sağlar.

Tanım 2.1.18. [1] {x1, . . . ,xn}, Mn manifoldunun doğal koordinat sistemi olsun.

V ve W , Mn üzerinde vektör alanları olmak üzere, W = ∑W i∂i için,

DVW = ∑V (W i)∂i

eşitliğiyle belirli DVW vektör alanına W vektör alanının V vektör alanına göre

"kovaryant türevi" denir.

Tanım 2.1.19. [1] M bir Riemann manifoldu olmak üzere, V,W ∈ X(M) için

aşağıdaki önermeleri sağlayan bir D : X(M)×X(M)→ X(M), D(V,W ) = DVW

fonksiyonuna M manifoldu üzerinde "doğal konneksiyon (bağlantı)" denir:
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(D1) DVW, W vektör alanına göre R−lineerdir.

(D2) DVW, V vektör alanına göre F(M)−lineerdir.

(D3) f ∈ F(M) için,

DV ( fW ) = (V f )W + f DVW

eşitliği sağlanır.

Tanım 2.1.20. [1] M bir Riemann manifoldu olmak üzere; X ,V,W ∈ X(M) için,

(D4) [V,W ] = DVW −DWV

(D5) X〈V,W 〉= 〈DXV,W 〉+ 〈V,DXW 〉

önermelerini sağlayan bir tek D konneksiyonuna M manifoldunun "Levi-Civita

konneksiyonu" denir.

Tanım 2.1.21. [1] A, M üzerinde (r,s) tipinde bir tensör alanı olsun.

Her V,Xi ∈ X(M) ve θ j ∈ X∗(M) için,

(DA)(θ 1, . . . ,θ r,X1, . . . ,Xs,V ) = (DV A)(θ 1, . . . ,θ r,X1, . . . ,Xs)

eşitliğiyle tanımlı (r,s+1) tipinde DA tensör alanına, A tensör alanının "kovaryant

diferensiyeli" denir.

Özel olarak r = s = 0 için f fonksiyonunun kovaryant diferensiyeli,

her V ∈ X(M) için,

(D f )(V ) = DV f =V f = d f (V )

olur.
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2.1.4. Tip Değiştirme ve Metrik Daraltma Operatörleri

Tanım 2.1.22. [1] 1≤ a≤ r ve 1≤ b≤ s olsun. A ∈ Tr
s(M), Xi ∈ X(M),

θ j ∈ X∗(M) ve X∗b , Xb ∈ X(M) vektör alanına metrikçe denk olan 1-form olmak

üzere,

(↓a
b A)(θ 1, . . . ,θ r−1,X1, . . . ,Xb−1,Xb,Xb+1, . . . ,Xs+1)

= A(θ 1, . . . , X∗b︸︷︷︸
a.ncı

, . . . ,θ r−1,X1, . . . ,Xb−1,Xb+1, . . . ,Xs+1)

←−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
b nci yerdeki bileşene metrikçe denk olan bileşen a ncı yere gelir

eşitliğiyle tanımlanan ↓a
b: Tr

s(M) → Tr−1
s+1(M) fonksiyonuna "indeks azaltma

operatörü" denir.

Örnek 2.1.23. A ∈ T2
2(M) olsun. Bu durumda B =↓1

2 A,

B(θ ,X ,Y,Z) = A(Y ∗,θ ,X ,Z) eşitliğiyle belirli olan, M manifoldu üzerinde (1,3)

tipinde bir tensör alanıdır. M manifoldunun doğal koordinat sistemi {x1, . . . ,xn}

ve bu koordinat sisteminin duali {dx1, . . . ,dxn} olmak üzere, B tensör alanının bu

koordinat sistemlerine göre bileşenleri,

Bi
jkl = B(dxi,∂ j,∂k,∂l)

= A(∂ ∗k ,∂i,∂ j,∂l)

= A(∑
m

gkmdxm,dxi,∂ j,∂l)

= ∑
m

gkmAmi
jl

biçimindedir.

Tanım 2.1.24. [1] 1≤ a≤ r ve 1≤ b≤ s olsun. A ∈ Tr
s(M), Xi ∈ X(M),

θ j ∈ X∗(M) ve Xb, θ a ∈ X∗(M) 1-formuna metrikçe denk olan vektör alanı olmak

üzere,

(↑a
b A)(θ 1, . . . ,θ r+1,X1, . . . ,Xb−1,Xb+1, . . . ,Xs)

= A(θ 1, . . . ,θ a−1,θ a+1, . . . ,θ r+1,X1, . . . ,Xb−1,Xb,Xb+1, . . . ,Xs)

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
a ncı yerdeki bileşene metrikçe denk olan bileşen b nci yere gelir
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eşitliğiyle tanımlanan ↑a
b: Tr

s(M) → Tr+1
s−1(M) fonksiyonuna "indeks artırma

operatörü" denir.

Örnek 2.1.25. B ∈ T1
3(M) olsun. Bu durumda A =↑1

2 B,

A(Y ∗,θ ,X ,Z) = B(θ ,X ,Y,Z) eşitliğiyle belirli olan, M manifoldu üzerinde (2,2)

tipinde bir tensör alanıdır. M manifoldunun doğal koordinat sistemi {x1, . . . ,xn},

bu koordinat sisteminin duali {dx1, . . . ,dxn} olmak üzere, A tensör alanının bu

koordinat sistemlerine göre bileşenleri,

Ai j
kl = ∑

i,m
gimB j

kml

biçimindedir.

Ayrıca, daha önce A : X(M)s → X(M) s−lineer dönüşümünün M manifoldu

üzerinde (1,s) tipinde tensör alanı olarak düşünülebileceği gösterilmişti. Buradan,

↓1
1 A ∈ T0

s+1(M) dir ve

(↓1
1 A)(V,X1, . . . ,Xs) = 〈V,A(X1, . . . ,Xs)〉

eşitliğiyle tanımlıdır.

Örnek 2.1.26. [1] (M,g) Riemann manifoldu üzerinde

R(X ,Y,Z) = RXY Z = D[X ,Y ]Z− [DX ,DY ]Z

eşitliğiyle tanımlı olan R : X(M)3 → X(M) Riemann eğrilik tensörü göz önüne

alınsın. Bu durumda R, (M,g) Riemann manifoldu üzerinde (1,3) tipinde tensör

alanıdır.

M üzerinde (0,4) tipindeki ↓1
1 R tensör alanının bileşenleri Ri jkl olmak üzere,

Ri jkl = (↓1
1 R)(∂i,∂ j,∂k,∂l)

= 〈∂i,R∂k∂l (∂ j)〉
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biçimindedir. Ayrıca,

Ri jkl = R(∂ ∗i ,∂ j,∂k,∂l)

= R(∑
m

gimdxm,∂ j,∂k,∂l)

= ∑
m

gimR(dxm,∂ j,∂k,∂l)

olur.

Tanım 2.1.27. [1] M bir Riemann manifoldu, p ∈M, up ve wp ∈ Tp(M) uzayında

iki lineer bağımsız vektör olsun. up ve wp teğet vektörlerinin gerdiği düzlem Π

olmak üzere, her p ∈M noktası için,

K(u,w) =
〈Ruwu,w〉

〈u,u〉〈w,w〉−〈u,w〉2

eşitliğiyle elde edilen K(Π) sayısına, M manifoldunun p noktasındaki "kesitsel

eğriliği" denir.

Tanım 2.1.28. [1] R, M manifoldunun Riemann eğrilik tensörü olsun. M

manifoldunun "Ricci eğrilik tensörü",

Ric =C1
3(R)

eşitliğiyle tanımlıdır. Ricci eğrilik tensörünün koordinat vektör alanlarına göre

bileşenleri Ri j olmak üzere,

Ri j = Ric(∂i,∂ j) = (C1
3R)(∂i,∂ j)

= C{R(·,∂i,∂ j, ·)}

= ∑
m

R(dxm,∂i,∂ j,∂m)

= ∑
m

Rm
i jm

biçimindedir.

Tanım 2.1.29. [1] (M,g) Riemann manifoldunun Ricci tensörü Ric olmak üzere,

Ric = λg olacak biçimde bir λ sabiti var ise M manifolduna "Einstein manifoldu"

denir.
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Tanım 2.1.30. [1] 1≤ a < b≤ s, r ≥ 0 tam sayıları ve A ∈ Tr
s(M) için,

(CabA)i1···ir
j1··· js−2

= ∑
p,q

gpqAi1···ir
j1···p···q··· js−2

eşitliğiyle tanımlanan Cab : Tr
s(M) → Tr

s−2(M) dönüşümüne "metrik daraltma

operatörü" denir.

Bir diğer metrik daraltma operatörü, 1≤ a< b≤ r, s≥ 0 tam sayıları ve A∈Tr
s(M)

için,

(CabA)i1···ir−2
j1··· js = ∑

p,q
gpqAi1···p···q···ir−2

j1··· js

eşitliğiyle tanımlı olan Cab : Tr
s(M)→ Tr−2

s (M) operatörüdür.

Örnek 2.1.31. A ∈ T1
3(M) olsun. Bu durumda, B =C12A olmak üzere B ∈ T1

1(M)

dir. B tensör alanının bileşenleri,

Bi
j = (C12A)i

j

= ∑
p,q

gpqAi
pq j

olur.

Lemma 2.1.32. [1] DV kovaryant türev ve D kovaryant diferensiyel operatörleri,

hem tip değiştirme hem de metrik daraltma operatörleri ile değişmelidir.

İspat: Kolaylık olması amacıyla, ispatta ↓a
1 operatörü kullanılacaktır.

A ∈ Tr
s(M) ve g ∈ T0

2(M) metrik tensör alanları için, g⊗A ∈ Tr
s+2(M) olur.

↓a
1 operatörü A tensör alanına uygulanırsa,

(↓a
1 A)(dxi1 , . . . ,dxir−1 ,∂ j1 , . . . ,∂ js+1) = A(dxi1 , . . . ,∑

m
g j1mdxm, . . . ,dxir−1 ,∂ j2 , . . . ,∂ js+1)

= ∑
m

g j1mAi1···m···ir−1
j2··· js+1

eşitliği elde edilir.
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Diğer taraftan, g ⊗ A tensör alanına Ca
1 daraltması uygulanırsa,

Ca
1(g⊗A) ∈ Tr−1

s+1(M) olur ve

[Ca
1(g⊗A)](dxi1 , . . . ,dxi1 ,∂ j1 , . . . ,∂ js+1) = C{(g⊗A)(dxi1 , . . . , ·, . . . ,dxir−1 , ·,∂ j1 , . . . ,∂ js+1)

= ∑
m
(g⊗A)(dxi1 , . . . ,dxm, . . . ,dxir−1 ,∂m,∂ j1 , . . . ,∂ js+1)

= ∑
m

g(∂m,∂ j1)A(dxi1 , . . . ,dxm, . . . ,dxir−1 ,∂ j2 , . . . ,∂ js+1)

= ∑
m

g(∂ j1 ,∂m)A(dxi1 , . . . ,dxm, . . . ,dxir−1 ,∂ j2 , . . . ,∂ js+1)

= ∑
m

g j1mAi1···m···ir−1
j2··· js+1

eşitliği elde edilir. Bu eşitliklerden, ↓a
1 A=Ca

1(g⊗A) olduğu görülür. Bu durumda,

DV (↓a
1 A) = DV (Ca

1(g⊗A))

= Ca
1(DV (g⊗A))

= Ca
1(DV g⊗A+g⊗DV A)

= Ca
1(g⊗DV A)

= ↓a
1 (DV A)

olur. Şimdi, DV (Ca1A) =Ca1(DV A) olduğu gösterilecektir:

DV (Ca1A) = DV (Ca
1 ↓a

1 A)

= Ca
1(DV (↓a

1 A))

= Ca
1(↓a

1 (DV A))

= Ca1(DV A).

D kovaryant diferensiyel operatörü için,

(D ↓a
1 A)V = DV (↓a

1 A) =↓a
1 DV A = (↓a

1 DA)V

ve

D(Ca1A)V = DV (Ca1A) =Ca1(DV A) = (Ca1DA)V

eşitliklerinden değişme özelliğinin sağlandığı görülür. 2
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Tanım 2.1.33. [1] M manifoldunun Ricci eğrilik tensörünün herhangi bir C metrik

daraltması C(Ric) fonksiyonuna M manifoldunun "skaler eğriliği" denir ve S ile

gösterilir.

S = C(Ric) ∈ F(M)

biçimindedir.

Doğal koordinat sistemine göre Ric tensör alanının bileşenleri Ri j olmak üzere,

C12Ric = (C ↑1
1)(Ric)

= C(↑1
1 Ric)

= C{(↑1
1 Ric)(·, ·)}

= ∑
m
(↑1

1 Ric)(dxm,∂m)

= ∑
i,m

Ric(gim
∂i,∂m)

= ∑
i,m

gimRic(∂i,∂m)

= ∑
i,m

gimRim

olduğundan

S = ∑
i, j

gi jRi j

dir. Ayrıca Ri j = ∑
m

Rm
i jm olduğundan

S = ∑
i, j,m

gi jRm
i jm

dir.

2.1.5. Gradiyent, Divergens, Hessiyan ve Laplasiyan Operatörleri

Tanım 2.1.34. [1] f ∈ F(M) olmak üzere, d f ∈ X∗(M) 1-formuna metrikçe denk

olan vektör alana f fonksiyonunun "gradiyent vektör alanı" denir ve grad f vektör

alanı ∇ f ile gösterilir.
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d f = ∑
∂ f
∂xi dxi için,

grad f = ∑
i, j

gi j ∂ f
∂xi ∂ j

eşitliği ile belirlidir.

Açık olarak her X ∈ X(M) için,

〈grad f ,X〉 = 〈∑
i, j

gi j ∂ f
∂xi ∂ j,∑

k
Xk

∂k〉

= ∑
i, j,k

gi jXk ∂ f
∂xi 〈∂ j,∂k〉

= ∑
i, j,k

gi jXk ∂ f
∂xi g jk

= ∑δ
i
k

∂ f
∂xi X i

= ∑
k

∂ f
∂xk Xk

= (∑
k

Xk
∂k) f

= X f

= d f (X)

olur.

Önerme 2.1.9 kullanılarak, grad f vektör alanına karşılık gelen 1-formun d f

olduğu görülür.

Tanım 2.1.35. [1] V ∈ X(M) olsun. V vektör alanının divergensi,

div V = C(DV )

eşitliğiyle tanımlı olan fonksiyondur.
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V = ∑
i

V i∂i için,

div V = C(DV )

= C{(DV )(·, ·)}

= ∑
i
(DV )(dxi,∂i)

= ∑
i
(D∂iV )(dxi)

= ∑
i
(dxi)(D∂iV )

= ∑
i
〈∑

m
gim

∂m,D∂iV 〉

= ∑
i,m

gim〈∂m,D∂iV 〉

= ∑
i,m

gim(D∂iV );m

= ∑
i
(D∂iV );i

= ∑
i
〈∂i,D∂iV 〉

= ∑
i

V i
;i

= ∑
i

[
∂V i

∂xi +∑
j

Γ
i
i jV

j

]

olur. Ayrıca, Rn vektör uzayının doğal koordinat sistemine göre Γi
i j = 0

olduğundan,

div V = ∑
i

∂V i

∂xi

dir.

A ∈ T0
2(M) simetrik tensör alanı için div A,

div A =C13(DA) =C23(DA)

eşitliğiyle tanımlıdır ve div A ∈ X∗(M) dir. Buradan,
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(div A)(∂i) = ((C ↑1
3)(DA))(∂i)

= C{(↑1
3 DA)(·, ·,∂i)}

= ∑
j
(↑1

3 DA)(dx j,∂ j,∂i)

= ∑
j,k
(DA)(∂ j,∂i,gk j

∂k)

= ∑
j,k

gk j(DA)(∂ j,∂i,∂k)

= ∑
j,k

gk j(D∂k A)(∂ j,∂i)

= ∑
j,k

gk j [D∂k(A(∂ j,∂i))−A(D∂k ∂ j,∂i)−A(∂ j,D∂k ∂i)
]

elde edilir.

Tanım 2.1.36. [1] f ∈ F(M) olsun.

Hess f = D(D f )

eşitliğiyle tanımlı Hess f : X(M)×X(M)→ F(M) fonksiyonuna f fonksiyonun

"Hessiyanı" denir.

Lemma 2.1.37. [1] f fonksiyonunun Hessiyanı, Hess f , her X ,Y ∈ X(M) için,

(Hess f )(Y,X) = X(Y f )− (DXY ) f

eşitlikliğini sağlayan (0,2) tipinde simetrik tensör alanıdır.

İspat:
(Hess f )(X ,Y ) = (D(D f ))(X ,Y )

= (DY D f )(X)

= DY ((D f )X)− (D f )(DY X)

= DY (X f )− (DY X)( f )

= Y (X f )− (DY X) f
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olur. Ayrıca,

(Hess f )(X ,Y ) = 〈DX(∇ f ),Y 〉

olduğu kolaylıkla görülür. Şimdi, F(M)−lineer Hess f fonksiyonunun simetrik

olduğu gösterilecektir.

(Hess f )(X ,Y )− (Hess f )(Y,X) = Y (X f )− (DY X) f −X(Y f )+(DXY ) f

= Y (X f )−X(Y f )+(DXY ) f − (DY X) f

= [Y,X ]( f )+(DXY −DY X)( f )

= ([Y,X ]+ [X ,Y ])( f )

= 0

olduğundan

(Hess f )(X ,Y ) = (Hess f )(Y,X)

dir. 2

Tanım 2.1.38. [1] f ∈ F(M) için,

∆ f = div (grad f )

eşitliğiyle tanımlanan ∆ f fonksiyonuna f fonksiyonunun "Laplasiyanı" denir.

Kovaryant diferensiyel operatörü, tip değiştirme operatörleri ile değişmeli

olduğundan f fonksiyonunun Laplasiyanı ∆ f , Hess f tensör alanının metrik

daraltmasıdır. Yani,

∆ f = div (grad f )

= CD(grad f )

= CD(↑1
1 d f )

= C ↑1
1 (Dd f )

= C12(Hess f )

biçimindedir.
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2.2. Alt Manifoldlar

Tanım 2.2.1. [5] Mn ve Nm Riemann manifoldları olmak üzere, φ : Mn→ Nm

diferensiyellenebilir fonksiyonu için, her p ∈ M, φ∗p : Tp(M) → Tφ(p)(N)

dönüşümü bire bir ise φ dönüşümüne bir "daldırma (immersiyon)" denir.

Mn ve Nm Riemann manifoldlarının metrik tensörleri sırasıyla g ve g̃ olmak üzere,

her p ∈M ve her Xp,Yp ∈ Tp(M) için,

gp(Xp,Yp) = g̃φ(p)(φ∗pXp,φ∗pYp)

önermesi sağlanıyorsa φ dönüşümüne "izometrik immersiyon" denir. Ayrıca, φ

immersiyonu bire bir ise bu durumda φ dönüşümüne "gömme (imbedding)", M

manifolduna N manifolduna "gömülmüş alt manifold" veya "N manifoldunun alt

manifoldu" denir.

Tanım 2.2.2. [3] n− boyutlu M manifoldunun her bir p noktasına, Tp(M) uzayının

r−boyutlu lineer alt uzayını karşılık getiren bir D fonksiyonuna, M manifoldunun

"r−boyutlu distribüsyonu (distribution-dağılım)" denir.

Her X ,Y ∈ D için [X ,Y ] ∈ D oluyorsa D distribüsyonu involutivedir.

Tanım 2.2.3. [6] M, N manifoldunun bir alt manifoldu olsun. φ : M→ N

fonksiyonu bir imbedding olmak üzere, bir D distribüsyonu her p ∈ M için

φ∗p(Tp(M)) = Dp eşitliğini sağlıyorsa M manifolduna D distribüsyonunun

"integral manifoldu" denir. D distribüsyonunun M manifoldunu içeren başka bir

integral manifoldu mevcut değil ise M manifolduna D distribüsyonunun "maksimal

integral manifoldu" denir.

Bu tanımdan yararlanarak Frobenius teoremi verilebilir:

Teorem 2.2.4 (Frobenius). [6] D, N manifoldu üzerinde bir involutive distribüsyon

olsun. N manifoldunun her p noktasından geçen tek bir M(p) maksimal integral
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manifoldu vardır. p noktasından geçen her integral manifoldu M(p) maksimal

integral manifoldunun açık alt manifoldudur.

2.2.1. Tanjant ve Normaller

Mn, Nm manifoldunun bir alt manifoldu olsun. Her p ∈M için Tp(M) tanjant uzayı

Tp(N) uzayının nondejenere bir alt uzayıdır. Tp(M) uzayının ortogonal tümleyeni

Tp(M)⊥ olmak üzere,

Tp(N) = Tp(M)⊕Tp(M)⊥

biçimindedir. M manifolduna teğet vektörlerin kümesi Tp(M) ile ve M manifolduna

dik vektörlerin kümesi Tp(M)⊥ ile gösterilir. Buna göre, her x ∈ Tp(N) için,

tan : Tp(N) → Tp(M), tan x = xT

nor : Tp(N) → Tp(M)⊥, nor x = x⊥

dik izdüşüm fonksiyonları olmak üzere,

x = xT + x⊥

olarak yazılabilir.

2.2.2. Alt Manifoldlar Üzerinde Temel Eşitlikler

Bu kısımda (Mn,g) Riemann manifoldu olarak, (Nm, g̃) Riemann manifoldunun

φ : Mn → Nm izometrik immersiyonu ile birlikte φ(M) daldırılmış alt manifoldu

anlaşılacak ve φ(M) alt manifoldu M ile gösterilecektir. Ayrıca, M ve N

Riemann manifoldları üzerindeki Levi-Civita konneksiyonları sırasıyla ∇ ve ∇̃ ile

gösterilecektir.

Tanım 2.2.5. [1] h(X ,Y ) = (∇̃XY )⊥ eşitliğiyle tanımlanan

h : X(M)×X(M)→ X(M)⊥ fonksiyonuna M manifoldunun "ikinci temel formu"

denir. h fonksiyonu F(M)−lineer ve simetriktir.
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Tanım 2.2.6. [5] X ,Y ∈ X(M) olmak üzere,

∇̃XY = ∇XY︸︷︷︸
tan

+h(X ,Y )︸ ︷︷ ︸
nor

eşitliğine "Gauss formülü" denir.

Tanım 2.2.7. [5] X ,Y,Z,W ∈ X(M) olmak üzere

g(R(X ,Y )Z,W ) = g̃(R̃(X ,Y )Z,W )+ g̃(h(X ,W ),h(Y,Z))− g̃(h(X ,Z),h(Y,W ))

(2.2.9)

eşitliğine "Gauss denklemi" denir.

Tanım 2.2.8. [5] A(X ,η) = AηX eşitliğiyle tanımlanan

A : X(M)×X(M)⊥ → X(M) fonksiyonuna M manifoldunun "şekil operatörü"

denir. A şekil operatörü self-adjoint bir dönüşümdür.

Tanım 2.2.9. [5] X ∈ X(M), η ∈ X(M)⊥ olmak üzere,

∇̃X η =−AηX︸ ︷︷ ︸
tan

+DX η︸︷︷︸
nor

(2.2.10)

eşitliğine "Weingarten formülü" denir. Burada D, M manifoldu üzerinde normal

konneksiyondur.

Lemma 2.2.10. [1] İkinci temel form ile şekil operatörü arasında aşağıdaki eşitlik

sağlanır:

g̃(h(X ,Y ),η) = g(AηX ,Y ) (2.2.11)

Tanım 2.2.11. [1] Mn manifoldu üzerinde ikinci temel formun izine M manifol-

dunun "ortalama eğrilik fonksiyonu" denir ve ortalama eğrilik vektörü H

H =

(
1
n

)
trace h (2.2.12)

eşitliği ile belirlidir.

Tanım 2.2.12. [4] Mn, Nm manifoldunun bir alt manifoldu olmak üzere, H = 0

(h = 0) ise Mn manifolduna "minimal alt manifold (totally jeodezik alt manifold)"

denir.
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2.3. Çarpım Manifoldları

Tanım 2.3.1. [1] (B,gB) ve (F,gF) Riemann manifoldları olmak üzere,

g = π∗(gB) + σ∗(gF) metrik tensörü ile verilen B× F manifolduna, B ve F

manifoldlarının "Riemann çarpım manifoldu" denir. Burada, (p,q) ∈ B×F için,

π : B×F → B, π(p,q) = p,

σ : B×F → F, σ(p,q) = q

düzgün izdüşüm fonksiyonlarıdır.

p×F = π−1(p) = {(p,r)|r ∈ F} ve B× q = σ−1(q) = {(s,q)|s ∈ B} kümeleri,

B×F çarpım manifoldunun alt manifoldlarıdır.

Tanım 2.3.2. [1] (B,gB) ve (F,gF) Riemann manifoldları olmak üzere,

f ∈ F(B), f > 0 fonksiyonu verilsin. g = π∗(gB)+ ( f ◦π)2σ∗(gF) metrik tensörü

ile verilen B× F çarpım manifolduna B ve F manifoldlarının "warped çarpım

manifoldu" denir ve B× f F ile gösterilir.

Her (p,q) noktasında B× f F manifolduna teğet x vektörü için,

g(x,x) = gB(dπ(x),dπ(x))+ f 2(p)gF(dσ(x),dσ(x))

olur. Ayrıca, π−1(p) ve σ−1(q) alt manifoldlarına sırasıyla M = B× f F warped

çarpım manifoldunun "lifleri" ve "yaprakları" denir. Lif uzayına teğet vektörlere

(p,q) noktasındaki "dikey vektörler", yaprak uzayına teğet vektörlere (p,q)

noktasındaki "yatay vektörler" denir.

B manifoldu üzerindeki vektör alanlarının M =B× f F manifoldu üzerine liftlerinin

kümesi L(B) ile gösterilir. Buna göre, x ∈ T(p,q)(π
−1(p)) vektörünün M = B× f F

manifoldu üzerine lifti x̃ olmak üzere, dπ(x̃) = x dir. Ayrıca, v ∈ T(p,q)(σ
−1(q))

için dπ(v) = 0 dır. Benzer şekilde, F manifoldu üzerindeki vektör alanlarının

M = B× f F manifoldu üzerine liftlerinin kümesi L(F) ile gösterilir. Buna göre,
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v ∈ T(p,q)(σ
−1(q)) vektörünün M = B× f F manifoldu üzerine lifti ṽ olmak üzere,

dσ(ṽ) = v dir. Ayrıca, x ∈ T(p,q)(π
−1(p)) için dσ(x) = 0 olur.

Örnek 2.3.3. Her dönel yüzel (döndürme eksenini kesmemek üzere); B döndürülen

eğri, F birim yarıçaplı çember ve f (b) fonksiyonu her b ∈ B için b noktasından

döndürme eksenine uzaklık fonksiyonu olmak üzere, M = B× f F warped çarpım

manifolduna izomorftur.

Önerme 2.3.4. [1] M = B× f F manifoldu warped çarpım manifoldu üzerinde,

X ,Y ∈ L(B), V,W ∈ L(F) için,

(1) DXY ∈ L(B), B üzerinde DXY vektör alanının liftidir.

(2) DXV = DV X = (
X f

f
)V dir.

(3) (DVW )⊥ = h(V,W ) =−(〈V,W 〉/ f ) grad f dir.

(4) (DVW )T ∈ L(F), F üzerinde ∇VW vektör alanının liftidir.

önermeleri sağlanır.

Önerme 2.3.5. [1] M = B× f F manifoldu warped çarpım manifoldu olsun.

γ = (α,β ) eğrisinin M manifoldu üzerinde bir jeodezik olması için gerek ve yeter

koşul aşağıdaki iki önermenin sağlanmasıdır:

(1) B manifoldu üzerinde, α ′′ = gF(β
′,β ′) f ◦α grad f dir.

(2) F manifoldu üzerinde, β ′′ =
−2
f ◦α

d( f ◦α)

ds
β ′ dir.

Sonuç 2.3.6. [1] M = B× f F warped çarpım manifoldu üzerinde X ,Y yatay, V,W

dikey vektörler ve k = dim F > 1 olsun. Bu durumda M manifoldunun Ricci tensörü

aşağıdaki eşitlikleri sağlar:

(a) Ric(X ,Y ) = RicB(X ,Y )− k
f

H f (X ,Y ).
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(b) Ric(X ,V ) = 0.

(c) Ric(V,W ) = RicF(V,W )−
{

∆ f
f
− (k−1)

〈∇ f ,∇ f 〉
f 2

}
.

Teorem 2.3.7. [2] (M,g) bir Riemann manifoldu olmak üzere L ve K bu manifoldu

birbirini tamamlayan ve dik kesişen iki yaprak belirtsin. Eğer L totally jeodezik ve

K küresel ise, (M,g) manifoldu B× f F warped product manifolduna izomorftur.

Burada L ve K yaprakları B×F manifoldunun doğal yapraklarına karşılık gelir.

2.4. Ricci Solitonlar

Tanım 2.4.1. [7] (M,g) bir Riemann manifoldu ve v ∈ X(M) olsun. (0,2)

tipindeki Lvg, Ric tensörleri sırasıyla g metrik tensör alanının v vektör alanına göre

Lie türevini ve Ricci tensörünü göstermek üzere, λ ∈ R için

1
2

Lvg+Ric = λg (2.4.13)

eşitliği sağlanıyor ise (M,g) Riemann manifolduna "Ricci soliton" denir ve

(M,g,v,λ ) dörtlüsü ile gösterilir. Burada v vektör alanına Ricci solitonun

"potansiyel vektör alanı" denir.

λ > 0, λ = 0 ve λ < 0 değerleri için sırasıyla (M,g,v,λ ) Ricci solitonuna

"shrinking, steady ve expanding Ricci soliton" denir.

Tanım 2.4.2. [9] v potansiyel alanı, sıfır veya Killing vektör alanı ise (M,g,v,λ )

dörtlüsüne "basit Ricci soliton" denir.

Tanım 2.4.3. [9] v potansiyel alanı f ∈ F(M) fonksiyonunun gradiyenti ise

(M,g,v,λ ) dörtlüsüne "gradiyent Ricci soliton" denir ve (M,g, f ,λ ) ile gösterilir.

f potansiyel fonksiyonu sabit ise (M,g, f ,λ ) basit Ricci solitondur.
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3. CONCURRENT VEKTÖR ALANLARI VE
SINIFLANDIRILMASI

3.1. Concurrent Vektör Alanları

Tanım 3.1.1. [7] M bir Riemann manifoldu ve ∇, M üzerinde Levi-Civita

konneksiyonu olsun. Herhangi bir Z ∈ X(M) vektör alanı için,

∇Zv = Z (3.1.1)

eşitliğini sağlayan bir v vektör alanına M manifoldu üzerinde "concurrent vektör

alanı" denir.

Örnek 3.1.2. En n−boyutlu Öklid uzayı ve {x1, . . . ,xn} bu uzayın koordinat

sistemi olmak üzere,

x =
n

∑
i=1

xi ∂

∂xi

eşitliğiyle tanımlanan pozisyon vektör alanı göz önüne alınsın.

Y ∈ X(En), Y =
n
∑
j=1

Y j ∂

∂x j için,

∇Y x =
n

∑
i=1

Y [xi]
∂

∂xi

=
n

∑
i=1

Y i ∂

∂xi

= Y

olduğundan x pozisyon vektör alanı En üzerinde concurrent vektör alanıdır.

Örnek 3.1.3. I, R’nin yay uzunluğu s olan bir açık aralığı, (F,gF) bir Riemann

manifoldu olmak üzere, I ×s F warped çarpım manifoldu göz önüne alınsın.

Önerme 2.3.4 (2) kullanılarak
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v = s ∂

∂ s ve X = ϕ
∂

∂ s olmak üzere, Z ∈ X(M), V,X ∈ L(I), W ∈ L(F) için,

∇Zv = ∇X+W v = ∇X v+∇W v

= ∇X v+
vs
s

W

= X [s]
∂

∂ s
+

(s ∂

∂ s)s
s

W

= ϕ(
∂ s
∂ s

)
∂

∂ s
+W

= X +W

= Z

olduğundan v vektör alanı I üzerinde concurrent vektör alanıdır.

Teorem 3.1.4. [8] (Mn,g) complete Riemann manifoldu olsun ve Mn manifoldu

üzerinde bir x vektör alanı için ∇x = I eşitliği sağlansın. Bu durumda, Mn

manifoldu n−boyutlu Öklid uzayına izomorftur ve x, Öklid uzayının bilinen

pozisyon vektör alanıdır.

3.2. Concurrent Vektör Alanına Sahip Ricci Solitonlar

Bu bölümde concurrent vektör alanına sahip Ricci solitonların sınıflandırılması

yapılacaktır.

Teorem 3.2.1. [7] (Mn,g,v,λ ), potansiyel vektör alanı v olan bir Ricci soliton

olsun. v vektör alanının concurrent vektör alanı olması için gerek ve yeter koşul

aşağıdaki iki önermenin sağlanmasıdır:

(a) (Mn,g,v,λ ), λ = 1 olan Ricci solitondur.

(b) Mn, I×s F warped çarpım manifoldunun bir açık alt kümesidir. Burada I, R

nin yay uzunluğu fonksiyonu s olan açık aralığı ve F, Ricci tensörü

RicF = (n−2)gF eşitliğini sağlayan (n−1)−boyutlu Einstein manifoldudur.
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İspat: v concurrent vektör alanı olsun.

(Mn,g,v,λ ) Ricci soliton ve her X ∈ X(M) için

∇X v = X (3.2.2)

olur.

Her p ∈ M için Xp, vp ∈ Tp(M) teğet vektörüne dik, birim uzunlukta bir

teğet vektörü olmak üzere, M manifoldunun p noktasındaki kesitsel eğriliği

Kp(Xp,vp) sayısıdır. Kolaylık olması amacıyla, p noktasındaki değerler göz önüne

alınmayarak işlemlere devam edilecektir. Bu durumda,

K(X ,v) = 〈R(X ,v)X ,v〉

= −〈R(X ,v)v,X〉

= −〈[∇X ,∇v]v−∇[X ,v]v,X〉

= −〈∇X ∇vv−∇v∇X v− [X ,v],X〉

= −〈∇X v−∇vX− [X ,v],X〉

= 0 (3.2.3)

eşitliği elde edilir. Buradan,

Ric(v,v) = 〈Ric(v),v〉= 0 (3.2.4)

olur.

e1, Mn manifoldu üzerinde birim teğet vektör alanı ve µ ∈ F(M) için v = µe1

olsun. Mn manifoldu üzerinde e1 vektör alanının ortonormal genişletilmişi

{e1, . . . ,en} çatısı ve bu çatının duali {w1, . . . ,wn} olmak üzere

1≤ i, j ≤ n için, w j
i konneksiyon formları

∇xei =
n

∑
j=1

w j
i (X)e j 1≤ i≤ n (3.2.5)



38

eşitliğiyle tanımlıdır.

(3.2.2) eşitliğinde X = e1 için

e1 = ∇e1(µe1) = (e1µ)e1 +µ∇e1e1

olur. Buradan,

e1µ = 1 (3.2.6)

∇e1e1 = 0 (3.2.7)

eşitlikleri elde edilir. Benzer olarak k = 2, . . . ,n için, X = ek seçilirse

ek = ∇ek(µe1) = ek(µ)e1 +µ∇ek e1 (3.2.8)

elde edilir. Buradan,

ekµ = 0 (3.2.9)

olur.

(3.2.8) eşitliğindeki ∇ek ei vektör alanı için, ∇ek e1 =
n
∑
j=1

w j
1(ek)e j olduğundan

µ(
n

∑
j=1

w j
1(ek)e j) = ek (3.2.10)

eşitliği sağlanmalıdır. Bu eşitlik açık olarak yazıldığında,

µ(w1
1(ek)e1 +w2

1(ek)e2 + · · ·+wk
1(ek)ek + · · ·+wn

1(ek)en) = ek (3.2.11)

eşitliği elde edilir. {e1, . . . ,en} ortonormal taban ve w j
i =−wi

j olduğundan,

µw1
k(ek) =−1 (3.2.12)

w1
j(ek) = 0, k 6= j (3.2.13)

elde edilir.
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{e1} ve {e2, . . . ,en} kümelerinin gerdiği uzaylar sırasıyla D1 ve D2 olsun.

∇e1e1 = 0 olduğundan D1 distribüsyonunun yaprakları Mn manifoldunun

jeodezikleri olacak şekilde D1 totally jeodezik distribüsyondur.

Kartan yapı denklemleri olarak bilinen

dwi =−
n

∑
j=1

wi
j ∧w j, i = 1, . . . ,n (3.2.14)

eşitliğinde i = 1 için, (3.2.13) eşitliği kullanılırsa,

dw1 =−w1
1∧w1︸ ︷︷ ︸

0

−w1
2∧w2−·· ·−w1

n∧wn︸ ︷︷ ︸
0

= 0

elde edilir. Bu durumda w1 = ds olacak biçimde en az bir s ∈ F(M) vardır.

Diğer taraftan, 2≤ i 6= j ≤ n için

g([ei,e j],e1) = g(∇eie j−∇e j ei,e1)

= 〈∇eie j,e1〉−〈∇e j ei,e1〉

= 〈
n

∑
k=1

wk
j(ei)ek,e1〉−〈

n

∑
k=1

wk
i (e j)ek,e1〉

= w1
j(ei)−w1

i (e j)

= 0

olduğundan, [ei,e j] ∈ D2 dir. Buradan D2 involutive bir distribüsyondur. Teorem

2.2.4 den D2 maksimal integral manifoldudur. Bu durumda, D2 distribüsyonun M

manifoldunun her p noktasından geçen tek bir maksimal integral manifoldu vardır.

Buradan, D2 integrallenebilir bir distribüsyondur.

D2 distribüsyonun her bir L yaprağının ikinci temel formu ĥ olmak üzere,

2≤ i, j ≤ n için (3.2.12) ve (3.2.13) eşitliklerinden yararlanılarak

ĥ(ei,e j) = g(∇eie1,e j)e1

= g(∇e1ei,e j)e1

= −
δi j

µ
e1,
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olduğundan

ĥ(ei,e j)−
δi j

µ
e1 (3.2.15)

eşitliği elde edilir. Buradan, D2 distribüsyonunun her bir L yaprağının ortalama

eğriliğinin − 1
µ

olduğu görülür.

Ayrıca (3.2.15) eşitliği, D2 distribüsyonun her bir L yaprağının, ortalama eğrilik

vektörü Ĥ = −e1

µ
olan Mn manifoldunun totally umbilik hiperyüzeyi olmasını

gerektirir. (3.2.9) eşitliğinden, her totally umbilik L yaprağının ortalama eğrilik

vektörü normal demetine paralel olduğundan D2 bir küresel distribüsyondur.

Teorem 2.3.7 den, Mn manifoldunun e1 =
∂

∂ s
için

g = ds2 + f 2(s)gF (3.2.16)

metrik tensör alanı ile verilen I× f (s) F warped çarpım manifoldu olduğu görülür.

v vektör alanına dik her X birim vektör alanı için,

K(X ,v) = 〈R(X ,v)X ,v〉

= −〈R(v,X)X ,x〉

= −〈(Hess f )(X ,X)

f
v,v〉

= −(Hess f )(X ,X)

f
〈v,v〉

= − f ′′

f

olur. (3.2.3) eşitliği kullanılırsa, f ′′(s) = 0 elde edilir. Dolayısıyla f warping

fonksiyonu, a,b ∈ R için f (s) = as+b olmalıdır.

a = 0 olması durumunda I× f (s) F warped çarpım manifoldu, bir Riemann çarpım

manifoldudur. Bu ise Önerme 2.3.5 den D2 distribüsyonunun her yaprağının

Mn manifoldu üzerinde totally jeodezik olmasını gerektirir; ancak bu (3.2.15)

eşitliğinde elde edilen sonuçla çelişir. O halde a 6= 0 dir.
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f (s) = s olsun. Buradan Mn manifoldu, I ×s F biçiminde bir warped çarpım

manifoldudur.

Lie türevinin tanımı ve (3.2.2) eşitliği kullanılarak, her X ,Y ∈ X(Mn) için,

(Lvg)(X ,Y ) = g(∇X v,Y )+g(∇Y v,x) = g(X ,Y )+g(X ,Y ) = 2g(X ,Y ) (3.2.17)

eşitliği elde edilir. Bu eşitlik Ricci soliton denkleminde yerine yazıldığında,

Ric(X ,Y ) = (λ −1)g(X ,Y ) (3.2.18)

eşitliği elde edilir. Buradan, Mn manifoldunun (n−1)−Einstein manifoldu olduğu

görülür.

(3.2.4) ve (3.2.18) eşitliklerinden, Mn manifoldu Ricci flattir ve λ = 1 dir. Yani,

(Mn,g,v,λ ) shrinking Ricci solitondur.

Mn manifoldu Ricci flat olduğundan ve Sonuç 2.3.6 (c) den, warped çarpım

manifoldunun ikinci faktörü F, RicF = (n− 2)gF eşitliğini sağlayan Einstein

manifoldudur.

Bu teoremin karşıtı için, λ = 1 ve M = I×s F warped çarpım manifoldu olsun. M

manifoldu için, X ∈ L(I), v ∈ L(F), X ve v birbirine dik vektör alanları olmak

üzere,

K(X ,v) = 〈(Hess s)(X ,X)

s
v,v〉= 0 (3.2.19)

dir. Ayrıca, K(X ,v) =−〈R(v,X)X ,x〉 olduğundan

Ric(X ,X) = 0 (3.2.20)

ve

Ric(v,v) = 0 (3.2.21)

bulunur. Böylece Mn manifoldu Ricci flattir. Buradan, (3.2.20) ve (3.2.21)

eşitlikleri göz önüne alınarak λ = 1 için Ricci soliton denklemi yazılırsa,

1
2

Lvg = g (3.2.22)
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eşitliği elde edilir.

Her W ∈ X(I×s F) için,

1
2
(Lvg)(W,W ) = g(W,W ) (3.2.23)

〈∇W v,W 〉 = 〈W,W 〉 (3.2.24)

olduğundan ∇W v =W dir. Buradan v concurrent vektör alanıdır. 2

Sonuç 3.2.2. [7] Potansiyel alanı concurrent vektör alanı olan steady veya

expanding Ricci soliton yoktur.

Sonuç 3.2.3. [7] v potansiyel alanı concurrent vektör alanı olan her (Mn,g,v,λ )

Ricci soliton gradiyenttir.

İspat: v concurrent vektör alanı olsun. Bu durumda, (3.2.17) eşitliğinden

1
2

Lvg = g

olur. Teorem 3.2.1 den λ = 1 ve Ric = 0 olduğu görülür. f =
1
2

g(v,v) seçilirse,

her X ∈ X(M) için,

〈∇ f ,X〉 = X f

= X(
1
2

g(v,v))

=
1
2

X〈v,v〉

= 〈∇X v,v〉

= 〈X ,v〉

olduğundan ∇ f = v dir. Buradan (Mn,g,v,λ ) gradiyent Ricci solitondur. 2

Uyarı 3.2.4. [7] Mn complete Riemann manifoldu ve v, M manifoldu üzerinde

concurrent vektör alanı olsun. Bu durumda Mn manifoldu, Teorem 3.1.4 den

n−boyutlu Öklid uzayına izomorftur. Ayrıca, r : U ⊂ M → R, r(x) = ||x||2
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eşitliğiyle tanımlı orjine uzaklık fonksiyonu olmak üzere,

dr =
n

∑
i=1

∂ r
∂xi dxi =

1
r

n

∑
i=1

xidxi

=
1
r

n

∑
i=1

gi jxi
∂i

=
1
r

n

∑
i=1

gi jxi
∂i

= ∇r

=
1
r

n

∑
i=1

xi
∂i

olduğundan, v = r∇r eşitliğiyle tanımlanan v vektör alanı, Örnek 3.1.2 de

açıklanan pozisyon vektör alanıdır.

3.3. Ricci Soliton olan Riemann Alt Manifoldları

Bu bölümde (Mn,g), n−boyutlu, (Nm, g̃) Riemann manifoldunun bir alt manifoldu

ve v ∈ X(M) vektör alanının N manifoldu üzerinde concurrent vektör alanı olduğu

kabul edilecektir. v vektör alanının sırasıyla X(M) ve X(M)⊥ vektör uzayları

üzerindeki dik izdüşümleri vT ve v⊥ ile gösterilecektir. Yine h, A ve D operatörleri

ile sırasıyla M manifoldu üzerindeki ikinci temel form, şekil operatörü ve normal

konneksiyon gösterilecektir.

Teorem 3.3.1. [7] (Mn,g,vT ,λ ) Riemann manifoldunun Ricci soliton olması için

gerek ve yeter koşul her X ,Y ∈ X(M) için,

Ric(X ,Y ) = (λ −1)g(X ,Y )− g̃(h(X ,Y ),v⊥) (3.3.25)

eşitliğinin sağlanmasıdır.
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İspat: v, Nm manifoldu üzerinde bir concurrent vektör alanı olmak üzere X ∈X(M)

için

X = ∇̃X v = ∇̃X(vT + v⊥)

= ∇̃X vT + ∇̃X v⊥

= ∇X vT +h(X ,vT )+(−Av⊥X +DX v⊥)

= ∇X vT −Av⊥X︸ ︷︷ ︸
tan jant

+h(X ,vT )+DX v⊥︸ ︷︷ ︸
normal

(3.3.26)

olur. Tanjant ve normal bileşenler karşılaştırıldığında

∇X vT = Av⊥X +X (3.3.27)

h(X ,vT ) =−DX v⊥ (3.3.28)

eşitlikleri elde edilir.

(3.3.27) ve (3.3.28) eşitlikleri kullanılarak her X ,Y ∈ X(M) için,

(LvT g)(X ,Y ) = g(∇X vT ,Y )+g(∇Y vT ,X)

= g(Av⊥X +X ,Y )+g(Av⊥Y +Y,X)

= g(Av⊥X ,Y )+g(X ,Y )+g(Av⊥Y,X)+g(Y,X)

= 2g(X ,Y )+2g(Av⊥X ,Y )

= 2g(X ,Y )+2g̃(h(X ,Y ),v⊥)

bulunur. Buna göre, LvT g tensörünün değeri Ricci soliton denkleminde yerine

yazılırsa, (Mn,g,vT ,λ ) dörtlüsünün bir Ricci soliton olması için gerek ve yeter

koşul

Ric(X ,Y ) = (λ −1)g(X ,Y )− g̃(h(X ,Y ),v⊥)

eşitliğinin sağlanmasıdır. 2
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Örnek 3.3.2. Sm−n(1), Em−n+1 uzayında birim hiperküre ve γ(s) bu hiperküre

üzerinde birim hızlı bir eğri olsun. (Mn,g) Riemann alt manifoldu

φ : Mn→ Em, φ(s,x2, . . . ,xn) = (γ(s)x2,x2, . . . ,xn)

izometrik immersiyonu ile verilsin. Bu durumda, Mn manifoldu düzdür (flat) ve

(Mn,g,xT ,λ ) dörtlüsü λ = 1 olan shrinking Ricci solitondur.

Örneğin daha kolay anlaşılması için m = 4, n = 2 olduğu durum incelenecektir.

γ : I→ S2(1)⊂ E3,γ(s) = (γ1(s),γ2(s),γ3(s))

eşitliği ile verilen birim hızlı bir eğri olsun. Buradan φ : M2→ E4 dönüşümü

φ(s,x2) = (γ1(s)x2,γ2(s)x2,γ3(s)x2,x2)

eşitliğiyle belirlidir.

E4 Öklid uzayının metrik tensör alanı g̃ olsun. M2 manifoldunun metrik tensör

alanı g olmak üzere g = φ ∗g̃ dir. Şimdi, her Yp,Zp ∈ Tp(M) için pullback

fonksiyonunun tanımı kullanılarak M manifoldu üzerinde g metrik tensör alanının

bileşenleri hesaplanacaktır.

Her Yp,Zp ∈ Tp(M), p ∈M2 için

gp(Yp,Zp) = (φ ∗g̃)p(Yp,Zp) = g̃|φ(p)(φ∗Yp,φ∗Zp) (3.3.29)

olmalıdır. Burada,

φ∗p(Yp) = Jφ |p[Yp]

=


γ1
′(s)x2|p γ1(s)

γ2
′(s)x2|p γ2(s)

γ3
′(s)x2|p γ3(s)

0 1

[Y1
Y2

]

olduğundan

φ∗p(Yp) = ( γ1
′(s)x2|pY1 + γ1(s)Y2,γ2

′(s)x2|pY1 + γ2(s)Y2,

γ3
′(s)x2|pY1 + γ3(s)Y2,Y2)
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elde edilir. Benzer şekilde,

φ∗p(Zp) = ( γ1
′(s)x2|pZ1 + γ1(s)Z2,γ2

′(s)x2|pZ1 + γ2(s)Z2,

γ3
′(s)x2|pZ1 + γ3(s)Z2,Z2)

olur. Buradan φ∗pYp ve φ∗pZp vektörlerinin değerleri (3.3.29) eşitliğinde yerlerine

yazıldığında ||γ(s)||= 1 ve ||γ ′(s)||= 1 eşitlikleri kullanılarak

gp(Yp,Zp) = g̃|φ(p)(φ∗Yp,φ∗Zp)

= (γ1
′(s))2 p2

2Y1Z1 + γ1
′(s)γ1(s)p2Y1Z2 + γ1

′(s)γ1(s)p2Y2Z1

+(γ1(s))2 p2Y2Z2

+(γ2
′(s))2 p2

2Y1Z1 + γ2
′(s)γ2(s)p2Y1Z2 + γ2

′(s)γ2(s)p2Y2Z1

+(γ2(s))2 p2Y2Z2

+(γ3
′(s))2 p2

2Y1Z1 + γ3
′(s)γ3(s)p2Y1Z2 + γ3

′(s)γ3(s)p2Y2Z1

+(γ3(s))2 p2Y2Z2

+Y2Z2

= Y1Z1 p2
2[(γ1

′(s))2)+(γ2
′(s))2 +(γ3

′(s))2︸ ︷︷ ︸
1=||γ ′(s)||

]

+Y1Z2 p2[γ1
′(s)γ1(s)+ γ2

′(s)γ2(s)+ γ3
′(s)γ3(s)︸ ︷︷ ︸

〈γ ′(s),γ(s)〉=0

]

+Y2Z1 p2[γ1
′(s)γ1(s)+ γ2

′(s)γ2(s)+ γ3
′(s)γ3(s)︸ ︷︷ ︸

〈γ ′(s),γ(s)〉=0

]

+Y2Z2[(γ1(s))2)+(γ2(s))2 +(γ3(s))2︸ ︷︷ ︸
1=||γ ′(s)||

+1]

= p2
2Y1Z1 +0 ·Y1Z2 p2 +0 ·Y2Z1 p2 +2Y2Z2

elde edilir.

p∈M2 için, {e1⊗e1,e1⊗e2,e2⊗e1,e2⊗e2} kümesi T0
2(M) uzayının doğal tabanı

ve bu tabanın duali {dx1 ⊗ dx1,dx1 ⊗ dx2,dx2 ⊗ dx1,dx2 ⊗ dx2} kümesi olmak
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üzere, g ∈ T0
2(M) metrik tensör alanının bileşenleri

(dx1⊗dx1)(Yp,Zp) = dx1(Yp)dx1(Zp) = Y1Z1

(dx1⊗dx2)(Yp,Zp) = dx1(Yp)dx2(Zp) = Y1Z2

(dx2⊗dx1)(Yp,Zp) = dx2(Yp)dx1(Zp) = Y2Z1

(dx2⊗dx2)(Yp,Zp) = dx2(Yp)dx2(Zp) = Y2Z2

eşitlikleriyle belirlidir.

Açık olarak, g =
2
∑

i, j=1
gi jdxi⊗dx j olduğundan her p ∈M2 için

gp = p2
2dx1⊗ dx1 + 2dx2⊗ dx2 olarak bulunur. Ayrıca, g metrik tensör alanına

karşılık gelen matris yine g ve bu matrisin tersi g−1 olmak üzere,

g =

[
x2

2 0
0 2

]
ve

g−1 =


1
x2

2
0

0
1
2


dir. Buradan, M manifoldunun Riemann eğrilik tensörü R = 0 olarak hesaplanır.

Dolayısıyla, M2 düzdür (flat). Ayrıca, küre üzerindeki x pozisyon vektör alanı için

xT = x dir. Örnek 3.1.2 den x pozisyon vektör alanı, concurrent vektör alanıdır.

Böylece Teorem 3.3.1 den (M2,g,xT ,λ ), λ = 1 olan shrinking Ricci solitondur.

3.4. Teorem 3.3.1 in Bazı Uygulamaları

Tanım 3.4.1. [7] Mn bir Riemann alt manifoldu, η ∈ X(M)⊥ ve ϕ ∈ F(M) olsun.

Mn manifoldunun şekil operatörü Aη olmak üzere, Aη = ϕI eşitliği sağlanıyorsa

Mn manifolduna "η-umbilik" denir.

Teorem 3.4.2. [7] Mn, Nm manifoldunun bir alt manifoldu olsun. (Mn,g,vT ,λ )

Ricci solitonun basit olması için gerek ve yeter koşul Mn manifoldunun v⊥-umbilik

olmasıdır.
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İspat: Mn, Nm manifoldunun bir alt manifoldu ve (Mn,g,vT ,λ ) basit Ricci Soliton

olsun. Bu durumda Mn Einstein manifoldudur. Yani, her X ,Y ∈X(M) için (3.3.27)

eşitliği kullanılarak

Ric = λg ⇔ 1
2

LvT g = 0

⇔ (LvT g)(X ,Y ) = 0

⇔ g(∇̃X vT ,Y )+g(∇̃Y vT ,X) = 0

⇔ g(∇X vT +h(X ,vT ),Y )+g(∇Y vT +h(Y,vT ),X) = 0

⇔ g(Av⊥X +X ,Y )+g(Av⊥Y +Y,X) = 0

⇔ 2g(X ,Y )+2g(Av⊥X ,Y ) = 0

⇔ g(X +Av⊥X ,Y ) = 0

⇔ Av⊥X =−X

elde edilir. Buradan Mn manifoldu ϕ =−1 için v⊥−umbiliktir. 2

Sonuç 3.4.3. [7] Mn, Nm Riemann manifoldunun bir alt manifoldu ve

(Mn,g,vT ,λ ) Ricci soliton olsun. Bu durumda M basit Ricci solitondur.

Tanım 3.4.4. [7] {e1, . . . ,en}, (Mn,g) Riemann manifoldunun bir ortonormal

çatısı olsun. Mn manifoldunun skaler eğriliği τ ,

τ = ∑
1≤i≤ j≤n

K(ei,e j)

eşitliğiyle tanımlıdır.

Önerme 3.4.5. [7] (Mn,g,vT ,λ ), Nm manifoldunun minimal alt manifoldu olan

bir Ricci soliton olsun. Bu durumda, Mn manifoldunun skaler eğriliği sabittir ve

τ =
n(λ −1)

2

biçimindedir.
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İspat: Mn, Nm manifoldunun bir minimal alt manifoldu ve (Mn,g,vT ,λ ) bir Ricci

soliton olsun.

Teorem 3.3.1 den her X ,Y ∈ X(M) için,

Ric(X ,Y ) = (λ −1)g(X ,Y )− ĝ(h(X ,Y ),v⊥) (3.4.30)

olduğu bilinmektedir. Mn minimal alt manifold olduğundan ortalama eğrilik

vektörü sıfırdır. Bu durumda,

ĝ(H,v⊥) = 0 (3.4.31)

olur. (3.4.30) eşitliğinden,

n

∑
i=1

Ric(ei,ei) = n(λ −1) (3.4.32)

elde edilir. Dolayısıyla, Mn manifoldunun skaler eğriliği sabittir ve

τ =
n(λ −1)

2
(3.4.33)

eşitliği ile belirlidir. 2

Lemma 3.4.6. [7] Mn, Nm manifoldunun bir alt manifoldu olsun. ψ = 1
2 g̃(v⊥,v⊥)

ve ϕ = 1
2 g̃(v,v) olmak üzere,

∇ψ =−Av⊥vT (3.4.34)

ve

vT = ∇ϕ (3.4.35)

eşitlikleri sağlanır.
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İspat: Mn, Nm manifoldunun bir alt manifoldu olsun. Bu durumda, Weingarten

formülü ve (3.3.27) eşitliği kullanılırsa

g(∇ψ,X) = Xψ

= g̃(∇̃X v⊥,v⊥)

= g̃(Av⊥X +DX v⊥,v⊥)

= g̃(DX v⊥,v⊥)

= −g̃(h(X ,vT ),v⊥)

= −g(Av⊥X ,vT )

= g(−Av⊥X ,vT )

= g(−Av⊥vT ,X)

olduğundan ∇ψ =−Av⊥vT eşitliği elde edilir. Benzer olarak,

g(∇ϕ,X) = Xϕ

= g̃(∇̃X v,v)

= g̃(X ,v))

= g̃(X ,vT + v⊥)

= g̃(X ,vT )+ g̃(X ,v⊥)

= g̃(X ,vT )

olduğundan vT = ∇ϕ elde edilir. 2

Önerme 3.4.7. [7] Nm manifoldunun her (Mn,g,ϕ,λ ) Ricci soliton alt manifoldu

potansiyel fonksiyonu ϕ = 1
2 g̃(v,v) olan gradiyent Ricci solitondur.

Sonuç 3.4.8. [7] Mn, Nm manifoldunun bir alt manifoldu ve (Mn,g,ϕ,λ ) bir

gradiyent Ricci soliton olsun. (Mn,g,ϕ,λ ) alt manifoldunun basit Ricci soliton

olması için gerek ve yeter koşul Nm manifoldu üzerindeki v concurrent vektör

alanının Mn manifolduna dik olmasıdır.
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İspat: Mn, Nm manifoldunun bir alt manifoldu ve (Mn,g,ϕ,λ ) basit gradiyent

Ricci soliton olsun. Bu durumda, ϕ = 1
2 g̃(v,v) fonksiyonu M manifoldunu üzerinde

sabit olduğundan, her X ∈ X(Mn) için

Xϕ = X(
1
2

g̃(v,v))

=
1
2
(g̃(∇X v,v)+ g̃(v,∇X v))

=
1
2
(g(X ,v)+g(X ,v))

= g(X ,v)

= 0

olur. Buradan, v concurrent vektör alanı Mn manifolduna diktir.

Karşıt olarak, v ∈ X(M)⊥ ise, Xg̃(v,v) = 2g(X ,v) = 0 olduğundan g̃(v,v), Mn

manifoldu üzerinde sabittir. Buradan Mn Einstein manifoldudur; yani Mn basit

gradiyent Ricci solitondur. 2
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