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OZET

GAMZE POTANSIYELLERIN
YARI KLASIK YAKLASIMDA INCELENMESI

Gamze TOKER

Yiiksek Lisans Tezi, Fizik Anabilim Dal1
Tez Danigmant: Yrd. Do¢. Dr. Haydar UNCU
2016, 35 sayfa

Bu tezde, bozon gazlarmin termodinamik ozelliklerini bulmak icin kullanilan
yart klasik yaklagim, manyetik tuzaklamaya gamze potansiyeller eklenerek
olusturulan tuzaklar1 da icerecek bi¢imde genellestirilmistir. Bu tuzaklama
potansiyellerinin matematiksel bir modeli olusturularak bozonlarin bu tarz
tuzaklardaki termodinamik nicelikleri hesaplanmisgtir. Manyetik tuzaklara
gamze potansiyelleri eklendiginde tuzaklanan bozonlarin yogusuk maddeye gegis
sicaklig1 olan kritik sicaklifin artti§1 gosterilmisgtir.

Anahtar Sozciikler: Bozon Gazi, Gamze Potansiyeli, Tuzaklama Potansiyeli,
Bose-Einstein Yogusuklugu, Kritik Sicaklik
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ABSTRACT

INVESTIGATION OF THE DIMPLE POTENTIALS IN SEMICLASSICAL
APPROXIMATION

Gamze TOKER

M.Sc. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Assist. Prof. Haydar UNCU
2016, 35 pages

In this thesis, the semiclassical approximation which is used to find the
thermodynamic properties of boson gases is generalized such that it includes also
the trapping potentials which are created by using dimple potentials in addition to
magnetic traps. Developing a mathematical model of these trapping potentials, the
thermodynamical quantities of bosons in such traps are calculated. It is shown that
the critical temperature which indicates the transition to condensation increases
when the dimple potentials are added to magnetic traps.

Key Words: Boson Gas, Dimple Potential, Trapping Potential, Bose-Einstein
Condensation, Critical Temperature
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ONSOZ

Bozonlarin 0 K sicakligina yakin sicakliklardaki davraniglari sonucu olusan
Bose-Einstein yogusuklugu iizerine yapilan caligmalar 6zellikle yogusukluguna
derigik gazlarda deneysel olarak elde edilmesi ile artmigtir. Bu tez de yogusuk
madde elde edilmesi icin kullanilan tuzak potansiyellerine ek olarak kullanilan
gamze potansiyellerin bozon gazinin termodinamiksel 6zelliklerine etkisi olan
teorik bir model olusturulmustur. Tez calismamda bilgi ve tecriibelerinden
yararlandifim, her agamasinda bana yol gosteren danigman hocam Sayin Yrd.
Do¢. Dr. Haydar Uncu’ya tesekkiirlerimi sunarim. Destek ve sevgilerini
esirgemeyen aileme tesekkiir ve sevgilerimi sunarim.

Gamze TOKER
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1. GIRIS
1.1. Bose-Einstein Yogusuklugu ve Tuzaklama Potansiyelleri

Etkilesmeyen bozonlarin bulunduklar sistemin taban durumunda toplanmasi ile
olusan Bose-Einstein yogusmasi (BEY), S.N. Bose ve A. Einstein tarafindan 1924
yilinda teorik olarak ongoriilmiistiir. Einstein, Bose’un 1924 yilinda ayirdedilemez
parcaciklar i¢in olusturdugu istatistik modeli, etkilesmeyen kiitleli bozonlar1 da
icine alacak sekilde gelistirdi [1]. Bose ve Einstein ¢ok diisiik sicakliklarda
etkilesmeyen parcaciklardan olusan bozon gazinin parcaciklarinin gézlemlenebilir

bir oraninin taban enerji seviyesinde toplanacagini gosterdiler.

Bozonlarin 0 K sicakligina yakin sicakliklardaki davraniglari sonucu olugan
Bose-Einstein yogusuklugu iizerine calismalar 6zellikle yogusuklugun derisik
gazlarda deneysel olarak elde edilmesi ile artmistir [2-5]. Bose-Einstein yogusuk
maddesinin 6zelliklerini belirleyen parametreler, kendisine esit ve daha diisiik
sicakliklarda yogusuklugun gozlemlenmeye baslandig: sicaklik olan kritik sicaklik,
yogusukluk orami ve faz uzayr yogunlugudur. Bu parametreler, bozon gazini
tuzaklamak i¢in kullanilan manyetik alanin degerine ve gaz i¢indeki bozonlarin

etkilesmesine bagl olarak degismektedir.

BEY, elde etmek i¢in yapilan deneylerde, bozonlar genellikle zamana baglh
manyetik alanlar kullanilarak tuzaklanir. Manyetik tuzaklama yolu ile elde edilen
Bose-Einstein yogusuk maddesini incelerken, manyetik alanin yogusukluk {izerine
olusturdugu etki genel olarak bir harmonik salinici potansiyeli ile betimlenmektedir
[6]. Bu tarz tuzaklama potansiyelleri i¢indeki bozonlarin davraniglari hem kuantum
mekanigi kullanilarak hem de yar1 klasik yaklagimda incelenmistir [2,6,7]. Ancak
tuzaklama siirecini betimleyen tek potansiyel harmonik salinici potansiyeli degildir
[6]. Tuzaklamak, bozonlar (ya da bagka tiir parcaciklari) uzayin bir bolgesine

toplamak anlamina gelir. Diger bir deyigle, tuzaklamanin amaci bozonlar1
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uzayin belli bir bolgesine toplanmasini saglamaktir. Deneylerde, tuzaklanan
parcaciklarin belli bir uzay bolgesinden kagmamalari istendiginden, parcaciklarin
bir denge noktasi etrafinda hareket etmeleri saglanir. Bu ylizden parcaciklar denge
noktasindan uzaklagtikca parcaciklara denge noktasina dogru kuvvet etkilemelidir.
Bu parcaciklar siirekli denge noktasina ceken potansiyellerin ifadesi mutlak deger

kullanilarak yazilabilir [7, 8]:

d ng
U =ny % ;ﬁ (1.1.1)
a=1 [
Burada [, = tha tuzaklama potansiyeli tarafindan belirlenen karakteristik

uzunluklari, @y tuzaklama potansiyelinin karakteristik frekanslarini gosterirken,
ng degerleri potansiyelin bicimini belirleyen iislerdir. (1.1.1) denklemindeki
potansiyel ifadesi olduk¢a genel bir tuzaklama potansiyelidir. Ciinkii farkli

yonlerde farkl: tiir tuzaklamalari miimkiin kilmaktadir.

Yukarida harmonik salinict potansiyeli etkisindeki bozon gazinin hem kuantum
mekanigi kullanilarak hem de yan klasik yaklasimda incelendigini belirtmistik
[2,6,7]. Ancak (1.1.1) denklemi ile verilen bir¢cok potansiyel icin kuantum
mekaniksel bir inceleme yapmak olas1 degildir ¢iinkii bu potansiyellerin bir¢ogu
¢oziilebilen potansiyeller degildir. Bu yiizden bu denklem ile verilen tuzaklama
potansiyellerinin i¢indeki bozon gazlarinin termodinamiksel 6zellikleri genellikle

yar1 klasik yaklagim aracilig1 ile incelenmektedir.

Son yillarda yapilan deneysel c¢alismalarda iic boyuttan daha diisiikk boyutlara
hapsedilmis bozon gazlar1 elde edilmistir [9]. (1.1.1) denkleminde d =1 ya
da d = 2 alinarak bu tarz potansiyellerde betimlenebilir. Ancak yar1 klasik
yaklasim diisiik boyutlarda iyi sonu¢ vermemektedir. Bu yiizden 2005 yilinda V.I.
Yukalov tarafindan modifiye edilmis yar1 klasik yaklagim yontemi gelistirilmigtir
[7]. Bu modifiye edilmis yontem sayesinde hem diisiik boyutlardaki harmonik
tuzak potansiyelleri hem de farkli tuzaklama potansiyelleri yar1 klasik yaklagim

araciligi ile incelenebilmektedir.
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Manyetik tuzaklama ile birlikte, lazer 15181 kullanilarak kisa erimli tuzaklamalar
olusturmak miimkiindiir [10-13]. Bu tarz tuzaklamalar gamze potansiyeller olarak

adlandirilmaktadir.

Gamze potansiyelleri, tuzaklanmis bozonlarin faz uzayr yogunlugunu ve kritik
sicaklik olarak adlandirilan Bose-Einstein yogusukluguna gecis sicakligini
arttirmak icin kullanilmaktadir. Deneylerde (1.1.1) denkleminde verilen, yogusuk
madde elde edilmesi icin kullanilan tuzak potansiyellerine ek olarak kullanilan
gamze potansiyellerin bozonlarin davraniglarinin hem termodinamiksel hem de

dinamik 6zelliklerin degistirdigi gozlenmistir [12—15].

Literatiirde, gamze potansiyellerin 6zdes bozonlardan olusan sistemlere (Bose
gaz1) etkisini inceleyen deneysel caligsmalar oldugu gibi [10-13], bu etkileri
aciklamaya caligsan teorik modellerde bulunmaktadir [12, 14-17]. Bu tezin amaci,
yukarida bahsedilen, V.I. Yukalov tarafindan geligtirilen Bose gazlarinin modifiye
edilmig yar1 klasik yaklasimla incelenmesini, gamze potansiyelleri de icerecek

bicimde gelistirmektir.

Tezin icerigi kisaca soyle Ozetlenebilir. 2 ve 3. boliimlerde tezin biitiinselligini
saglamak amaciyla sirasiyla yar1 klasik yaklagim ve modifiye edilmis yar1 klasik
yaklagim tamtilmigtir. 4. boliimde yar1 klasik yaklagim, gamze potansiyelleri
iceren tuzak potansiyellerini de kapsayacak sekilde genellestirilmigtir. 5. boliimde

sonuclar tartisilmaya caligilmigtir.
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2. YARI KLASIK YAKLASIM

2.1. Yan Klasik Yaklasimda Bozon Gazimin Incelenmesi

Bose-Einstein Yogusuklugu (BEY), bozonlardan olusan gazlarin mutlak 0O
K sicakligina ¢ok yakin degerlere kadar sogutulmasiyla ortaya cikar. Bu
sicakliklarda, bozonik maddenin parcaciklarinin ¢ogu temel enerji seviyesine iner

ve bir kuantum durumu makroskobik olarak gozlemlenebilir hale gelmis olur.

Bozon gazlarinin istatiksel mekanik kullanilarak incelenmesi ile Bose-Einstein
yogusuklugunun neden olustugu anlasilabilir. Biiyiik kanonik toplulukta bozonlar

icin boliisiim fonksiyonunun ifadesi;

Z= i [exp(—ﬁ&-—ka i n,)] (2.1.1)
i=0 n;=0

seklindedir [18]. Burada n; bir enerji diizeyindeki ortalama parcacik sayisi iken &;
tek pargacik durumlarinin enerji degerleridir. (2.1.1) denklemindeki 8 ve a nin

ifadeleri; kp Boltzmann sabitini gostermek iizere,

_ K
o= kT (2.1.3)

seklindedir. Bose gazinin toplam parcacik sayisinin ifadesi (2.1.1) denkleminde
verilen partisyon fonksiyonu kullanilarak, birkag ara iglemden sonra

1
A M N GRS

(2.1.4)

seklinde bulunur [18]. Bu denklemlerde u kimyasal potansiyeli, kp Boltzmann
sabitini, & ler ise tek parcacik durumlarinin enerji degerlerini gostermektedir.
Yozlagsma olmasi durumunda birden fazla & aymi enerji de8erine sahip olabilir.
(2.1.4) denkleminden etkilesmeyen bozonlarin bir €; enerji seviyesindeki ortalama
say1siin

n;= ! (2.1.5)

" expl(e&—u)/ksT] 1
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oldugu goriilmektedir. Bu dagilimin sag tarafindaki ifade Bose dagilimi olarak

adlandirilir.

Bose gazinin ortalama enerjisi bu dagilim kullanilarak
E=Y &n; (2.1.6)
i

denklemi aracihigi ile bulunur. Bir parcacik bagina diisen 6z 1s1 (cy) ifadesi

enerjinin sicakliga (7) gore tiirevi alinarak bulunur:

1 JE

o =y 2.1.7)

(2.1.4) ve (2.1.5) denklemleri kullanilarak bozon gazinin bir¢ok termodinamik
ozelligi belirlenebilir. Bunun icin, verilen bir sicaklikta, parcacik sayisi belirli
bir sistemin, kimyasal potansiyelini bulmak gerekir. Bu deger, verili bir sicaklik
icin (2.1.4) denklemi u icin ¢oziilerek elde edilir. Ancak (2.1.4) denklemindeki
toplam bir¢ok hamiltoniyen igin hesaplanamamaktadir. Neyse ki, kuantum
mekaniksel enerji seviyeleri /i sabitinin degerinin diisiikliigiinden dolay1 genellikle
birbirine ¢cok yakindir. Boylece, (2.1.4) denklemindeki toplam ifadesi integrale
doniigtiiriilerek, toplam iyi bir yaklagiklikla hesaplanabilir. Yani sicakligin par¢acik

sayisina baglilig: (2.1.4) denklemi yerine

N:N0+/pr(e)n(e)de. (2.1.8)

denklemi ile hesaplanir. Burada n(¢€) , (2.1.5) denkleminden yola ¢ikarak

1
~ expl(e— ) /kpT] — 1

seklinde tanimlanmigtir. Bu yaklasim, yari klasik yaklasim olarak adlandirilir.

n(e)

2.1.9)

(2.1.8) denkleminde p(€) durum yogunlugunu ifade eder. (2.1.8) denkleminde
toplam parcacik sayisina taban durumunun katkisi bir terim olarak ayrica
eklenmigtir. ~ Bunun nedeni, durum yogunlugu p(€) hesaplanirken taban

durumunda olugan hatadir.
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Klasik faz uzay1 kullanilarak durum yogunlugu

~ [dPrd®p 1 5,
p(e)—/ (rh)D 5[8—(8p+§m(0 r)] (2.1.10)

denklemi ile hesaplanir. Buradan p(g) i¢in bulunan ifade tigiincii boliimde

anlatilacag lizere genellikle c ve s birer sabit olmak tizere
p(g) =ce’ (2.1.11)

seklindedir. (2.1.11) denklemi kullanilirsa € = O i¢in (yart klasik yaklagimda
taban durumu) p(0) = O bulunur. Diger bir deyisle klasik faz uzay1 kullanilarak
elde edilen durum yogunlugu hesabinda taban durumu sayilmamaktadir. Bu
hatay1 giderebilmek icin (2.1.8) denkleminde Ny terimi ayr1 olarak yazilmaktadir.
Bunun sonucunda denklemin sag tarafindaki ikinci terim olan integralin degerinin

uyarilmis durumlardaki pargacik sayisini verdigi goriiliir:

_ (" [ p(e)
N“_/o p(e)n(e)ds_/o exp[(s—u)/kBT]—lde' (2.1.12)

(2.1.12) denkleminin alabilecegi maksimum deger integralin t = 0 oldugundaki

degeridir ':

Y p(e)
NumaX(T)_/o exp[e/(kBT)}—1d8‘ (2.1.13)

Verili bir sicaklikta N, (T) > N ise bu sicaklikta biitiin parcaciklarin uyarilmig

Umax

seviyelerde olabilecegi goriiliir. Boylece bu sicakligin bozonlarin taban durumunda

toplanmaya basladig1 kritik sicakliktan fazla oldugu soylenebilir:
T>T.=N,=N—->u<0,z<1. (2.1.14)

Bu denklemde goriilen z = exp(But) ifadesi uguculuk olarak adlandirihir. Ancak
sicaklik distiikge (2.1.13) integralinin degeri azalir ve bir sicaklikta N, (T) =

N olur. Bu sicaklikta tiim pargaciklar halen uyarilmis durumlarda olsa bile

IKimyasal potansiyel 0 dan biiyiik olamaz. Ciinkii O dan biiyiik kimyasal potansiyel degeri baz
durumlarda negatif ortalama parcacik sayisi oldugu gibi fiziksel olmayan bir sonuca yol agar.
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sicakligin biraz daha disiiriilmesi bazi parcaciklarin artik uyarilmis seviyelere
yerlesemeyecegi dolayisiyla taban durumuna yerlesecegi anlamina geldiginden

N,

Umax

(T) = N sart1 kritik sicakhig1 tanimlayan esitlik olarak da diisiiniilebilir:
T=T,=N,=Nvez=1(u=0). (2.1.15)

Diger bir deyisle kritik sicaklik, 7;, taban durumunda pargaciklarin toplanmaya
bagladig sicakliktir. Bu sicaklik yari klasik yaklagimda kimyasal potansiyelin sifira
esit oldugu en yiiksek sicaklik olarak da tanimlanabilir. Sicaklik daha da azaltilirsa

artik V,

Umax

(T) < N olur, yani bu sicakliklarda sistemdeki tiim pargaciklar uyarilmis

durumlara yerlesemez:
N, <N=>T<T,.—-u=0— z=1. (2.1.16)

Bu sicakliklarda N, = N, (T) olurken geriye kalan pargaciklar taban durumuna
yerlesir:

No=N —N,. (2.1.17)

Yukaridaki tartigsmalardan da anlasilacagi lizere BEY, bozon gazi sicaklik belli
bir bir sicakligin altina diistiikten sonra olusmaya baglar. Bu sicakliga kritik
sicaklik (7;) denir. Bu sicakliktan daha diisiik sicakliklarda toplam pargacik
sayist, uyarilmig seviyelerdeki parcacik sayilari ile taban durumundaki pargacik
sayilarinin toplamina esittir:

N =Ny+N,. (2.1.18)

Kritik sicakligin iistiindeki sicakliklarda ise uyarilmig seviyelerdeki pargacik sayisi

toplam parcacik sayisina egittir.
Sistemin ortalama enerjisi yar1 klasik yaklasimda, her iki durum icin

E = /Mp(s)n(s)sds (2.1.19)
0

integrali aracilig1 ile bulunabilir. Ancak bu integral alinirken 7 > T, i¢in u degeri

(2.1.8) denkleminden bulunurken, 7 < T, i¢in g = 0 alinir.
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2.2. Yan Klasik Yaklasimda Etkilesmeyen Bose Gazi

Bozonlar genellikle manyetik alanlar kullanilarak tuzaklanir [2, 6]. Manyetik
tuzaklar ile bozonlarin etkilesimini en iyi betimleyen potansiyel modeli harmonik

salinic1 potansiyelleridir [2, 6]. Ug boyutta en genel harmonik salinici potansiyeli,
- 1 2 2 2
V(7)= Em(wxx + oy + 0.2°) (2.2.20)

seklindedir. U¢ yondeki farkli frekanslarin ¢arpimi kullanilarak, harmonik saliici

icin karakteristik bir frekans tanimlanabilir:

wy = (0,0,0,)". (2.2.21)

Ucg boyutta harmonik salinic1 potansiyelinin durum yogunlugu,

2

=— 2222
2n o ( )

p(€)

seklindedir [6]. Bu ifadeyi (2.1.8) denkleminde yerine koyarsak uyarilmig
durumdaki pargacik sayist (N,) ,

2 g2

(hwo)3/o exp[B(e—u)]—1
halini alir. (2.2.23) denklemindeki integral alimarak 7 > T, i¢in ii¢ boyutlu

N, = de (2.2.23)

harmonik salinici i¢in toplam parcacik sayisi

N= <>3g3 (2) (2.2.24)

seklinde bulunur. Bu esitlikte bulunan g,(z) ifadesinin tanimi

gn(z) = i
k=1

seklindedir. Harmonik salinic1 potansiyeli tuzaklanmis bozon gazinin 7 > T,

Zk
n

(2.2.25)

P

enerjisi (2.2.22) ifadesindeki durum yogunlugu, (2.1.12) denkleminde yerine

konarak elde edilen
1 z&3

E = 2(7’1(0)3/0 exp(Bs)—lds (2.2.26)




ifadesinden bulunur. (2.2.26) denklemindeki integral hesaplandiginda

E =3ig7 (2T ’ (z) T>T, (2.2.27)
= JKB han 84\2 c L
elde edilir. Bu enerji ifadesinin tiirevi alinarak (Cy) nin sicaklikla degisimi
kpT\* kT \* g3(2)
Cy = 12kg| — —O%p| — ) =—=T>T, 2.2.28
N B(ha)o> 84(z) B(h(»g) () c ( )

seklinde yazilir. Bu islem yapilirken hesaplanmasi zor olan kimyasal potansiyelin
sicakliga baghligini iceren terimi sadelestirmek i¢in toplam pargacik sayisi N nin

sabit olmasi dolayistyla elde edilen dN/dT = 0 esitligi kullanilmistir.

Enerjinin 7 < T; i¢in sicaklikla degisimi (4.1.8) denkleminde y =0 — z =1
alinarak bulunur:

E =37 X2 3 (1) T<T (2.2.29)
=3ksT {7 - ) 84 ¢ 2.

T < T. i¢in 6z 1smin sicaklikla degisimini bulmak icin (2.2.29) ifadesinin tiirevi

almmalidir. Bu yapilarak 6z 1sinin 7' < 7T¢ i¢in sicaklikla degisimi

N h(l)() -

Simdi faz gegislerini incelemek amaciyla enerjinin ve 6z 1sinin, 7 = T, etrafinda
stirekli olup olmadigini inceleyelim. Sicaklik 7; ye yaklasirken enerjinin sagdan ve

soldan limit degerleri,

c Blc 7 g4 e

seklindedir. E(T — T, ) = E(T — T.") oldugundan enerjinin sicaklikla degigimi

stireklidir.

Sicaklik 7, ye yaklasirken 6z 1sinin sagdan ve soldan limit degerleri,

_ ksT,\*
Cn(T —-T)=12k 1 2.2.33
WT = 1) = 12k (5 ) sl 22.33)
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3 3
Cv(T = T:) = 12kg <’;Bai> ga(1) — 9%kg (l;_i)TO) 28; (2.2.34)

seklindedir. Cy(T — T,7) # Cy(T — T;") esit olmadigindan T = T, de birinci
dereceden faz gecisi vardir. Bu siireksizlik 7, degerinin kritik sicaklik oldugunu

gostermektedir.

Benzer islemler bir boyutta harmonik salinici potansiyeli altinda hareket eden
bozon gazi icin yapilirsa sorun c¢ikmaktadir. Bir boyutta harmonik salinict
potansiyeli,

1

V(x) = Ema)2x2 (2.2.35)

seklindedir. Harmonik salinici potansiyeli altinda hareket eden bir parcacigin enerji
seviyeleri,

1
Ey= (n+3)ho (2.2.36)

elde edilir. Yukarida belirtilen sorunun ne oldugunu gostermek igin bir boyutta
benzer hesaplamalar1 yapalim. Taban durumu enerjisi sifir alinirsa enerji
seviyelerinin ifadesi;

E, =nhw (2.2.37)

seklinde yazilir. Buradan belli bir € enerjisine kadar n = % tane durum oldugu

goriiliir. Bu ifadesinin tiirevi alinarak, bir boyutta durum yogunlugu,

ple) = “EMEL L

(2.2.38)

seklinde bulunur. Bu ifadeyi (2.1.8) denkleminde yerine koyarsak uyarilmis
durumdaki pargacik sayisi,

| Y 1
“hoJo exp[Ble—p)] -1

seklinde elde edilir. 7 > T'c i¢in uyarilmis durumdaki pargacik sayist toplam

de (2.2.39)

u

parcacik sayisina esit oldugundan, toplam parcacik sayisinin sicaklifa baglhiligini

veren ifade

<
N="Y 2 =2g(2) (2.2.40)
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seklinde bulunur. Bir boyutta, g;(1) sonsuza iraksadigindan taban enerjisini
sifir kabul eden yari1 klasik yaklagim, anlamli sonuglar vermez. Yart klasik
yaklagimda, AE << kgT kosulu kabul edildiginden, hesap yapildig: i¢in genellikle
taban durumu enerjisi sifir alinir. Ancak bir boyutta harmonik salinici érneginde
gordiiglimiiz gibi bu, zaman zaman sorunlara yol agmaktadir. Bu ylizden 6zellikle

diisiik boyutlarda yar1 klasik yaklasimi modifiye etmek gerekmektedir.

Bu boliimii bitirmeden son bir hatirlatma yapmakta yarar vardir.  Daha
once de belirttigimiz gibi, yar1 klasik yaklasimda tuzaklama potansiyelindeki
tek parcacik enerji seviyelerinin kesikli olmasi sonucu elde edilen (2.1.4)
ve (2.1.5) toplamlarinin bir ¢ok sistem i¢in hesaplanamamasindan dolay,
enerjilerin kesikliligini yok sayip, durum yogunlugu kullanilarak toplamlar
integrale donistiiriilir. Bu ylizden yart klasik yaklagimi kullanabilmek igin
uzayda tuzaklama potansiyelinin degisimini belirleyen karakteristik uzunluk Iy,
parcaciklarin termal dalga boyundan g¢ok daha biiyiik olmahdir. Istatiksel
mekanikte 1sisal de Broglie dalga boyu genellikle Ay = (%)1/ 2 seklinde

mkT

tanimlanirken, /o tuzaklama potansiyelince belirlenen karakteristik uzunluktur.
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3. MODIFIYE EDILMIS YARI KLASIK YAKLASIM

3.1. Bozon Gazin MYKY Altinda Incelenmesi

Klasik faz uzayr kullanilarak bir U (7) potansiyeli altinda hareket eden

parcaciklarin durum yogunlugu i¢in (2.1.10) denklemi kullanilarak

_ (m)? a1y s
p(e)_(47r)d/21“(d/2)hd/v€[e U(r)]“2Va’y G.1.1)

bulunur [7]. Burada Vg, potansiyelin, par¢acigin enerjisinden daha kiiciik oldugu

uzay bolgelerini gdstermektedir:
Ve = {F|lU(r) <&} (3.1.2)

Bazi degisken tanimlamalar1 yaparak, (1.1.1) denkleminde verilen potansiyele
karsilik gelen durum yogunlugunun ifadesini yazmay1 kolaylastirabiliriz. Bu

amacla biz de [7] calismasindaki tanimlar1 kullanacagiz:

o
d
= (Y wi)"* (3.1.4)
o=1
lo=(Y o) (3.1.5)
o=1
d &1
s=5F )L —. (3.1.6)
a=1"a

(3.1.6) denkleminde s tuzaklama boyutu olarak adlandiriir. (1.1.1) denklemini
(3.1.1) denkleminde yerine koyup integral hesaplandifinda d > 1 (s > 1/2)
durum yogunlugunun ifadesi, (3.1.4), (3.1.5) ve (3.1.6) de tanimlanan degiskenler

cinsinden
1 8s—1
&) =——— (3.1.7)
ple) Xa T'(s)
seklini alir. Buradaki ), ¢arpaninin ifadesi
d/2 d 1/2+1/ng
T ho,
Xd = I1 () (3.1.8)
25 o5 T(1+1/nq)
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bicimindedir.

Bu durum yogunlugu ifadesi kullanilarak toplam parcgacik sayis1 ve enerji

o] 1 8] s—1
N=No+ [ p(e)f(e)d(e) = No+ / = £ e (.19
Emin

Emin xdr(s) s—u) o 1
E B Emin 8p(8)f(£)d(8) - xdr(s) /Emin e,B(S—[J) — 1d8 (3110)

integralleri araciligi ile ifade edilmektedir. Toplam parcacik sayisi i¢in gerekli

integralleri hesaplamak amaciyla u = B& degisken doniisiimii yapilip integral

alindiginda
1 oo ZMs—l
=— d 3.1.11
gS(Z) F(S) /umi,, eu —z u ( )
ile tanimlanan g(z) fonksiyonu cinsinden, toplam parcacik sayisi,
1
N = - (ksT)’g5(2)) (3.1.12)

seklinde bulunur. Burada u,,;, = B€&nin seklindedir. Kuantumlu sistemlerin taban
durumlarinin enerjileri genellikle ¢ok kii¢iik oldugundan, ve s > 1 i¢in g,(1) degeri
rraksamadigindan, taban durumu enerjisini sifir almak hesaplari basitlestirmektir.
Bunun sonucunda yar1 klasik yaklasimin kg7 << AE esitsizliginin saglandigi
sicakliklarda iyi bir yaklagim oldugu sdylenebilir. Bu yiizden ¢ok parcacikli
sistemlerde diisilk boyutlu sistemler hari¢, sistemin minimum enerjisini sifir
segmekte bir sorun yoktur. Ancak diisiik boyutlu sistemlerde (s < 1) sistemin taban
durumunu sifir segmek sorunludur. Ciinkii, bu durumda g(1) degeri raksar. Bu
yiizden, bu tiir sistemler icin, kuantum mekaniksel olarak ¢oziilebilir durumlarda,
kuantum mekaniginden buldugumuz taban enerjisi alinabilir. Eger ¢6ziim miimkiin
degilse, enerjinin minimumu i¢in

2
Emin = B K (3.1.13)
2m

ifadesi iyi bir yaklagimdir. Bu denklemdeki k,;, ifadesi; (3.1.5) denklemi

kullanilarak

1
kmin = o (3.1.14)
0
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seklinde ifade edilebilir.

gs(1) waksamiyorsa, g(z) fonksiyonunun bir 6nceki bolimde verilen (2.2.25)

denklemi ile esdeger olan
1

&@:/'f (3.1.15)
0o e —2Z2

tanimin1 kullanilmakta sorun yoktur. Ancak s < 1 i¢in g;(1) wraksadidindan, diisiik
boyutlu sistemler igin g, (z) fonksiyonunun tanimi

1 oo ZuS—l

gs(2) de (3.1.16)

I Uin € — 2
seklinde  degistirilerek,  yar1  klasik  yaklasim  bu  durumlara da
genellestirilebilmektir. Diger bir deyisle, modifiye edilmis yar klasik yaklagim,
gs(1) degeri rraksadiginda enerjinin minimumunu sifir yerine taban durumu degeri
alarak elde edilen bir yaklagimdir. Bu diizeltmeler yapildiktan sonra her boyuttaki

sistem icin
(ksT)*

N =N+ 8s(2) (3.1.17)

esitligi kullanilabilir. Boylece 4 — 0, z — 1 ve Ny — 0 oldugunda tiim sistemler

icin kritik sicaklik (7) ifadesi;

XaN
T. = (3.1.18)
‘g (1)
seklinde yazilir.
3.1.1. Etkin Termodinamik Limit ve Enerji Ifadesi
Yari klasik yaklagimin modifiye edilmig halinde enerji ifadesi,
_ " egle)
E= = lde (3.1.19)

seklindedir. Verilen bir dis potansiyelde esitlik (3.1.19) da; (3.1.7) ve (3.1.11)

ifadeleri yerine konulup integral alindiginda

1
E:Eﬂ@m”%ﬂw (3.1.20)



15

halini alir. Bulunan enerji ifadesi kullanilarak bir parcacik bagina diisen ortalama

enerji:
E_ sgei@) gy (3.1.21)
N Ny o

seklinde ifade edilebilir.

Etkin termodinamik limit N — oo limitinde hesap yapmak demektir. Bu durumda
enerji kapsamli bir parametre oldugundan, E — oo olmaktadir. Ciinkii her bir
parcacigin enerjisi olacaktir ve sonsuz tane pargacigin enerjisi toplanirsa enerji
sonsuz bulunur. Ancak, termodinamik limitin fiziksel olarak anlamli olabilmesi
icin % sonlu olmalidir. (3.1.21) denkleminde paydaki degerlerin hepsi sonludur. O
halde N — oo limitinde (3.1.21) denkleminde % nin sonlu olabilmesi i¢in paydanin
da sonlu kalmasi gerekir. Bunu saglamanin tek yolu N — oo icin y; — 0 olmasidir.
Bu yiizden N sonsuza giderken, Ny, carpiminin sonlu kaldig1 limit durumu etkin

termodinamik limit olarak adlandirilabilir.

3.2. Oz Is1 ve Siirekliligi

Bir sistemin faz gegisi yapip yapmadigini ortaya koyan 6zellik, termodinamik
niceliklerinin ya da tiirevlerinin siirekli olup olmadigidir. Bir 6nceki boliimde
yazilan enerji ifadelerinden enerjinin siirekli oldugu goriilmektedir.  Bose
gazlarinda faz gegislerini incelemek amaciyla bu béliimde pargacik basina diisen 6z
151 (Cy) nin siirekli olup olmadig1 arastirilacaktir. Oz 1s1 (Cy) nin ifadesi enerjinin

sicakliga (7') ye gore tiirevi alinarak bulunur.

1 JE
Cy=—=— 3.2.22
NTNoT (5222)
N sabit oldugundan,
JdN
=0 (3.2.23)

57 =
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olacaktir. Bu esitlik kullanilarak % ifadesinin 7 ye gore tiirevi alindiginda parcacik

bagina diigsen 6z 1s1, T > T, i¢in

Cr = s(s+ g8t _ 2 85C) (3.2.24)
1

8s(2) 8s—

seklinde bulunur.

T < T, igin, (3.1.20) ve (3.1.21) denklemlerinde y = 0 yani z = 1 alinarak

hesaplandiginda, 6z 1sinin ifadesi,

Cy = s(s+ kg <7T,> g;*ég) (3.2.25)

olarak hesaplanir.

(3.2.24) ve (3.2.25) denklemleri kullamilarak sicaklik 7; ye yaklasirken soldan ve

sagdan limit degerleri sirasiyla

1
Cn(T =T )=s(s+ l)kBng( ) (3.2.26)
gs(1)
8s+1 (1) 2 g&(l)
Cy(T =T ) =s(s+ 1)k —s5°k (3.2.27)
v ( ¢ )=s(s+1)kp () B ()
seklinde bulunur. Buradan Cy deki siireksizlik hesaplanabilir:
o + -\ __ 2 gS(l)
8s—1

s > 2i¢in, (3.2.28) denkleminde g;(1) = {(s) ifadesi yerine konuldugunda 6z 1sinin
stireksizligi

ACy = —szg(i(j)l) (3.2.29)

biciminde bulunur. s > 2 aralifinda modifiye edilmis ve modifiye edilmemis yar1
klasik yaklagim ayni sonucu vermektedir. Yari klasik yaklasimdas <2 {(s—1) —
oo oldugu i¢in ACy = 0 oldugundan tuzak potansiyelleri i¢in 1s1 sigasinda bir
stireksizlik olmayacagini1 ongoriir. Oysa modifiye edilmis yar1 klasik yaklagimda

(3.1.16) denkleminden goriildiigii iizere g;—1(1) i¢in de sonludur. Bu yiizden
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daha gergekei olan bu yaklagimda s < 2 icin de 1s1 sigasinda siireksizlik olacagi
Ongoriiliir. Bu da bize Bose gazinin her boyut ve tuzaklama potansiyelinde bir faz

gecisi yapacagini gosterir.
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4. GAMZE POTANSIYELLER ICIN MYKY

4.1. Tuzak Potansiyellerim MYKY Araciligiyla Incelenmesi

Bu bolimde, modifiye edilmis yar1 klasik yaklasim [7], tuzaklama
potansiyellerinin gamze potansiyel icerdigi durumlart da kapsayacak sekilde
genellestirilecektir. Tuzaklama potansiyeline ek olarak gamze potansiyel
eklendigindeki potansiyel

d

L ho
U =3, =
o=1

Ne

"B

ap

T

mpg
>6(a,3—|rﬁ\) 4.1.1)

b
—up Z <1 _
p=1

seklinde ifade edilebilir. Burada ag, (B = 1,...,b) degerleri farkli boyutlarda

lo

gamze potansiyelin genigligini, ug derinligini, 6 basamak fonksiyonunu
gostermektedir.  Ikinci toplamin iissii b ise, gamze potansiyelin uygulandig
boyut sayisint gostermektedir. Gamze potansiyeller, deneylerde, manyetik olarak
tuzaklanan bozonlarin iizerine ¢ok dar bir bolgede etki eden lazer 1s181n1n etkisini
modellemede kullanilmaktadir [11-14]. Bu etkinin ¢ok dar bir bolgede olugsmasi
nedeni ile bu tarz tuzaklar iic ya da daha diisiik boyutlu bir dig potansiyel ve
bir boyutlu gamze potansiyel ile betimlenmistir [12]. Buradan uygulanan gamze
potansiyelin boyutunun uzayin boyutundan az olabilecegi sonucu ¢cikmaktadir. Bu
yiizden (4.1.1) denklemindeki b degeri d degerine esit olmak zorunda degildir,
b degeri d degerine esit ya da daha kiiciiktiir. Bu noktadan itibaren kavram
karmagikli§1 olugsmamasi amaciyla (4.1.1) denkleminde verilen ilk terime dig
potansiyel, ikinci terime gamze potansiyeli, toplam potansiyele ise tuzaklama

potansiyeli adin1 verecegiz.

Gamze potansiyel iceren tuzaklama potansiyellerinin minimumu, (4.1.1)
denklemindeki gamze potansiyel teriminden dolayr O degil —Uy = —buy dir.
Bunun sonucunda, tuzaklama potansiyeline karsilik gelen hamiltoniyenin enerji
degerleri €, negatif degerler alabilmektedir. Bir 6nceki bolimde d boyutta durum

yogunlugunun ifadesini veren (3.1.1) denkleminden de goriilebilecegi gibi negatif
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enerji degerlerindeki (¢ < 0) durum yogunlugu dis potansiyele bagl degildir, yani
sadece gamze potansiyeline baghdir. Bu bilgi kullanilarak € < O enerji degerleri

icin durum yogunlugu analitik olarak hesaplanabilir.

(4.1.1) potansiyel ifadesindeki ikinci terim olan gamze potansiyel (3.1.1)
denkleminde yerine konarak elde edilen durum yogunlugu ifadesi, gamze

potansiyel i¢cin tuzaklama boyutu (p) olarak adlandirilabilecek
4.1.2)

bir iis icermektedir. Durum yogunlugu ifadesi ayrica gamze potansiyelin
farkli boyutlardaki genislikleri olan a;, (j = 1,2,...... b) degerlerine de baghdir.
Bu genislikler kullanilarak gamze potansiyelin etkin genigligi olarak da
adlandirilabilecek

(@1....ap)? = ag (4.1.3)

degiskenini tanimlayalim.  (4.1.2) ve (4.1.3) denklemindeki parametreleri

kullanarak gamze potansiyeli icin durum yogunlugunun ifadesi (3.1.1) denklemi

araciligiyla 1
pe(e-) = % (4.1.4)
biciminde elde edilir. Burada y;, parametresi
(2mayg) b/zngzl I(1+ mL) o
X = . 7 b (4.1.5)
Th Ué’

seklinde tanimlanmaigtir.

Sifirdan biiyiikk enerji degerlerindeki durum yogunlugu hem dig potansiyele
hem de gamze potansiyeline baghdir. Bu yiizden bu enerji degerlerindeki
durum yogunlugu, (4.1.1) denkleminde verilen potansiyel ifadesinin biitiinii
(3.1.1) denkleminin icine yerlestirilerek bulunmalidir. Ancak bu yapildiginda
elde edilen integral alinamamakta ya da alinabildigi ender durumlarda da

elde edilen durum yogunlugu ifadesi ters trigonometrik fonksiyonlar cinsinden
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cikmaktadir. Bu durum yogunlugu ifadeleri (2.1.12) ve (2.1.19) ifadelerinde
yerine konuldugunda elde edilen integraller hesaplanamamaktadir. Ancak bu
zorluk gamze potansiyellerin ¢ok kisa erimli olmasi nedeni ile gamze potansiyelin
€ > 0 enerji degerlerindeki durum yogunlugunu etkilemedigi kabulii yapilarak
agilabilir. Bu kabul altinda € > 0 degerlerindeki enerjilerin durum yogunlugu
(4.1.1) denklemindeki birinci terime karsilik gelen dig potansiyellerin durum
yogunlugunun aynist olur. Bu durum yogunlugunun ifadesi de bir Onceki
boliimde verilen (3.1.7) denklemindeki durum yogunlugu ifadesidir. Ancak gamze
potansiyeller iceren durumlarda enerji negatif ve pozitif iki bolgeye ayrildigindan
bu durum yogunlugu ifadesini
i—1

p(ey) = 2T (4.1.6)
seklinde gosterece8iz. Bu esitlikteki d ifadesi uzayin boyutunu gosterirken

Xq ifadesinin d > 1 i¢in genel formu bir onceki boliimde (3.1.8) denkleminde

verilmistir.

Simdi (4.1.4) ve (4.1.6) denklemlerindeki durum yogunluklarini kullanarak gamze
potansiyel iceren tuzaklama potansiyellerinin i¢indeki bozon gazinin pargacik
sayisinin ve enerjisinin sicakliga baghligin1 oncelikle 7 > 7, igin bulalim.
(4.1.4) ve (4.1.6) denklemleri (2.1.12) denkleminde yerine konuldugunda gamze
potansiyel iceren tuzaklama potansiyellerinin i¢indeki bozon gazinin pargacik
sayisinin sicakliga bagh ifadesi elde edilir:

1 0 (¢ +Uy)P'de 1~ e lde
N= / T>T,. (417
] M ey o d M 1D

Benzer sekilde durum yogunlugu ifadeleri (2.1.19) denkleminde yerine
konuldugunda gamze potansiyel iceren tuzaklama potansiyellerinin i¢indeki bozon
gazinin enerji ifadesi

1 [0 (€4 Uy 'ede 1 [~ ede
E= : T>T. (418
21 (s) /_UO eBE 1) 1 * x4l (s) /o ePle—1) —1 (+.1.8)




21

seklinde elde edilir. Bu integraller alinip tuzak i¢indeki parcacik sayisinin sicakliga
bagh ifadesini acik¢ca bulmak i¢in bazi tanimlar yapmak yararli olacaktir. Bu

amacla ilk olarak,

tu®du
Ga(,t) =y/

: (4.1.9)
0 e'—y

fonksiyonu tanimlayalim. Bu fonksiyon (4.1.9) denklemindeki integral alindiginda
ye " < 1ig¢in,

Galyt) =Y %y(a,m) (4.1.10)
n=1

toplamu ile de ifade edilebilir. Bu denklemdeki y(a,nt) ¢arpani

nt
}/(Ot,nt):/ u® e
0

seklinde tanimlanmig I" fonksiyonu cinsinden ifade edilmektedir. Bu tanimlar

kullanilarak gamze potansiyeli icin parcacik sayisinin ifadesi,

T>T, 4.1.11)

1 /0 (e +Up)P~'de
8

~l(p) vy eBE -
olarak bulunur. Dig potansiyel icindeki parcacik sayisinin ifadesi, gamze
potansiyelin dig potansiyelin enerji araliginda, € > 0, durum yogunlugunu

degistirmedigi kabul edildiginden daha ©nce modifiye edilmis yar1 klasik

yaklagimdaki sonug kullanilarak

1 = gPlde
Nr = T>T. 4.1.12
’ xal(s) /0 eBle—n) 1 > ( )

seklinde bulunur.

(4.1.12) denklemindeki integral, gs(z) fonksiyonu aracihg ile ifade
edilebildiginden dis potansiyel icindeki parcacik sayisi

1
Ny = %—(kBT)Sgs(z) T>T. (4.1.13)
d

seklinde ifade edilir. Gamze potansiyeli i¢indeki parcacik sayist ise (4.1.11)
denklemindeki integral alinarak

(kgT )P /
N, = Galz,BU T>T. 4.1.14
g Zbr(p) (Z ﬁ 0) > ( )
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bulunur. Burada 7 = B (U04) ve y = Be olarak alinmustir.

(4.1.13) ve (4.1.14) denklemleri kullanilarak gamze potansiyel iceren tuzaklama

potansiyelleri etkisindeki bozonlarin toplam pargacik sayisinin ifadesi,

(kgT)? ) (kpT)*
ol (p) O P

olarak elde edilir. Burada 8 = k,%T seklinde tanimlidir.

N=N,+Nr = g(2) T>T. (4.1.15)

Enerji ifadeleri daha ¢ok 1s1 sigasinin bulunmasinda kullanildigindan enerjinin

sicaklikla degisimini bir sonraki kisim olan 6z 1s1 boliimiinde inceleyecegiz.

T < T, i¢in g = —Up oldugundan toplam parcacik sayisinin ifadesi (4.1.15)

denkleminde u = —Ujy konarak elde edilir:

(kgT)” (ksT)" gy
G,(1 U —g NT<T, 4.1.16
ZbF(P) P( 713” 0)+ %g 8 (6 ) < ( )

Bu ifade, gamze potansiyel i¢in tuzaklama boyutunun diisiik oldugu p < 1 durumlar

N =Ng+Nr =

icin 1raksar. Bu tiir durumlardaki raksaklik, aym bir 6nceki boliimde oldugu gibi
sistemin enerji spektrumu potansiyelin minimumu yerine, 0 K kinetik enerji ifadesi

kullanmilarak elde edilen

hz
_UO + Enin = _UO +—

4.1.17)
2ma%

degerinden baglatilarak giderilebilir.  Burada k;, = (al)*1 olup a; gamze

potansiyelin genigligidir.
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4.2. Oz Is1

Bu boliimde gamze potansiyeli ve tuzaklama icerisindeki faz gecislerini incelemek
amaciyla parcacik bagina diisen 6z 1s1 (cy) nin siirekli olup olmadig1 arastirilacaktur.
Oz 151 (cy) nin ifadesi enerjinin sicakhiga (T) gore tiirevi almarak bulunur. Gamze
potansiyel iceren enerji ifadesi 7 > 7. igin,

1 0 (& +Uy)P "€ de 1 /°° esde
- ; 4218
2T (p) /Uo B _1 o) Bew—g G218

seklinde yazilir. Bu esitlikte toplamdan onceki kisim gamze potansiyel kismi
iken ikinci kisim tuzaklama icerisindeki kismi gostermektedir: Yani (4.2.18)

esitligindeki

1 0 ’ U p—1 /d/
/ (€ +Up)P" £ de (4.2.19)

E, = 7
Ewl(p) vy eBlE-m 1

terimi enerjiye gamze potansiyelden gelen katki olarak adlandirilabilecekken

1

1 ©  gde
Fr= = —s(kpT )" g, 4220
! Xal'(s) /o eBle—n) _ 1 Yds( BT)"" 8s+1(2) ( )

dig potansiyel icindeki enerjisi sifirdan biiyilk bozonlarin katkis1 olarak
diisiiniilebilir. (4.2.20) denklemindeki integral alinarak gamze potansiyel icindeki

yani enerjisi sifirdan kiiciik bozonlarin toplam enerjiye katkisi

P (M
B = ur () O P )

biciminde bulunur. Bozon gazinin toplam enerjisi, gamze ve dig potansiyellerin

G,(Z,BUp) (4.2.21)

icindeki bozonlarin sirastyla (4.2.20) ve (4.2.21) denklemlerinde verilen enerji

ifadeleri kullanilarak 7 > T icin

knT p+1
E— %Gwl (Z,BUo) —

xI(p) aT) 0l Gp(Z, BUo) + is(kBT)SJrlgerl (z)

xI(p) Ya
4.2.22)

olarak bulunur.
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Sicaklik, kritik sicakliktan diisiik oldugunda (T < T,) u = —Up oldugundan, 7' =
eP(lotlo) — o0 — 1 olur. Ayrica g = Uy, 7= ePH da yerine konuldugunda, z =

¢ B olur. Bu ifadeler ve (4.2.22) denklemi kullanilarak 7" < T i¢in enerji ifadesi

knT p+1
E— %Gwl(l,ﬁUo) _

(ks T)"Uo 1 s+ —BUo
wI'(p) 2 _2G,(1,BUp) + —s(kgT)* ' gsr1 (e 7PW0)

wl(p) 7 Ya
(4.2.23)
bulunur. Bu denklemdeki ilk iki terim 7" < 7, i¢in gamze potansiyelin i¢indeki

bozonlarin enerji ifadesidir:

Gp1(1,BUo) —

1
(kgT)P* (kBT)[)] G,(1,BUp) T<T.. (4224

E, = ———
o wlp) I(
(4.2.23) denklemindeki son terim ise 7 < T; icin dig potansiyeldeki bozonlarin
enerji ifadesidir:

1
Er = s(kaT) gea (@) T <. (4.2.25)
d

Oz 1s1 ifadelerini bulmak icin de gamze potansiyel ile dis potansiyelin 6z 1s1ya
katkilarin1 ayr1 ayr1 hesaplayalim. Gamze potansiyelin 6z 1s1 ifadesi T > T, icin,

(4.2.22) denkleminde verilen ifadenin 7" sicakliina gore tiirevi alinarak hesaplanir:

ML)y (et ) GaT) Gy B) (T
+ (kgT)"™ 2§g+(kBT)p 1Uo> G,(Z,BUy) (4.2.26)
+ (p—l) ((kBT)p 2U()7L+(kBT)p 3U()§B> ( ﬁUo)

Bu denklemdeki A, A = u + Uy seklinde tanimhidir. T < T i¢in ise 6z 1s1, (4.2.23)

denkleminde verilen ifadenin 7" sicakligina gore tiirevi alinarak hesaplanir:

kg

N L(p) {(p+ 1) (ksT)?Gpr1(1,BUo) — p(kgT )" UoGp(1,BU0) } -

(4.2.27)

CNg =
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(4.2.26) ve (4.2.27) denklemleri kullanilarak sicaklik 7, ye yaklagirken alttan ve

iistten limit degerleri,

_ k -
en(T = T7) = Wﬁ(m {(p+ 1)(ksTe)"Gper (1, BUo) — p(kiTe)” UoG(1, Bclo) }
(4.2.28)
ve
kg {
T—T" = ———<(p+1)ksT.)” Gpi1(1,B:U
(T =T = s (P DT Gpra (1, Bo)
d
— 2 (T (G )+ (T ) Gy(1,BU) 4229
p—3 8”
+ (p—1) | (ksTo) Uo(aﬁ|T 7+) ) Gp-1(1, Belo)
seklindedir. Buradan gamze potansiyelin 6z 1sidaki siireksizlige katkisi
hesaplanabilir:
kB 8u
Acy, = T—T.")—en(T =T,
N, ( ) N( ) N%g ( )(aﬁ|T T )
{=p(ksT)""*)Gp(1, Bel) + (p = 1)Uo (ks )" Gp1 (1, Belo) }
(4.2.30)

D1s potansiyelden kaynaklanan siireksizlik (4.2.20) ve (4.2.25) denklemleri
kullamlarak elde edilen cy, ifadelerinden hesaplanmalidir. T > T i¢in cy, ifadesi

(4.2.20) denkleminin sicakliga gore tiirevinden

ex, = [ (5 Dk (kaT) 011 (2) — ska(kaT)™ (1t + B2 Vg (z >>] ST,

(4.2.31)

Nxa B

olarak bulunurken, ' < T; i¢in cy, (4.2.25) denkleminin sicakliga gore tiirevinden

CNp = [ (s+ 1)kp(kpT)gs11(e ﬁU")+SkB(kBT)Sfongs(fBUO))} T<I.

(4.2.32)

Nxa

bulunur. Bu iki denklemin sirasiyla sicaklik 7;. ye yukaridan ve asagidan yaklasan

limitlerinin farki alinirsa Acy,

s(kgT,.)*~% 0
L( “’T ret) gs(e Pty (4.2.33)

B
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bulunur. Bu ifade gamze potansiyelden kaynaklanan 6z 1s1 siireksizligine eklenerek

tuzak icindeki bozon gazinin 6z 1s1 siireksizligi

S(ICBTC)Sf2 8u —B.U, kg 8u
Ay = SWBISTT oMy g (e ey B OB

{_p(kBTc)p72)GP(1 ) BL'UO) + (P - 1)U0<kBTc)p73Gp—1 (1 3 BCUO)}

(4.2.34)

biciminde bulunur.

Gamze potansiyel iceren siireksizlik ifadesi bir ilginclik barindirmaktadir. Ciinkii
bu ifadedeki ilk terim negatif iken ikinci terim Uy degiskeninin biiyiikliigline gore
pozitif ve negatif olabilir. Yani bu tiir tuzaklarda Uy 1n derinligi degistirilerek
stireksizligin isareti degistirilebilir hatta belli Uy degerleri icin siireksizlik ortadan

kaldirilabilir.

4.3. Bir Boyut Icin Sonuclar ve Karsilastirma

Modifiye edilmis yar1 klasik yaklagim gamze potansiyelleri de iceren tuzaklama
potansiyellerine genellestirebilmek icin, dig potansiyelin durum yogunluklarinin

gamze kismindan etkilenmedigi kabuliinii yapmistik. Bu boliimde, yaptigimiz

Te (K)
0.00014 -

000012f  __e==mTTTT
0.00010 Pie
0.00008

000006} _——

0.00004

0.00002 f

PR S R E U B | U0(10_31J)
5 10 15 20 25 30

Sekil 4.1. Gamze Potansiyel vs. Kritik Sicaklik N = 10°
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Sekil 4.2. Gamze Potansiyel vs. Kritik Sicaklik N = 103

kabuliin gecerliligini arastirmak ve bu kabul altinda gelistirilen modifiye edilmis
yar1 klasik yaklagimin hangi kosullar altinda iyi sonuglar verdigini bulmaya
calisacafiz. Bunun i¢in sonug¢larimizi, gamze potansiyeli, kesilmis parabolik
model olarak adlandirilan ve
$2

Ve(x) = _UO(I_;);M <a (4.3.35)
seklinde ifade edilen potansiyelle betimleyip, harmonik dig potansiyel ve gamze
potansiyel i¢indeki bozon gazinin termodinamiksel niceliklerini bir boyutta
kuantum mekaniksel olarak inceleyen calisma ile karsilastiracagiz [19]. Gamze

potansiyel bu sekilde betimlendiginde tuzaklama potansiyelinin ifadesi

ITmw’x? icin |x| > a
V(x)= (4.3.36)

Ima’x? — Uy (1 - Z—i) icin |x| <a.
seklini almaktadir. (4.3.36) denkleminde verilen potansiyel, (4.1.1) denkleminde
verilen potansiyelin 6zel bir halidir. (4.1.1) denkleminde d =b =1, n; =m; =2,
0 =0l = (h/(mw))l/z, ug = Up, a; = a ahindiginda (4.3.36) elde edilir. O halde
gamze potansiyeller icin gelistirdigimiz modifiye edilmis yar1 klasik yaklagimla
yaptigimiz hesabi, [19] calismasinda kuantum mekaniksel olarak yapilan hesapla

kargilagtirarak yaklagimimizi test edebiliriz. Bu amagla modifiye edilmis yari
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klasik yaklagim kullanarak kritik sicaklifin, gamze potansiyelin derinligi ile
degisimini bularak, [19] ¢caligmasinda ayni durum i¢in yapilan kuantum mekaniksel

hesapla kargilastiracagiz.

4.1, 4.2 ve 4.3 sekillerinde sirastyla toplam parcacik sayist N = 10°, N = 108 ve

N = 10'° iken, bir boyutta dis potansiyel harmonik, gamze potansiyel kesilmis
parabolik potansiyel alindifinda kritik sicaklifin potansiyelin derinligi ile
degisiminin hem kuantum mekaniksel hem de modifiye edilmis yar1 klasik hesapla
elde edilmis sonuglarin1 gosteriyoruz. Bu grafiklerde kesikli ¢izgiler kuantum
mekaniksel hesabi gosterirken, diiz ¢izgiler modifiye edilmis yar1 klasik hesapla
elde edilen sonuglar1 gostermektedir. Bu grafiklerden modifiye edilmis yar1 klasik
hesabin kritik sicaklifin gamze potansiyelin derinligi ile degisimini nitel olarak
dogru bir bicimde betimledigi goriilmektedir. Ancak degerler nicel olarak oldukca
farklidir. Yalniz bu farkliligin parcacik sayist arttikca azaldigi goriilmektedir. O
halde parcacik sayisi arttikca yar1 klasik yaklagimin nicel olarak da dogru sonuglar

verdigi soylenebilir.

Gamze potansiyel iceren tuzaklama potansiyelleri i¢in kuantum mekaniksel

hesaplar ancak ¢ok 6zel durumlarda yapilabilmektedir. Oysa modifiye edilmis yar1

———————
-
-
-
-
-

03

0.1}

PR S S NS S S N S SR H S S H S S | -31
5 10 15 20 25 50 L0

Sekil 4.3. Gamze Potansiyel vs. Kritik Sicaklik N = 10'°
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klasik yaklasim bize her durum i¢in hesap yapma olanagi verdiginden en azindan
sistemin termodinamiksel niceliklerin degisimini nitel olarak betimlemede yararl

olacaktir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde, V.I. Yukalov tarafindan gelistirilen bozon gazlarimin modifiye edilmis
yart klasik yaklagimla incelenmis ve gamze potansiyelleri de igerecek bicimde
geligtirilmeye c¢alistlmigti.  Bu amagla, gamze potansiyellerin matematiksel
bir modeli olusturulmug ((4.1.1) denkleminin sag tarafindaki ikinci terim) ve

bozonlarin bu tarz tuzaklardaki termodinamik 6zellikleri hesaplanmugtir.

Yar1 klasik yaklasim diisiik boyutlu sistemlerde iraksamalara yol agmaktadir.
Bunun nedeni yart klasik yaklagimda enerji spektrumunun minimumunun sifir
secilmesidir. Modifiye edilmis yari klasik yaklagimda bu iraksama sorunu enerjinin
minimumunu sifir yerine kuantum mekaniksel taban durumu degeri alarak
elde ederek coziilmiistir. Boylece yart klasik yaklagimin enerji spektrumunun
minimumunun sifir olmadig1 durumlara da gelistirilebilecegi gosterilmistir. Bu
model gamze potansiyeller iceren tuzaklara uygundur cilinkii gamze potansiyel
iceren tuzaklarda da enerjinin spektrumu sifirdan farkli negatif degerlerden

baglamaktadir.

Modifiye edilmis yar1 klasik yaklasimi gamze potansiyelleri de iceren tuzaklama
potansiyellerine genellestirebilmek i¢in, dis potansiyelin durum yogunluklarinin
gamze kismindan etkilenmedigi kabuliinii yaptik. Yaptigimiz kabuliin gecerliligini
arastirdik ve bu kabul altinda gelistirilen modifiye edilmis yar1 klasik hesabin kritik
sicakligin gamze potansiyelin derinligi ile degisimini nitel olarak dogru bir bi¢imde
betimledigini gordiik. Ancak elde edilen degerler nicel olarak oldukga farkliliklar
gosterebilmektedir. Bu farkliligin parcacik sayisi arttik¢a azaldigr goriilmektedir.
O halde parcacik sayist arttikca yari klasik yaklasimin nicel olarak da dogru

sonuclar verdigi sdylenebilir.
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EK1. KIMYASAL POTANSIYELIN SICAKLIGA BAGLILIGI

1.1. Kimyasal Potansiyelin Sicakhga Gore Tiirev Ifadesi

Gamze potansiyellerin 6zis1 (cy) hesaplamalarindaki bazi terimlerde bulunan
dL/d B ifadesini kimyasal potansiyel y nun, sicakliga baghligi agik bir bi¢iminde
bilinmediginden ayrica hesaplamak gerekmektedir. Bu ek kisminda bu ifadenin
hesaplanmasi toplam parcgacik sayisinin sabit olmas1 kullanilarak hesaplanacaktir.
Parcacik sayisi sabit oldugunda parcacik sayisinin sicakliga gore tiirevi sifirdir:

N ka N _

oT  (kgT)2 9B
Parcacik sayisinin sicakliga (T) bagli ifadesi, gamze potansiyellerin modifiye
edilmis yar klasik yaklasim metninde

(1.1.1)

1 o ’ ﬁis
— YG(, p, BU : 1.12
be(p)ﬁ (z,p,BUo) + 7 ¢ (z) (1.1.2)
seklinde bulunmustu.
J .. _ 9G(Z,p,Bly) 97" | IG(Z,p, BUy) I(BUo)
%G(Z ,p,BUs) = — 97 9P 2(BU0) 35 (1.1.3)
ve PR P
@z:%expﬁu:wﬁﬁ (1.1.4)

ifadeleri kullanilarak du /df ifadesi bulunabilir.
filZ,p—1,BUp) ve f2(Z,p—1,BUp) ifadelerini tanmimlayp,

A, p—1,BU) = p(kBT)p“G(Z’,p,ﬁUo)+S%F(p)(kBT)”lgs(Z)
8

— (p—=1)(kgT)’UsG(, p—1,BUp) (1.1.5)

veE

f2(Z/>p - lvﬁUO) = p_l (kBT)pG(Z,ap_ 17BU0) _kBT(UO)p_l Z Zln exp _nﬁUO
n=0

+ TR WT) s () (1.1.6)
8
olmak iizere, (1 + B /dP) ifadesi,
u __ filz,p—1,BUp)

P98 = L@ p—1.B00) (D

seklinde bulunur.
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