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OZET

TUZAKLANMIS PARCACIKLARIN TERMODINAMIK
OZELLIKLERININ INCELENMESI

Mehmet Sirin AKIN

Yiiksek Lisans Tezi, Fizik Anabilim Dali
Tez Danigmant: Yrd. Do¢. Dr. Haydar UNCU
2015, 37 sayfa

Sicakligt 0 K ye yakin olan sistemlerde hacim parametresi kontrol
edilemediginden, bu sistemlerde hacim yerine pargaciklar1 tuzaklamakta
kullanilan ve zamanla periyodik olarak degisen manyetik alanin agisal frekansi
termodinamigin birinci yasasindaki is terimi i¢in daha uygun bir parametredir. Bu
tez calismasinda, termodinamigin birinci yasasinda hacim yerine agisal frekans
kullanildiginda termodinamik hal denklemlerinin nasil degisecegi incelenecektir.

Anahtar Sozciikler
Genellegtirilmis basing, harmonik tuzaklama, tuzaklanmis parcaciklarin
termodinamigi
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ABSTRACT

INVESTIGATION OF THERMODYNAMICAL PROPERTIES OF
TRAPPED PARTICLES

Mehmet Sirin AKIN

M.Sc. Thesis, Department of Physics
Supervisor: Yrd. Do¢. Dr. Haydar UNCU
2015, 37 pages

The volume parameter of the systems that are close to 0 K can not be controlled,
therefore for these systems, the angular frequency of the time dependent magnetic
field to trap the particles is a more suitable parameter for the work term in the
first law of thermodynamics. In these thesis, we investigate the change of the
thermodynamical equation of states when one uses the frequency instead of the
volume in the first law of thermodynamics.

Key Words
Generalized pressure, harmonic trap, thermodynamics of trapped particles
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1. GIRIS

1.1. Tuzaklanms Parcaciklarin Termodinamigi

Enerjinin korunumunu ifade eden termodinamigin birinci yasasinin en ¢ok bilinen
hali
AE=AQ—-PAV+uAN (1.1.1)

seklindedir. Burada, AQ terimi sistemin sogurdugu 1s1y1, —PAV terimi ise sistem
iizerine yapilan isi gostermekte iken (AN terimi sisteme parcacik girisi sonucu
sistemin enerjisindeki degisimi gostermektedir. Laboratuvar ortaminda hacmi
kontrol edilebilen sistemler i¢in (6rnegin ¢esitli gazlar) birinci yasanin bu ifadesi
ise yaramaktadir. Ancak bazi sistemlerde sistem iizerine is yapmanin ya da sistemin
is yapmasmin yolu hacim degisimi degildir [1]. Ornegin spin sistemlerinde
sistemin hacmi sabit oldugundan sistem iizerine ig yapmanin yolu hacim degisimi
degil, disaridan manyetik alan uygulamak ya da disaridan uygulan manyetik alani

degistirmektir [1].

Son yillarda sogutma yontemlerinin gelismesi ile mutlak 0 K sicakligina
yakin sicakliklardaki sistemler iizerine deneyler yapmak miimkiin olmaktadir
[2]. Bu tarz sistemlerde parcaciklari bir arada tutmak i¢in hacmi kontrol
edilebilen pistonlu kaplar tarzi kutular kullanilamaz. Sogutulmug olan parcaciklar
hareketli olmalarindan dolay1 kutu duvarlarina carparlar. Kutu duvarlarinin
diisiik sicakliklara sogutulamamasindan dolayr duvar atomlarinin kinetik enerjisi
sogutulmug parcaciklara gore daha yiiksek olacaktir. Bu yiizden, kutu duvarlarina
carpan parcacigin, duvarin atomlar1 ile temasi sonucu pargaciklarin kinetik
enerjilerinde dolayisi ile sistemin sicakliginda artis olacaktir. Bu da soguk
sicakliklarda incelenmesi gereken sistemin yapisim1 bozar. Bu nedenle soguk
sicakliklardaki sistemler zamanla periyodik bir bicimde degisen manyetik alan

kullanilarak tuzaklanirlar ve bu sistemlere uygulanan manyetik alanlarin etkisi,
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V(r) = 1/2m®*r* seklindeki harmonik salinici potansiyeli ile son derece
iyi betimlenebilmektedir [2]. Burada @ periyodik sekilde degisen manyetik
alanin agisal frekansimi gostermektedir. Bu yilizden Ligare 2002 yilindaki
bir calismasinda harmonik tuzak ile tuazklanmig parcaciklar igin is terimini
o cinsinden LA seklinde yazmay:1 onerdi [3]. Buradaki & ifadesini de
genellestirilmig basing olarak adlandirdi. Bir sonraki kistmda bu tanim sonucu
termodinamik potansiyellerin kendilerinin ve degisimlerinin ifadelerinin nasil
degistigini inceleyecegiz.

1.2. Manyetik Tuzaklama ve Harmonik Tuzak

Ozellikle soguk sicaklarda, yiiksiiz atomlar1 uzayin belli bir bolgesinde toplamanin
en iyi yollarindan biri manyetik tuzaklamalardir!. Bu tuzaklardan en kullanish
olanin etkin olarak harmonik potasiyel ile betimlendigini boliim sonunda
gosterecegiz. Simdi manyetik tuzaklar ve bu tuzaklarin yiiksiiz atomlar1 tuzaklama
da nasil kullanildigini anlatalim. Manyetik tuzaklamanin yiiksiiz atomlar1 bir arada
tutmasinin nedeni Zeeman olayi ile anlasilabilir. Zeeman olay1 bir dis manyetik
alana konan atomlarin enerji degerlerindeki degisimi betimler. Zeeman olayinda,
dis manyetik alandan kaynaklanan enerji degisimi ince yap1 yarilmasindan
kaynaklanan enerji degisiminden cok daha kii¢iik veya biiyiik oldugunda, enerji
degisimi manyetik alanla dogru orantilidir. Bunun disindaki durumlarda da bu
degisimi dogru orantili almak iyi bir yaklagimdir [4]. O halde dis bir manyetik

alanin etkisindeki bir atomun i. seviyesinin enerjisinin
E; = E? — uB (1.2.2)

seklinde manyetik alanla ¢izgisel olarak degistigini kabul etmek iyi bir yaklagimdir.
Bu denklemde p; verili durumun manyetik monenti iken, ElQ izole atomun i.

seviyesinin 6z enerji degeridir. O halde, manyetik alanin enerjiye katkisinin atom

1Bu boliimde anlatilanlarin dnemli bir kismu Referans [5] in dordiincii {initesinin birinci kisminin
bir boliimiiniin 6zetidir. Bu teze hem biitinliikk hem de verili bilgilerin Tiirkcelestirilmesi amaci ile
konulmustur.
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icin U = — ;B ’lik bir potansiyel enerji sagladig1 kabul edilebilir. Manyetik
moment pozitif ise, atom manyetik alanin yiiksek oldugu bolgelere dogru bir
kuvvet hissederken (? = —?U ); negatif ise manyetik alanin diisik oldugu
bolgelere dogru bir kuvvet hisseder. Bu yiizden pozitif manyetik momentli atomlar
yliksek manyetik alancil (high-field seeker), negatif manyetik momentli atomlar

diisiik manyetik alancil (low-field seeker) olarak anlandirilir.

Manyetik tuzaklarin, Zeeman enerjileri tarafindan belirlenen enerji derinlikleri u; B
dir. Atomik manyetik momentlerin biiyiikliikleri e elektron yiikiiniin biiyiikligi, 7
indirgenmis Planck sabiti (yani Planck sabitinin 27 ye bolimii ) ve m, elektronun
kiitlesi olmak iizere Bohr magnetonu (tg = ef/2m,) civarindadir ve buna karsilik
gelen enerjilerin sicaklik karsiligi 0.67K civarindadir.  Laboratuvarlarda elde
edilen manyetik alanlar ¢ogunlukla 1 Tesladan oldukca kiiciilk oldugundan,
atomlar manyetik olarak tuzaklanmak i¢in 1K den ¢ok daha kiiciik sicakliklara

sogutulmalidirlar.

Buna gore manyetik tuzaklamay:1 gerceklestirmek i¢in ya minimum ya da
maksimuma sahip manyetik alanlar olusturulmalidir. Ancak elektrik akiminin
olmadig1 bolgelerde, manyetik alanlarin biiylikliigiiniin bir maksimuma sahip
olamayacagin1i gosteren bir teoremin sonucunda [6], bir maksimuma sahip
manyetik alanlar kullanilamamaktadir. Bu nedenle laboratuvarlarda manyetik
tuzaklama yapilirken, diisiik manyetik alancil yiiksiiz atomlar yerel minimuma

sahip alanlar kullanilarak tuzaklanmaktadir.

1.2.1. Kuadrupol Tuzag:

Kuadrupol tuzagi, manyetik alanin bir noktada sifirlandig1 basit bir manyetik alan
konfigiirasyonudur. Bu tiir bir manyetik alan, 6rnegin, zit yonde akim gecirilen

Helmholtz halkalar1 kullanilarak elde edilebilir. Bu tarz bir manyetik alan simetri
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ekseni z segilerek

B =B(x,y,~22) (12.3)

seklinde ifade edilebilir. Bu secimin sonucunda manyetik alanin sifirlandig1 nokta
baglangi¢c noktasi (orijin) olarak secilmis olur. Ayrica ?? = 0 oldugundan
z ekseni boyunca manyetik alanin degisiminin x ve y eksenleri boyunca
degisiminin zit yoniinde iki kat1 olmasi gerektigine dikkat ediniz. Bu manyetik
alanin biiytikligi \?\ = B = B'(x*> + y* 4 4z%)'/? oldugundan manyetik alanin
biiyiikliigii, minimum noktas1 olan baglangi¢ noktasindan uzaklikla ¢izgisel olarak

degismektedir.

Kuadrupol tuzagin énemli bir dezavantaji vardir. Bir onceki kisimda, manyetik
alanlarin atomlarla etkilesimi konusu incelenirken, manyetik alan tarafindan
olusturulan potansiyel ile etkilesen atomun ayni kuantum durumunda kaldigini
varsaydik. Bu varsayim atoma etki eden manyetik alan yavasca degisiyorsa
iyi bir yaklagimdir. Ciinkii bu durumda atom manyetik alanin anlik yoniine
gore ayni durumda kalacaktir. Ancak, hareketli bir atom zamana bagli bir
manyetik alan hissedecektir. Manyetik alan zamana bagli olmayip, kuadrupol
tuzakta oldugu gibi yalnizca konumla degisse bile atom hareket ettiginden, atomun
hissettigi alan zamanla degisir. Boylece, diisiikk manyetik alancil atomlar, yiiksek
manyetik alancil bir duruma gecis yaparak tuzak digina atilabilirler. Zamana
baglh manyetik alanlarin bu etkisi manyetik alanin frekansi, atomlarin farkl
durumlariin arasindaki gegis frekansindan yiiksek ya da yaklasik¢a ayni ise ciddi
olur. Atomlarin gegis frekansi ppB ile orantilidir ve bu yiizden B = 0 noktasinda
bu frekans sifirlanir ve bu durumda atomlarin farkli durumlart arasindaki gegis
frekansi, manyetik alanin sifirlandig1 noktanin atomik boyutlara gore oldukca
biiyiik bir alan1 kapsayan bolgesinde, manyetik alanin frekansindan kiiciik ya
da manyetik frekans civarinda olacaktir. O halde bu bdlgelerde, tuzaklanan

atomlarin kayda deger bir kismi kaybedilir. Diger bir deyisle, kuadrupol tuzagi,
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manyetik alanin yok oldugu noktada bir delige sahiptir ve bu kuadrupol tuzagin

uygulanabilirlik zamanini dnemli 6l¢iide sinirlar.

1.2.2. Donen Manyetik Alanin Ortalama Potansiyeli

Donen manyetik alanlarin olusturdugu potansiyeli kisaca Zaman Ortalamali Dénen
Potansiyel> (ZODP) olarak adlandiracagiz. ZODP tarihsel 6neme sahip bir
potansiyeldir, ¢iinkii derigik gazlarda Bose-Einstein yogusuklugu (BEY) ilk olarak
bu potansiyelle betimlenen manyetik alanlarin kullanilmasi sonucu elde edilmisgtir
[5]. Bu tuzaklamada kuadrupol tuzaginin iizerine dénen manyetik alan eklenmisgtir.
Yani kuadrupol tuzaga yol agan (1.2.3) denklemi ile verilen manyetik alan ile

zaman icinde donen periyodik
B = (Bocoswt, Bosinr,0), B>0 (1.2.4)

manyetik alan iist iiste bindirilmistir. Bu yiizden ZODP tuzaginda kullanilan

manyetik alanin genel formiili
?(7,t) = (B'x+ Bycoswt,B'y+ Bysinwt,—2B'z), B>0 (1.2.5)

seklinde ifade edilir Bu denklemden kuadrupol tuzaga eklenen manyetik
alanin minimum noktasinin konumunun siirekli degistigini ve ek manyetik alanin
minimumu pozitif bir degere cektigi goriilmektedir. Ek manyetik alanin frekansi,
atomun manyetik altdurumlarinin gecis frekanslarina oranla kiiciik secilmelidir. Bu
kosul, bir atomun manyetik alandaki degisikliklerden fazla etkilenmeyerek uzun
siireler 3 boyunca ince yapi durumlari arasinda gegis yapmamasini, dolayisiyla da
tuzakta kalmasini saglamak icin gereklidir. Bu kogullar altinda ek alanin etkisi bir

atomun enerjisinin salinimlari cinsinden ifade edilebilir. Ek alanin frekans1 (bircok

2Zaman Ortalamali Donen Potasiyel (ZODP) tuzagi ifadesi, Time averaged orbiting
potential(TOP) teriminin Tiirkce karsilig1 olarak kullanildi.
3Bu durumda atomun dinamigini belirleyen tipik birim siire, ince yapi arasindaki enerji

farklarindan elde edilen @Wg.c = % acisal frekansinin tersinin 27 ile ¢arpilmasi sonucu elde edilir.

_ 2m
g - wgev
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deneyde oldugu gibi) atomik hareketin frekansindan ¢ok biiyiik secilirse, bir
atomun (1.2.5) denkleminde verilen periyodik potansiyelin, bir periyodunun zaman
ortalamasi alinarak elde edilen bir etkin potansiyelin etkisi altinda hareket ettigi
varsayimint yapmak iyi bir yaklasgim olacaktir. (BEY) deneylerinde kullanilan
alkali atomlarinin manyetik alan icindeki hareketlerinin frekans1 10> Hz iken,
manyetik alt durumlar arasindaki gecis frekans1 10® Hz civarindadir. Bu yiizden
deneylerde ek manyetik alamin frekans1 10° — 10* Hz civarinda secilmektedir.
Simdi yukarida belirtilen 6zelliklere sahip ve ifadesi (1.2.5) denkleminde verilen
bir manyetik alan altinda hareket eden atoma etki eden etkin potansiyeli bulalim.

Bu manyetik alanin biiyiikliigii anlik olarak;
B(t) = [(Bycos 0t + B'x)* + (Bysin wt + B'y)? + 4B" 7))/ (1.2.6)

seklindedir. Kuadrupol potansiyelinin minimum noktas: etrafinda ve -~ << |%]
0
konumlari i¢in bu biiyiikliik yaklasik¢a

B/2
B(t) = By + B'(xcos ot +ysinot) + — [x* +y* +4z> — (xcos @t + ysin wr)?]

2By
(1.2.7)
seklinde ifade edilebilir. Burada rg sistemin dinamiginin birim uzunlugu olarak
yorumlanabilecek (%) 1/2 degerine esittir. Bu biiyiikliigiin bir periyot boyunca
zaman ortalamast;
B) = — dt B(t 1.2.8
®) - | (1 (12.8)
ifadesinden elde edilir. Bu denklemdeki integral alindiginda,
2

2, 2 2
8 1.2.9
4B, (x*+y° + 829 ( )

elde edilir. Bu sonucun 6nemli bir 6zelligi zaman - ortalamali alanin hi¢ bir zaman
sifir olmamasi ve sonug olarak ta tuzakta bir "delik" bulunmamasidir. O halde bir

i alt manyetik durumunda bulunan bir atomun enerjisine manyetik katki kiiciik r



degerleri i¢in

/2

(x> +y* 4+ 82%)
(1.2.10)

Ei((B)) = Ei(Bo) — u(Bo) ((B), — Bo) = Ei(Bo) — i (Bo) 3

seklindedir. Bu denklemde

pi(Bo) = (;I}:;, |8 (1.2.11)
ifadesi manyetik momentin alan dogrultusundaki izdiisiimiidiir. O halde, zamanla
degisen ek manyetik alanin etkisinin, kuadrupol alanin baglangi¢ noktasindan
uzaklikla ¢izgisel olarak degisen bicimini, kuadratik hale doniistiirerek harmonik
salinic1 potansiyeli bicimine sokmak oldugu sdylenebilir. Bu hareketin ii¢ kordinat

boyunca salinim frekansi

) ) B/2
B/2
w? —8,u,~2mBO (1.2.13)

seklindedir. Manyetik tuzaklamada diisiik alancil atomlar kullanildiginda p;
degerlerinin negatif, dolayisiyla da ?, a)yz, (1)Z2 degerlerinin pozitif olduguna dikkat
ediniz.

1.3. Tuzaklanmms Parcaciklar icin Termodinamik Potansiyellerin

Tanimlar:
Parcacik sayisinin sabit oldugu ve hacmin kontrol edilebildigi bir sistem igin
enerjideki degisim;

AE =AQ— PAV (1.3.14)
seklindedir. Ancak tuzaklanmalarda hacmin laboratuvar ortaminda kesin bir

kontroliinii yapmak miimkiin degildir. Oysa, manyetik alanlarin agisal frekansi

() kontrol edilebilir. O halde bu tarz sistemler i¢in enerji degisimi;

AE = AQ + ZAw (1.3.15)
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seklinde yazip genellestirilmis basing olarak adlandirdigimiz & degiskenini
kullanarak enerji degisim formiiliinii (1.3.15) teki gibi degistirilerek yazilabilir.
(Burada & degiskeninin gercek anlamda basin¢ olmadigina dikkat edilmelidir).

Termodinamiksel bir potansiyel olan Helmholtz serbest enerjisi
F=E-TS (1.3.16)

seklinde tanimlanmigtir. Helmbholtz serbest enerjisi istatistik mekanikte
cok kullanighdir. Ciinkii Helmholtz serbest enerji, kanonik topluluk
kullanilarak bulunan boliigiim fonksiyonu (Z) cinsinden kullamilarak kolaylikla
hesaplanabilmektedir;

F=—kTInZ. (1.3.17)

Termodinamigin birinci yasasi
dE =TdS—PdV + udN (1.3.18)
ve Helmholtz Serbest enerjinin degisimini veren
dF =dE—-TdS—-SdT (1.3.19)
denklemi kullanilarak, bu degisim
dF = —SdT —PdV +udN (1.3.20)
seklinde elde edilir. Burdan da entropi ifadesini hesaplamak basittir:

JoF
-S = (8T>VW . (1.3.21)

Simdi, kisaca gazlarin standart termodinamiginde 6zis1 hesaplarini tekrarlayalim.
Sistemdeki pargacik sayisi ve hacim sabit iken 1s1 degisimi § Q = Td S, enerji

degisimine esittir. ( (1.3.18) denkleminde dV = d N = 0 ). Boylece sabit hacimde

JE as
Cy = (8T>V =T <8T>V (1.3.22)

07181
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esitligi ile elde edilir. Sabit basing altindaki sistemlerde 6zis1 (%)P esitliginden

yararlanarak elde edilir. Sabit basing altinda 6zis1y1 hesaplamanin en iyi yolu Cy

basit¢e hesaplanabildiginden Cp — Cy ifadesini bulmaktir. Bu amagla 6 Q nun

ifadesini iki farkli seklilde yazalim:

5Q:CVdT+T<8S> av (1.3.23)
T ),
ve
(5)
0Q0=CpdT+T|==) dP. (1.3.24)
P ),

Yukaridaki denklemlerin ilkinde 6 Q, (T, V) nin degisimleri cinsinden ifade
edilirken; ikincisinde 6 Q, (T, P) nin degisimleri cinsinden verilmistir. (1.3.24)

denkleminde P nin degisimi V ve T cinsinden bulunup, bu denklem

JP 0P
dP = (aT)VdT+ <8V>Tdv (1.3.25)

seklinde de ifade edilebilir. Bu ifade (1.3.24) denkleminde yerine konarak

S [ [ dP IP
50 = CPdT+TaP{<aT>VdT+(aV)TdV]

o7 (o), Gr ) Jor ol (Ge), + (G ) J v

(1.3.26)

elde edilir. Hem (1.3.23) hem de (1.3.26) denkleminde 1s1 degisimi T,V cinsinden

verildiginden, dT ve dV nin katsayalar1 birbirine egit olmalidir. Buradan

S P
Cy—Cp=T <8P>T <8T>V (1.3.27)

bulunur. (1.3.19) denkleminden yola ¢ikip F nin, T, V ve N nin siirekli ve

tiirevlenebilir bir fonksiyonu olmasi sonucu elde edilen

Jd JoF d JF
ap [(av)JV = [(arm (1329

JdP as
(57),= (5v), (1529

esitligi kullanilarak
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elde edilir. (1.3.29) esitligi, (1.3.27) de yerine konarak

as as
Cp—Cy =T <8P>T <8V>T (1.3.30)

yazilabilir. ~ Termodinamigin birinci yasasint veren (1.3.18) denklemi de

kullanilarak, enerjinin de sabit oldugu durumlarda

oS P
— = — (1.3.31)
oV T T
bulunur. Bu esitlik (1.3.30) de yerine konarak
2S5
Cp—Cy =P =— 1.3.32
p—Cv <8P ) . ( )

elde edilir. <%>T ifadesi de Gibbs serbest enerjisi G = E — TS + PV nin
degisimi olan
dG = —-8dT +VdP+ udN (1.3.33)

esitliginin ikinci tiirevleri kullanilarak basitlestirilebilir.

Vv as

(1.3.34) esitligi (1.3.32) de yerine konarak

A%
Cp—Cy =—-P <8T>P (1.3.35)

bulunur.

Simdi bu hesaplari is terimi d W = & d @ alindiginda yapalim. Bu durum da enerji
degisimi
dE =TdS+Pdw + udN (1.3.36)
olurken, serbest enerji degisimi
dF = —SdT+Zdw + pdN (1.3.37)
olur. Buradan

dF
P = (8(0) x (1.3.38)
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JdF
S = <8T> o (1.3.39)

seklinde degisir. Sabit pargacik sayisina sahip (d N = 0) tuzaklanmig bir sistemin

bulunur. Entropi ifadesi ise

0zisilarini hesaplamak i¢in enerji degisimi i¢in yeni 6nerilen
dE =TdS+ZYdw (1.3.40)

denkleminden yola c¢ikalim.  Sabit frekansta ©zis1 bu denklemden basitce

hesaplanabilir. Ancak sabit & de 6zis1 C» yi bulmak daha zordur. Bunun icin

Co = (3?)(0 =T <§;>w (1.3.41)

5Q=TdS (1.3.42)

00=CodT+T (85) dw (1.3.43)
20 ) 1

5Q:ngT—|—T<aS> d> (1.3.44)
07 ),

denklemlerinden yararlanalim. (1.3.44) denklemindeki d & ifadesini d T ve d ®

cinsinden yazip yerine koyarsak

oS 0P 0P
§0=Cypdl + T <9<@>T [(aT>wdT+ <8Q)>wa] (1.3.45)

elde edilir. Bu denklemdeki terimleri diizenleyerek

as 07 as 07
o=l (35), (5r) o7 (35), (50), oo
(1.3.46)

elde edilir. (1.3.44) ve (1.3.46) denklemlerinde d T lerin katsayisinin esit olmasi

gerektiginden
as 0

as 07
Co—Cxp=-T <M>T <8T)w (1.3.48)

yada
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bagintis1 bulunur. Ayrica

F=E—-TS (1.3.49)
ifadesinden yola ¢ikarak
dF = Zdow—SdT (1.3.50)
yazilabilir. Bu esitlikten tiiretilen
9 [(9F _ 9 [[oF (13.51)
oT [\dw )|, dw [\dT ), |,
a—gz = — ﬁ (1.3.52)
aT /), ow ),
ifadelerini kullanarak;
as as

elde edilir. Bu denklemdeki tiirevleri elde etmek kolay degildir. Bu yiizden

dE=TdS+ Ydw (1.3.54)

ifadesinden yola ¢ikarak elde edilen

<3S) = _Z (1.3.55)
200 /), T
esitligini (1.3.53) de yerine yazarsak;
as
Cyp—Cyp=— -— 1.3.56

bulunur. Bu ifadeyi Gibbs serbest enerjisi G yi kullanarak basitlestirelim;

G=E-TS—-Z0 (1.3.57)

olduguna gore, sabit parcacik sayis1 i¢in

dG = —-SdT —wd ¥ (1.3.58)



olmaktadir. (1.3.58) ifadesini kullanarak;

w|(37).), =95 1(37).],

(35),= (7).

esitligi kullanarak C4 — C, igin basit bir ifade

dw
o= (57),

bulunur. Ayrica

seklinde bulunur.

13

(1.3.59)

(1.3.60)

(1.3.61)
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2. HARMONIK TUZAK ICINDEKI MB PARCACIKLARI

2.1. Yan Klasik Yaklasimda Termodinamik Nicelikler

Kanonik toplulukta Maxwell Boltzman (MB) par¢aciklarinin boliisiim fonksiyonu
z=Y e Pe (2.1.1)
i

ifadesi ile tanimlanmaktadir [7]. Ancak bir ¢cok Hamiltoniyenin 6zdegerleri bu

ifadede yerine konuldugunda (2.1.1) toplam1 hesaplanamaz. Bu yiizden bu toplama

7= /oop(e)e’ﬁsdE (2.1.2)
0

seklindeki integralle yaklagilir.'! Burada p (&) durum yogunlugunu gostermektedir.
Hesaplarin genelligi agisindan hareket boyutunu da degisken alip d ile
gosterecegiz. d boyutta harmonik tuzak potansiyelinin durum yogunlugu

gd—1

p(e) = e (2.1.3)

seklindedir [5]. (2.1.3) denkleklemi (2.1.2) de yerine konarak d boyutlu harmonik

tuzak icindeki MB parcaciklarinin boliisiim fonksiyonu igin

S S A .y
Z_(d—l)(ha))d/o gl 1o Bege (2.1.4)

elde edilir. (2.1.4) denkleminin ¢dziimiinii kolaylastirmak igin & = u de8isimi

yapip kismi integral yontemi uygulanarak bu denklem

_ 1 i ~ d—1 Ju
Zl_(d—l)(hco)dﬁd/o u " e'du (2.1.5)

sekline getirilir. Bu denklemdeki integral alinarak;

11 kT \?

1Bu yonteme yan klasik yaklagim adi verilir.
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bulunur. Etkilesmeyen parcaciklar i¢in N parcaciin boliistim fonksiyonu bir

parcacik boliisiim fonksiyonu cinsinden

_ L v ew (KT
2y = 12 (o) = (5) (hw) 2.1.7)

seklinde yazilir. Burada N! pargaciklarin ayirdedilemez olusunu hesaba katmak
icin eklenmigtir. Ayrica hesap kolaylig1 agisindan N! yerine Stirling yaklagin
yapilarak yaklasik¢a (e/N)" alinmistir [8]. Boliisiim fonksiyonu hesaplandiktan
sonra Helmholtz serbest enerjisi kolaylikla bulunabilir.

Helmholtz Serbest enerjisi kanonik boliisiim fonksiyonu cinsinden

kT
F=—kTIhZ= —kTNn[>(

d
5 () (2.1.8)

seklinde ifade edilir [7]. Buradan (1.3.38) denklemi kullanilarak genellestirilmis

basing
dNkT

Q)

P —

(2.1.9)

bulunur. Bu denklem Harmonik tuzak icindeki MB parcaciklarinin hal
denklemidir. Ayrica tuzaklanmig parcaciklarin ortalama enerjisi de bdliisiim

fonksiyonu aracaligi ile kolaylikla bulunur:

dinZ
E—— — ANKT 2.1.10
( 3p )Nw @110

2.2. Maxwell Boltzmann Parcaciklarmin Kuantum Istatistigi ile

Incelenmesi

Aslinda harmonik tuzak icindeki MB parcaciklari i¢in yar1 klasik yaklagima gerek
yoktur. Ciinkii bu sistem i¢in genellikle cok az durum icin hesaplanabilen (2.1.1)
denklemi hesaplanabilmektedir. Bu boliimde denklemlerin en genel hali ¢ok uzun
oldugundan hesaplarimizi1 ii¢ boyut icin yapacagiz. Harmonik tuzak potansiyelinin

enerji seviyeleri

1 1 1
E;i = En nm, = hox(n + 5) + hoy(ny + 5) + ha,(n, + 5), (2.2.11)

ny,ny,n, = 0,1,2..
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seklinde oldugundan bu durum i¢in (2.1.1) denklemi;

Zl — Z e*ﬁ[(ﬂ;ﬂ*%)hﬂ)#‘(ny+%)h(l)+(l’lz+%)hw] (2212)
Ny, Ny, Ny
seklinde yazibilir. (2.2.12) ifedesindeki toplam ny, ny, n, toplamlar1 cinsinden
ayristirilabilir. Bu yapilarak

Z = i e Blnts)hox i o By +3)no, i e Blnty)ho (2.2.13)

n,=0 Vl)v:() n,=0
elde edilir. Es yonlii bir harmonik salinici igin @, = @, = @, = ® olur. Buradan
izotropik bir harmonik salinici i¢indeki bir MB parcaciginin boliisiim fonksiyonu

icin

3 3
Zi = [ Y eporbine ) _ s Y o Bron (2.2.14)
n=0 n=0
elde edilir. (2.2.14) ifedesini daha basit sekilde ¢6zmek i¢in B = x degisken

degisimi yaparsak

n=0

3
Z] = <e_§ Z(e—x)l’l> (2215)
bulunur. $imdi de (2.2.15) ifedesinin ¢6ziimiinii yapalim. |y| < 1 i¢in

= 1
Y =1ty 4y = — (2.2.16)
n=0 l_y

esitliginden yararlanabilmek amaciyla e™

= y tamimu yapalim. x = Bh® olarak
tammlandigindan sifirdan biiyiiktiir. Ciinkii § > 0,7 > 0, ® > 0 seklindedir.

Boylece 0 <y < 1 esitsizliginin saglandigini goriiriiz. Buradan

67% 3 1 3 2 3
4= (1—e—x> = <e/2_e/2> = <M> (2.2.17)

2

bulunur. Son buldugumuz (2.2.17) ifadesinde parantez i¢indeki terim sinh o =

A 3 2.2.18
= [sinh(g)} (2.2.18)

e¥—e @

>— ya benzediginden
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bulunur. Etkilesmeyen N parcacigin boliisiim fonksiyonu

1
Z= 7@ W (2.2.19)

olduguna gore;

1 ) 3N

elde edilir. Burada N ! herbir parcacigin ayirtedilemez olugsunu hesaba katmak i¢in

eklenir. (2.2.20) iafadesinde her iki tarafin da dogal logaritmasi1 alinarak
InZ = —InN!+ 3N In2 — 3N Insinh(x/2) (2.2.21)
elde edilir. (2.2.21) ifadesinde Stirling yaklagimi kullanilarak [8]
InZ = —NInN + N+ 3N In2 — 3N Insinh(x/2) (2.2.22)

bulunur. (2.2.20) denklemindeki boliigiim fonksiyonu (1.3.38) denkleminde yerine

konarak serbest enerji

F = NkgT (3 In[sinh(x/2) — 1 — 1n(;)]> (2.2.23)

bulunur. Bu ifade de x = B i @ yerine kondugunda

F =NkgT <3 ln[sinh(BZm) —1- 1n(;)]> (2.2.24)

degeri elde edilir. Buradan genellestirilmis basing;

JdF Bh Bho 1
P = —— = 3NkpT — cosh 2.2.25
d0 NGy e ey 02
seklinde elde edilir. Bu ifade daha da basitce
3Nh h
2 =3 coth(? 2“’) (2.2.26)

bi¢iminde yazilabilir. Denklem (2.2.26) T — oo yada B — 0 limitinde yari klasik

yontemle bulunan genellestirilmis basing ile ayn1 sonucu vermelidir. Bunu kontrol
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etmek i¢in x = BhTw tanim1 yapalim. f — 0 limitinde x te 0 a gidecektir. x — 0

limitinde coth(x) &~ 1 oldugundan (2.2.26) denkleminden

3NkgT
(0]

t_@:

(2.2.27)

bulunur. Bu ifade beklendigi gibi yari1 klasik yontemle bulunan (2.1.9) denkleminde
d = 3 alindiginda elde edilen ifade ile aynidir.

Simdi de enerji ifadesini bulalim.

dInZ

= P (2.2.28)
—InZ=N <3 ln[sinh(ﬁzw) - 1- ln(;\g])]> (2.2.29)
ifadeleri kullanarak
Bho
E_ _8;1[132 _ 3N2hco :::((ﬁgw)) _ 3N2ha) coth(ﬁzw) (2.2.30)
bulunur. Bu sonu¢ f@ — 0 limitinde
E =3NkgT (2.2.31)

vermektedir ki bu da yar1 klasik yaklasim ile buldugumuz (2.1.10) denklemi ile

aynidir. Buldugumuz enerji ifadesini kullanarak C,, ve Cp ifadelerini de bulabiliriz.

C,, hesab1 basittir:

OE
Co = (ar) . (2.2.32)

Enerji ifadesini (2.2.30) denkleminde B = 1/(kgT) cinsinden buldugumuzdan

tiirevi sicaklik yerine f cinsinden yazalim:

9 o _ 1 9 _ —ks 9 _
OT  JdT df  kgT? 9B  Kk3T2df

_kBBZaaB (2.2.33)

% nin f cinsinden bu ifadesi kullanilarak

Co= —kgB? <3?) (2.2.34)
o,N
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3hw 1
Co =3Nkp < > (2.2.35)
? 2 ) sinh?(Bhe)
bulunur. Bu ifadenin de B @ — O limitinde yar1 klasik yaklagimla ayni oldugu

goriilmektedir:

Cyo = 3Nkp (2.2.36)

Sabit basingta 6zisty1 bulmak igin, birinci boliimde gérmiis oldugumuz (1.3.61)

ifadesini kullanalim:

2X0)
Cp—Cp=—-2|==) . 2.2.37
3NA h
2 = 3N o PIe) (2.2.38)
2 2
oldugunu daha dnce bulmugtuk. Buradan @ y1 cekerek
Bho 2P
th(——) = —= 2.2.39
coth(——) = 34+ (2.2.39)
yazip
2 P

ifadesini elde edersek, tiirev almak kolaylasir ve

dm 2kp 2
— = — th (—— 2.2.41
(aT)g, . arecoth (377) (2241
bulunur. (2.2.41) esitligini (1.3.61) daki ifadede yerine koydugumuz da;
Cp—Cy=— — =— th (—— 2.2.42
2 —Cgy 9<8T>W 5 arcco (3Nh> ( )

elde edilir. Daha once bulmug oldugumuz (2.2.35) esitligini (2.2.42) da yerine
koyup, C» yi ¢ekersek:

Brho Bho

1
arccoth(T)+3NkB( 5 )2

sinh? ( ﬁhTw)

bulunur. Bu ifadenin B/ @ — 0 limitini aldigimizda C4 ifadesinin de yar klasik

B
Cop = —3Nky PO

(2.2.43)

yaklasim da buldugumuz sonug ile ayn1 oldugu goriiliir:
Cyp = —3Nkg+3Nkp =0. (2.2.44)

(2.2.36) ve (2.2.44) denklemlerinde bulunan sonuglar genel teori ile uyumludur.

Ciinkii yar klasik yaklagim 3@ — 0 limitinde gegerlidir.
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3. HARMONIK TUZAK ICINDEKI ETKILESMEYEN
BOZONLAR

3.1. Yan Klasik Yaklasim

Biiyiik kanonik toplulukta boliisiim fonksiyonu

Zpx = Y, PN (Z eﬁEf> (3.1.1)
N=0 i=0

seklindedir. ~ Sistem dengeye ulastifinda ortalama enerjisi ve parcacik sayist
sabitlendiginden (3.1.1) denklemi (E) = U = Y n;& ve N = Y n; kosullart
altinda gecerlidir [7]. Bu denklemde ¢; tek parcacik enerji seviyelerini, n; ise bu
seviyelerdeki parcacik sayilarini gostermektedir. (3.1.1) denklemini bu nicelikler
cinsinden;

Tk = ﬁ i o Brilei—u) (3.1.2)
i=0 n,—:O

seklinde yazilabilir [7]. Buldugumuz (3.1.2) ifadesini agarsak,

P = (i e—ﬁno(fo—lvl)> (i e—ﬁnl(el—li)) <i e—ﬁnz(fz—ﬂ)> .. (3.1.3)
n1:0

no=0 ny=0
elde edilir. Bu ifade kisaca

- 1
Zox = 11— G149

biciminde yazilabilir. Buldugumuz (3.1.4) iafdesinin logaritmasini alarak

= I
I Zpe =M [ 14— 5 (3.1.5)
In % =Y In— 316
n BK_;nl_e—m—u) (3.1.6)

elde ederiz. Bundan sonraki islemlerde ki rahatlik acisindan z = e * ve q(T,V,z) =

In Zpk tanimlar1 yaparak

1

2o =q =Yg =-Yh(l-zP) 317



22

bulunur. Bu toplam genellikle alinamadigindan yari klasik yaklagimda hesaplanir:
gV, T,2) = / g(e)In(1 — ze P&)de — In(1 —2) (3.1.8)
0

(3.1.7) denkleminden, (3.1.8) denklemine gecerken integrale ek olarak taban
durumdaki toplam terimi eklenmistir. Bunun nedeni durum yogunlugu p(€) nin
taban durumu € = 0 da 0 degeri vermesidir. Bu yiizden taban degeri olan € = 0
degeri integralde igerilmez. Bu eksikligi gidermek icin taban durumu terimi
integrale ek olarak yazilir [7]. (3.1.8) deki integral alinarak bozonlar i¢in boliisiim
fonksiyonu bulunmus olur. Boliisiim fonksiyonundan yola ¢ikarak bozonlarin bir
enerji seviyesindeki ortalama pargacik sayisini veren dagilim

1

(m) = e (3.1.9)

bulunur. Bu dagilim durum yogunlugu cinsinden bozonlarin toplam pargacik sayisi

_ [ p(e)
N = M =i lde, (3.1.10)
ortalama enerjileri ise
E= epe) . (3.1.11)

0 eﬁ(sfﬂ) —1

biciminde yazilir [7].
3.2. d Boyutlu Harmonik Tuzak Icindeki Bozonlar

Bu boliimde Harmonik salinici tuzagi icin miimkiin olan en genel sonuglar1 bulmak
amactyla boyut sayisin1 degisken alacagiz ve d ile gosterece8iz. Ancak d = 1
icin sonuglar 1raksamalar icerdiginden bu durumu bir sonraki boliimde ayrica

inceleyecegiz. d boyutlu harmonik salinici potansiyelinin durum yogunlugu

Ed_l

p(e) = PR d>2 (3.2.12)

ifadesi ile verilmektedir [9]. Durum yogunlugu cinsinden toplam pargacik sayisi

icin (3.1.10) ifadesi kullanilarak

oo 1 oo 8d—]
N = /0 p(e)fle)de = T EIL /0 z—leﬁe—lde (3.2.13)



23
elde edilir. (3.2.13) integrali alinarak toplam parcacik sayisinin ifadesi

I'(d) ga(2)

N= - ——r—0—— 3.2.14
(d—1)(ho)d ( )

seklinde bulunur. Bu denklemdeki g;(z) fonksiyonu
ga(z) = ];Ok—d (3.2.15)

seklinde ifade edilen polylogaritma fonksiyonudur [9]. Harmonik tuzaktaki

bozonlarin enerjileri

oo 1 oo Sd
E:/O pe)ef(e)de = (d—l)(h(o)d/o z*leﬁe—ldg (3.2.16)

ifadesinden bulunur. (3.2.16) denklemindeki integral hesaplandiginda

I(d—1)d

E = W 8a+1(2)

(3.2.17)

elde edilir. Buldugumuz enerji ifadesini toplam parcacik sayist N cinsinden

yazarsak;
dkgT
E — w (3.2.18)
84(2)
bulunur. 7 < 7 sicakliklarinda z = 1 oldugundan bu ifade
dkgT 1
g = dkeTsn(l) (3.2.19)
ga(1)

sekline doniisiir. Bu denklemler kullanilarak elde edilen enerjinin iki ve {i¢ boyutta

sicaklikla degisimi Sekil 3.1 de gosterilmektedir.

Simdi de d boyut icin C» ve Cg hesaplarini yapalim.
dE =TdS+ Pdw+ ndN (3.2.20)

olduguna gore;

OE d wﬂcv
Cp, = [=—= =Nd— (kT
© <M>Wv aT<B 84 (2)

ga+1(2) d 8d+1(2)>
Nd | k kpT — 3.2.21
(B&@>+B T 4(2) R
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E/N
8.x1072 Pie
6.x10°3 - L7

|- /// /////
4.x10°2 | - -

I e - - d=2

. e ke — d=3
2.x10°B |- Pk -

4\//\/ Il I I I I Il I I I I Il I I I I Il 'I'/'I'C

05 10 15 20

Sekil 3.1. Iki ve ii¢ boyutta enerjinin sicaklikla degisimi

elde edilir. (3.2.21) deki tiirev alinarak

_ 8a+1(2) g2 ou\ (84(2)8a(2) — gat1(2)ga—1(2)
Co =Nd [kg e —|—kBT< ks B u+ﬁaT> < g3 (2) o) )]

ifadesi bulunur. Buldugumuz son ifadeyi daha diizenli hale getirirsek;

comsalu (3 8) ()]

elde edilir. (3.2.23) iadesindeki <§—‘; — %) yerine N nin sabit olmasi sonucu elde

edilen
ON
<ar>wN =0 (3.2.24)
esitligi kullanip
N = Bray & (z) =T(d—1) (m) 84 (2) (3.2.25)
ifadesinden
Iu K ) g4(2)
or 1)~ % 3.2.26
<8T r ¥ 2a-1(2) ( )

bulunur. Buradan

_ 8av1(2)  dga@) [ 8a+1(2)ga1(2)
Cy = Ndkp [ 2a2) 20 1) <1 >] 3.2.27)
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elde edilir.  Yiiksek sicakliklarda yani T — o ise g,(z) =~ z yaklasimi

yapilabileceginden
8a+1(2) 8ga—1(2)
2 (2)
olmaktadir. Boylece bu limitte beklendigi gibi MB parcaciklari i¢in bildigimiz

=1 (3.2.28)

Co = Ndkp (3.2.29)

bulunur.

Son olarak & ve C» ifadelerini bulmak icin grand potansiyeli kullanacagiz;
P=FE-TS—uN=Zw (3.2.30)
Bu esitlikten @ nin degisimi i¢in
d® =—-SdT — Ndu+ Zdw (3.2.31)

elde edilir. Biiyiik kanonik topluluk boliisiim fonksiyonu Zpk cinsinden grand
kanonik potansiyel

D= —kpTInZpx = —kpTq (3.2.32)

seklindedir [7]. Boylece yar1 klasik yaklagimdaki
d(T.V,2) = —/p(s) In(1—ze P& de —In(1—2) (3.2.33)

ifadesini ve d boyutta harmonik salinici potansiyelinin sahip Hamiltoniyenin
durum yogunlugu p (&) nin (3.2.12) da verilen ifadesi kullanilarak

q = — (d—l)l(ha))d /000 8d71 ln(l _Zeiﬁg) dg —ln(l _Z) (3234)

elde edilir. Bu denklemdeki integral alindiginda

 T(d+1) (kBT

d
q= dd—1) ha)> gi+1(z2) —In(l1—z) (3.2.35)

ifadesi bulunur. Bu ifade grand potansiyelde yerine konup

d
® = kT (j_d)l (%) ga+1(z) —In(1 —z)> (3.2.36)
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elde edilir. Eg yonlii saliniciicin @; = @» = ... = @y = ® = ® oldugundan
ot [T@ (TN o (3.2.37)
— B T (e ) 8 ¢ -
bulunur. Genellestirilmis basing
d
P = ((P) (3.2.38)
0 ) 5y
esitliginden
Id (ksT\" gas1(2)
Cyp —kgT 3.2.39
7k (d—l (ha) ) ® (3:2.39)

bulunur. & ifadesi (1.3.38) denklemindeki C4 — Cy, da yerine konarak

d d _
Copr — Ndks 8a+1(2)d  d,g4(z) (1 _ 8d+1 (Zz)gd 1(Z)>] Nk 8a+1(2)
84(z)  8a-1(2) 84(2) 84(2)
(3.2.40)
elde edilir. (3.2.40) esitligi daha sade bir sekilde
Nd*k _
Cop — B (1  8d+1 (Zz)gd 1(Z)> (3.2.41)
8a-1(2) 84(2)
yazilabilir. Bu ifade T — oo limitinde beklendigi gibi
Cypr =0 (3.2.42)
degerini vermektedir.
T < T,icin z — 1 alindigindan, (3.2.18) denklemi kullanilarak
[(d—1)ga(1) ks T\
N=——"—=""—-=I(d-1 | — 3.243

bulunur. Benzer sekilde enerji ve Cy, icin (3.2.19) ve (3.2.21) denklemlerinde z = 1

yerine konarak

1
E— NdkBng“( ) (3.2.44)
ga (1)
ve
1
Co = Ndkg 54+ (D (3.2.45)

ga (1)
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Cu/N
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Sekil 3.2. Ozisinin sicaklikla degisimi

esitlikleri elde edilir.

Simdi de C, nin siirekliligini inceleyelim. Bunun i¢in 7 — 7; oldugunda Cg nin
sagdan ve soldan limitlerine bakalim. Oncelikle, T — 7. limitini inceleyelim. Bu
limitte uguculuk z — 1 limitini sagladigindan, (3.2.27) denkleminde z bir alinarak
istenilen limit bulunur:

lim C, = Ndkg
T—T;

[gdH (z)  dgu(z) <1  8d+1(2)8a—1 (Z)ﬂ
) ga1(2) 85 (2)

ga+1(1)  dga(1) <1_8d+1(1)8d—1(1)>]

ga(l)  ga1(1) gz(1) .

(3.2.46)

Simdi de T — 7, limitini inceleyelim. 7 den kiiciik sicakliklarda (3.2.45)

denkleminden de goriildiigii gibi Cy, sabittir ve limitte bu sabite esittir:

1
lim €y — Ndky 411 (3.2.47)
T T gd(l)

(3.2.46) ve (3.2.47) ifadelerinden de goriildiigii gibi Cy,, T; sicakliginda siireksizdir.
Bu siireksizlik 6zisinin sicaklikla degisiminin gosterildigi Sekil 3.2 grafiginde net
bir sekilde goriilmektedir. Bu siireksizlik 7; noktasinda Bose gazinin 1. dereceden

faz gecisi yaptigim gostermektedir.
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3.3. Bir Boyutta Harmonik Tuzak Icindeki Parcaciklar

Daha oncede belirttigimiz gibi yar1 klasik yaklagim (2.1.2) integralinde bir
boyuttaki durum yogunlugu yerine kondugunda integral iraksadigindan sonug
vermemektedir. Bu yiizden bir boyutta harmonik tuzaktaki bozonlarin
davraniglarin1 2005 yilinda V.I. Yukalov tarafindan gelistirilen modifiye edilmis
yar1 klasik yaklagim kullanarak inceleyecegiz [9]. Bir boyutta toplam parcacik

say1st
—ﬁgd 1 oo
e £ k ,—Bek
— de 3.3.48
ha)/ 1—ze Be ha)/o ,;” ( )
esitligi ile verilir. Burada % carpant bir boyutlu harmonik salinicinin duurm

yogunlugudur. (3.3.48) esitligindeki integral alininca esitlik

kg T
N = 1 3.3.4
ro —gi(1) ( 9)

halini alir.  Burada g;(1) = {(1) — oo olmaktadi. Bu boyutta, g;(1)
raksadigindan, yart klasik yaklagim BEY in ancak 7" = 0 K de olacagini dngoriir.
Oysa bir boyutlu sistemlerde yapilan deneyler [10, 11], bir boyutta da BEY elde
edilebildigini gostermistir. Bu yiizden yar1 klasik yaklasim burada iyi sonug
vermemektedir. Ancak yar1 klasik yaklagimda basit bir degisiklik yapilarak bu
sorun giderilebilir [9]. Bu degisiklik, (3.3.48) integralinin alt limitimin sifir yerine
kiigiik ama sonlu bir deger alinmasidir. Bu alt limit kuantum mekaniginden
bildigimiz /1 /2 alimirsa (3.3.48) ifadesindeki iraksamadan kurtulunur:

1 © e Pege 1 e PBege

= — _— = — _ . 3.3.50
ho Jiwpl —ze BE o Jrop 1 —ze BE ( )
(3.3.50) daki integral alinarak
_ _ksT B )
N=-""n [1 e B3 ] (3.3.51)

bulunur. Bu esitlikten kimyasal potansiyel p ya da uguculuk z cekilerek, enerji
degerini hesaplayabiliriz:

1 ~ grePede

=5 . 120 Be (3.3.52)
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Sekil 3.3. Bir boyutta enerjinin sicaklikla degisimi

Bu ifadedeki z = 1 oldugunda, g, (1) wraksamadigindan U,,;, = O alinabilir ve

integral hesaplanabilir. Buna gore (3.3.52) ifadesinin ¢éziimii 7 > 7, icin

kgT)?
E = (;ja))gz (2) (3.3.53)
seklinde iken, T < T i¢in
kpT)? kpT)?
E=t ;jw) o) =t Zw> £(2) (3.3.54)

bulunur. Bir boyutta bu esitlikler kullanilarak enerjinin sicaklikla olan degisimi

Sekil 3.3 de gosterilmistir.

Son olarak Cy, C» ve & ifadelerini hesaplayalim. C,, ifadesinin

JoE
C, = | — 3.3.55
¢ <8T> o.N ( )
oldugunu daha dnceki boliimde gérmiistiik. (3.3.55) ifadesi, T > T icin (3.3.53)
OE 2k3T (kgT)* 0
Co= (== =B — 3.3.56
® (8T>wN ho 8(2) + ho ang(Z) ( )
elde edilir. Bu ifade kisaca
2kgT u
Co =k - T > T, 3.3.57
o=t (ol 06 - fa) 7> (33.57)

biciminde yazilabilir. 7 < T i¢in ise (3.3.54) denkleminden yararlanarak

2k2T
Co = hfﬂ @) T<T, (3.3.58)
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sonucu bulunur. Bu esitlikler kullanilarak elde edilen Cg nin sicaklikla degisimi

Sekil 3.4 de gosterilmisgtir.
Daha onceki boliimde yaptigimiz gibi bir boyut i¢in de Cp nmin T = 7, de

stirekli olup olmadigini inceleyelim. Bunun i¢in sirast ile (3.3.57) ve (3.3.58)

denklemlerinin sicaklik 7. ye yaklasirken sagdan ve soldan limit degerlerini

hesaplayalim:
2k2T
Co(T =T )= "B g (1) (3.3.59)
ho
242 T. u
T T ) ="B g(1)- gl 3.
(3.3.60) i¢in u (7. = 0) oldugundan
2k5 T,
Co(T =T = ﬁgz(l) (3.3.61)

sonucunu elde ederiz. Buradan bir boyutta Cy, ifadesinin daha biiyiik boyutlarda
oldugu gibi siireksiz olmadig1 goriiliir. Ayrica Cy nin bir boyutta siirekli oldugu
Sekil 3.4 grafiginden de net bir sekilde goriilmektedir. Simdi & ve C» ifadelerini
hesaplayabilmek icin bir boyuttaki bozon gazimin biiyiikk kanonik topluluktaki
boliisiim fonksiyonunu hesaplayalim.

00

1
In Zpx = — g In(1 —ze P&)de (3.3.62)

5.x1072 [

4.x10°% [

3.x1024 [
2.x1072 [

Lx107 [

Ty N — T V0
0.5 1.0 1.5 2.0

Sekil 3.4. Ozisinin sicaklikla degisimi



31

(3.3.62) esitliginin ¢oziimii i¢in U, = 0 aldigimizda iraksama olmadigindan

kpT

InZpx = — 3.3.63
nZpx = - 82(2) ( )
olmaktadir. Buradan
kg T)?
® = —kBT InZ3x = — ( fflw) 2(2) (3.3.64)
esitligi kullanilarak &7 ifadesi
0P
P = <> (3.3.65)
I0) uN

seklinde bulunur. Bu ifadeyi de (1.3.61) denklemini kullanarak C4 yi bulmakta
kullanacagiz. (1.3.61) denklemi sabit &7 de frekansin sicakliga gore tiirevini

icerdiginden yukaridaki denklemi

T\ 2

bicimine getirip buradan @ y1 ¢ekerek

© = <kBT> <_h gZ(Z)>1/2 (3.3.67)

h P

tiirevi rahatlikla alabiliriz. Bu islem yapildiginda

0w kg (ho
(()T)y =2 (kBT) (3.3.68)

bulunmaktadir. Buldugumuz (3.3.68) ifadesini de kullanarak

B ksT\> kg (ho\ kp T
Cg—Cw——h<hw> 2(2) 5 <kBT> = k3<hw>gz(z) (3.3.69)

selinde bulunur. Cg4 ifadesini bulmak icin (3.3.57) denkleminde elde ettigimiz

ifadeyi burada yerine koyarsak

2k3T kg T
Cop — ( o 8a(7) - kghliogdz)) = —kg (tho> 82(2) (3.3.70)

C,, ifadesi de son denklemde yerine kondugunda

k2T u
P = ——— — kg — 3.3.71
Cop P 22(2) Bhwgl(z) ( )
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elde edilir. T nin biiyiik oldugu sicakliklarda z << 1 olur ve bu limitte g,(z) = z
oldugundan C icin

kBT u

Cp =k _—— — 3.3.72
2 BZ<hw ha)) ( )

elde edilir. Bu ifadede z degeri, Inz nin sonsuza gitmesinden daha hizl bir sekilde
sifira gittiginden (3.3.73) ifadesinde ki C » ifadesinin de sifira gittigi goriilmektedir:

k
Cp = kg (}i)) z(1 —Inz) —0. (3.3.73)

Bu sonu¢ bozon gazlarinin yiiksek sicakliklarda MB parcaciklar1 gibi davrandigi
bilindiginden ve 2. boliimde MB parcaciklari icin C4 sifir bulundugundan daha

once elde ettigimiz sonuglarla uyumludur.
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4. SONUCLAR VE TARTISMA

Bu caismada harmonik tuzakta tuzaklanmig pargaciklar i¢in 2002 yilinda M.
Ligare [3] tarafindan Onerilen ve Maxwell Boltzman pargaciklarina uygulanan
termodinamik model bozonlara uygulanacak sekilde gelistirilmistir. Girig kisminda
da belirttigimiz gibi bu modelde termodinamigin birinci yasasindaki ig terimi olan
dW = —PdV terimi yerine, ® harmonik tuzak potansiyelinin ortalama frekansi
olmak iizere yeni bir ig terimi olan dW = Hdw terimi kullanilmigtir. Bu
terim ayni zamanda genellestirilmis basing olan & niceliginin tanimi olarak ta
diisiiniilebilir. Onceki boliimlerde is teriminin degistirildigi bu modelde enerji,
genellestirilmis basing, sabit frekans ve genellestirilmis basingta 1s1 sias1 gibi

niceliklerin hesaplanabildigi, sicaklikla degisimlerinin incelenebildigini gosterdik.

Bu modeldeki temel farklardan biri de basin¢ yerine biraz Once sozettigimiz
genellestirilmis basincin kullanilmasidir. Bu yiizden genellestirilmis basincin
fiziksel anlami iizerine yorum yapmakta yarar var. Genellestirilmis basincin
boyutunun, Zd® carpiminin enerji boyutunda olmasindan dolayr kuantum
mekaniginden bildigimiz % ya da klasik mekanikteki aksiyon ile ayni oldugu
goriilmektedir.  Bir parcacigin ya da sistemin aksiyonu bu parcacik ya da
sistemin hareketliligi (mobilitesi) hakkinda bilgi vermektedir. Buradan yola
cikarak genellestirilmis basincin da tuzak icindeki pargaciklarin hareketliligi
hakkinda bilgi verdigi diisiiniilebilir. Yani genellestirilmis basin¢ hacmi kontrol
edilebilen sistemlerdeki basing benzeri bir niceliktir. Kinetik teoriden bildigimiz
gibi basing, parcaciklarin kinetik enerjileri arttikca artip, azaldik¢a azalan bir
niceliktir [12]. Harmonik tuzak frekansi artarsa, 1/ 2mw?r? seklinde olan
harmonik tuzagin kollar1 kapanacaktir. Bunun sonucunda parcaciklar iizerine
bir ig yapilacak ve pargaciklar daha dar bir bolgeye tuzaklanacaklardir. Bu da
parcaciklarin hareketliginin artacagi anlamina gelir. dW = Zd@ teriminden

de goriilebilecegi gibi, is degisiminin frekans degisimi dw ya oram1 & yi
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vermektedir.  Bu da parcaciklarin hareketliliginin &7 ile iligkili oldugunu
gostermektedir. Bu yorum belirsizlik ilkesi ile de uyumludur. o arttifinda
harmonik salinici potansiyelinin kollar1 kapanacagindan pargaciklar daha dar
bir alana hapsolacaklardir. Bu durumda konumlarindaki belirsizlik azalacak
dolayis1 ile momentumdaki belirsizlikleri artacakaktir. Momentumdaki belirsizlik
Ap = \/W seklinde tanimlidir. Harmonik salinict i¢indeki parcaciklarin
simetriden dolayr momentumlarinin ortalamasinin sifir oldugu agiktir. O halde
momentumun belirsizlifi, momentumun karesinin ortalamasininin karekokiine
esittir. Sonu¢ olarak monmentumun belirsizligi arttigindan parcaciklarin
momentumlarinin karesinin ortalamasi yani parcaciklarin hareketliligi artacaktir.

Buradan da & nin pargaciklarin hareketliliginin bir 6l¢timiinti verdigi goriiliir.
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