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PLATONIK RIEMANN YUZEYLERI
VE
PETRIE COKGENLERI

Serhan ULUSAN

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Damgmant: Dog. Dr. Adnan MELEKOGLU
2015, 83 sayfa

Dort bolimden olugsan bu tez calismasinin ana konusu, Platonik Riemann
yiizeylerine karsilik gelen diizgiin figiirlerin Petrie ¢okgenlerini ve bunlarin simetri
gruplarini incelemektir.

Birinci boliimde, tez konusu ve elde edilen sonuglar kisaca tanitilmustir.
Ikinci boliimde, tezin ana konusu igin gerekli olan temel bilgilere yer verilmistir.

Uciincii  boliimde, Petrie cokgenleri ve bunlara karsilik gelen Petrie
otomorfizmalar1 tamtilmistir. Bunlar, Petrie c¢okgenlerini kiimesel olarak
sabit tutan, ancak sabit noktasi bulunmayan otomorfizmalardir. Ayrica, Petrie
otomorfizmalarinin eslenik siniflar1 belirlenmistir. Bir Petrie ¢cokgeninin simetri
grubunun dihedral oldugu gosterilmigtir. Daha sonra, bir diizgiin figiiriin biitiin
Petrie ¢okgenlerinin sayisini veren bir formiil ispatlanmistir ve bu say1 icin {ist
ve alt siirlar bulunmustur. Cinsi 1 olan tiim yansimali diizgiin figiirlerin Petrie
otomorfizmalarinin mertebeleri belirlenmistir. Hurwitz figiirleri gibi iyi bilinen
bazi diizgiin figiir ailelerinin, Petrie otomorfizmalarinin mertebeleri ve biitiin
Petrie cokgenlerinin sayilart belirlenmistir. Ayrica Petrie otomorfizmalar1 birim
olan diizgiin figiirlerin sadece Wiman ve Accola-Maclachlan yiizeyleri iizerinde
bulundugu gosterilmigtir. Son olarak, cinsi 15’e kadar olan yansimali diizgiin
figlirlerin Petrie otomorfizmalarinin mertebeleri, biitlin Petrie ¢okgenlerinin
sayilar1 ve uzunluklar1 hesaplanmaigtir.

Dordiincii boliimde, elde edilen sonuglar kisaca 6zetlenmistir.

Anahtar Sozciikler: Riemann yiizeyleri, Diizgiin figiirler, Platonik yiizeyler,
Petrie cokgenleri
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ABSTRACT
PLATONIC RIEMANN SURFACES AND PETRIE POLYGONS
Serhan ULUSAN

Ph.D. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Adnan MELEKOGLU
2015, 83 pages

The main topic of this study, which consists of four chapters, is to investigate Petrie
polygons and their symmetry groups corresponding to regular maps on Platonic
Riemann surfaces.

In the first chapter, the topic and the results of the thesis have been introduced.

In the second chapter, basic concepts that are necessary for the main topic of the
thesis have been included.

In the third chapter, Petrie polygons and the corresponding Petrie automorphisms
have been introduced. These are automorphisms that fix the Petrie polygons
setwise but have no fixed points. Moreover, the conjugacy classes of Petrie
automorphisms have been determined. It has been shown that the symmetry group
of a Petrie polygon is dihedral. Then, a formula for the number of all Petrie
polygons of a regular map has been proved, and upper and lower bounds have been
found for this number. The orders of Petrie automorphisms of all reflexible regular
maps of genus one have been determined. The orders of Petrie automorphisms
and the numbers of all Petrie polygons of some well-known families of regular
maps such as Hurwitz maps have been determined. It has also been shown that
the regular maps with identity Petrie automorphisms can only exist on Wimann
and Accola-Maclachlan surfaces. Finally, the orders of Petrie automorphisms, the
numbers of all Petrie polygons and the lengths of Petrie polygons of all reflexible
regular maps of genus up to 15 have been calculated.

In the fourth chapter, the results of the thesis summarized briefly.

Key Words: Riemann surfaces, Regular maps, Platonic surfaces, Petrie polygons
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1. GIRIS

X bir kompakt Riemann yiizeyi olmak iizere, sonlu ve baglantili bir G cizgesinin
(grafinin) X yiizeyine gomiilmesine (embedding) X iizerinde bir figiir (map) denir.
X\ G, her biri bir agik diske homeomorf olan cokgenlerden olusur ve bunlar figiiriin
yiizleri olarak adlandirilir. Eger bu yiizler eglesik (congruent) ve G ¢izgesinin
koselerinin derecesi esit ise bu figiire bir diizgiin figiir denir. Bu durumda X yiizeyi
bir Platonik Riemann yiizeyi olarak adlandirilir. Her diizgiin figiir izerinde, Petrie
cokgeni adi1 verilen ve yiizey iizerindeki ilgili ¢cizgenin baz1 ardisik kenarlarindan
olusan kapali zikzaklar bulunur 6yle ki ardigik ii¢ kenar ayn1 yiize komsu olamaz.
M bir diizgiin figiir ve C bu figiiriin 2k kenarli bir Petrie ¢okgeni olsun. M
figiiriiniin, mertebesi k olan ve C ¢okgenini kendisine gotiiren iki otomorfizmasinin
oldugu bilinmektedir [9]. Bu otomorfizmalar, C ¢okgeninin Petrie otomorfizmalari

olarak adlandirilir.

Bu calismanin ikinci bolimiinde, tezin ana konusu i¢in gerekli olan
bazi temel bilgiler yer almaktadir. Uciincii  boliimde ilk olarak Petrie
otomorfizmalarinin eglenik siniflar1 belirlenecek ve Petrie ¢okgenlerinin simetri
gruplarinin dihedral oldugu gosterilecektir. Ayrica, Petrie ¢cokgenlerinin simetri
gruplarindaki elemanlar sabit noktalar1 ve yonii koruyup korumamalarina gore
siniflandirilacakti.  Daha sonra, verilen bir diizgiin figiiriin biitiin Petrie
cokgenlerinin sayisini veren bir formiil ispatlanacak ve bu sayr icin alt ve
ist smurlar arastirnllacaktir.  Bu formiil yardimiyla Petrie otomorfizmalarinin

mertebeleri icin {ist sinirlar belirlenecektir.

Cinsi 0 olan diizgiin figiirlerin Petrie ¢okgenleri Harold Scott MacDonald Coxeter
(1907-2003) tarafindan incelenmistir [9] ve bu ¢alismadan elde edilen sonuclar
iciincii bolimde verilecektir. Daha sonra cinsi 1 olan tiim yansimali diizgiin

figlirlerin Petrie otomorfizmalarinin mertebeleri ve biitiin Petrie ¢okgenlerinin
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sayilar1 hesaplanacaktir. Ek olarak Wiman ve Accola-Maclachlan figiirleri gibi iyi
bilinen baz1 diizgiin figiir ailelerinin Petrie otomorfizmalarinin mertebeleri ve biitiin
Petrie ¢cokgenlerinin sayilar1 belirlenecektir. Ayrica, Petrie otomorfizmalari birim
olan diizgiin figiirlerin sadece Wiman ve Accola-Maclachlan yiizeyleri iizerinde
bulundugu gosterilecektir. Boylece, Wiman ve Accola-Maclachlan ylizeylerinin
yeni bir karakterizasyonu elde edilecektir. Son olarak, cinsi 15’e kadar olan
yansimali diizgiin figiirlerin Petrie otomorfizmalarinin mertebeleri, biitiin Petrie

¢okgenlerinin sayilar1 ve uzunluklar1 hesaplanacaktir.



2. TEMEL BILGILER

Bu béliimde, bu ¢aligsma icin gerekli baz1 temel bilgiler ve tanimlar verilecektir.

2.1. Cizgeler (Graflar)

Tamim 2.1.1. V # 0 ve sonlu bir kiime olsun. E C V x V olmak iizere, G = (V,E)
ikilisine bir ¢izge (graf) denir. Burada V kiimesine G ¢izgesinin koselerinin kiimesi

ve E kiimesine de G ¢izgesinin kenarlarinin kiimesi denir.

Tanimm 2.1.2. Ayni iki koseyi birlestiren birden fazla kenara bu iki kose arasindaki
cogul kenar, bir koseyi kendine birlestiren bir kenara ise dongii (loop) denir. Eger

bir G cizgesinde hi¢bir dongii ve cogul kenar yoksa bu ¢izgeye basit ¢izge denir.

Tamm 2.1.3. Bir G ¢izgesinde x ve y koselerini birlestiren bir e = (x,y) = xy kenar1
varsa x ve y koselerine komsu koseler, e kenarina da x ve y koseleri ile bitisiktir

denir.

Tanim 2.1.4. Bir G cizgesinde k tane kenarin wuv, vy, yx,..., wz seklindeki
stralanigina k uzunluklu bir yol denir. Boyle bir yol uvyx...wz ile gosterilir ayrica

u ve z veya z ve u koseleri arasindaki bir yol olarak adlandirilir.

Ornek 2.1.5. Bir G ¢izgesinde u ve v koseleri arasindaki bir yol uyvwywvtzzy

seklinde ise bu yol 10 uzunlugunda bir yoldur ve wv kenarin1 iki kez bulundurur.

Tamim 2.1.6. Bir G cizgesinde bir yolun tiim kenarlari farkli ise bu yola bir iz denir.

Bir iz iizerindeki tiim kogeler de farkli ise bu ize bir patika denir.
Ornek 2.1.7. Bir G cizgesinde uvvytwt yolu bir iz, uvwyzt yolu ise bir patikadir.

Tamim 2.1.8. Bir G ¢izgesinde uvyx...wzu seklindeki yola bir kapali yol denir.
Burada kenarlarin hepsi farkli ise bu yola bir kapali iz, bu izin de her kosesi farkli

ise bu ize bir devir denir.
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Ornek 2.1.9. Bir G cizgesinde uvyvtwu yolu bir kapali iz, tf ve uvwyztu yolllarinin

her biri birer devirdir.

Tamim 2.1.10. Bir G = (V, E) cizgesi icin Ng(u) = {v € V | uv € E} kiimesine u
kosesinin komguluklarinin kiimesi denir ve kisaca N (u) ile gosterilir. Ayrica N(u)
kiimesinin eleman sayisina da u kosesinin derecesi denir ve dg(u) (veya kisaca

d(u)) ile gosterilir.

Tamim 2.1.11. Bir G = (V, E) ¢izgesinde
og =min{d(v):veV} ve Ag=maks{d(v):veV}

seklinde tamimlanan 0 ve A deZerlerine, sirasiyla G c¢izgesinin minimum ve
maksimum derecesi denir. Ayrica bir G cizgesinde § = A = r ise bu ¢izgeye

r-regiiler ¢izge denir.

Bu calismada kullanilacak tiim ¢izgeler regiiler cizge olacaktir.

Tanmim 2.1.12. (i) Bir G = (V,E) ¢izgesinin kose sayisi n olsun. Eger bu ¢izgenin
kenar kiimesi bos kiime ise G ¢izgesine nokta cizge denir ve N, ile gosterilir

(Sekil 2.1). N, ¢izgesi O-regiiler cizgedir.

N N N3 Ny
Sekil 2.1. Nokta cizgeler
(i) Kose ve kenarlarimin kiimesi swrasiyla V. = {vi,va,...,v,} Ve

E ={viva,vav3,...,vy_1vy} olan bir G= (V,E) c¢izgesine vi,v,-yol ¢izgesi

denir ve P, ile gosterilir (Sekil 2.2). P, ¢izgesinin kenar sayist n — 1 olur.



Sekil 2.2. Yol cizgeler

(iii) Biitiin kogelerinin derecesi 2 olan cizgeye n-dongii ¢izge denir ve C, ile
gosterilir (Sekil 2.3). C, cizgesi 2-regiiler ¢izgedir ve bu ¢izgenin kenar sayis1 n

olur.

- A L

Cy C3 Cy Cs

Sekil 2.3. Dongii gizgeler

(iv) Bir cizgede tiim koge ciftleri arasinda sadece bir kenar varsa bu ¢izgeye n-tam

cizge denir ve K, ile gosterilir (Sekil 2.4). K, cizgesi (n— 1)-regiiler ¢izgedir ve bu
nin—1)
2

cizgenin kenar sayisi olur.

AN

K_ 3 K4 Jl‘r{S

Sekil 2.4. Tam cizgeler

(v) Bir ¢izgede sadece bir kdsenin diger biitiin koselerle arasinda yalniz bir kenar

varsa bu ¢izgeye yildiz ¢izge denir ve S, ile gosterilir (Sekil 2.5). Daha net olarak
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Se=({1,2,3,...,n+1},{li | 1 <i<n+1}) dir ve bu ¢izgenin kenar ve kdse

sayilari sirastyla n ve n+ 1 olur.

<

Sekil 2.5. Yildiz cizgeler

S4

(vi) Bir G = (V, E) ¢izgesi i¢in, V. = AUB ve ANB = 0 olsun. Eger G cizgesinin
kenarlari; A kiimesindeki her bir koseyi, B kiimesindeki bir koge ile birlestiriyorsa
yani £ C A x B ise bu cizgeye iki par¢ali ¢izge denir (Sekil 2.6). A ve B kiimelerine

ise G cizgesinin parca kiimeleri denir.

Sekil 2.6. ki parcal cizgeler

(vii) Bir G = (V,E) ¢izgesi igin, V. =AUB ve ANB = 0 ayrica A kiimesinin
eleman sayis1 r, B kiimesinin eleman sayisi s olsun. Eger G cizgesinin kenarlari;
A kiimesindeki her bir koseyi, B kiimesindeki tiim koseler ile birlestiriyorsa yani
E = A x Bise bu cizgeye iki parcal1 tam ¢izge denir ve K, ile gosterilir (Sekil 2.7).

K, ¢izgesinin rs tane kenar1 vardir.

K3 K3

Sekil 2.7. Iki tam pargal cizgeler



2.2. Topolojik Gruplar

Tamm 2.2.1. (G, ) bir grup ve aym zamanda bir topolojik uzay olsun. Eger her
g,h € Gigin,

0:GxG—G, a(gh)=gx*h

B:G—G, Blg)=g""
seklinde tanimlanan o ve 3 doniisiimleri siirekli ise G grubuna bir topolojik grup

denir. Ayrica aksi soylenmedikge g+ h = gh ile gosterilecektir.

Ornek 2.2.2. (R,+) grubunun Oklid topolojisi ile birlikte diisiiniildiigiinde bir
topolojik grup oldugunu gérelim. Her x,y € R i¢in, o ve 8 fonksiyonlar1 asagidaki

gibi tanimlansin;

o0:RxR—R, alx,y) =x+y,

B:R-R  B()=—y.

Bu fonksiyonlarin siirekli oldugunu gostermek icin, Oklid topolojisinin verilen
bir tabaninda bulunan tiim kiimelerin bu fonksiyonlar altinda ters goriintiilerinin
sirastyla R x R ve R topolojik uzaylarinda agik olduklarini gostermek gerekir. Bu
durumda ¢,d € R ve ¢ < d olmak iizere, (c,d) agik araliklarindan olusan ailenin
Oklid topolojisi icin bir taban oldugu bilindiginden,

B~ '(c,d)] = (=d,—c) ve a'[(c,d)] ={(x,y) ERxR|c<x+y<d} alt
kiimelerinin sirastyla R Oklid topolojik uzay1r ve R x R carpim uzayinda agik
olduklari kolayca gosterilebilir. Boylece, o ve  doniistimleri siireklidir ve (R, +)

toplamsal grubu bir topolojik gruptur.

Ornek 2.2.3. Benzer sekilde (C,+) ve (Z,+) gruplarmin Oklid topolojisi ile

birlikte ele alindiginda birer topolojik grup oldugu goriiliir.

Tanim 2.2.4. G bir topolojik grup olsun. G grubunun biitiin tek noktali alt kiimeleri
acik ise G topolojik grubuna bir ayrik grup denir. Bu durumda, ayrik topoloji ile

birlikte diistiniildiigiinde her grup bir ayrik grup olur.
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Tanmm 2.2.5. X bir topolojik uzay ve A, X uzaymin bir alt uzayr olsun. Her
a € A noktasinin U NA = {a} olacak sekilde bir U komsulugu varsa, A uzayina

X topolojik uzayinin bir ayrik alt uzay1 denir.

Tamim 2.2.6. G bir topolojik grup ve H, G grubunun bir alt grubu olsun. Eger H, G
topolojik uzayinin bir ayrik alt uzayi ise H grubuna G grubunun bir ayrik alt grubu

denir.

Ornek 2.2.7. (Z,+) grubu (R,+) grubunun bir ayrik alt grubudur.

2.3. Grup Etkisi

Tamim 2.3.1. G bir grup ve X # 0 bir kiime olsun. Her x € X ve her g1, g2 € G i¢in,
asagidaki sartlar saglayan

O:GxX—=X

doniisiimiine G grubunun X kiimesi iizerine bir etkisi denir:

(i) ¢(e,x)=x,
(i) 9(g182,x) = ¢(g1,0(g2,x)).

Burada e, G grubunun birim elemanidir.
Ornek 2.3.2. G bir grup ve A # 0 bir kiime olsun. Her a € A ve her g € G igin,
0:GxA—A, ¢(g,a)=a

seklinde tanimlanan ¢ doniisiimii G grubunun A kiimesi iizerine bir etkisidir. Buna

agikar etki denir.

Ornek 2.3.3. G bir grup olsun. Her g,/ € G icin,

9:GxG—G, ¢(g,h)=gh
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seklinde tanimlanan ¢ doniisiimii G grubunun kendi iizerine bir etkisidir. Ciinkii

her g € G igin, ¢(e,g) = g ve her g1,g2,h € G igin,

0(g182,h) = g182h = g10(82,h) = 9 (g1,9(g2,h))

esitligi saglanir. Dolayisiyla ¢ doniisiimii G grubunun kendi iizerine bir etkisi olur.

Ornek 2.3.4. X bir topolojik uzay ve G = {g | g : X — X bir homeomorfizma}
olsun. G kiimesi fonksiyonlarda bileske islemine gére bir gruptur. Bu durumda her
xeX veherge Gigin, ¢ : GxX — X ve ¢(g,x) = g(x) seklinde tanimlanan ¢

doniisiimii G grubunun X kiimesi {izerine bir etkisidir.

Tanim 2.3.5. G bir grup, X # 0 bir kiime ve ¢ : G x X — X doniisiimii, G grubunun
X kiimesi iizerine bir etkisi olsun. Eger her x,y € X i¢in ¢(g,x) = y olacak sekilde

bir g € G varsa, G grubunun X kiimesi lizerine etkisi ge¢islidir (transitive) denir.

Tamim 2.3.6. G bir grup, X # 0 bir kime ve ¢ : G x X — X doniigimii, G
grubunun X kiimesi {izerine bir etkisi olsun. Eger x # y ve u # v ozelligindeki
her x,y,u,v € X elemanlar1 igin ¢ (g,x) = u ve ¢(g,y) = v olacak sekilde bir g € G

varsa, G grubunun X kiimesi iizerine etkisi cift gecislidir denir.

2.4. Boliim (Yoriinge) Uzaylar:

Tamim 2.4.1. X bir topolojik uzay ve G = {g | g : X — X bir homeomorfizma}
olsun. G kiimesinin fonksiyonlarda bileske islemine gore bir grup oldugu ve her

x € X ve her g € G icin,
$:GxX =X, ¢(g.x)=gx)

seklinde tanimlanan ¢ doniisiimiiniin de G grubunun X kiimesine bir etkisi oldugu
biliniyor. Bu sartlar altinda, X uzayinin asagidaki 6zellikleri saglayan kapali bir K

alt kiimesine G grubu icin bir temel bolge denir:
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(1) Uges(K) =X,

(ii) Her g € G\ {e} icin, KN g(K) = 0.

Burada IO{ ile K kiimesinin i¢i, e ile de G grubunun birim elemani1 gosterilmektedir.

Ornek 2.4.2. f:C — C ve f(z) = z+ 1 olarak tamimlanan f fonksiyonu sonsuz
devirli bir G grubu iiretir. Sekil 2.8 deki tarali olan F kiimesi bu G grubu i¢in bir

temel bolge olur.

R T Y Y Y O W

8]
A T T (T

Sekil 2.8. (z — z+ 1) grubu i¢in bir temel bolge

Tamim 2.4.3. G bir grup, X # 0 bir kiime ve ¢ : G x X — X doniisiimii, G grubunun
X kiimesi iizerine bir etkisi olsun. a € X i¢in, G, = {¢(g,a) | g € G} kiimesine
a noktasinin yoriingesi ve S, = {g € G| ¢(g,a) = a} kiimesine de a noktasinin

sabitleyeni denir.

Tamm 2.4.4. X bir topolojik uzay ve G, X uzayina etki eden bir grup olmak iizere

G, kiimesi, x € X noktasinin yoriingesi olsun. Her x,y € X icin,
vvxﬁy<:>y G Gx”

olarak tamimlanan  bagintis1 bir denklik bagintisidir. Bu denklik bagmtis1 X
uzayini denklik siniflarina ayirir. Bu denklik bagintisina gore bir x elemaninin
denklik sinifi, x elemaninin ydriingesidir ve denklik smniflarinin olusturdugu
X/B ={G,|xeX} ailesi de bolim kiimesidir. 7(x) = G, olarak tanimlanan

7 : X — X /P fonksiyonu da bsliim fonksiyonudur. Bu durumda,
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t={ACX/B|n ' (A), X uzayinda agiktir}

olarak tamimlanan 7 ailesi X/f kiimesi iizerinde bir topoloji olusturur. Bu
topolojiye boliim topolojisi denir. X/B kiimesi bu topolojiyle birlikte
diisiiniildiigiinde bir topolojik uzaydir ve X /B topolojik uzayina boliim uzayi veya

yoriinge uzay1 denir.

Burada X /f bolim uzayinin elemanlar1 G grubuna gére yoriingeler oldugundan,
X/B yerine X /G notasyonu kullamilacaktir. Ayrica, X/G geometrik olarak su
sekilde elde edilir. K, G grubu i¢in bir temel bolge olsun. Temel bolge tanimindan
dolayr K kiimesinin iki farkli i¢ noktasi aynm yoriingede bulunamaz ama siniri
iizerinde birden fazla nokta ayn1 yoriingede bulunabilir. Burada K kiimesinin sinir1
iizerinde ayn1 yoriingede bulunan noktalar uygun sekilde birlestirilirse X /G yiizeyi

elde edilir.

Ornek 24.5. f,g:C = C, f(z) =z+1 ve g(z) = z+i seklinde tanimh
fonksiyonlar olsun. Bu f ve g fonksiyonlar1 C iizerine etki eden ve (Z x Z,+)
grubuna izomorf olan bir G grubu {iretirler. Koseleri 0,1, ve 14 olan kare, G
grubu i¢in bir temel bolgedir. Bu karenin kenarlari iizerinde ayni yoriingeye sahip
noktalar uygun sekilde birlestirilirse boliim uzayi olarak Sekil 2.9 daki gibi bir tor

yiizeyi elde edilir.

i 1+

~J-®

Sekil 2.9. iki 6teleme tarafindan iiretilen grubun boliim uzay1

0 1
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Ayrica karmagik diizlemde; kenar uzunluklari 1 birim ve kenarlar1 eksenlere paralel
olan herhangi bir karenin yukaridaki 6rnekte verilen G grubu igin bir temel bolge

oldugu kolayca goriilebilir.

2.5. Mobius Doniisiimleri

a,b,c,d € C,ad—bc#0ve T :CU{ oo} — CU{eo} olmak iizere,

B az+b

T(z) =
(z) ot d

seklindeki doniisiimlere Md&bius doniisiimleri denir. Bu doniisiimlerin kiimesi
bilegke islemine gore bir grup olusturur. Bu grup projektif genel lineer grup olarak

adlandirilir ve PGL(2,C) notasyonuyla gosterilir.

_ az+b
" cz+d

T(z)

seklindeki doniisiimlerin olusturdugu grup ise bir projektif 6zel lineer gruptur ve

(a,b,c,d € R ve ad—bc=1)

PSL(2,R) notasyonuyla gosterilir. PSL(2,R) grubundaki doniisiimlerle birlikte

B az+b
cZ+d

T(z) (a,b,c,d €R ve ad —bc=—1)

bicimindeki doniisiimleri de igeren kiime bir gruptur. Bu grup PGL(2,R)

notasyonuyla gosterilir ve PSL(2,IR) bu grubun indeksi iki olan bir alt grubudur.

Bir T doniisiimii,

_az+b
" cz+d

T(z) (a,b,c,d €R ve A=ad—bc>0) 2.5.1)

biciminde olsun. 7 doniisiimiinde pay ve payday1 v/A ya bolersek

oy GG
(R)z2+(73)
R, . a d b c .
doniigimiinii elde ederiz. Buradan (ﬁ)(ﬁ)_(ﬁ)(ﬁ) =1 oldugu ve

(2.5.1) doniigiimiiniin PSL(2,R) grubunun elemani oldugu goriiliir.
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PSL(2,R) grubu,

z—az+b (a,peR ve a>0)

Vaz+ %
seklindeki doniisiimleri de icerir. Ciinkii  az+b = 071 ve
| Z+ %
A= (\/a)(%) = 1dir. (2.5.1) doniisiimii
() = (az+b)(cz+d)  (aczz+bd)+ (adz+ bcz)

lcz+d|? lcz+d|?
bigiminde yazilabilir. z = x+ iy olmak iizere T (z) = u+ iv karmagik sayisinin sanal
kismi
(ad —bc)y

olarak bulunur.

H = {x+iye C|y>0} kiimesi st yar1 diizlem olmak iizere, ad —bc > 0

oldugundan 7 doniisiimiiniin H kiimesini kendisine resmettigi agiktir.

Teorem 2.5.1. PSL(2,R) grubu H iizerinde gecislidir, R U {0} iizerinde c¢ift
gecislidir.

Ispat: (Jones ve Singerman, 1987). O

Teorem 2.5.2. Mobius doniisiimleri cemberler ve dogrulari, c¢emberler ve

dogrulara resmederler.

Ispat: (Churchill ve Brown, 1990). O

2.6. Bir Cember Uzerinde Yansima (Inversion)

C, Sekil 2.10 da goriildiigii gibi karmasik diizlemde merkezi p, yaricapi r olan bir
cember ve z € C\ {p} olsun. p noktasindan baglayip z noktasindan gegen yari
dogru iizerinde,

lz—pllw—p| =1 (2.6.3)
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esitligini saglayan bir tek w noktasi vardir. Boylece, z noktas1 C cemberi iizerinde

yansitildidinda goriintiisii (2.6.3) denklemindeki kurali saglayan w noktasi olur.

W

C

Sekil 2.10. Bir cember iizerindeki yansima

C cemberi iizerinde bu sekilde elde edilen yansimaya inversiyon denir ve I¢
notasyonuyla gosterilir. Ic : C\ {p} — C\ {p} bir fonksiyondur ve bu fonksiyon
cemberin merkezi hari¢, gemberin, icindeki noktalar1 digindaki noktalara, digindaki
noktalari icindeki noktalara resmeder. I¢c doniigiimii cember tizerindeki noktalarin

her birini sabit tutar. z # p olmast durumunda,
(@=P)w—p)| = z=pllw—p| = 2= pllw—p| =1
bulunur. Bu esitlikte arg (z — p) = arg (w — p) oldugundan

arg(z—p)(w—p)=0
olur. Boylece,
zZ-p)(w—p)=r

bulunur ve sonug olarak /¢ doniisiimiiniin denklemi;

2
.
w=lc(z)=p+—— (2.6.4)
=p
seklinde elde edilir [27]. Eger p = 0 ve r = 1 olarak alinirsa birim ¢ember

tizerindeki yansima elde edilir ve bu yansimanin denklemi;

olarak bulunur.
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2.7. Hiperbolik Diizlem

Uzerinde, bir L dogrusu ve bu dogruya ait olmayan bir p noktas1 verildiginde, p
noktasindan gecen ve L dogrusunu kesmeyen birden fazla dogruyu bulunduran bir

diizlem arayig1 sonucunda hiperbolik diizlem ortaya ¢ikmustir.
x=0—tan6, y=sechf, 0 € [0,+c)

parametrik denklemleri ile verilen ve cekme egrisi (tractrix) olarak bilinen egrinin,
x ekseni etrafinda 360 derece dondiiriilmesi ile elde edilen yiizey aykir kiire
olarak adlandirilir (Sekil 2.11). Bu yiizeyin her noktasi bir eyer noktasidir ve her
noktasindaki Gauss egriligi —1 dir. Aykir kiire yerel olarak hiperbolik diizleme

1izometriktir [4].

Sekil 2.11. Aykir kiire

Uzerindeki geometrinin daha kolay anlagilabilmesi igin hiperbolik diizlemin
degisik modelleri ortaya konulmustur. En ¢ok kullanilan modeller, iist yar1 diizlem

modeli ve birim daire modeli olarak adlandirilan modellerdir.

Ust yar1 diizlem modeline gore hiperbolik diizlem; iizerinde tanimli
dx? + dy?
g5 Var+dy?
y

uzaklik fonksiyonu ile
H={x+iyeC|y>0}
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kiimesidir. H modeline gore hiperbolik diizlemdeki dogrular, reel eksene dik olan
Oklid dogrular1 ve merkezi reel eksende olan ¢emberlerin, H kiimesi i¢inde kalan

kisimlandir (Sekil 2.12).

ffg

Sekil 2.12. Hiperbolik dogrular

Sekil 2.12 de gosterilen d, dogrusunun bir ucu reel eksen tizerindedir, diger ucunun

ise sonsuzda oldugu kabul edilir.

Tanim 2.7.1. H modelinde iki farkli hiperbolik dogru d; ve d» olsun. Bu durumda;

(i) RU{eo} iizerinde bu d; ve d, dogrularinin bir tek ortak noktalari varsa dogrular
paraleldirler (Sekil 2.13 a).

(ii) RU{eo} ve H iizerinde d; ve dp dogrularinin higbir ortak noktalari yoksa bu
dogrular ayrik paraleldirler (Sekil 2.13 b).

(iii)) H modelinde d; ve d» dogrularimin bir tek ortak noktalar1 varsa dogrular

kesigirler (Sekil 2.13 ¢).

.__..d__.. -

Sekil 2.13. Paralel, ayrik paralel ve kesisen hiperbolik dogrular

Birim daire modeline gore hiperbolik diizlem; {izerinde tanimli

2ld
ds = 7| Z|2
1—[z]

uzaklik fonksiyonu ile

D={zeC]|lz|< 1}
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kiimesidir. Bu modele gore hiperbolik diizlemin dogrulari, karmasik diizlemde D
kiimesinin smirim1 dik kesen, Oklid dogru ve ¢cemberlerinin D kiimesinde kalan

kisimlandir (Sekil 2.14).

Sekil 2.14. Birim daire modeline gore dogrular

Yukaridaki tanim, birim daire modelindeki dogrular icin de gecerlidir.

Bu calismada genellikle iist yar1 diizlem modeli kullanilacaktir.

2.7.1. Hiperbolik Metrik

I =1[0,1] ve x,y : I — R tiirevlenebilir fonksiyonlar ve y: 1 — R? egrisi

¥(t) = (x(t),y(t)) seklinde verilsin. y egrisinin Oklid uzunlugu, ds* = dx? + dy*
Vo frdxN2  /dy\2
- & ol
i /0 \/<dt> + (dt)

B :1— Hve B(t) = (x(t),y(t)) olmak iizere 8 egrisinin hiperbolik uzunlugu,
_ dx* + dy?
y2

formiilii yardimiyla

olarak verilir.

ds* formiilii yardimiyla

1 de) 4 (2 1|—
V&) + (&) =
Bl = / ‘ 0 ) g /0 ‘yfg;)‘dt

olarak verilir.

Ornek 2.7.2. b > a > 0 olmak iizere, sanal eksen iizerindeki ia ve ib noktalarii

birlestiren Oklid dogru pargasinin Oklid uzunlugunun b — a birim oldugu biliniyor.
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Sekil 2.15. Hiperbolik dogru pargast

I=1[0,1] i¢in B : I — H egrisi Sekil 2.15 teki ia ve ib noktalar1 birlestiren dogru
pargasi olmak iizere, bu egri B(r) = (0,(b — a)t + a) parametrik denklemine

sahiptir. Bu egrinin hiperbolik uzunlugu;

) (@)
Bla = /01 (‘”)y(;("i) dt:/l\wdt

o (b—a)t+a

' b—a b
_ /()M)tﬂldt:m(b)—ln(a)=1n(a)

olarak bulunur.

Teorem 2.7.3. y: 1 — H bir egrive T € PSL(2,R) ise |T o y|m = |Y|u dir:

Ispat: (Jones ve Singerman, 1987) O

Teorem 2.7.4. Hiperbolik diizlemde iki farkli noktay: birlestiren bir tek hiperbolik

dogru parcasi vardur.

Ispat: (Jones ve Singerman, 1987) O

Tammm 2.7.5. z ve w hiperbolik diizlemde iki nokta olmak iizere, bu iki nokta
arasindaki hiperbolik uzaklik, bu noktalar1 birlestiren hiperbolik dogru pargasinin
uzunlugu olarak tanimlamr ve p(z,w) ile gosterili. Bu sekilde elde edilen
p :H xH — [0,e) fonksiyonu H modelinde bir metriktir ve hiperbolik metrik

olarak adlandirilir.

Teorem 2.7.6. Hiperbolik metrik ile Oklid metrigi ayni topolojiyi iiretirler.

Ispat: (Katok, 1992). O
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2.7.2. Hiperbolik Diizlemin Izometrileri

Tanmm 2.7.7. H hiperbolik diizlem ve p hiperbolik metrik olmak {iizere bir

f : H — H fonksiyonu verilsin. Eger her 71,2, € H i¢in

p(f(z1),f(z2)) = p(z1,22)

esitligini sagliyorsa f fonksiyonuna bir hiperbolik izometri denir.

H modelinin konform izometrileri

az+b
cz+d

(a,b,c,d € R ve ad —bc=1)
bicimindeki Mobius doniigsiimlerinden olugur. Bunlar; &telemeler, rotasyonlar
(donmeler) ve limit rotasyonlar olmak iizere ii¢ tiire ayrilirlar.

H modelinin konform olmayan izometrileri ise

az+b
cz+d

77— (a,b,c,d € R ve ad —bc=—1)

bicimindeki Md&bius doniisiimleridir. Bunlar; yansimalar ve 6telemeli yansimalar

olmak tizere iki tiire ayrilirlar.

Simdi her bir izometri tiiriinii sabit noktalarina gore inceleyelim.

Yansima: Hiperbolik diizlem iizerinde bir d dogrusu verilsin. Bu d dogrusu reel
ekseni dik kesen bir yar1 dogru veya bir yarim ¢cember oldugu biliniyor. Eger
d bir yar1 dogru ise bu dogru iizerinde tanmimlanan yansima Oklid anlamindaki
yansima ile aynidir ve bu yansima; a, d yart dogrusunun reel ekseni kestigi nokta
olmak iizere, T(z) = —Z + 2a bigimindedir. Eger d bir yarim ¢ember ise, bunun
izerindeki yansima d iizerindeki inversiyondur. Her iki durumda da yansima d

dogrusu iizerindeki tiim noktalar1 sabit tutar.

Oteleme: Hiperbolik diizlemde d; ve d, ayrik paralel iki dogru olsun. Bu durumda

d ile dr dogrularinin bir tek ortak dikmesi vardir. Bu dikme d3 ile gosterilsin.
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ds dogrusunun sonsuzdaki noktalar1 A ve B olmak {iizere; dsz dogrusu, d; ve dp

dogrularini C ve D noktalarinda kessin (Sekil 2.16).

Sekil 2.16. Hiperbolik diizlemde 6teleme

C ve D noktalar1 arasindaki hiperbolik uzaklik m olmak iizere, T; ve 7> doniistimleri
sirasiyla d; ve dy dogrulari iizerindeki yansimalar olsunlar. 7 = 75 o 77 doniisiimii
ds ortak dikmesi boyunca bir 6telemedir. 7 doniisiimii hiperbolik diizlemde hicbir
noktay1 sabit tutmaz. Ancak, d3 dogrusunu kiimesel olarak sabit tutar. Ayrica
sonsuzdaki A ve B noktalarimi sabit tutar. zg, d3 iizerinde bir nokta olmak tizere T,
z0 noktasini d3 dogrusu iizerinde 2m kadar oteleyerek T'(zp) noktasina gotiiriir. 7
doniisiimiiniin tersi olan 7! = T} o 7> déniisiimii de d3 ortak dikmesi boyunca bir
otelemedir ve T ile benzer ozelliklere sahiptir. Ancak 7T Otelemesi dz dogrusu
iizerindeki noktalar1 A noktasindan B noktasia dogru otelerken T—! 6telemesi
tam tersi yonde oOteler. Her iki 6telemede de oteleme mesafesi 2m dir. Ayrica T

doniisiimii hiperbolik diizlemde bagka hi¢bir dogruyu kiimesel olarak sabit tutmaz.

Rotasyon: Hiperbolik diizlemde d; ve d» dogrulari, aralarindaki a¢i o olacak

sekilde bir A noktasinda kesissinler (Sekil 2.17).

Sekil 2.17. Hiperbolik diizlemde rotasyon

T ve T, sirastyla d; ve dy dogrulart lizerindeki yansimalar olmak tizere T =Ty o T

doniisiimii A noktasim sabit tutan bir rotasyondur. 7~! = T o T} déniisiimii, T
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doniisiimiiniin tersidir ve T rotasyonu ile benzer 6zeliklere sahiptir. 7 ve 7!
doniistimleri hiperbolik diizlemde A noktas1 disindaki noktalar1 A noktas etrafinda

2 kadar dondiiriirler. Fakat dondiirmeler birbirinin tersi yoniinde olur.

Limit Rotasyon: Hiperbolik diizlemde d; ve d, paralel iki dogru ve bu

dogrularinin reel eksende kesistikleri nokta A noktasi olsun (Sekil 2.18).

d>

A
Sekil 2.18. Hiperbolik diizlemde limit rotasyon

dy ve d dogrular iizerindeki yansimalar sirasiyla 77 ve T, olmak iizere, T =T 01>
doniisiimii A noktasini sabit tutar ve 7' doniisiimii, A noktasini sabit tutan bir limit
rotasyon olarak adlandirihr. 7! = 75 o T} déniisiimii, 7 doniisiimiiniin tersidir
ve yine A noktasini sabit tutan bir limit rotasyondur. 7 ve T~! doniisiimleri
A noktasindan gegen hiperbolik dogrular1 yine A noktasindan gecen hiperbolik
dogrulara resmederler ve hicbir hiperbolik dogruyu sabit tutmazlar. Ayrica A
noktasinda kesisen sonsuz hiperbolik dogru cifti bulunabilecegi i¢in A noktasini

sabit tutan sonsuz limit rotasyon oldugu kolayca goriilebilir.

Otelemeli Yansima: Hiperbolik diizlemde d; ve d» ayrik paralel iki dogru ve
dsz; u¢ noktalar1 sonsuzdaki A ve B olan ve d; ve d dogrularim sirasiyla C ve

D noktalarinda dik kesen hiperbolik dogru olsun (Sekil 2.19).

Sekil 2.19. Hiperbolik diizlemde 6telemeli yansima
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T, T, ve Tz doniisiimleri sirasiyla dy, dp ve ds dogrular iizerindeki yansimalar
olmak tiizere T =TioT,0T; doniigsimii d3 dogrusu boyunca bir 6telemeli
yansimadir. Bu doniisiim, d3 dogrusunu kendisine resmeder ve bu dogrunun
sonsuzdaki A ve B noktalarini sabit tutar. zg, d3 dogrusu iizerinde bir nokta ise
T(z0) noktasi da ds dogrusu iizerindedir ve bu iki nokta arasindaki uzaklik C ve D
noktalar1 arasindaki uzakligin iki kat1 kadardir. T doniisiimii hiperbolik diizlemde
d; dogrusu haricinde hicbir dogruyu sabit tutmaz. T~ doniisiimii 7 doniisiimii ile

benzer 6zelliklere sahiptir fakat teleme yonleri birbirlerinin tersidir.

Teorem 2.7.8. Hiperbolik diizlemin yonii koruyan izometrileri cift sayida
yansimanin, yonii korumayan izometrileri tek sayida yansimanin bileskesi olarak

ifade edilebilirler.

Ispat: (Stillwell, 1992). O

2.7.3. Hiperbolik Ucgenler

[, m ve n pozitif tam sayilar olmak iizere, hiperbolik diizlemde kenarlar1 hiperbolik
T T y/

dogru parcalari ve i¢ agilari T ve — radyan olan bir iiggene bir (/,m,n)-tiggeni
m n

denir.

Teorem 2.7.9. [,m,n € Z* ve 7 + — + — < 1 olmak iizere bir (I,m,n)-ii¢geni
m n

daima mevcuttur.

Ispat: (Jones ve Singerman, 1987). |

Bu calismada daha ¢ok (2,m,n)-liggenleri incelenecektir. Oklid geometrisinde
trigonometrik fonksiyonlarin tanimi i¢in benzer iiggenler kullamilir. ~ Ancak
hiperbolik geometride i¢ acilarinin Olciileri ayni olan iki iiggen eglesiktir.
Dolayisiyla, hiperbolik iicgenlerin kenar uzunluklari, asagida verilen hiperbolik

Kosiniis ve Siniis kurallar1 yardimiyla bulunabilir.
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Teorem 2.7.10. Kenar uzunluklart a,b,c ve bu kenarlarin karsisindaki acilar

strastyla o, B,y > 0 olan bir hiperbolik iicgende asagidaki kurallar gecerlidir:

(i) coshc = cosha coshb —sinha sinhb cos?,

cosa cosf3 +cosy
sina sinf

Ispat: (Beardon, 1983). a

(ii) coshc =

Yukaridaki teoremde verilen formiiller hiperbolik Kosiniis kurallar1 olarak

adlandirilir.

Teorem 2.7.11. Kenar uzunluklart a,b,c ve bu kenarlarin karsisindaki acilar

strastyla o, B,y > 0 olan bir hiperbolik ii¢gende asagidaki kural gecerlidir:

sinha B sinh b B sinhc¢

sina sin siny’

Ispat: (Beardon, 1983). O

Yukaridaki teoremde verilen formiile hiperbolik Siniis kural1 denir.

Teorem 2.7.12. T, i¢ acilaruun élgiileri o, B,y olan bir hiperbolik ii¢gen olsun.

Bu durumda, T iicgeninin hiperbolik alani;
AT)=rn—(a+B+7)

Sformiilii ile bulunur.

Ispat: (Beardon, 1983). g

.. T T X
Ornek 2.7.13. T, herhangi bir (2,3,7)-licgeni ve bu iiggenin i3 Ve s radyan
olan i¢ agilarinin karsisindaki kenarlarin uzunluklar sirasiyla a, b ve ¢ olsun

(Sekil 2.20).
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N

c b
Sekil 2.20. Herhangi bir (2,3,7)-iicgeni

Bu hiperbolik iiggen i¢in Kosiniis kuralindan,

T T n T
COS — COS = +CO0s —
2 3 7

. T . T
sin — sin —
2

3
olur ve a = 0,2831282 olarak bulunur. Bir kenarin uzunlugu belli oldugu icin

cosha =

hiperbolik Siniis kuralindan,

sinha sinhb  sinhc
sinE - sinE - sinE
7 3 2
olur. Buradaki esitliklerden yararlanarak ¢ = 0,6206717 ve b = 0,5452744 olarak

bulunur.
Ayrica (2,3,7)-tiggeninin hiperbolik alam ise A(T) = 7 — <— +5+=

olur.

2.8. Fuchs Gruplar
Tanm 2.8.1. PSL(2,R) grubunun bir ayrik alt grubuna bir Fuchs grubu denir.

Ornek 2.8.2. Modiiler grup olarak bilinen

az+b
cz+d

PSL(2,Z) = {z —

a,b,c,d € Z, ad —bc = 1}
grubu PSL(2,R) grubunun ayrik bir alt grubudur dolayisiyla bir Fuchs grubudur.

Ornek 2.8.3. f:H — H, f(z) = z+ 1 olmak iizere, f bir G grubu iiretir. G

grubunun elemanlari,

z—=z+1,z—z4+2,72—2+3,....2—z,z2—z72—1,z—>7-2,...
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seklindeki doniisiimlerdir ve birim eleman (z — z) disindaki doniistimlerin her biri
sonsuzu sabit tutan bir limit rotasyondur. Burada, G grubu (Z,+) grubuna izomorf
olup PSL(2,R) grubunun ayrik bir alt grubu oldugu aciktir. O halde, G bir Fuchs
grubudur.

Ornek 2.8.4. A > 1 olmak iizere T(z) = Az doniisiimii hiperbolik diizlemde bir
otelemedir ve (Z,+) grubuna izomorf olan bir G grubu iiretir. Bu G grubu bir devirli

Fuchs grubudur.

Bir Fuchs grubunun boliim uzay1 bir yiizeydir. Bu yiizeyin topolojik 6zellikleri
gruptaki doniisiimlerin tiiriine baglhdir. Ornegin, limit rotasyon iceren bir Fuchs
grubunun boliim uzayir kompakt olamaz. Sadece Gtelemeler veya rotasyonlar
tarafindan iiretilen Fuchs gruplarinin boliim uzaylari, grubun iirete¢ sayisina gore
kompakt olabilir veya olmayabilir. Ozel olarak, devirli Fuchs gruplarinin boliim
uzaylar1 kompakt degildir. Kompakt ve piiriizsiiz bir yiizey elde edebilmek i¢in ise

ilgili Fuchs grubunun sadece 6telemeler tarafindan iiretilmis olmasi gerekir.

Ornek 2.8.5. 7 : H — H, T(z) = 3z otelemesi devirli bir " Fuchs grubu iiretir.

Asagida sol sekildeki K bolgesi I' grubu i¢in bir temel bolgedir.

0

Sekil 2.21. (z — 3z) grubu i¢in temel bélgeler

Ayrica, T(K), T*(K) = (T o T)(K), ..., T"'(K), T"2(K), ... bolgelerinin her biri
ve sag sekildeki K* bolgesi de I' grubu i¢in bir temel bolgedir. I" grubunun bir
temel bolgesinin ayn1 yoriingeye sahip noktalart uygun sekilde birlestirilirse H/T"

boliim uzayi olarak sonsuz bir silindir elde edilir.
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Ornek 2.8.6. F, hiperbolik diizlemde i¢ agilart % radyan olan bir diizgiin sekizgen
olsun. Bu sekizgenin ayni numaralandirilmis kenarlarini birbirine resmeden
otelemeler oldugu biliniyor. Bu 6telemeler bir I' Fuchs grubunu iiretirler ve F,
I" icin bir temel bolge olur. H/T" yoriinge uzay1 ise asagidaki sekildeki gibi iki
delikli bir yiizeydir. F ¢okgeninin tiim koseleri H/T yiizeyi iizerinde ayn1 noktaya

karsilik gelir.

Sekil 2.22. Diizgiin sekizgenden elde edilen yiizey

T

Benzer sekilde g, 1’den biiyiik bir tamsay1 ve K, hiperbolik diizlemde i¢ acilari o
8
radyan olan 4g kenarl bir diizgiin ¢cokgen olsun. g = 2 durumunda oldugu gibi, 2g
tane hiperbolik oteleme tarafindan iiretilen bir I' Fuchs grubu mevcuttur ve K, T’

icin bir temel bolgedir. Bu I'" grubu

<a1,b1,...,ag,bg ‘ a1b1af1bf1...agbga;1bgl = 1>

bi¢imindedir. Bu durumda H/T, g delikli bir yiizeydir ve K ¢okgeninin tiim
koseleri bu yiizey tizerinde ayni noktaya karsilik gelir [14].

2.8.1. Ucgensel Gruplar

S, Sekil 2.23 te gosterilen koseleri A, B, C, kenarlar1 a, b, c ve k, [, m birden biiylik

1

ve % + 7 + — < 1 ozelligini saglayan pozitif tamsayilar olmak iizere, i¢ agilar
m

T /4

7 ve — radyan olan hiperbolik bir iicgen ve bu ii¢genin kenarlar {izerindeki

T
k’ m
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yansimalar sirasiyla o, B ve y olsun. S hiperbolik iiggeninin b kenari tizerindeki 3
yansimasi altinda goriintiisii 3(S) hiperbolik ticgenidir. Ayni sekilde S ii¢geninin

diger kenarlar iizerindeki yansimalar altinda da goriintiileri hiperbolik {i¢genlerdir.

a

Sekil 2.23. Bir hiperbolik tiggenin kenarlari tizerindeki yansimalar

Bu tiggenler kenarlari iizerinde tekrar yansitilir ve bu gekilde devam edilirse
hiperbolik diizlem i¢ acilar % % ve % radyan olan iiggenlerle kaplanir. of3, By ve
Yo doniisiimleri sirasiyla A, B ve C koselerini sabit tutar ve mertebeleri sirasiyla k,
[ ve m dir. § tiicgeninin kenarlari {izerindeki yansimalar sonlu olmayan bir I'* grubu
tiretir. Bu sekilde elde edilen bir [™* grubuna bir genisletilmis ticgensel grup denir.
Bu grubun iireticileri olan doniisiimler yonii korumayan doniisiimler olduklari i¢in
bu grup bir Fuchs grubu degildir. I'* grubunun konform doniisiimlerden olusan I

alt grubu ise bir tiggensel Fuchs grubu olur.

Yukaridaki sekildeki S tiggeni I'™* grubu igin bir temel bolgedir ve H/T™ bolim
uzay1 topolojik olarak bir disktir. SU B(S) ¢okgeni de I' grubu icin bir temel
bolgedir ve H/I" topolojik olarak bir kiiredir. Ayrica hiperbolik diizlemde p

herhangi bir nokta olmak iizere,

O, ={f(p) [ fel"}

kiimesi p noktasinin yoriingesidir. Bu kiimenin elemani olan noktalardan her biri
yukaridaki tiggenlerden biri lizerinde yer alir. Bu nedenle I', kiimesi hiperbolik

diizlemin ayrik bir alt kiimesidir.
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Bu ¢alismada yukarida tanimlanan I'™* ve I gruplan sirasiyla (k,/,m) ve [k,l,m]

simgeleriyle gosterilecektir.

2.9. Riemann Yiizeyleri

Tanmmm 2.9.1. S baglantili bir Haursdorff topolojik uzay1 olsun. S uzaymin her
s noktas1 karmagik diizlemin bir acik alt kiimesine homeomorf olan, agik bir U

komguluguna sahipse S uzayina bir yiizey denir.

Tamim 2.9.2. S baglantili bir Haursdorff topolojik uzay1 olsun. Bir A = {(U;,®;) }
ailesi agagidaki kosullart sagliyorsa A ailesine, S uzayi icin bir atlas ve (U;, ®;)

ikilisine de bir pafta denir:

(i) Her bir U; C S acik kiimedir ve J;c; U; = S dir,

(i1) Her bir W;, karmasik diizlemin bir acik alt kiimesi olmak {izere,
D, U —W,

doniistimil bir homeomorfizmadir.

Tanim 2.9.3. S bir yiizey olsun. Asagidaki kosullari saglayan {(¢;,U;) | j € J}

ailesi varsa S ylizeyine bir Riemann yiizeyi denir:

(i) {U; | j € J} ailesi § yiizeyinin bir agik ortiisiidiir, yani e, U; = S dir,

(ii) Her bir ¢;, U;’den karmagik diizlemin agik bir alt drtiisiine homeomorfizmadir,
(iii) Eger U = U;NU; # 0 igin,

90i(¢,)"" : 0;(U) — 0i(U)

dontisimii ¢;(U) ve ¢;(U) kiimeleri arasinda analitik bir doniisiimdiir.
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Teorem 2.9.4. Her basit baglantili Riemann yiizeyi asagidakilerden birine konform

denktir:

(i) Riemann kiiresi Co, = CU {oo},

(ii) Karmasik diizlem C,

(iii) Ust yari diizlem H.

Ispat: (Jones ve Singerman, 1987). O
Bir Riemann yiizeyinin cinsi, bu yiizeyin delik sayisidir. Ornegin kiire yiizeyi

deliksiz oldugundan cinsi O iken, bir tor yiizeyinin cinsi 1 dir. Tor yiizeylerinin

baglantili toplamlariyla daha yiiksek cinse sahip yiizeyler elde edilebilir.

Teorem 2.9.5. X, cinsi g > 1 olan bir kompakt Riemann yiizeyi olsun. X ve H /T’

konform denk olacak sekilde bir I" Fuchs grubu vardir.

ispat: (Jones ve Singerman, 1987). O

Teorem 2.9.6. I'y ve I'y iki Fuchs grubu olsun. Bu durumda H/T'; ve H /T

yiizeylerinin konform denk olmalar: icin gerek ve yeter sart gT'1g~" =I'y olacak
sekilde bir g € PSL(2,R) elemaninin mevcut olmasidur.
Ispat: (Jones ve Singerman, 1987). O

Tanim 2.9.7. X bir kompakt Riemann yiizeyi olsun. Eger f : X — X bir izometri

ise bu f doniisiimiine X yiizeyinin bir otomorfizmasi denir.

X ylizeyinin tiim otomorfizmalar1 bilegke islemine gore bir grup olusturur ve bu
grup Aut™X ile ve bu grubun sadece konform otomorfizmalardan olusan alt grubu
ise AurX ile gosterilir. Ayrica, X yiizeyinin cinsi g > 1 ise |[Aur™X| < 84(g—1)

oldugu bilinmektedir. Bu sonu¢ Hurwitz teoremi olarak bilinir.
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Teorem 2.9.8. X = H/T cinsi g > 1 olan bir kompakt Riemann yiizeyi olsun.
NE(T) ve NH([), T grubunun sirastyla PGL(2,R) ve PSL(2,R) gruplarindaki

normalleyenleri olmak iizere,
Aur=X = N*(I) /T ve Aur™X = N*(I')/T

olur.

ispat: (Jones ve Singerman, 1987). O

Teorem 2.9.9. I'y ve I'; iki Fuchs grubuve I'y, I’y grubunun N indeksli bir alt grubu
olsun. A(T'y) ve A(I"2) sirastyla 'y ve Ty gruplarimin birer temel bélgelerinin alan

olmak tizere,

A1) =NA(T?)
olur.

Ispat: (Jones ve Singerman, 1987). O

Yukaridaki teoremde yer alan esitlik, Riemann-Hurwitz formiilii olarak bilinir.

2.10. Diizgiin Figiirler

Tanmim 2.10.1. S bir kompakt Riemann yiizeyi ve G sonlu, baglantili bir ¢izge
olmak iizere G ¢izgesinin S yiizeyine bir gomiilmesine S iizerinde bir figiir denir.
Burada, S\ G agik disklerden olusur ve bu disklerin her birine figiiriin bir yiizii
(face) denir. G cizgesinin kose ve kenarlarina sirasiyla figiiriin kdse ve kenarlari

denir.

Tammm 2.10.2. Bir § Riemann yiizeyi lizerinde bulunan bir figiiriin cinsi, S

yiizeyinin cinsi olarak tanimlanir.

Tammm 2.10.3. M, bir S Riemann yiizeyi iizerinde bulunan bir figiir olsun. §
yiizeyinin, f(M) = M sartiz1 saglayan bir f otomorfizmasina M figiiriintin bir

otomorfizmasi denir.
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O halde bir figiiriin bir otomorfizmas: koseleri kogelere, kenarlar1 kenarlara ve
yiizleri yiizlere gotiiriir. Bir M figiiriiniin tiim otomorfizmalar1 bileske islemine
gore bir grup olusturur ve Aut™ M notasyonuyla gosterilir. M figiiriiniin tiim
konform otomorfizmalari, Aut*M grubunun indeksi iki olan bir alt grubunu

olugturur ve Aut™ M notasyonuyla gosterilir.

Tanim 2.10.4. Bir figiiriin bir v kdsesi ve bu kdseye dogru yonlenmis bir kenardan
olusan ikiliye bir yonlii kenar veya dart denir. Asagidaki sekilde v kdsesine ait bir

dart gosterilmisgtir.

Ve——

Sekil 2.24. v kosesine ait bir dart

Tanim 2.10.5. M, bir S Riemann yiizeyi i{izerinde bulunan bir figiir olsun. Eger
Autt M grubu dartlar iizerinde gegisli ise M figiiriine bir diizgiin figiir denir.

Dolayisiyla bir diizgiin figiiriin yiizleri diizgiin ve 6zdes ¢okgenlerden olugur.

Tamm 2.10.6. M bir diizgiin figiir olsun. M figiiriintin her bir kdgesinin derecesi

m ve her bir yiiziiniin kenar sayis1 n ise M figiirtiniin tipi {m,n} dir denir.

Tamm 2.10.7. M bir diizgiin figiir ve f € Aut™ M olsun. Eger f otomorfizmasi
M figiiriiniin bir kenarina ait olan iki dart1 birbirine gétiiriir ve bu kenara komsu
olan iki yiizii sabit tutarsa f otomorfizmasina M figiiriiniin bir yansimasi denir.

Ayrica an az bir yansimasi olan bir diizgiin figiire yansimalidir denir.

Ornegin, K gizgesinin bir tor yiizeyine gomiilmesiyle elde edilen asagidaki figiiriin

yansimali olmadig1 kolayca goriilebilir.
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Sekil 2.25. Yansimali olmayan bir diizgiin figiir

Bu calismada yansimali diizgiin figiirler ele alinacaktir.

Tanim 2.10.8. M bir S yiizeyi tizerinde tipi {m,n} olan bir diizgiin figiir olsun.
Aymn1 yiizey lizerinde bulunan ancak mevcut diizgiin figiiriin yliz merkezlerini kose,
koselerini ise yiiz merkezi kabul eden diizgiin figiire M figiiriiniin dual figiirti denir
ve M* ile gosterilir. Boylece M* figiiriin her bir kenar1 M figiiriiniin bir kenarini

dik keser. Ayrica, M* figiiriiniin tipinin {n,m} oldugu kolayca goriilebilir.

M, cinsi g ve tipi {m,n} olan bir diizgiin figiir olsun. Ayrica, bu figiiriin yiiz, kose
ve kenar sayilari sirasiyla ||F||, ||V ve ||E|| olsun. Bu durumda, Euler-Poincaré

formiilii olarak bilinen
IF[[+IVII—El=2-2¢

esitligi  gecerlidir. Autt M grubu dartlar ilizerinde gegisli oldugundan,

|Aut™ M| |Aut™ M| |Aut™ M|
7 = 2y - A M A M|

ve |E|| = oldugu kolayca goriiliir.

Bu degerler Euler-Poincaré formiiliinde kullanirsa

MMy
&= 2 2 n m

elde edilir.

Bir diizgiin figiiriin koseleri, kenar orta noktalar1 ve yiiz merkezleri sirasiyla
0,1 ve 2 notasyonuyla gosterilir. Bu notasyon ilk olarak Coxeter tarafindan

kullanilmigtir [9].
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2.11. Diizgiin Figiirlerin Stmflandirilmasi

M bir S yiizeyi tizerinde {m,n} tipinde bir diizgiin figiir ve F, M figiiriiniin bir
yiizii olsun. F' yiiziiniin merkezi, kendisine komgu olan kenarlarin orta noktalarina
ve koselere geodezik dogru parcalariyla birlestirilsin. Boylece F', 2n tane, S ylizeyi

T
ise |Aut® M | tane iiggene boliinmiis olur. Bu iiggenlerin her birinin i¢ agilar1 5
m

T
ve — radyandir. Dolayisiyla bunlar (2,m,n)-ii¢genleridir. Eger M figiiriiniin cinsi
n
0 ise, bu tiggenler kiire iizerindedir ve bu durumda (2,m,n)-ticgeninin i¢ acilart
T T T
toplami — + — + — > 7w olur.
2 m n
1
Diizenleme yapilirsa, cinsi O olan {m,n} tipindeki diizgiin figiirler, — + — > 3
m n
n 1 1 . 1 < 1
m n 2 m n 2

ifadelerinden sirasiyla cinsi 1 ve 1°den biiyiik olan diizgiin figiirler elde edilir.

esitsizligi c¢oOziilerek bulunur.  Benzer sekilde,

2.11.1. Cinsi 0 Olan Diizgiin Figiirler

Yukarida belirtildigi gibi, {m,n} tipindeki bir diizgiin figiiriin kiire iizerinde olmasi
icin gerek ve yeter sart %—F % > % olmasidir. Burada m,n > 2 olmalidir. m =2
icin % > 0 yani n > 0 olup her n degeri igin kiire iizerinde {2,n} tipinde diizgiin
figiirler bulunabilir. Aym sekilde duali olan {n,2} tipinde diizgiin figiirler elde
edilebilir (Sekil 2.26).

{2,n} {n,2}
Sekil 2.26. Kiire iizerinde {2,n} ve {n,2} tipindeki diizgiin figiirler
o1 1 I .. o
m = 3 i¢in 3 +-> 3 esitsizlifinden n < 6 elde edilir. Buradan n = 2,3,4,5
n

degerleri bulunur. n = 2 durumu daha once incelenmisti. O halde, m = 3 durumu

icin {3,3}, {3,4} ve {3,5} tipinde diizgiin figiirler elde edilir. Bunlar sirasiyla
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diizglin dort yiizlii (Tetrahedron), kiip (Hexahedron) ve diizgiin on iki yiizliiye
(Dodecahedron) karsilik gelen figiirlerdir. m = 4 i¢in 7 + % > % esitsizliginden
n < 4 bulunur ve bu durumda, {3,4} figiiriiniin duali olan {4, 3} figiirii bulunur. Bu
figiir de diizgiin sekiz yiizliiye (Octahedron) karsilik gelir. m =5 i¢in ise yeni figiir
olarak {3,5} figiiriiniin duali olan {5,3} figiirii elde edilir. Bu figiir ise diizgiin

yirmi yiizliiye (Icosahedron) karsilik gelir. m > 6 icin yukarida bulunanlarin

disinda yeni diizgiin figiirler elde edilemez.

Sonug olarak, cinsi 0 olan diizgiin figiirler (n > 2 i¢in); {2,n}, {n,2} ve {3,3},
{3,4}, {3,5}, {4,3}, {5,3} tipindeki figiirlerdir (Sekil 2.27).

NE

(3.3} {34} {43 {35} (5,3}

Sekil 2.27. Platonik cisimlere karsilik gelen diizgiin figiirler

2.11.2. Cinsi 1 Olan Diizgiin Figiirler

Herhangi bir {m,n} tipindeki diizgiin figiiriin cinsinin 1 olmasi igin gerek ve yeter
sart P + P % olmasidir. Bu denklem ¢oziilerek, cinsi 1 olan bir diizgiin figiiriin
tipinin {4,4}, {3,6} veya {6,3} oldugu gériiliir. Burada, tipi {3,6} ve {6,3} olan
figlirler birbirinin dualidir ve boyle bir figiirii {izerinde bulunduran yiizey, genis
acilar1 120 derece olan bir eskenar dortgenin karsilikli kenarlarinin uygun sekilde
birlestirilmesiyle elde edilir. Tipi {4,4} olan figiiriin duali ise kendisi ile ayn
tiptedir ve {4,4} figiiriinii iizerinde bulunduran tor yiizeyi, bir karenin karsilikli

kenarlarinin uygun sekilde birlestirilmesiyle elde edilir.

Cinsi 1 olan yansimali diizgiin figiirler iiclincii boliimde ele alinacaktir.
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2.11.3. Cinsi 1’den Biiyiik Olan Diizgiin Figiirler

Herhangi bir {m,n} tipindeki diizgiin figiiriin cinsinin 1’den biiyiik olmas1 igin
gerek ve yeter sart %4—% < % olmasidir. Bu esitsizligi saglayan pozitif tam
sayilarin sonlu olmadig1 agiktir. m,n > 5 olmak iizere {m,n} tipindeki diizgiin
figiirlerin cinsi 1’den biiyiiktiir. m = 3 icin n > 7 ve m = 4 i¢in n > 5 olmalidir.
Benzer irdelemeler n = 3 ve n = 4 durumlari i¢in de gecerlidir. Cinsi 1’den biiyiik
olan diizgiin figiirler sonsuz coklukta olmasina ragmen yukaridaki sartlar1 saglayan
m ve n tam sayilarina karsilik {m,n} tipinde bir diizgiin figiir her yiizey iizerinde
bulunmayabilir. Ornegin, cinsi 2 olan bir yiizey iizerinde {3,7} tipinde bir diizgiin

figlir bulunmaz.

2.11.4. Diizgiin Figiirlerin Otomorfizma Gruplari

S bir Riemann yiizeyi ve M, bu yiizey iizerinde tipi {m,n} olan bir diizgiin figiir
olsun. Daha once agiklandig1 gibi, S yiizeyi (2,m,n)-iiggenlerine boliinebilir.
Bu sekilde elde edilen bir (2,m,n)-iiggeninin 12, 01 ve 02 kenarlar iizerindeki
yansimalar sirasiyla P, Q ve R olsun (Sekil 2.28).

Sekil 2.28. Bir (2,m,n)-iiggeninin kenarlar tizerindeki yansimalar

Bu durumda bu ii¢ yansima Aut™ M grubunu iiretir ve bu grup

(POR|PP=Q*=R*=(PQ)*=(QR)"=(PR)"=---=1) (2115
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bicimindedir. X = PQ ve Y = QR elemanlar1 Aut™ M grubunun indeksi iki olan bir
alt grubunu iiretir. Bu grup Aut™ M grubudur ve

(XY |X*=Y"=(XY)'=--=1)

bicimindedir. Burada (2.11.5) teki bagintilar sonsuz bir grup iiretir fakat cinsi g > 1

olan biitiin Riemann yiizeyleri iizerindeki bir M diizgiin figiirti i¢in
|Aut= M| < 168(g—1)
oldugu bilinmektedir [12]. Dolayistyla Aut™ M grubunu belirlemek igin (2.11.5)

teki bagintilara ek olarak en az bir bagint1 daha gereklidir.

Bu ¢aligmada aksi belirtilmedikge, bir (2,m,n)-iiggeninin 12, 01 ve 02 kenarlari

tizerindeki yansimalar sirasiyla P, Q ve R notasyonuyla gosterilecektir.

2.12. Platonik Riemann Yiizeyleri

Tanimm 2.12.1. § bir Riemann yiizeyi olsun. Eger § yiizeyi iizerinde bir diizgiin

figiir bulunuyorsa bu S yiizeyine bir Platonik Riemann yiizeyi denir.

Teorem 2.12.2. S = H/K bir Riemann yiizeyi ve M, S iizerinde tipi {m,n} olan
bir diizgiin figiir olsun. Bu durumda K, [2,m,n| grubunun bir normal alt grubudur.
Ispat: (Jones ve Singerman, 1978). O
Teorem 2.12.3. M bir S = H/K yiizeyi iizerinde {m,n} tipinde bir diizgiin figiir
olsun. Eger K grubunun PSL(2,R) grubundaki normalleyeni [2,m,n] grubu

ise Aut™ M ve Aut*S gruplart izomorf olur. Aksi halde, Aut™ M grubu Aut™S

grubunun bir oz alt grubudur.

Ispat: (Singerman, 1974). |
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3. DUZGUN FIGURLER VE PETRIE COKGENLERI

Bu boliimde 6ncelikle Petrie cokgeninin tanimi verilip, Platonik Riemann yiizeyleri
izerinde Petrie ¢cokgenlerinin nasil elde edildigi anlatilacaktir. Daha sonra Petrie
cokgenlerinin bazi topolojik ve geometrik ozellikleri ile birlikte bunlarin simetri

gruplar1 incelenecektir.

3.1. Petrie Cokgenleri

Diizgiin ¢ok yiizliiler iizerinde bulunan ve bu c¢ok yiizlillerin kenarlarindan
olusan zikzak seklindeki cokgenlerin varligini ilk olarak John Flinders Petrie
(1907-1972) fark etmistir. Bundan dolay1 arkadasi Coxeter bu cokgenleri Petrie
cokgenleri olarak adlandirmis ve figiirler iizerinde bu cokgenlerin baz1 6zelliklerini

incelemistir [9].

Tanimm 3.1.1. Bir cizgenin herhangi bir kosesinden baglayip zikzak seklinde dnce

sa8a (sola) sonra sola (saga) gidilerek elde edilen bir yola bir Petrie yolu denir.

Benzer sekilde, figiirler icin asagidaki tanim verilebilir.

Tanim 3.1.2. Herhangi bir figiir iizerinde bulunan ve bu figiiriin herhangi ardigik
iki kenar1 aynm yiize komsu olacak fakat ardisik iiciincii kenar1 bu yiize komgu

olmayacak sekilde olusturulan bir ¢cokgene bu figiiriin bir Petrie cokgeni ad1 verilir.

Bir diizgiin figiiriin herhangi bir Petrie ¢okgeni, ilgili ¢izge iizerinde her zaman bir
kapal1 yoldur. Bu yol, bazi cizgelerde kapali iz bazilarinda da devirdir. O halde bir

diizgiin figiiriin bir Petrie cokgeni bir dongii olur.

Petrie cokgeninin tammmindan da anlagsilacagi gibi, bir diizgiin figliriin bir
kenarindan sadece iki farkli Petrie cokgeni gecer. Dolayisiyla, bir diizgiin figiiriin

birden fazla Petrie cokgeni vardir.
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Bu calisma boyunca bir M diizgiin figiiriiniin biitiin Petrie ¢okgenlerinin sayisi
|| Mp]|| notasyonu ile gosterilecektir.

Asagidaki sekilde, tipi {6,3} olan bir diizgiin figiiriin iki farkli Petrie ¢okgeni koyu

cizgilerle gosterilmisgtir.

Sekil 3.1. {6,3} figiiriiniin iki tane Petrie ¢cokgeni

3.2. Petrie Otomorfizmasi

S bir Platonik Riemann yiizeyi ve M, bu yiizey tizerinde tipi {m,n} olan bir diizgiin
figiir olsun. Ayrica C, M figiiriiniin bir Petrie ¢okgeni olsun. ikinci boliimde
aciklandi8i gibi, S yiizeyi (2,m, n)-iiggenlerine boliinebilir. 7', 01 kenar1 C iizerinde
olan bir (2,m,n)-ticgeni ve bu iiggenin kenarlari iizerindeki yansimalar P, Q ve R
olsun. Bu ii¢ yansimanin Aut* M grubunu iirettigi biliniyor. Ayrica X = PQ ve

Y = QR otomorfizmalar1 Aur™ M grubunu iiretirler.

Burada POR otomorfizmasi, C ¢okgeninin herhangi bir kenarini bu kenara komgu
olan bir kenara ve dolayisiyla T ii¢genini bir 77 licgenine gotiiriir (Sekil 3.2).
PORPQR = (PQR)2 otomorfizmasi ise, C ¢okgeninin herhangi bir kenarini, bu
kenara komsu olan kenar1 atlayarak, bir sonraki kenara ve dolayisiyla T ti¢genini,
C cokgeninin kenar orta noktalarindan gecen dogru boyunca oteleyerek bir 7

ticgenine gotiirdir.
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)

13

Sekil 3.2. Petrie otomorfizmasi

(RQP)? otomorfizmasi ise (PQR)? otomorfizmasinin tersidir ve 7' tiggenini ayni
dogru boyunca ters yonde &teleyerek bir 73 liggenine gotiiriir. Bu otomorfizmalara
C cokgeninin Petrie otomorfizmalar1 denir. Bunlar C ¢okgenini kiimesel olarak
sabit tutar. Bu otomorfizmalarin cebirsel 6zellikleri ayni oldugu i¢in, bu caligmada
Petrie otomorfizmas1 olarak genellikle (PQR)? kullanilacak ve P notasyonu ile
gosterilecektir. P otomorfizmasi Aur™ M grubunun yukarida verilen iiretegleri

cinsinden XY ~!X 1Y komiitatoriidiir.

Aut® M grubunun mertebesi sonlu oldugundan, PQR otomorfizmasinin mertebesi
de sonludur. Dolayisiyla, C bir kapali cokgendir ve kenar sayist sonlu olur. Bu

sayinin, P otomorfizmasinin mertebesinin iki katina esit oldugu agiktir.

Teorem 3.2.1. Bir diizgiin figiiriin bir kenarl Petrie ¢cokgeni olamaz.

Ispat: M, {m,n} tipinde bir diizgiin figiir ve bu figiirden elde edilen bir
(2,m,n)-iiggeninin kenarlarindaki yansimalar daha 6nce anlatildig: gibi P, Q ve R
olsun. Bu figiiriin bir Petrie cokgeni bir kenarl1 ise POR doniisiimii birim doniisiim
olur. POR yonii korumayan bir doniisiim oldugundan bu bir celigkidir. O halde bir

diizgiin figiiriin bir kenarli Petrie ¢okgeni olamaz. O

Sonu¢ 3.7.2 de de goriilecegi gibi bazi diizgiin figiirlerin iki kenarli Petrie

cokgenleri olabildiginden asagidaki sonug elde edilmis olur.
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Sonuc 3.2.2. Bir diizgiin figiiriin bir Petrie ¢okgeni en az iki kenarlidur.

Bu ¢alisma boyunca P otomorfizmasinin mertebesi, M diizgiin figiiriiniin Petrie
sayisi olarak adlandirilacak ve k ile gosterilecektir. Bu say1, Aut™ M grubu agik

olarak verildiginde MAGMA yazilimi kullanilarak hesaplanabilir.

3.2.1. Petrie Otomorfizmalarmin Eslenik Simiflar:

S bir Platonik Riemann yiizeyi ve M, bu yiizey tizerinde tipi {m,n} olan bir diizgiin
figiir olsun. P, Q ve R yansimalari Aut™ M grubunun standart iiretecleri olmak
lizere,

PQR = (PQ)(RQP)(PQ) ™"

oldugundan, PQR ve (PQR)~! = RQP doniisiimleri Aut™ M grubunda esleniktir.
O halde (PQR)? ve (RQP)? doniigiimleri de Aut™ M grubunda esleniktir.

Simdi C; ve C;, M figiiriiniin iki farkli Petrie ¢okgeni ve bunlarin Petrie
otomorfizmalar1 sirasiyla Py ve P, olsun.  Awr™ M grubu M Afigiiriiniin
kenarlari iizerinde gegisli oldugundan, f(C;) = G, olacak sekilde bir f € Autt M

otomorfizmasi vardir. Burada fP;f~' = P, olur ve dolayisiyla P; ve P,

otomorfizmalar1 Aut ™ M grubunda esleniktirler.

Bu durumda, M figiiriiniin biitiin Petrie ¢okgenlerine, Aut™ M grubunda bir
eslenik simifi karsilik gelir. Bu eslenik sinifi M figiiriiniin Petrie sinifi olarak
adlandirilacaktir.  Asagidaki sonugta da belirtildigi gibi, Petrie smifindaki

elemanlarin sayis1 M figiiriiniin Petrie sayisina baglidir.
Sonuc 3.2.3. M bir diizgiin figiir ve bu figiiriin Petrie sayist k olsun. Bu durumda;

(i) k=1 ise, M figiiriiniin Petrie sinifinda sadece birim eleman vardir.
(ii) k =2 ise, M figiiriiniin Petrie sintfinda || M p|| tane eleman vardir.

(iii) k > 2 ise, M figiiriiniin Petrie sintfinda 2||Mp|| tane eleman vardir.
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Ispat: M diizgiin figiiriiniin Petrie otomorfizmas1 P olsun. Bu durumda;

(1) k = 1 oldugunda, P = 1 dir. Dolayisiyla, M figiiriiniin Petrie sinifinda sadece

birim eleman vardir.

(ii) k = 2 oldugunda, P? = 1 ve buradan P = P~! dir. Bu durumda her bir Petrie
cokgenine karsilik bir tane Petrie otomorfizmasi vardir. Dolayisiyla, M figiiriintin

Petrie sinifinda || Mp|| tane eleman vardur.

(iii) k£ > 2 oldugunda, P ile P~! esleniktir. Bu durumda her bir Petrie ¢okgenine
kargilik iki Petrie otomorfizmasi vardir. Dolayistyla, M figiiriiniin Petrie sinifinda

2||Mp|| tane eleman vardir. O

3.2.2. Petrie Cokgenlerinin Simetri Gruplari

M, tipi {m,n} olan bir diizgiin figiir ve C, M figiiriiniin bir Petrie ¢okgeni olsun.
Gs={f € Aur*M | f(C)=C} C Aur* M

kiimesini ele alalim. Bu kiimenin Aut™ M grubunun bir alt grubu oldugu grup
teorisinden biliniyor. Bu grup, C ¢okgeninin Petrie grubu olarak adlandirilacaktir.

Simdi G1C3 grubunu belirleyelim.

T, 01 kenari C iizerinde olan bir (2,m, n)-iiggeni ve bu tiggenin kenarlari iizerindeki

P, Q ve R yansimalar1, Aut™ M grubunun standart iiretegleri olsun (Sekil 3.3).

Sekil 3.3. Petrie cokgeni

R otomorfizmast T iiggeninin 0 kogsesini sabit tutan bir yansimadir ve C Petrie

cokgenini kendisine gotiirdiigii Sekil 3.3 ten kolayca goriilmektedir. Dolayisiyla,
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Rc GICJ olur. Ayrica R yansimasi C ¢okgeni iizerinde bir bagka koseyi daha sabit
tutar ve bu iki kose C ¢okgenini iki esit pargaya ayirir. Aut™ M grubunun diger
tireteclerinin C ¢okgenini kendisine gotiirmedigi yine Sekil 3.3 ten goriilebilir. PQ
otomorfizmasi T iicgeninin 1 kosesini sabit tutar ve C ¢cokgenini bu kose etrafinda
180 derece dondiirerek yine kendisine gotiiriir. Dolayisiyla, PQ € GICJ olur. PQ
dontisiimii C ¢okgeninin bir bagka kenar orta noktasini daha sabit tutar ve bu
noktalar C ¢okgenini iki esit par¢aya ayirir. Aut™ M grubunun diger iireteclerinin

G1C3 grubunda olmadiklart Sekil 3.3 ten goriilebilir.

M figiirtiniin Petrie sayist k£ olmak iizere, PQ ve R otomorfizmalarinin
mertebelerinin iki ve POR otomorfizmasinin mertebesinin 2k oldugu bilinmektedir.
Dolayisiyla, GICJ grubu 4k elemanl: dihedral gruba yani Dy, grubuna izomorftur. Bu

grup; PO = A ve R = B olmak iizere,
<A,B | A = B? = (AB)% = 1>
bi¢cimindedir.
GS$ grubunun yonii koruyan doniigiimlerinden olusan alt grubu GSJr notasyonuyla

gosterilsin. Bu grup A ve (AB)? elemanlar tarafindan iiretilir ve 2k elemanli

dihedral gruba yani Dy grubuna izomorftur.

Grup teorisinden, G§ grubunun merkezinin {1, (AB)*} alt grubu oldugu gériiliir.
Benzer sekilde, Gg* grubunun merkezi; k tek say1 ise {1}, k cift say1 ise

{1, (AB)¥/ 21 alt grubudur.

G$ grubunun elemanlari, yonii koruyup korumamalari ve sabit noktalart olup

olmamalarina gore dort sinifa su sekilde ayrilir;

a) {1,(AB)?,(AB)*,...,(AB)**%}: Bu simftaki elemanlar y6nii korurlar ve C
cokgeninin hicbir noktasini sabit tutmazlar.
b) {A,(AB)A(AB)"',(AB)’A(AB)~2,...,(AB)* 'A(AB)™*"}:  Bu simftaki

elemanlarin her biri yonii korur ve C ¢cokgeninin iki kenar orta noktasini sabit tutar.



43

¢) {AB,(AB)*,(AB),...,(AB)*~'}: Bu simftaki elemanlar y6nii korumazlar ve

C ¢okgeninin hi¢bir noktasini sabit tutmazlar.

d) {B,(AB)B(AB)"',(AB)’B(AB)"?,...,(AB)*"'B(AB)"*"1}:  Bu smftaki

elemanlarin hi¢biri yonii korumaz ve C ¢cokgeninin iki kogesini sabit tutar.

Eger C' bagka bir Petrie gokgeni ise, G$ ve G$ gruplarmim izomorf olduklari
aciktir. Dolayisiyla, her M diizgiin figiiriine bir dihedral grup karsilik gelir. Bu
dihedral grup, M diizgiin figiiriiniin Petrie grubu olarak adlandirilacak ve Gp

notasyonuyla gosterilecektir.

3.3. Petrie Cokgenlerinin Sayisi

Bu kisimda, verilen bir diizgiin figiiriin biitiin Petrie ¢okgenlerinin sayisini
hesaplamaya yarayan bir formiil verilecek ve bu sayi icin alt ve {iist sinirlar
belirlenecektir. Ayrica verilen bu formiil yardimiyla, bu figiiriin Petrie sayis1 i¢in

de tist sinirlar belirlenecektir.

Teorem 3.3.1. M cinsi g > 1 olan bir diizgiin figiir ve bu figiiriin Petrie sayisi k

olsun. Bu durumda
|Aut ™ M|

|Mpl = =5

olur.

Ispat: M figiiriiniin Petrie sayis1 k oldugundan, bu figiiriin her bir Petrie ¢cokgeni,
figlirlin 2k tane kenarindan olusur. Ayrica bir diizgiin figiiriin her bir kenar1 yalniz

iki tane Petrie cokgenine ait oldugundan, bu figiiriin biitiin kenarlarinin sayisi

2k Aut™
|E|| = WSH olur. M figiiriiniin tiim kenarlarinin sayis1 ||E| = |”2~A/l‘
Aut™
oldugundan, bu iki esitlik birlestirilerek || Mp|| = |”2kM| elde edilir. 0

Sonug 3.3.2. M cinsi g > 1 olan bir diizgiin figiir olsun. Bu durumda M figiiriiniin

biitiin Petrie cokgenlerinin sayist 1 olamaz.
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Ispat: | Mp| = 1 ve M figiiriiniin Petrie sayis1 k olsun. Bu durumda M figiiriiniin

sadece bir tane Petrie ¢cokgeni vardir ve bunun kenar sayis1 2k olur. Teorem 3.3.1
|Aut ™ M|
2
bu iki esitlikten k = ||E|| elde edilir. Bu da Petrie ¢okgeninin 2k kenarli olmasiyla

geregince 2k = |Aut ™ M| olmalidir. Ayrica ||E|| = oldugu bilindiginden
celigir. Dolayisiyla M diizgiin figiiriiniin biitiin Petrie ¢okgenlerinin sayist bir

olamaz. O

Sonug 3.6.2 ve Sonug 3.6.4 te de goriilecegi gibi sadece iki tane Petrie cokgeni olan

diizgiin figiirler mevcuttur. O halde agagidaki sonuclar elde edilir.
Sonuc 3.3.3. Her diizgiin figiiriin en az iki tane Petrie cokgeni vardir.

Sonuc 3.3.4. M bir diizgiin figiir ve bu figiiriin Petrie sayisi k olsun. Bu durumda,

+
| < g < AuM|

esitsizligi gecerlidir.
|Aut™ M|
2k

bulunur. || Mp|| = 2 igin, k en biiyiik degerini alir ve k =

Ispat: ||Mp| = oldugu Teorem 3.3.1 den biliniyor. Bu esitlikten
e |Aut ™ M| |Aut ™ M|
2[| M| 4
olur. Petrie sayisinin 1 oldugu diizgiin figiirlerin mevcut oldugu Teorem 3.7.1 de

|Aut ™ M|
4

gosterilecektir. O halde, 1 <k < elde edilir. |

M, bir S yiizeyi iizerinde bir diizgiin figiir ve bu figiiriin bir Petrie cokgeni C olsun.
Ayrica ayni yiizey iizerinde bulunan mevcut diizgiin figiiriin dual figiirii M* olsun.
Bu durumda M* figiiriiniin, C ¢okgeninin her bir kenarin1 Sekil 3.4 teki gibi dik

kesen bir C* Petrie cokgeni vardir.

Sekil 3.4. Dual figiiriin Petrie cokgeni
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Boylece |Autt M| = |Aut™ M*| oldugundan, M ve M* figiirlerinin Petrie sayilari
esittir. Dolayisiyla, bu figiirlerin biitiin Petrie ¢cokgenlerinin sayilarinin da esit
olacagr aciktir. O halde bu kisimda, bir diizgiin figiiriin Petrie sayist ve biitiin
Petrie ¢cokgenlerinin sayisi icin verilen biitiin formiil ve sinirlar bu figiiriin dual

figiirli i¢inde gecerlidir.

3.4. Cinsi 0 Olan Diizgiin Figiirlerin Petrie Cokgenleri

Cinsi 0 olan diizgiin figiirler ikinci bolimde agiklanmigti. Bu figiirlerin Petrie
cokgenleri Coxeter tarafindan incelenmigtir [9]. Bu kisimda [9] numarali
kaynaktan yararlanarak bu figiirlerin Petrie sayilar1 ve biitiin Petrie cokgenlerinin

sayilar verilecektir.

M, kiire iizerinde tipi {3,4} olan diizgiin figiir olsun. Bu diizgiin figiir igin
|Aut* M| = 24 oldugu biliniyor ve bu figiiriin bir Petrie ¢okgeni Sekil 3.5 te

gosterilmistir.

Sekil 3.5. {3,4} figiiriiniin bir Petrie ¢okgeni

Bu diizgiin figiiriin 4 adet Petrie cokgeninin oldugu ve her bir Petrie cokgeninin 6

kenarl1 oldugu kolayca goriiliir. Bu sonuglar asagidaki teoremden de elde edilebilir.
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Teorem 3.4.1. Kiire iizerindeki bir diizgiin figiiriin tipi {m,n} olsun ve bu figiiriin

bir Petrie cokgeninin kenar sayisi h olmak iizere;
cos (1t/h) = cos® (n/m) + cos® (m/n)
esitligi saglanir.

ispat: (Coxeter, 1973). O

Cinsi O olan biitiin diizgiin figiirlerin Petrie sayilar1 ve biitiin Petrie ¢okgenlerinin

sayilar1 hesaplanmis ve sonuclar Cizelge 3.1 de verilmigtir.

Cizelge 3.1. Cinsi 0 olan diizgiin figiirlerin Petrie cokgenleri

M | JAut™ M| | Petrie Sayist | || M,
B3| 12 2 3
3,4y | 24 3 3
43| 24 3 3
(3,5Y | 60 5 6
(53} 60 5 6

3.5. Cinsi 1 Olan Diizgiin Figiirlerin Petrie Cokgenleri

Cinsi 1 olan diizgiin figiirler ve bunlarin tipleri ikinci boliimde incelenmisti.
Bu kisimda bu figiirlerden yansimali olanlarin Petrie sayilari ve biitiin Petrie

cokgenlerinin sayilar1 verilecektir.

3.5.1. {4,4} Figiirii

1 1 1
Karmasik diizlemde kogeleri O, 5 ve 3 + Ei olan T iicgenini goz oniine alalim. Bu
ticgen bir (2,4,4)-liggenidir ve P(z) = —Z+ 1, Q(z) =7 ve R(z) = iz doniigiimleri

bu liggeninin kenarlar tizerindeki yansimalardir. Ayrica bu yansimalar

P?= Q> =R* = (PQ)* = (QR)* = (PR)* =1



47

bagintilarini saglar ve dolayisiyla (2,4,4) genisletilmis ticgensel grubuna izomorf
olan bir grup iiretirler. Bu grubu I' ile gosterelim. I' grubunun, z — z+ 1 ve
7 — z+i Otelemeleri tarafindan iiretilen bir normal alt grubu vardir. Bu alt grubu A
ile gosterelim. Koseleri 0, 1, ve 1+i olan kare A grubu icin bir temel bolgedir ve
alani 1 birim karedir. Boylece C/A béliim uzay: bir tor yiizeyidir. Ayrica A, Z[i |
halkas1 olarak diisiiniilebilir [26].

b,c € 7 olmak iizere, T\(z) =z+b+ci ve Tr(z) = z—c+bi telemeleri de A
grubunun bir Q alt grubunu iiretir. Burada i(b + ci) = —c + bi oldugundan Q,
Z[i ] halkasinin bir ideali olarak diisiiniilebilir [26]. Bu ideal (b + ci) esas idealidir.
Ayrica Q ile A gruplarinin izomorf olduklart aciktir. Koseleri 0, b+ ci, —c + bi
ve b—c+(b+c)i olan kare Q grubu i¢in bir temel bolgedir ve bunun alani
b? + ¢? birim karedir. O halde Riemann-Hurwitz formiiliine gore Q grubunun
A grubundaki indeksi b + ¢? olarak bulunur. Burada C/Q boliim uzay1 bir tor
yiizeyidir ve bu tor yiizeyi iizerinde n = b* + ¢? tane kosesi, 2n tane kenari ve n
tane yiizii olan bir diizgiin figiir vardir. Bu figiir {4,4}, . notasyonu ile gosterilir.
Bu diizgiin figiiriin yansimali olmast i¢in gerek ve yeter sart be(b — ¢) = 0 olmasidir
[10]. Bu galigmada yansimal diizgiin figiirler ele alinacagindan, sadece {4,4},

ve {4,4};, yansimal diizgiin figiirleri incelenecektir.

M ve M, sirasiyla {4,4}, 0 ve {4,4}, figiirleri olsun. Autt M, ve Autt* M,

gruplart sirastyla

(P.O.R|P*=0* = K* = (PQ)* = (QR)* = (PR)* = (PROR)" = 1)
ve

(PQ.R| P = Q" == (PQ)* = (QR)* = (PR)* = (QRP)*’ 1)

bigimindedir. Ayrica |[Aut™ M| = 8b* ve |Aut™ My | = 16b? dir [10].
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Teorem 3.5.1. {4,4}, ve {4,4},, figiirlerinin Petrie sayilari b dir.

. 1
Ispat: M, ve M, sirasiyla {4,4}, ve {4,4}, figiirleri olsun. Koseleri 0, 3

1 1
ve 5 + Ei olan T {iggenini gdz Oniine alalim. 7 {icgeninin kenarlar iizerindeki

yansimalar P(z) = —Z+ 1, Q(z) =Z ve R(z) = iz olur. Bu yansimalar Aut= M, ve
Aut™ M gruplarm iiretirler. Ayrica P(z) = (PORPQR)(z) = z+ 1 — i doniisiimii

bu diizgiin figiirlerin her birinin Petrie otomorfizmasi olur.

P(z) = z+ 1 — i doniisimiinin mertebesi Z[i |/(b) grubunda ((1—1i)+ (b))
elemaninin mertebesine esit olur ve bu mertebe b olarak bulunur. Ciinkii

b(1—i) € (b) oldugundan
b((1—i)+ (b)) = b(l—i)+(b)
= Ogp+(b)

Oz /@)

saglanir. Diger taraftan k bir tam say1 ve 0 < k < b i¢in k((1—i) + (b)) = OZ[i]/<b>

olsun. Bu durumda
k((1—i)+ (b)) = Ozm/@
k(1—i)+(b) = 02[!‘]/(’9)
ise k(1 —i) € (b) olarak bulunur. Dolayisiyla k(1 — i) = b(x+ yi) olacak sekilde

bir x,y € Z vardir. Burada bx = k ve by = —k olur boylece b | k olmalidir bu da

kabuliimiizle geligir. O halde {4,4}, ¢ figiiriiniin Petrie say1s1 b olarak bulunur.

Benzer sekilde {4,4}; , figiiriiniin Petrie sayis1 da b olarak bulunur. O

{4,4}p0 ve {4,4},, figiirlerinin Petrie sayilari hesaplandig: i¢in Teorem 3.3.1

kullanilarak agagidaki sonuglar elde edilir.
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Sonug 3.5.2. {4,4}, ve {4,4},, figiirlerinin Petrie ¢okgenleri 2b kenarlidur.
Sonug 3.5.3. {4,4},0 ve {4,4},, figiirlerinin biitiin Petrie cokgenlerinin sayilari

strastyla 2b ve 4b olur.

Asagidaki sekilde {4,4}40 ve {4,4},, figiirlerinin birer Petrie ¢okgenleri kalin

cizgilerle gosterilmigtir.

44 4+4i 4i

0 4 0
{4,4}40 {4,4},,

Sekil 3.6. {4,4}40 ve {4,4}, figiirlerinin birer Petrie ¢okgeni

3.5.2. {6,3} ve {3,6} Figiirii

1 1 3
Karmagik diizlemde koseleri 0, 3 ve 2+\6[i olan T iicgenini goz Oniine
alalim.  Bu iiggen bir (2,6,3)-licgenidir ve P(z)=-z+1, Q(z) = 7 ve
R(z) = e3'z doniisiimleri 7 tiggeninin kenarlar1 {izerindeki yansimalardir. Ayrica

bu yansimalar
P? =0 =R*=(PQ)* = (QR)° = (PR)* =1

bagintilarini saglar ve (2,6, 3) genisletilmis iiggensel grubuna izomorf olan bir grup
tiretirler. Bu grubu I ile gosterelim. I" grubunun, w = ¢ %1 olmak iizere aralarindaki
genis agt 120 derece olan; z — z+ 1 ve z — z+ w Otelemeleri tarafindan iiretilen
bir normal alt grubu vardir. Bu alt grubu ise A ile gosterelim. Koseleri 0, 1, w
ve 1+ w olan paralelkenar A grubu i¢in bir temel bolgedir ve alani \f birim
karedir. Boylece C/A boliim uzay: bir tor yiizeyidir. Ayrica A, Z[w] halkasi olarak
diisiiniilebilir [26].
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b,c € Z olmak iizere, aralarindaki genis ag1 120 derece olan 71 (z) = z+b+c+cw
ve Tr(z) = z — ¢ + bw Otelemeleri de A grubunun bir Q alt grubunu iiretir.
Burada w(b+ ¢+ c¢w) = —c + bw oldugundan Q, Z[w] halkasinn bir ideali olarak
diigiiniilebilir [26]. Bu ideal (—c + bw) esas idealidir. Ayrica Q ile A gruplarinin
izomorf olduklart a¢iktir. Koseleri 0, b+ ¢+ cw, —c +bw ve b+ (b+ c¢)w olan
paralelkenar Q grubu icin bir temel bolgedir ve bunun alani (b2 +bc+ cz) \f birim
karedir. O halde Riemann-Hurwitz formiiliine gore Q grubunun A grubundaki
indeksi b 4 bc + ¢? olarak bulunur. Burada C/Q boliim uzay bir tor yiizeyidir
ve bu tor yiizeyi lizerinde t = b? 4 bc + ¢ tane kosesi, 3¢ tane kenari ve 2t
tane tiggensel yiizii olan bir diizgiin figiir vardir. Bu figiir {6,3}, . notasyonu ile
gosterilir. Bu diizgiin figiiriin yansimali olmast i¢in gerek ve yeter sart be(b—c) =0
olmasidir [10]. O halde {6,3},0 ve {6,3},, yansimali diizgiin figiirleri ile

ilgilenilecektir.

Ayrica {3,6}; . figiirli, {6,3} . figiiriiniin duali oldugundan benzer ozelliklere
sahiptir ve yansimali diizgiin figiirler {3,6}, o ve {3,6}; figiirleridir. Bu figiirlerin

t = b? + bc + ¢ tane iicgensel yiizii, 3¢ tane kenar1 ve 2¢ tane kosesi vardir.

M ve M, sirastyla {6,3},0 ve {6,3}, figiirleri olsun. Auwt™M; ve Aut= M,

gruplart sirasiyla

(PO.R|P*= Q" =R = (PQ)* = (QR)° = (PR)* = (PRORQR)" = 1)
ve

(P.O.R|P*=0* = K> = (PO)* = (QR)° = (PR)’ = (PRORQ)* = 1)
bicimindedir. Ayrica |Aut™ M| = 12b% ve |Aut™ M, | = 36b* dir [10].

Teorem 3.5.4. {6,3}, ve {6,3},, figiirlerinin Petrie sayilari sirastyla b ve 3b dir.
. 1
Ispat: M; ve M, sirastyla {6,3},0 ve {6,3};, figiirleri olsun. Koseleri 0, 3

1 3
ve 3 + \6[i olan T tiggenini goz Oniine alalim. 7 iicgeninin kenarlar1 iizerindeki



51

yansimalar P(z) = —z+ 1, Q(z) =2 ve R(z) = ¢3'Z olur. Bu yansimalar Aur= M

1 3
ve Aut™ M, gruplarim iiretirler. Ayrica P(z) = (PQRPQOR)(z) = 7+ 3" \gi

doniisiimii bu diizgiin figiirlerin her birinin Petrie otomorfizmasi olur.

1 3
P(z) = z + 2—\2[1' doniigiimiiniin -~ mertebesi ~ Z[w]/(b)  grubunda

1 3
((2 - {z) + <b>) elemaninin mertebesine esit olur ve bu mertebe b
_— V3. 3
olarak bulunur. Ciinkii b S b(0+ (—1)w) € (b) oldugundan
1 V3. 1 V3
= Ozp + (b)
= O/
saglanir. Diger taraftan k& bir tam say1 ve 0 < k < b igin

1 V3,
k ((2 — 2;) + <b>> = OZ[w]/(iv) olsun. Bu durumda

1 V3,
k<<2_2’>+<b>> = O/
1 V3,
k<2_2’>+<b> = Ogp1/)
1 V3

1 3
ise k 5~ 2i> € (b) olarak bulunur. Dolayisiyla k (2 - \zfi =b(x+yw)
olacak sekilde bir x,y € Z vardir. Burada x = 0 ve by = —k olur boylece b | k
olmalidir bu da kabuliimiizle gelisir. O halde {6,3}; figiiriiniin Petrie sayis1 b

olarak bulunur.

Ayrica, {6,3},;, figlirinin Petrie sayis1 3b olarak bulunur. Ciinkii
b = (x + yw)(=b + bw) olacak sekilde bir x,y € Z bulunamadigindan
b¢ (—b+bw) olur. Benzer sekilde —b,2b,—2b ¢ (—b+bw) dir. Burada
3b=(—2—w)(—b+bw) bigiminde yazlabildigi igin 3b € (—b+bw) olur.
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1 3
Boylece 3b 3 {z) = (=14+w)(—=b+bw) € (—b+ bw) oldugundan mertebe

3b olur. O

{6,3}50 ve {6,3},, figiirlerinin Petrie sayilar1 hesaplandig: igin Teorem 3.3.1

kullanilarak asagidaki sonuclar elde edilir.

Sonug 3.5.5. {6,3},0 ve {6,3};, figiirlerinin Petrie ¢okgenleri sirastyla 2b ve 6b

kenarlidir.

Sonug 3.5.6. {6,3},0 ve {6,3}, figiirlerinin biitiin Petrie ¢cokgenlerinin sayilart
3b olur.

Asagidaki sekilde {6,3}40 ve {6,3},, figiirlerinin birer Petrie cokgenleri kalin

cizgilerle gosterilmigtir.

4+ dw
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Sekil 3.7. {6,3}40 ve {6,3}, figiirlerinin birer Petrie ¢okgeni

Benzer islemler {3,6}, ve {3,6};, figiirleri i¢in yapildiginda, bu figiirlerin Petrie
sayilarinin sirasiyla b ve 3b oldugu bulunur. Dolayisiyla bu figiirlerin biitiin Petrie

¢okgenlerinin sayilar1 kolayca hesaplanir.

Cinsi 1 olan tim yansimali diizgiin figiirlerin Petrie sayilar1 ve biitiin Petrie

cokgenlerinin sayilar1 hesaplanip Cizelge 3.2 de verilmisgtir.
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Cizelge 3.2. Cinsi 1 olan yansimali diizgiin figiirlerin Petrie cokgenleri

M |Aut ™ M| | Petrie Sayist | ||M,||
{4,4}p0] 40° b 2b
{4,4},,] 8b° b 4b
{6,3}p0| 607 b 3b
{6,3},5| 1807 3b 3b
{3,6}p0| 6b° b 3b
{3,6},5| 1807 3b 3b

3.6. Baz1 Ozel Yiizeyler ve Petrie Cokgenleri

Bu kisimda Wiman, Accola-Maclachlan ve Hurwitz figiirlerinin Petrie sayilari,

biitiin Petrie ¢cokgenlerinin sayilar1 ve uzunluklari incelenecektir.

3.6.1. Wiman Yiizeyleri

Cinsi g > 1 olan bir kompakt Riemann yiizeyinin bir konform otomorfizmasinin
mertebesi 4g + 2 ile iistten stmirlidir. ikinci en biiyiik mertebe ise 4g dir [31]. Bu
mertebelere sahip yiizeyler sirasiyla birinci ve ikinci tip Wiman yiizeyleri olarak

adlandirilirlar.

S1 = H/K; birinci tip Wiman yiizeyi olsun. Bu durumda K; grubunun, simgesi
[2,2¢+ 1,4g + 2] olan I'; iiggensel Fuchs grubu tarafindan normal alt grup olarak
igerildigi, Aut™ S| grubunun I'; /K| grubuna izomorf oldugu [16, 17] ve S yiizeyi
tizerinde tipi {2g + 1,4g + 2} olan bir M diizgiin figiiriiniin bulundugu agiktir.
M, diizgiin figiirii birinci tip Wiman figiirii olarak adlandirilir. Bu diizgiin figiir igin

17l =1,

V|| =2ve ||[E|| =2g+ 1 oldugu bilinmektedir. Burada Aut* M, grubu
Aut*S) grubuna, Aut™ M, grubu Aut®S; grubuna izomorftur. Ayrica Aut™ M
ve Aut™ M gruplarinin da sirastyla Ziag+2 Ve Dyg i gruplarma izomorf olduklar

bilinmektedir.
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Sekil 3.8 de cinsi 2 olan M, diizgiin figiiriiniin yegine yiizii gosterilmistir
ve bu yiiz ayn1 zamanda K; grubu igin bir temel bolgedir. K; grubunun bu
bicimdeki bir temel bolgesinin karsilikli kenarlar1 ayn1 yoriingededir ve dolayisiyla
bu kenarlar birlestirilerek S; yiizeyi elde edilir. M diizgtin figiiriiniin yiiziiniin
merkezi, kendisini cevreleyen kenarlarin orta noktalarina ve koselere geodezik

dogru pargalariyla birlestirildiginde 20 adet (2,5, 10)-iiggenine boliinmiis olur.

Sekil 3.8. Cinsi 2 olan birinci tip Wiman figiirii

S» = H/K; ikinci tip Wiman yiizeyi olsun. Bu durumda K, grubunun, simgesi
[2,4,4¢] olan I'; iiggensel Fuchs grubu tarafindan normal alt grup olarak igerildigi,
Aut™ S, grubunun I’ /K, grubuna izomorf oldugu [16, 17] ve S, yiizeyi lizerinde
tipi {4,4g} olan bir M, diizgiin figiirii bulundugu agiktir. M, diizgiin figiirii ikinci
tip Wiman figiirii olarak adlandirilir. Bu diizgiin figiir icin |F|| = 2, ||V|| = 2g ve
|E|| = 4g oldugu bilinmektedir. Burada Aut ™ M, grubu Aut ™S, grubuna, Aut* M,
grubu Aur™S, grubuna izomorftur. Ayrica her g > 2 icin Autr™ M, grubunun

mertebesi 8g dir ve bu grup

(XY | X*=Y*=(XY)* = (XY)®Y*=1)
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bicimindedir [16]. Bu gruptan yararlanarak Aut™ M> grubunun
(P.O.R| P’ =Q* =R* = (PQ)* = (QR)* = (PR)* = (PR)*(QR)* = 1)
biciminde oldugu goriiliir.

Eger ¢ = 2 ise K, grubu ayrica simgesi [2,3,8] olan iicgensel Fuchs grubunun 3

indeksli bir normal alt grubudur ve |Aut™ M;| = 48 dir.

Sekil 3.9 da verilen biiyiik sekizgen K, grubu i¢in bir temel bolgedir. M, diizgiin
figlirliniin kenarlar1 kalin ¢izgilerle gosterilmigstir. K, grubunun bu bicimdeki bir
temel bolgesinin kargilikli kenarlar1 aym yoriingededir ve dolayisiyla bu kenarlar
birlegtirilerek S, yiizeyi elde edilir. M, diizgiin figiiriiniin her bir yiiziiniin
merkezi, kendisini cevreleyen kenarlarin orta noktalarina ve koselere geodezik
dogru pargalariyla birlestirildiginde S, yiizeyi 32 adet (2,4, 8)-licgenine boliinmiig

olur.

Sekil 3.9. Cinsi 2 olan ikinci tip Wiman figiirii

Simgesi [2,4,4¢g] olan iicgensel Fuchs grubunun, simgesi [2,4g,4g] olan iki
indeksli bir alt grubu vardir. Yukarida bahsedilen K, grubu bu grubun 4g indeksli
bir normal alt grubudur. Dolayisiyla S, yiizeyi iizerinde tipi {4g,4g} olan bir /\/ll2

diizgiin figiirii bulunmaktadir. Ayrica Aut*./\/l’2 grubu Z4, grubuna izomorftur [25].
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Teorem 3.6.1. M cinsi g > 1 olan ikinci tip Wiman figiirii olsun. Bu durumda,
(i) g cift sayt ise, M figiiriiniin Petrie sayisi 2g dir.
(ii) g tek sayi ise, M figiiriiniin Petrie sayist g dir.

Ispat: M figiiriiniin tipi {4,4¢} dir. Ayrica Aut* M ve Aut™ M gruplarinin
sirasiyla

(XY |X*=Y*=(XY)* = (XY)%Y* =1)
(PO.R| P’ =Q* =R’ = (PQ)’ = (QR)* = (PR)* = (PR)*(QR)* = 1)

biciminde oldugu biliniyor. Burada Y? = (XY)?¢ elamam Aut* M grubunun

merkezinde oldugundan M figiiriiniin Petrie otomorfizmasi
P =(POR)? =XY'X 'y =XYXVYY? = (XY)*r?

olur. Bu durumda, ¢ > 1 olmak iizere; ¢ ¢ift say1 ise P’ = (XY)* ve ¢ tek say1
ise P' = (XY)*Y? oldugu kolayca goriiliir. Aut* M grubunda XY elemaninin

mertebesinin 4g oldugu dikkate alinirsa ispat tamamlanir. O

Burada ikinci tip Wiman figiiriiniin Petrie sayis1 hesaplandigi icin Teorem 3.3.1

kullanilarak asagidaki sonug elde edilir.

Sonuc 3.6.2. M, cinsi g > 1 olan ikinci tip Wiman figiirii olsun. Bu durumda,

(i) g cift sayiise, || Mp|| =2 olur.

(ii) g tek sayi ise, | Mp| =4 olur.
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3.6.2. Accola-Maclachlan Yiizeyleri

g > 1 bir pozitif tamsay1 olmak iizere, cinsi g olan biitiin Riemann yiizeylerinin
konform otomorfizmalarinin maksimum sayist pf(g) olsun.  Bu durumda
u(g) >8(g+1) dir ve her g > 1 i¢in cinsi g ve konform otomorfizma sayist
8(g+ 1) olan bir Riemann yiizeyinin mevcut oldugu Accola [1] ve Maclachlan [21]

tarafindan gosterilmigtir. Bu ylizeyler Accola-Maclachlan yiizeyleri olarak bilinir.

S = H/K cinsi g > 1 olan Accola-Maclachlan yiizeyi olsun. Bu durumda
Teorem 2.12.2 geregince, K grubu, simgesi [2,4,2g + 2] olan bir I iiggensel Fuchs
grubu tarafindan normal alt grup olarak icerilir. Dolayisiyla, Teorem 2.9.8 e
gore Aut™S grubunun I'/K grubuna izomorf oldugu ve S yiizeyi iizerinde tipi
{4,2g + 2} olan bir M diizgiin figiiriiniin bulundugu aciktir. M diizgiin figiirii
Accola-Maclachlan figiirii olarak adlandirthr. Bu diizgiin figiir i¢in ||F|| = 4,
V|| =2¢g+2 ve ||E|| = 4g + 4 oldugu bilinmektedir. Burada Aut ™ M grubu Aur™S
grubuna, Aut™M grubu Aut®S grubuna izomorftur. Ayrica Aut* M grubunun

mertebesi 8(g + 1) dir ve bu grup
(XY |X?=Y*=(XY)*" = (YXY)*=1)
bicimindedir [21]. Bu gruptan yararlanarak Aut* M grubu
(P.O,R| P’ =@’ =R*=(PQ)* = (QR)* = (PR)**"* = (ORPR)* = 1)

biciminde elde edilir.

Sekil 3.10 da verilen hiperbolik ¢okgen K grubu icin bir temel bolgedir ve
ayni numarali kenarlar K grubuna gore aynmi yoriingededirler. Sekildeki kalin
cizgiler M diizgiin figiiriiniin kenarlarim gostermektedir. Bu diizgiin figiiriin yiiz
merkezleri, komsu koselere ve kenar orta noktalara geodezik dogru parcalariyla

birlestirildiginde S yiizeyi 48 tane (2,4,6)-iiggenine boliinmiis olur.
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Sekil 3.10. Cinsi 2 olan Accola-Maclachlan figiirii

Simgesi [2,4,2¢ + 2] olan iiggensel Fuchs grubunun, simgesi [2,2¢ + 2,2g + 2]
olan iki indeksli bir alt grubu vardir. Yukarida bahsedilen K grubu bu grubun
4(g + 1) indeksli bir normal alt grubudur. Dolayisiyla S yiizeyi iizerinde tipi
{2¢+2,2¢+2} olan bir M’ diizgiin figiirii bulunmaktadir. Ayrica Aur™ M’ grubu

Zigy2 X Zy grubuna izomorftur [25].

Teorem 3.6.3. M, cinsi g > 1 olan Accola-Maclachlan figiirii olsun. Bu durumda,
(i) g cift sayt ise, M figiiriiniin Petrie sayis1 2g +2 dir.

(ii) g tek sayi ise, M figiiriiniin Petrie sayist g+ 1 dir.

Ispat: M figiiriiniin tipi {4,2¢ +2} dir. Ayrica Autr* M ve Aut™ M gruplariin
sirastyla

(XY | X*=Y*=(XY)*" = (YXY)*=1)
ve
(P.O.R|P*=Q*=R*=(PQ)* = (QR)" = (PR)*"? = (QRPR)’ = 1)

biciminde oldugu biliniyor. Burada Y? elaman1 Aut* M grubunun merkezinde

oldugundan M figiiriiniin Petrie otomorfizmasi

P =(POR)? =XY'X 'y =XYXYY? = (XY)*r?
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olur. Bu durumda, t > 1 olmak iizere; ¢ ¢ift say1 ise P’ = (XY)% ve ¢ tek say1
ise P! = (XY)*Y? oldugu kolayca goriiliir. Aut™ M grubunda XY elemaninin

mertebesinin 2g + 2 oldugu dikkate alinirsa ispat tamamlanr. a

Burada Accola-Maclachlan figiiriiniin Petrie sayis1 hesaplandigi i¢in Teorem 3.3.1

kullanilarak asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.6.4. M, cinsi g > 1 olan Accola-Maclachlan figiirii olsun. Bu durumda,

(i) g ¢ift sayi ise, | Mpl|| =2 olur.

(ii) g tek sayiise, | Mp|| =4 olur.

3.6.3. Hurwitz Yiizeyleri

g > 1 bir pozitif tamsay1r olmak {iizere, cinsi g olan biitiin kompakt Riemann
yiizeylerinin konform otomorfizmalarinin maksimum sayist ((g) olsun. Bu
durumda Hurwitz teoremi olarak bilinen pt(g) < 84(g — 1) esitsizliginin saglandig1
[12] ve sonsuz ¢oklukta g > 1 pozitif tam sayisi icin 84(g — 1) adet konform
otomorfizmasi bulunan yiizeylerin mevcut oldugu bilinmektedir [20]. S cinsi g > 1
olan bir kompakt Riemann yiizeyi ve |[Aur™S| = 84(g — 1) ise bu § yiizeyine bir

Hurwitz yiizeyi ve Aut ™S grubuna da bir Hurwitz grubu denir.

S = H/K cinsi g > 1 olan bir Hurwitz yiizeyi olsun. Bu durumda K grubunun,
simgesi [2,3,7] olan bir I" iiggensel Fuchs grubu tarafindan normal alt grup olarak
igerildigi, Aut ™S grubunun I'/K grubuna izomorf oldugu ve S yiizeyi iizerinde tipi
{3,7} olan bir M diizgiin figiiriiniin bulundugu agiktir. Bu M diizgiin figiiriine bir
Hurwitz figiirii denir. Burada Aut™ M grubu Aut ™S grubuna, Aut™ M grubu Aut™S

grubuna izomorftur. Ayrica Aut ™ M grubu

Xy|x*=y'=Xxy) =--=1)
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bicimindedir. Bu gruptan yararlanarak Aut* M grubu
<P,Q,R ‘ p? = QZ —R2 = (PQ)Z _ (QR)3 _ (PR)7 L 1>

biciminde elde edilir. Her g > 1 tam sayisina karsilik cinsi g olan bir Hurwitz
yiizeyi mevcut olamayabilir. Cinsi en kiiciik olan Hurwitz yiizeyi Christian Felix
Klein (1849-1925) tarafindan kegfedilmistir [ 18]. Bu yiizeyin cinsi 3 tiir ve Klein’in

Riemann yiizeyi olarak bilinir.

Klein’in Riemann yiizeyi S; = H/K; olarak verilsin. Bu durumda Sekil 3.11 de
verilen on dort kenarli diizgiin hiperbolik ¢cokgen K; grubu icin bir temel bolgedir.
Bu temel bolgenin ayni numarali kenarlar1 K; grubuna gore ayni yoriingededir.
Boylece bu kenarlar birlestirilerek S; ylizeyi elde edilir. Bu yiizey iizerindeki
Hurwitz figiirii i¢in ||F|| = 24, ||V|| = 56 ve ||[E|| = 84 olarak bulunur. Bu diizgiin
figlirlin yliz merkezleri, komgu koselere ve kenar orta noktalara geodezik dogru

parcalartyla birlestirildiginde S; yiizeyi 336 tane (2,3, 7)-licgenine boltiinmiis olur.

S1 yiizeyi iizerinde M Hurwitz figiiriiniin {3,7} tipinde oldugu ve Aut*M

grubunun
<P, O,R ( P2 = Q> =R>=(PQ)* = (QR)’ = (PR)” = (QR(RP) )" = 1>

biciminde oldugu biliniyor [§]. MAGMA yaziliminin, bu Hurwitz figiiriiniin Petrie

sayisin1 hesaplamada kullanilan kodu agagida verilmistir.

G<P,Q,R>:=Group<P, Q,R|P"2=Q0"2=R"2=(P*Q) "2=(QxR) " 3=
(P*R) *7=(Q*Rx (RxP) "~ (-2) ) "4=1>;
K := sub<G]| (P*Q*R) "2 >;

Order (K) ;

Bu kod kullanilarak MAGMA yardimiyla K grubunun mertebesi 4 olarak

bulunur. Dolayisiyla (PQR)® = 1 olur. Yani bu figiiriin her bir Petrie cokgeni
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8 kenarlidir. Ayrica |Autr™ M| = 168 oldugundan Teorem 3.3.1 kullanilarak

Aurt M| 168 g
= =—=2leld .
| Mbpl| % g elde edilir.

Asagidaki sekilde, bu Hurwitz figiiriine ait ii¢ Petrie ¢cokgeni farkli renklerle

gosterilmistir.

Sekil 3.11. g = 3 olan Hurwitz figiiriiniin 3 Petrie cokgeni

2w
K grubuna ait bu temel bolgenin, merkezi etrafinda — radyan dondiiriilmesiyle

diger Petrie ¢cokgenleri elde edilir ve bunlar agagidaki sekillerde gosterilmistir.

AN

LA

A

N .
'é:&

Al
7

v




62

NN, -

VAV "ZaVir
UNA

Cinsi 1’den biiyiik ve {m,n} tipinde bir diizgiin figiiriin bir Petrie ¢cokgeni, bu
figiirlin kenarlarindan olugur. Bu figiiriin her bir kenar ise, bu figiirden elde edilen
(2,m,n)-iiggenlerinin 2 tane 01 kenarindan meydana gelir. O halde, bir Petrie
cokgeni sonlu sayida (2,m,n)-iiggenlerinin 01 kenarlarindan olusur. Hiperbolik
Siniis ve Kosiniis kurallar1 yardimi ile (2,m,n)-iiggenlerinin kenar uzunluklart

hesaplanabildigi icin, bu figiiriin bir Petrie cokgeninin uzunlugu da hesaplanabilir.

Bu durumda bu Hurwitz figiiriiniin her bir Petrie cokgeni (2,3,7)-iiggenlerinin

16 adet 01 kenarindan olusur. Bir (2,3,7)-licgeninin kenarlarinin uzunluklar
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Ornek 2.7.13 te hesaplanmustir. Dolayisiyla, 01 kenarmin uzunlugu 0,2831282 dir.
O halde her bir Petrie cokgeninin uzunlugu 4,5300512 olarak bulunur.

Cinsi g olan bir M Hurwitz figiiriiniin tipinin {3,7} ve [Autt M|=284(g—1)

oldugu biliniyor. Bu durumda, k bu figiiriin Petrie sayist olmak {izere,
42(g—1

|Mpl| = <gk> elde edilir. Fakat Hurwitz figiirlerinde Petrie sayisinin bazi

degerleri alamayacagini agagidaki teorem gostermektedir.

Teorem 3.6.5. M bir Hurwitz figiirii ve bu figiiriin Petrie sayist k olsun. Bu

durumda k =1,2,3 ve 5 olamaz.

Ispat: M figiiriiniin Petrie sayist 1 olsun. Bu durumda (PQR)? = 1 olur ve bu
figiiriin her bir Petrie cokgeni 2 kenarlidir. Ayrica Aut* M grubunun iiretecleri

asagidaki bagintilar1 saglamalidir:
P’=Q’=R*=(PQ)* = (QR)’ = (PR)" = (POR)* = 1.

Burada (PQR)? = 1 ifadesi diizenlenirse PQ(PR)°QR = 1 olur ve buradan
(PR)* = QP bulunur.  Ayrica (PQR)?> = 1 ve (PR)* = QP esitliklerinden
(PR)? = RQ elde edilir. Bagintilardaki (PR)’ = 1 ifadesi (PR)*(PR)® = 1 seklinde
yazilirsa P = R elde edilir. Buna gore (QR)? = 1 oldugundan P = Q bulunur. Bu
durumda

Aut*M=(P|P*=1)={1,P}

olur. Hurwitz teoremi gere§ince bir Hurwitz figiirliniin otomorfizma grubunun
mertebesi 2 olamaz. Dolayisiyla, M figiiriiniin Petrie sayist 1 olamaz. Bu sonug

MAGMA yazilimi kullanilarak da elde edilebilir.

Benzer sekilde, MAGMA yazilimi yardimiyla k sayisimin 2, 3 ve 5 degerlerini

alamayacag goriiliir. a
Boylece asagidaki sonuglar elde edilmis olur.

Sonug 3.6.6. Bir Hurwitz figiiriiniin bir Petrie cokgeni 2, 4, 6 ve 10 kenarli olamaz.
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Sonuc 3.6.7. Bir Hurwitz figiiriiniin biitiin Petrie ¢okgenlerinin sayisi icin

21
Ml < 5 (g 1)

esitsizligi gecerlidir.
Eger bir M Hurwitz figiiriiniin Petrie sayis1 k = 4 ise, Aut®™ M grubunun iiretecleri
P’ = Q=R = (PQ)’ = (QR)’ = (PR)’ = (POR)* = |
bagintilarini saglar. MAGMA yazilimi yardimiyla
(P.Q.R|P*=0" =R*=(PQ)* = (QR)’ = (PR)" = (PQR)" = 1)

ifadesinin Aut* M grubunu verdigi ve |Aut®™ M| = 336 oldugu goriiliir. Boylece

asagidaki onerme ispatlanmis olur.
Onerme 3.6.8. Bir Hurwitz figiiriin Petrie sayisimn 4 olmast icin gerek ve yeter
sart bu figiiriin Klein’in Riemann yiizeyi iizerinde bulunmasidir.
Benzer sekilde eger k = 6 ve k = 7 ise, Aut™ M grubu sirasiyla
(P,O.R|P*=Q*=R*=(PQ)* = (QR)* = (PR)" = (PQR)"* = 1)
ve
(PO.R|P*=0Q*=R*=(PQ)*=(QR)' = (PR)" = (PQR)"* = 1)

bi¢imindedir. MAGMA yardimiyla her iki durumda da |Aut= M| = 2184 oldugu

goriiliir. Bu da agagidaki 6nermenin ispatini verir.

Onerme 3.6.9. Petrie sayisi 6 ve 7 olan Hurwitz figiirii yalmzca cinsi 14 olan

Hurwitz yiizeyleri iizerinde bulunur.

Cinsi 14 olan ii¢ farkli Hurwitz yiizeyinin oldugu bilinmektedir. Yukaridaki
onerme bunlardan ikisinin otomorfizma gruplarinin Petrie sayilari yardimiyla

belirlenebildigini gostermektedir.
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Benzer sekilde eger k = 8 ise, MAGMA yardimiyla Aut™ M grubu
(PO.R|P?=0Q*=R=(PQ)* = (QR)’ = (PR)" = (PQR)"* = 1)
biciminde elde edilir ve |Aut* M| = 21504 oldugu goriiliir. Boylece asagidaki
onerme ispatlanmig olur.

Onerme 3.6.10. Bir Hurwitz figiiriiniin Petrie sayisinin 8 olmast icin gerek ve yeter

sart bu figiiriin cinsinin 129 olmasidir.

Aym sekilde devam edilirse k > 9 degerleri icin Aut™ M gruplarinin mertebeleri
MAGMA ile hesaplanamamaktadir. Bunun nedeni; bu degerleri saglayan ya bir
den fazla Hurwitz yiizeyinin var olmasidir ya da MAGMA yaziliminin su an bu

hesaplama i¢in yetersiz olmasidir.

Asagidaki tabloda ilk on Hurwitz yiizeyi iizerinde bulunan diizgiin figiirlerin Petrie

sayilari, biitiin Petrie cokgenlerinin sayilar1 ve uzunluklari verilmistir.

Cizelge 3.3. 1lk on Hurwitz yiizeyi lizerindeki Petrie gokgenleri

4 . Petrie Cokgenlerinin
g |Aut™ M| | Petrie Sayist | || Mp]| Uzunluklart
3 168 4 21 4,5300512
7 504 9 28 10,1926135
14a 1092 6 91 6,7950757
14b 1092 13 42 14,7226640
l4c 1092 7 78 7,9275883
118 9828 13 378 14,7226640
129 10752 8 672 9,0601009
146a 12180 14 435 15,8551766
146b 12180 15 406 16,9876892
146¢ 12180 15 406 16,9876892

Asagidaki sonug Cizelge 3.3 ten kolayca elde edilir.

Sonug 3.6.11. Farkli Hurwitz figiirlerinin Petrie sayilart ayni olabilir.
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3.7. Petrie Sayis1 Bir Olan Diizgiin Figiirler
Teorem 3.7.1. S, cinsi g > 1 olan bir Platonik Riemann yiizeyi ve M, S yiizeyi
iizerinde {m,n} tipinde bir diizgiin figiir olsun. Eger bu diizgiin figiiriin Petrie
sayist 1 ise asagidaki durumlardan biri gecerlidir:
(i) M figiiriiniin tipi {2g + 1,4g+ 2} dir ve S, birinci tip Wiman yiizeyidir.
(ii) M figiiriiniin tipi {2g +2,2g + 2} dir ve S, Accola-Maclachlan yiizeyidir.
(iii) M figiiriiniin tipi {4g,4g} dir ve S, ikinci tip Wiman yiizeyidir.
Ispat: Aurt M grubunun
(XY |X*=Y"=(XY)"'=--=1)

biciminde oldugu biliniyor. Petrie otomorfizmasi birim eleman oldugundan
XY~ 'X~1Y =1 oldugu goriiliir. Bu ise Aut™ M grubunun degismeli oldugunu
gosterir. Simdi m sayisinin ¢ift ya da tek olma durumuna gére Aut™ M grubunu

belirleyelim.

a) m bir tek say1 olsun. Bu durumda, ebob(2,m) = 1 oldugundan, XY elemaninin
mertebesi 2m olur. O halde n = 2m ve Aut™ M grubu Z,,, grubuna izomorftur

dolayisiyla [Aut™ M| = 2m olur. Ayrica M figiiriiniin yiiz, kdse ve kenar sayilari

Aut™ Aut™ Aut™
sirastyla ||F|| = M, VI = [Au” M| ve |E| = JAur” M| oldugundan
n m 2
Euler-Poincaré formiilii kullanilarak
IFI+IVI-E] = 2-2¢
Aut ™ M| |[Autt M| |Aurt M|
+ — = 2-2g
n m 2
1 1 1
|Aut™ M| (+ - ) = 2-2¢
n m 2

elde edilir. |[Aut™ M| = 2m degeri yukaridaki formiilde tekrar kullanilirsa

1 1 1
2m<—|——> =2-12g
n m 2
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bulunur ve buradan m = 2g + 1 elde edilir. Dolayisiyla, n = 4g + 2 olur ve M
figiriiniin tipi {2g+ 1,4g+2} dir. Buise S yiizeyinin cinsi g olan birinci tip Wiman

ylizeyi oldugunu gosterir.

b) m bir cift say1 olsun. Bu durumda, Y ve XY elemanlarinin mertebeleri esittir ve
dolayisiyla m = n olur. X ve Y elemanlarinin iirettikleri gruplar sirasiyla Z, ve Z,
gruplarina izomorfturlar. Burada X € (Y) ve X ¢ (Y) olmak iizere iki durum soz
konusudur.

X € (Y) ise, Aur*M = Z,, olur ve dolayisiyla |[Autt* M| = m bulunur.

Euler-Poincaré formiiliinden

bulunur ve buradan m = n = 4g elde edilir. O halde M figiirtiniin tipi {4g,4g} olur.
Bu ise S ylizeyinin cinsi g olan ikinci tip Wiman yiizeyi oldugunu gdsterir.
X ¢ (Y) ise Aut™M = Zp X Z,, olur ve |Autt M| = 2m oldugu agiktir.

Euler-Poincaré formiiliinden

1 1 1
yAuz+M|<+—> = 2-2

n m 2

1 1 1
2m<+—) = 2-2g

n m 2

bulunur ve buradan n = m = 2g + 2 elde edilir. O halde M figiiriiniin tipi
{2g¢+2,2¢g+2} olur. Bu ise S yiizeyinin cinsi g olan Accola-Maclachlan yiizeyi

oldugunu gosterir. O

Boylece her g > 1 i¢in, cinsi g ve Petrie sayis1 1 olan ii¢ farkli diizgiin figiir
mevcuttur. Bunlarin tipleri {2g + 1,4g +2}, {2¢+2,2¢ + 2} ve {4g,4g} dir.

Burada Teorem 3.3.1 kullanilarak asagidaki sonuclar elde edilir.
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Sonug 3.7.2. Iki kenarli Petrie ¢okgenleri yalnizca birinci ve ikinci tip Wiman

yiizeyleri ile Accola-Maclachlan yiizeyleri iizerinde bulunur.

Sonuc 3.7.3. Her g > 1 icin, cinsi g, tipi {2g+1,4g+2}, {2g+2,2¢+2}, {4g,4¢}
ve biitiin Petrie cokgenlerinin sayuart sirasiyla 2g + 1, 2g +2, 2g olan bir diizgiin

figiir mevcuttur.

Wiman ve Accola-Maclachlan yiizeyleri tizerinde bulunan diizgiin figiirlerin Petrie

sayilar1 ve biitiin Petrie ¢okgenlerinin sayilar1 agsagidaki cizelgede verilmistir.

Cizelge 3.4. Wiman ve Accola-Maclachlan figiirlerinin Petrie cokgenleri

M g cift say1 g tek say1
k- [IMpll ] k[ Mell
{2¢g+1,4g+2} | 1 2¢+1 | 1 2g+1
{4,4¢} 28 2 g 4
{4g,4¢} 1 2g 1 2g
{4,2¢+2} 2¢+2 (2 g+1 |4
{2g+2,2¢+2} | 1 2¢+2 | 1 2¢+2

3.8. Cinsi 15’e Kadar Olan Diizgiin Figiirlerin Petrie Cokgenleri

Cinsi 0 ve 1 olan diizgiin figiirlerin Petrie ¢okgenleri bu bdéliimde incelendi.
Cinsi 2’den 15’e kadar olan diizgiin figiirlerin otomorfizma gruplari i¢in bagintilar
Conder ve Dobcsanyi’nin [8] makalesinde verilmistir. Bu kisimda [8] numarali
kaynaktaki veriler kullanilarak cinsi 2’den 15’e kadar olan yansimali diizgiin
figlirlerin Petrie sayilari, biitiin Petrie ¢okgenlerinin sayilar1 ve uzunluklar

hesaplanmis ve asagidaki cizelgelerde verilmistir.



Cizelge 3.5. Cinsi 2 olan figiirlerin Petrie ¢cokgenleri

Petrie Cokgenlerinin

+ .
M | |Aut™ M| | Petrie Sayist | || Mpl| Uzanluklart
{3,8} 48 6 4 8,7244781
{4,6} 24 6 2 15,8034948
{4,8} 16 4 2 12,2285674
{5,10} 10 1 5 4,2451002
{6,6} 12 1 6 4,5848633
{8,8} 8 1 4 6,1142837
Cizelge 3.6. Cinsi 3 olan figiirlerin Petrie ¢cokgenleri
4 . Petrie Cokgenlerinin
M ||Aut™ M| | Petrie Sayist | || M,|| Usunleddlan
{3,7} 168 4 21 4,5300512
{3,8} 96 3 16 4,3622390
{3,12} 48 4 6 7,6131445
{4,6} 48 3 8 7,9017474
{4,8} 32 4 4 12,2285674
{4,8} 32 4 4 12,2285674
{4,12} 24 3 4 9,9773153
{6,6} 24 2 6 9,1697267
{7,14} 14 1 7 5,7962989
{8,8} 16 2 4 12,2285674
{8,8} 16 1 8 6,1142837
{12,12} 12 1 6 7,9666096
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Cizelge 3.7. Cinsi 4 olan figiirlerin Petrie cokgenleri

Petrie Cokgenlerinin

4 .
M ||Aut™ M| | Petrie Sayist | | M| Uzanluklart
{3,12} 72 3 12 5,7098584
{4,5} 120 3 20 6,3676504
{4,6} 72 2 18 5,2678316
{4,10} 40 10 2 32,3384334
{4,16} 32 8 2 27,3171298
{5,5} 60 3 10 10,1097850
{6,6} 36 3 6 13,7545900
{6,6} 36 3 6 13,7545900
{6,12} 24 2 6 10,2134949
{9,18} 18 1 9 6,8764285
{10,10} 20 1 10 7,1592816
{16,16} 16 1 8 9,1919860
Cizelge 3.8. Cinsi 5 olan figiirlerin Petrie cokgenleri
i . Petrie Cokgenlerinin
M | |Autr™ M| | Petrie Sayis1 | || M| Uzunluklary
{3,8} 192 6 16 8,7244781
{3,10} 120 5 12 8,7917928
{4,5} 160 5 16 10,6127506
{4,6} 96 6 8 15,8034948
{4,8} 64 2 16 6,1142837
{4,8} 64 4 8 12,2285674
{4,12} 48 6 4 19,9546307
{4,20} 40 5 4 17,2748679
{5,5} 80 2 20 6,7398567
{6,6} 48 2 12 9,1697267
{6,15} 30 5 3 25,8269813
{8,8} 32 2 8 12,2285674
{8,8} 32 2 8 12,2285674
{11,22} 22 1 11 7,7152617
{12,12} 24 1 12 7,9666096
{20,20} 20 1 10 10,1181839




Cizelge 3.9. Cinsi 6 olan figiirlerin Petrie ¢cokgenleri

Petrie Cokgenlerinin

+ .
M | |AutT M| | Petrie Sayist | || M| Uzanluklart
{3,10} 150 3 25 5,2750757
{4,6} 120 5 12 13,1695790
{4,9} 72 9 4 28,4525665
{4,14} 56 14 2 47,3193327
{4,24} 48 12 2 41,7201496
{5,10} 50 5 5 21,2255012
{6,8} 48 12 2 58,7628587
{6,8} 48 6 4 29,3814294
{9,9} 36 2 9 13,3514704
{10,15} 30 3 5 21,8336487
{13,26} 26 1 13 8,4037792
{14,14} 28 1 14 8,6288148
{24,24} 24 1 12 10,8655003

Cizelge 3.10. Cinsi 7 olan figiirlerin Petrie cokgenleri

I . Petrie Cokgenlerinin
M ||Aut™ M| | Petrie Sayist | || M,|| Usunluidar
{3,7} 504 9 28 10,1926135
{3,12} 144 12 6 22,8394335
{4,16} 64 8 4 27,3171298
{4,16} 64 8 4 27,3171298
{4,28} 56 7 4 24,4278945
{6,9} 54 9 3 44,7961953
{6,12} 48 4 6 20,4269899
{6,21} 42 7 3 36,5109843
{15,30} 30 1 15 8,9887445
{16,16} 32 1 16 9,1919860
{16,16} 32 2 8 18,3839719
{28,28} 28 1 14 11,4928966
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Cizelge 3.11. Cinsi 8 olan figiirlerin Petrie ¢okgenleri

Petrie Cokgenlerinin

N .
M ||Aut™ M| | Petrie Sayist | | M| Uzanluklart
{3,8} 336 4 42 5,8163187
{3,8} 336 7 24 10,1785578
418y | 72 8 2 61,8878563
{4,32} 64 16 2 55,9699651
{6,10} 60 15 2 75,5101654
{6,24} 48 4 6 20,9123591
(8,12} | 48 2 2 75,7080654
110,20} 40 2 10 14,6375667
(17,34} 34 I 17 9,4977189
(18,18} 36 I 18 9,6827893
(32,32} 32 1 16 12,0339967




Cizelge 3.12. Cinsi 9 olan figiirlerin Petrie ¢okgenleri

Petrie Cokgenlerinin

N .
M | |AutT M| | Petrie Sayist | || M| Uzanluklart
(.12} | 192 4 24 7.6131445
{45 | 320 10 16 21,2255012
4.6) | 192 12 8 31,6069895
{4,6} 192 3 32 7,9017474
{4,8} 128 4 16 12,2285674
{4,8} 128 2 32 6,1142837
{4,8} 128 4 16 12,2285674
{4,8} 128 4 16 12,2285674
412y | 9% 3 16 99773153
(4,12} | 9% 6 8 19,9546307
(4,12} | 9% 6 8 19,9546307
{4,20} 80 10 4 34,5497357
{4,36} 72 9 4 31,5349729
{5,5} 160 4 20 13,4797133
{5,6} 120 5 12 18,7642924
{5,6} 120 2 30 7,5057170
{6,6} 96 4 12 18,3394534
6,6) | 9 2 24 9,1697267
8.8 | 64 4 g 244571347
(8,8} | 64 4 8 244571347
{8,8} 64 4 8 24,4571347
{8,8} 64 2 16 12,2285674
{8,8} 64 4 8 24,4571347
{8,24} 48 6 4 38,5340198
18,24) | 48 3 g 19,2670099
{12,12} 48 2 12 15,9332191
(12,12} 48 2 12 159332191
{12,12} 48 2 12 15,9332191
(14,21} 42 3 7 26,0609007
{19,38} 38 1 19 9,9484220
{20,20} 40 1 20 10,1181839
{36,36} 36 1 18 12,5098966
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Cizelge 3.13. Cinsi 10 olan figiirlerin Petrie cokgenleri

Petrie Cokgenlerinin

N .
M ||Aut™ M| | Petrie Sayist | | M| Uzanluklart
{3,9} 324 6 27 9,8302920
(3,12] | 216 3 36 5,7098584
{3,15} 180 5 18 10,0704134
{3,18} 162 3 27 6,2153168
{3,24} 144 6 12 12,7654450
{4,5} 360 4 45 8,4902005
4.6} | 216 6 18 15,8034948
4.6} | 216 6 18 15,8034943
4.7v | 168 4 21 11,5925978
4,12} | 108 3 I8 9,9773153
(422 | 88 2 2 76,2810290
{4,40} 80 20 2 70,1600424
{6,6} 108 3 18 13,7545900
{6,6} 108 3 18 13,7545900
{6,6} 108 3 18 13,7545900
6121 | 72 6 6 30,6404848
6,12} | 72 6 6 30,6404848
6,12y | 72 6 6 30,6404348
6,30} | 60 5 6 26,2121820
{9,18} 54 3 9 20,6292854
{12,24} 48 4 6 32,2990660
{21,42} 42 1 21 10,3529618
{22,22} 44 1 22 10,5096856
{40,40} 40 1 20 12,9347421




Cizelge 3.14. Cinsi 11 olan figiirlerin Petrie cokgenleri

. Petrie Cokgenlerinin
M | |AutT M| | Petrie Sayist | || M| Uzanluklart
{4,6} 240 5 24 13,1695790
{4,24} 96 12 4 41,7201496
{4,24} 96 12 4 41,7201496
{4,44} 88 11 4 38,6214890
{6,6} 120 3 20 13,7545900
{6,8} 96 6 8 29,3814294
{6,8} 96 3 16 14,6907147
{6,33} 66 11 3 57,7153926
{8,16} 64 8 4 51,0033637
{8,16} 64 8 4 51,0033637
{23,46} 46 1 23 10,7199964
{24,24} 48 1 24 10,8655003
{24,24} 48 2 12 21,7310006
{44,44} 88 1 22 13,3184972
Cizelge 3.15. Cinsi 12 olan figiirlerin Petrie cokgenleri
4 . Petrie Cokgenlerinin
M ||Autt M| | Petrie Sayist | || M,|| Usunluidar
{4,15} 120 15 4 50,9861109
{4,26} 104 26 2 90,5825721
{4,48} 96 24 2 84,3205575
{6,14} 84 21 2 108,1509007
{8,10} 80 20 2 124,8264393
{10,30} 60 3 10 22,0434300
{14,28} 56 2 14 17,4143606
{15,15} 60 2 15 17,8416235
{25,50} 50 1 25 11,0559400
{26,26} 52 1 26 11,1916966
{48,48} 48 1 24 13,6684530
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Cizelge 3.16. Cinsi 13 olan figiirlerin Petrie cokgenleri

4 . Petrie Cokgenlerinin

M ||Aut™ M| | Petrie Sayist | | M| Uzanluklart
{3,10} 360 15 12 26,3753784
{3,12} 288 6 24 11,4197168
{4,12} 144 2 36 6,6515436
{4,16} 128 8 8 27,3171298
{4,16} 128 8 8 27,3171298
{4,28} 112 14 4 48,8557889
{4,52} 104 13 4 45,6970129
{5,10} 120 3 20 12,7353007
{6,6} 144 6 12 27,5091800
{6,12} 96 2 24 10,2134949
{6,12} 96 4 12 20,4269899
{6,15} 90 15 3 717,4809439
{6,39} 78 13 3 68,2866828
{9,18} 72 2 18 13,7528570
{12,12} 72 3 12 23,8998287
{12,12} 72 3 12 23,8998287
{16,16} 64 4 8 36,7679438
{16,16} 64 2 16 18,3839719
{16,16} 64 2 16 18,3839719
{27,54} 54 1 27 11,3656809
{28,28} 56 1 28 11,4928966
{52,52} 52 1 26 13,9901093




Cizelge 3.17. Cinsi 14 olan figiirlerin Petrie cokgenleri

Petrie Cokgenlerinin

N .
M | |AutT M| | Petrie Sayist | || M| Uzanluklart
(3.7} | 1092 6 o1 6,7950757
(3,75 | 1092 3 2 14,7226640
{3,7} 1092 7 78 7,9275883
{4,30} 120 30 2 104,8300254
{4,56} 112 28 2 98,4642689
{6,16} 96 24 2 124,2701609
{6,42} 84 7 6 36,7842464
(8,201 | 80 20 2 128,1174208
110,35}| 70 7 5 51,4776558
{29,58} 58 1 29 11,6530326
{30,30} 60 1 30 11,7727066
{(56,56}| 56 1 28 142877191
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Cizelge 3.18. Cinsi 15 olan figiirlerin Petrie cokgenleri

4 . Petrie Cokgenlerinin

M ||Aut™ M| | Petrie Sayist | | M| Uzanluklart
{3,9} 504 7 36 11,4686740
{3,14} 294 3 49 5,9566250
{3,20} 240 10 12 20,9618991
{4,6} 336 4 42 10,5356632
{4,18} 144 9 8 30,9439282
{4,32} 128 16 4 55,9699651
{4,32} 128 16 4 55,9699651
{4,60} 120 15 4 52,7659677
{6,10} 120 5 12 25,1700551
{7,14} 98 7 7 40,5740922
{8,12} 96 6 8 37,8540327
{8,12} 96 3 16 18,9270163
{8,12} 96 12 4 75,7080654
{8,12} 96 12 4 75,7080654
{8,40} 80 10 4 64,4619289
{8,40} 80 5 8 32,2309644
{14,35} 70 5 7 43,5825598
{18,18} 72 2 18 19,3655786
{22,33} 66 3 11 31,5980780
{31,62} 62 1 31 11,9210288
{32,32} 64 1 32 12,0339967
{32,32} 64 2 16 24,0679935
{60,60} 60 1 30 14,5646403




4. SONUC

Bu calismada ilk olarak, Petrie otomorfizmalarinin eslenik siniflar1 belirlenmis ve
Petrie ¢cokgenlerinin simetri gruplarinin dihedral oldugu gosterilmistir. Ayrica,
Petrie ¢okgenlerinin simetri gruplarinin elemanlari, sabit noktalarina ve yonii
koruyup korumamalarina gore siniflandirilmistir. Daha sonra, verilen bir diizgiin
figiiriin biitiin Petrie cokgenlerinin sayisini veren bir formiil ispatlanmig ve bu say1
icin alt ve iist sinirlar bulunmugtur. Bu formiil kullanilarak Petrie sayilari igin de

iist sinirlar belirlenmistir.

Cinsi 0 olan diizgiin figiirlerin Petrie sayilar1 ve biitiin Petrie cokgenlerinin sayilari
cizelge halinde verilmistir. Cinsi 1 olan tiim yansimal1 diizgiin figiirlerin Petrie

sayilar1 ve biitiin Petrie ¢okgenlerinin sayilar1 hesaplanmagtir.

Wiman, Accola-Maclachlan ve Hurwitz figiir ailelerinin Petrie sayilar1 ve biitiin
Petrie ¢okgenlerinin sayilar1 incelenmistir. Hurwitz figiirlerinin Petrie sayilarinin
1,2,3 ve 5 olamayacag: ispatlanmig ve cinsi g olan bir Hurwitz figiiriiniin
biitiin Petrie ¢okgenlerinin sayisinin en fazla 2—21(g— 1) oldugu gosterilmistir.
Bunlara ek olarak, Petrie otomorfizmalari birim olan diizgiin figiirlerin tiplerinin
{2g+1,4g+2}, {2g+2,2¢+ 2} ve {4g,4g} oldugu gosterilmistir. Bu diizgiin
figiirler sadece Wiman ve Accola-Maclachlan yiizeyleri iizerinde bulunurlar.

Dolayisiyla, bu yiizeylerin yeni bir karakterizasyonu elde edilmistir.

Son olarak, cinsi 15’e kadar olan yansimali diizgiin figiirlerin Petrie sayilari,
biitiin Petrie cokgenlerinin sayilar1 ve uzunluklari hesaplanarak sonuglar ¢izelgeler

halinde verilmisgtir.
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