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OZET

SPIN-1/2 ISING-HEISENBERG MODELININ DEKORE EDILMIiS
BETHE ORGUSU UZERINDE MANYETIK OZELLIKLERI

Okan IBIS

Yiiksek Lisans Tezi, Fizik Anabilim Dali
Tez Danismant: Prof. Dr. Cesur EKIZ
2015, 41 sayfa

Elmas yapili dekore edilmis Bethe orgiisii iizerinde spin-1/2 Ising-Heisenberg
modeli, kesin tekrarlama yontemine dayali yontem ile dekorasyon-iterasyon
doniisiimiiniin birlikte kullanilmasiyla tam olarak ¢6ziildii. Klasik ferromanyetik
fazin yani sira incelenen ferromanyetik XXZ Heisenberg etkilesmeli kuantum spin
modeli ayrica diizensiz bir spin s1v1 taban durumu sergileyebilir ki bu faz sirasiyla
XXZ Heisenberg ile Ising tipi etkilesmeden kaynaklanmaktadir. Esas olarak
modelin faz diyagramlarindaki faz ¢izgileri Bethe Orgiisiiniin koordinasyon
sayisina bagli oldugu gdsterilmistir.

Bethe orgiisiinde koordinasyon numarasinin 4 ten kii¢iik olmast durumunda (q<4)
sonlu-sicaklik faz smirmin diizenli ve diizensiz fazlar arasindaki sifir-sicaklik faz
gecigine yaklastigi ve negatif egime sahip oldugu goriilmiistiir. Bethe orgiisiinde
koordinasyon numarasimin 4 ten biiyiik olmasi durumunda (g>4) egimin pozitif
oldugu, koordinasyon numarasinin 4 e esit oldugu durumda ise egimin sonsuz
gradyana sahip oldugu gosterilmistir. Bu gergege bagl olarak, 4 ten yeterince
biiyliik koordinasyon numarasina sahip elmas benzeri dekore edilmis Bethe
orgiilerinde sifir-sicaklik diizenli ve diizensiz faz gegislerinin yakininda reentrant
faz gegisleri gozlenebilir. Sonlu-sicaklik faz diyagramlarina ek olarak, bu
calismada dikkatler gbzlenen reentrant davranigin bagimsiz kontroliinii saglayacak

kendiliginden magnetizasyonun sicaklik degisimlerine verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Ising-Heisenberg modeli; dekorasyon-iterasyon doniisiimii;

tam ¢ozlimler; manyetik ozellikler.






ABSTRACT
MAGNETIC PROPERTIES OF SPIN-1/2 ISING-HEISENBERG
MODEL ON THE DECORATED BETHE LATTICE
Okan IBIS

M.Sc. Thesis, Department of Physics
Supervisor: Prof. Dr. Cesur EKiZ
2015, 41 pages

The spin-1/2 Ising-Heisenberg model on diamond-like decorated Bethe lattices is
exactly solved by combining the decoration-iteration mapping transformation with
the rigorous method based on exact recursion relations. Apart from the classical
ferromagnetic phase, the investigated quantum spin model with the ferromagnetic
XXZ Heisenberg interaction may also exhibit a disordered spin liquid ground state
on behalf of the geometric frustration triggered by a competition between the easy-
plane XXZ Heisenberg interaction and the easy-axis Ising-type interaction,
respectively. It is evidenced that the finite-temperature phase boundary between
the spontaneously ordered and disordered phases basically depends on a
coordination number q of the underlying Bethe lattice.

It is shown that the finite-temperature phase boundary approaches the zero-
temperature phase transition between the ordered and disordered phases with a
negative slope for the Bethe lattices with the coordination number g<4, with a
positive slope for the Bethe lattices with the coordination number g>4 and with an
infinite gradient for the Bethe lattice with the particular value of the coordination
number g=4. Owing to this fact, reentrant phase transitions can be observed in a
close vicinity of the zero-temperature transition between the ordered and
disordered phases for the diamond-like decorated Bethe lattices with a sufficiently
high coordination number g>4. In addition to the finite-temperature phase
diagrams, our attention is also focused on temperature variations of the
spontaneous magnetization, which may provide an independent check of the
observed reentrance.

Key Words: Ising-Heisenberg model; the transformation of the decoration-
iteration; complete solutions; magnetic characteristics.
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1. GIRIS

Maddenin katidan siviya, sividan gaza, miknatissizliktan miknatislilifa veya
iletkenden siiperiletkene doniistiigii kritik noktay1 olusturan ve faz gecisleri olarak
bilinen olgu, istatistik fizigin en énemli inceleme alanlaridir. Faz gegisleri makro
diizeyde bazi davranis bigimleri icerir ki, mikro diizeydeki ayrintilara bakarak
bunlart 6ngérmek pek kolay olmaz. Kat1 bir cisim 1sitildiginda artan enerjisiyle
beraber molekiilleri titresir. Bu molekiiller aralarindaki baglara ragmen birbirlerini
iterler ve maddeyi genlesmek zorunda birakirlar. Is1 arttikca genlesme de artar.
Fakat, belirli bir sicaklik ve basica gelince, degisme birdenbire ani ve siireksiz
hale doner. Molekiiller arasindaki bag onceleri uzamaktayken simdi kopar. Kristal
sekil kaybolur ve molekiiller birbirinden uzaklagir. Bu olaylar, kati cisimlerin degil
de, akiskan cisimlerin yasalarina uyarlar. Atomun ortalama enerjisi hemen hemen
degismemis, fakat madde (simdi bir gaz, bir miknatis ya da bir iletken haline
gelmis) yepyeni faza gecmistir.

Fazlar maddelerin belli 6zelliklerine gore simiflandirilmasiyla olusmuslardir ve

her bir faz kendine 6zgii belli 6zellikler sergiler.

Maddeler magnetik durumlarina gére diyamanyetik maddeler, paramanyetik
maddeler, ferromanyetik = maddeler ve antiferromanyetik maddeler olarak
siniflandirilir. Diyamanyetik malzemelerde normal konumda ¢ekirdek etrafinda zit
yonde ve ayni hizla donen elektronlar birbirlerinin magnetik momentlerini yok
ederler. Bir dis alan uygulaninca elektronlar ek bir magnetik kuvvet altinda
kalirlar. Ek kuvvet nedeniyle elektronlarin gordiigii merkezcil kuvvet artik ayni
olmaz. Magnetik momenti alana antiparalel olan elektronun hizi artarken, paralel
olan elektronun hizi azalir. Bu durumda, elektronlarin magnetik momentleri
birbirlerini yok etmez ve malzeme magnetik alana zit yonde bir dipol moment
gosterir (Glingor, 2011). Atomdaki bu davranig bi¢imine “diyamanyetizma” denir.

Bircok atomda son elektron yoriingelerinde tek sayida elektron vardir. Dolayisiyla
bu atomda elektronlar birbirlerinin olusturduklari1 magnetizmay1 notralize
edemezler ve bu atom ortamda giiglii magnetik alan olmadan da magnetizma
nedeni olur. Bu davranis 6zelligindeki atomlar igin “paramanyetik’ denir. Bununla
birlikte, bu atom yalniz basina bir magnetizm nedeni oldugu halde, bu atomlardan
olusmus bir element de magnetizasyon gorillmez. Bunun nedeni elementi

olusturan atomlarin magnetizasyon vektorlerinin rastgele dagilim gostermesi ve



birbirlerinin magnetizasyonlarini nétralize etmeleridir. Eger bu element giiclii bir
magnetik alan i¢ine konacak olursa elektronlarin neden oldugu bu magnetizmalar
belli bir diizene gireceginden belirgin bir magnetizasyon go6zlenebilir.
Diyamanyetizmde oldugu gibi paramanyetik elementlerde de olusan bu
magnetizma ortamda bulunan giiglii magnetik alanin giicii ile dogrudan orantilidir.
Bununla birlikte farkli olarak, olusan magnetizma ortamin giiclii magnetik alan
vektorii ile aym1 yonde olur (diamanyetizmde ters yonde olmaktaydi) (Konez,
1995).

Bir ferromanyetik maddenin magnetik yapisi diyamanyetik ve paramanyetik
maddelere gore daha karmasiktir. Ferromanyetik bir maddeye, ¢ok biiyiik
molekiiler alanin etkisinde kalmis paramanyetik bir madde goziiyle bakilabilir.

Yine element i¢inde daginik magnetizasyon vektorleri nedeni ile magnetizasyon
nedeni olmayan, fakat paramanyetik elementlerden farkli olarak ortamdaki
manyetik alana ileri derecede duyarli olan elementler de vardir. Bunlar ¢ok daha
zayif dis manyetik alanda bile gii¢lii magnetizma nedeni olmaktadirlar ve dis
magnetik alan ortamdan uzaklastirilsa bile bu magnetizasyon devam etmektedir.
Bu davramis  Ozelligine “Ferromanyetizm” denmektedir ~ (Konez,  1995).
Ferromanyetik malzemeler yiiksek manyetik alinganlik ve manyetik gegirgenlige
sahip malzemelerdir. Manyetik alinganligi ~ 50-10000 civarindadir ve sicakliga
baghdir (Giingér 2011). Dis magnetik alan uzaklastirilsa dahi element
magnetizasyonunun devam etmesi Ozelliginden faydalanilarak sabit giiclii
magnetik elementler (Permanent magnet) elde edilebilmektedir. Ferromanyetik
elementler; demir (Fe), nikel (Ni), kobalt (Co) ve F;0,’dir.

Paramanyetik maddelerde uygulanan magnetik alan maddeyi kismen y6nlendiren
etkiyi saglar. Ferromanyetik davranmis degisik bir yap1 olusturur. Bu yap1 klasik
olarak ag¢iklanamayan, komgsu molekiiller yada arasindaki degis-tokus enerjisi diye
bilinen bir kuantal olguyla ilgili ve olay oldukga basittir. Biiyiik sayida magnetik
momentler birbirlerinin  magnetik momentlerinin ydnelmelerinde is birligi
yaparlar. Yani belirli bir magnetik momentin yakin komsulariyla etkilesme
enerjisi, hepsi ayn1 yondeyse daha diigiiktiir. Yonelme paramanyetik bir madde de
elde edilenden ¢ok daha biiyiik bir oranda gergeklesir (Karabekirogullari, 2005).

Ferromanyetik bir malzemedeki dipol momentlerin yonelmelerinde birbirleriyle
isbirligi yapmalarina karst koyan, sicaklikla g¢ogalan gelisigiizel yoOnelme



egilimidir. Yani madde i¢indeki 1sisal ¢alkanti hareketi bu diizeni bozmak ister,
fakat sicaklik fazla yiiksek degilse dipolleri etkileyemez. Bu nedenle, yiiksek
sicakliklarda ferromanyetik diizenin yok olmasi sagirtict degildir. Sasirtict olan
belirli bir sicaklikta (Curie noktasi) birden bozulmasidir. Curie noktasi, kaynama
veya donma noktas1 gibi, kritik bir sicakliktir, dereceli degil birden olur. Bir
maddenin durumunda belirli bir sicaklikta olan bu ani degisikliklere faz gecisleri
denir (Yeoman, 1992). Curie sicakligi’nin altinda manyetik momentler paralel
dizildiklerinden madde ferromanyetiktir, Curie sicakliginin iistiinde ise magnetik
momentler gelisigiizel yonelmekte ve madde paramanyetik olmaktadir.

Sekil 1.1. Kritik sicaklikta antiferromanyetik fazdan paramanyetik faza gecis

Saf demirin Curie noktas1 770 °C'dir. Bu sicakligin {izerinde bir demir pargasi ne
bir miknatis olabilir, ne de bir miknatis tarafindan c¢ekilebilir. Curie
noktasindaki degisim atomik miknatislarin paralel dogrultuda yd&nelebilme
yeteneklerini kaybetmelerinden kaynaklaniyor. Bu degisimin erimeyle herhangi
bir ilgisi yoktur. Oregin demir 1538 °C'de erir fakat miknatisligmi 770°C'de



kaybeder. Bir bagka 6rnek ise, Disprosyum metali -185°C'de, oda sicakliginin ¢ok
altinda, miknatisligini1 kaybeder ve 1411 °C'de erir.

Antiferromanyetik malzemelerde atomlar net bir magnetik momente sahiptirler ve
bu magnetik momentler birbirlerine paralel ve birbirlerini yok edecek sekilde
yonelimleri birbirlerine terstir. Bu yonelimlerin ters olmasinin nedeni degis tokus
etkilesimleridir. Antiferromanyetik bir maddeye bir dig magnetik alan
uygulandiginda magnetik alanla ters yonelimli olan magnetik momentler
uygulanan alanla aymi y6nde yoOnelmeye baglar. Uygulanan dis magnetik alan
arttikca, malzemenin toplam miknatislanmasinin da arttig1 goriilmektedir.

Antiferromanyetizmanin ~ kurami  ilk kez Néel tarafindan verilmistir.
Antiferromanyetik bir maddenin magnetik alinganligi, tiim sicakliklarda pozitif ve
kiigliktiir. Fakat sicaklik azaldik¢a alinganlik 6nce artar ve Néel sicakliinda ¢ok
keskin olmayan bir maksimuma ulastiktan sonra azalmaya baglar. Malzeme Néel
sicakliginin iistiinde paramanyetik, altinda antiferromanyetiktir. Antiferromanyetik
maddelerde, Ty kritik sicakligmmin altinda spinlerin birbirine zit yonelme
egilimleri, bu sicaklik araligindaki termal enerjiye oranla oldukca biiyiiktiir.

Ferromanyetik

Manyetik alinganlik. X

Antiferromanyetik

Diyamanyetik

T(K)

Sekil 1.2. Kritik noktalarda antiferromanyetik ve ferromanyetik fazdan
paramanyetik faza gecis



Ferromanyetik ve antiferromanyetik yapilarin modellenmesinde, istatistik mekanik
temelinde ele alinabilecek belli bagli modellerden birisi olan, Lenz (1920)
tarafindan ileri siiriilen ve daha sonra 6grencisi Ising (1925) tarafindan analitik
olarak ¢oziilen ve gelistirilen bir model olan Ising modeli kullanilmigtir. Model ilk
once Curie sicakligindaki ferromanyetiklerin faz gecisini aciklamaya yoOnelik
olarak kesfedilmisse de model tizerinde kiigiik degisiklikler yapilarak yogunlasma,
magnetizasyon, kristalografik diizen parametresi, elektrik polarizasyon, ikili-iiglii
stvi ve gaz kangimlarinin faz dondsimleri, gazlarin sogurulmasi, akigkan
konsantrasyonu, ikili alagimlardaki diizenli ve diizensiz faz gegisSleri vb. bir¢ok
fiziksel olayin termodinamik davramiglarii agiklamaktadir (Ma, 1985).
Giiniimiizde, spin camlar1 gibi ¢ok pargacikli modern fizik problemlerine
uygulanmaktadir.

1.1. Ising Modeli

Fizikgiler ve diger bilim adamlarinin karmasik sistemlerin davraniglarini
incelemek i¢in kullandiklar Ising modeli, matematiksel bir modelleme aracidir.
Ising modelinin yapis1 bir karmasik sistemin i¢ elemanlarmi incelemek ve sistemin
tim davranmigini belirlemek icin elemanlarin birbirleriyle olan etkilesimlerini

yaklagim metotlari ile tahmin etmeye olanak saglayan bir sistemdir (Ising, 1925).

1925’ te Uhlenbeck ve Goudsmit, elektronun bir S =1/2 spinine sahip oldugu ve
magnetik alanda bu spinin dogrultusunun alana ya parelel yada antiparelel
yonelecek sekilde kuantlandigini sdyleyen varsayimi ortaya koydular. Ayni yil
Lenz, dgrencisi Ising’e; spinler arasinda etkilesme, kristal orgiisiindeki parelel
spinler birbirini ¢ekecek, antiparelel spinler de birbirini itecek sekilde tanimlanirsa
yeterince disiik sicakliklarda tiim spinlerin ayni yonde yonelebilecegini ve
modelin ferromanyetizmanin atomik bir tanimini verebilecegini 6nerdi. Modeli
sinamak icin kriter, modelin ferromanyetizmayla ilgili tekilliklere yol acip
acmadig1 yada daha agik olarak bir T, kritik sicakliginin ortaya ¢ikip ¢ikmadigidir
(Tirnakli, 1995). Ising, spin-1/2 Ising modelinin tek boyuttaki ¢6ziimiinii yapmis
fakat faz doniisiimiinii bulamamistir. Ortaya ¢ikan bu sonug¢ neticesinde modele

olan ilgi azalmstir.

Ising, her bir nokta veya kosede kiiciik bir dipol veya spin takili olan eksen
iizerindeki noktalarin bir dizisini 0,1,2, ..., n seklinde diistinmiistiir. Spin, verilen
herhangi bir anda yukar1 (pozitif) veya asagi (negatif) yonelimi ifade eder. Bu



spinlerin durumlarin1 gosteren konfigilirasyonlar genel olarak asagidaki sekilde

goriildigi formdadir;

Sekil 1.3. Spinlerin herhangi bir andaki pozitif (+) ya da negatif (-) durumlar
(Kindermann ve Sneel, 1980).

Her bir 6rgii noktasinda, elektron spin agisal momentumu olan f{ ve m magnetik
momentine sahip bir atom  igeren toplam N  benzer atomlu bir orgi
bulunmaktadir. Spinin 6rgiideki konumu i indisi ile ifade edilir. Bir spin yukar1
(+1) ve asag1 (-1) olmak iizere sadece iki yOnelime sahiptir, yani S; spin kuantum
sayisinin Z bileseni, hesaplamalarda kolaylik saglamasi agisindan (+1/2) ve (-1/2)
degerlerini almaktadir (Karaoglu, 2004). Orgiiniin geometrik yapist 6nemli
olmadigindan kare, kiibik, hegzagonal v.b yapida olabilirler (Huang, 1972). Kare
bir orgiide her spinin sadece en yakin dort komsusuyla etkilestigi varsayilir. J
degis-tokus enerji sabitidir ve enerji boyutundadir (Landau ve Binder, 2009).
J = 0 oldugunda degis-tokus enerjisi meydana gelmez ve paramanyetiklik olusur.
Bu sebeple spinler arasinda bir etkilesme ve ortak bir davranig olmaz. Bunun

sonucunda faz gecisi de gergeklesmez.

D1s magnetik alan olmasa dahi spinler arasindaki etkilesmeler ferromanyetik
diizeni saglamaya yeterlidir. Herhangi bir noktadaki spinin dort komsusuyla
etkilesmesi, komsularinin paralel veya antiparalel olusuna gore, toplam enerjiye
degisik katkilarda bulunacaktir. Etkilesme kuvvetinin 6l¢iisii olan J sabiti pozitif
ise, iki spin arasindaki etkilesmenin enerjiye katkisi, paralel spinler i¢in —J,
antiparalel spinler i¢in +J olur ; o halde spinler enerjiyi minimum yapacak sekilde,
paralel konumlari tercih ederler. J sabiti negatif ise spinler antiparalel konumlari
tercin ederler. Bu durumda J > 0 igin ferromanyetik diizen, J <0 i¢in
antiferromanyetik diizen gerceklesir (Kittel, 1986). Dis manyetik alanda iki spin
paralel ise enerjisi daha diisiik olur. Ancak ortamdaki 1sisal enerji nedeniyle
spinlerin paralelligi tam olusmaz (Karaoglu, 2004). Dig alanin sifir oldugu



durumda bir domain i¢indeki tek alan degis-tokus etkilesme alanidir. Sicakligin
azalmasiyla birlikte momentler arasindaki degis-tokus enerjisi termal enerjiyi
yenerek momentlerin paralel siralanmaya gegmesini, belli bir gegis sicaklik
degerinden (Curie sicakligl) asagida da momentlerin tamaminin paralel
siralanmasini saglamaktadir. Bu durum bir magnetik domain iginde kendiliginden
magnetizasyonun olusumudur (Kittel, 1986).

Ancak daha sonraki yillarda Heisenberg modelinin gelistirilmesi ve Onsager
tarafindan modelin iki boyuttaki ve sifir manyetik alanda tam ¢oziimiiniin
yapilmas1, modele olan ilgiyi artirmustir. Ik onceleri Lenz-Ising modeli olarak
anilan model daha sonralar1 Ising modeli olarak adlandirilmistir. 1941 yilinda
Kramers ve Wannier dis manyetik alan yoklugunda kare 6rgii icin kritik sicaklik
degerini veren bir ifade buldu (Kramers ve Wannier, 1941). 1944 yilinda Onsager,
Helmholtz serbest enerjisini kullanarak Kramers ve Wannier tarafindan bulunan
kritik sicaklik degerinin dogrulugunu acik bir sekilde gdsterdi (Onsager, 1944).
1960 yilinda Domb, iki boyutta bal petegi ve iiggen orgii i¢in Ising modelinin tam
¢Oziimii yapti (Domb, 1960).

Ayrica, termomanyetik ve molekiiler tabanli kayit sistemleri, telafi sicakliklarinin
varligi, ferrimanyetik yapiya sahip karmasik bilesikler, amorf yapiya sahip
alasimlar, seyreltik ferrimanyetik sistemler, molekiiler tabanli miknatislar, yari-
iletken alasimlar, ferrimanyetik diizenlilik ve diizenli-diizensiz faz gecisleri gibi
daha karmasik fiziksel sistemlerin termodinamik davraniglarini incelemek igin
daha yiiksek spinli (spin-1, spin-3/2, spin-2 ve spin-5/2) veya karma spin Ising
sistemleri gibi, daha fazla durumlu ve birden fazla diizen parametreli bir model
gerekmektedir. Karma spin Ising sistemleri ile ilgili ¢aligmalara 1980’ li yillarda
baslanmis ve bu spin sistemleri zamanimizda da kullanilan ve kullanilmaya da

devam edilen en 6nemli sistemler olmusglardir (Korkmaz, 2013).

Ising modellerinin gelismesiyle birlikte ince filmler, ¢ok tabakali yapilar ve buna
benzer magnetik sistemler de modern fizikteki yerini almigtir. Ciinkii bu
malzemeler farkli magnetik maddelerin yapilandirilmasiyla, yeni magnetik
maddelerin sentezlenmesi, diizeltilmesi ve bilgi depolamasi gibi ¢esitli uygulama
alanlarinda, teknolojik avantajlar saglamaktadir (Onsager, 1944; Helmers, 1995).
Bu malzemelere manyeto-rezistans (Baibich vd., 1988; Binasch vd., 1989), ylizey
magnetik anizotropisi (Sayama vd., 2004), manyeto-clastik (O' Handley ve Sun,



1991; Bochi vd., 1994) etkilesim ve gelismis yiizey magnetik momenti (Wu ve
Freeman, 1992; Donath, 1999) 6rnek olarak verilebilir.

1.2. Heisenberg Modeli

Ising, kendi ¢alismasindan yapilan tek ¢agdas alintinin Heisenberg tarafindan
yapildigin1 belirtmektedir. Heisenberg 1928 yilinda kendi ferromanyetizma

teorisini One silirdiigii zaman $éyle demistir:

“Ising, bir zincirdeki 2 komsu atom arasinda yeterince yonelimli (yonlendirilmis)
bliyiik kuvvetler varsayimimin ferromanyetizmay:r aciklamaya yetmedigini

gostermekte basarili olmustur”.

Bu yiizden Heisenberg, spinler arasinda daha karmasik bir etkilesime dayanan
kendi teorisini gelistirmek icin tek gerekge olarak ferromanyetizmi agiklama
konusunda Lenz-Ising modelinin basarisiz oldugunu 6ne stirmiistiir. Bu sekilde,
ferromanyetizm teorilerinin dogal gelisim siras1 tersine donmiistiir. Ik 6nce, daha
karmasik olan Heisenberg modelinden yararlanilmis ve teorisyenler ancak bundan
sonra daha basit olan Lenz-Ising modelinin 6zelliklerini incelemeye ge¢mislerdir
(Brush, 1967).

Birgok magnetin ¢ok gergekei bir Ising-Heisenberg modeli i¢in Hamiltonyen,
He = —JulA(SiaSiz + SiaSia) + SiaSiel = Iiia + W) Sia + i) (L)

seklindedir. Buradaki x,y, ve z’ler spin uzaymndaki kartezyen eksenlerdir. J; =0
icin Ising modelini tekrar elde edecegiz. Bu Heisenberg modelidir. Bu modelde
spin operatdrii ayni kalmaktadir.

Heisenberg modeli, bazi magnetik maddelerin 6zelliklerini agiklar. Bununla beraber
ferromanyetizmaya neden olan ve degis-tokus etkilesmesinide tanimlayan
mikroskobik Hamiltonyeni ifade eder. Ayn1 zamanda, ayirt edilemez olan spinlerin
olasiligimi icermez ve spin uzaymda tam bir izotropinin oldugunu kabul eder
(Karabekirogullari, 2005).

Katihal fiziginde ve istatistik fizikte tizerinde siklikla ¢alisilan modellerden birisi
Heisenberg modeli, magnetik sistemlerde spinin kuantum mekaniksel olarak ele
alindig1 faz doniisiimleri ve kritik olaylarin incelenmesinde kullanilmaktadir. Son



zamanlarda 6zellikle diisiik boyutlu Heisenberg modeli ilging kuantum olaylarinin

incelenmesi i¢in yararli bir model olmasindan dolay1 yogun bir ilgi gormiistiir.

Modelin yaklasik ¢oziimleri degisik istatistik mekaniksel yontemlerle detayl
olarak incelenmektedir. Diger taraftan, model iizerinde teorik olarak yogun bir
caba sarf edilmesine ragmen, kuantum Heisenberg modelinin kuantum dogasiyla
ilgili matematiksel zorluklar yiiziinden, heniiz sadece Heisenberg etkilesmelerini
iceren karma spin durumlari i¢in az sayida tam ¢oziim mevcuttur. Genel olarak
modelin ¢oziimiindeki matematiksel giicliilk, Hamiltonyene dahil edilen kuantum
spin operatorlerinin komute etmemesidir. Modelin ¢6ziilmesi zor olan bu temel
zorlugu bizi Bethe oOrgiisli lizerinde hem Ising atomlarini hem de Heisenberg
atomlarini iceren bir Ising-Heisenberg modelinin tanimlanmasina motive etmistir.
Bu sekilde bir model ilk olarak 1961°li yillarda tanimlanmistir. Béylece Ising ve
Heisenberg etkilesmelerini iceren modelin tam ¢oziimiine daha kolay bir tarzda

ulasilabilir.

1.3. Bethe Orgiisii

LKABUK

IILKABUK

III.KABUK

Sekil 1.4. Ugiincii mertebeden bir yar1 Cayley agaci; x, agacimizin kokii (sabit
nokta) (Saygili, 2012).

Sekil 1.4'te gosterilen, ¢ = 1 olmak iizere bir 19 (g-nc1 mertebeden) Cayley agact;
g tane nokta ve her noktadan ¢ikan q + 1 tane kenar1 bulunan baglantisiz
(dongiisiiz) birlesik bir grafige sahip olan yar1 sonsuz bir agac¢tir. Bir yar1 Cayley
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)

agact olusturulurken, merkezi bir “x,” noktasindan baslanir ve hepsi bu “x,”
noktasina bagli g tane nokta eklenir, bu g tane noktalar takimi “birinci kabuk”
(shell) olarak adlandirilir. Daha sonra bu g tane noktanin her birine yine g tane
nokta eklenerek q.q = g2 tane yeni nokta olusur ve bu g2 tane noktalar takimina
ise “ikinci kabuk” denir. Bu sekilde iterasyonel olarak ilerleyerek {igiinci,
dordiincii ve sonraki kabuklar olusturulur. Boylece sonsuza uzanan bir oOrgii
diyagrami olan yar1 Cayley agaci elde edilir. Burada baslangi¢ noktas1 “x,” harig
(xo’1mn q tane) biitiin noktalarin q + 1 tane “en yakin komsulugu” vardir (Saygili,

2012).

Cayley agaci ilizerindeki orgli modellerinin incelenmesi son zamanlarda yogun
olarak c¢aligilmaktadir. Bu orgii modelleri temel bilimlerde ozellikle fizikteki
kargiligi olarak gercek uygulama alanlarina sahip olmamasina ragmen realistik
sistemlerin ¢ozlimiine ilham kaynagi olmasindan dolayr hem matematikg¢iler hem
de diger bilim dallarinda ¢alisan bilim insanlar1 tarafindan incelenmektedir.
Vannimenus tarafindan ilk olarak ikinci mertebeden Cayley agaci iizerinde en
yakin komsuluklu ve sonraki en yakin komsuluklu Ising modelinin faz diyagram
incelenmistir (Vannimenus, 1981). Bu calismada ferromanyetik ve paramanyetik
faz bolgelerine ilave olarak modulated faz bolgesi de elde edilmistir. Sifira yakin
sicakliklarda ¢oklu-kritik (Lifshitz) noktasi elde edilmistir. Yine Tsalis ve ark. ,
tarafindan ikinci mertebeden Cayley agaci lizerinde ii¢ etkilesim sabitli Ising
modelinin faz diyagramlart incelenmistir (Mariz vd., 1985). Uguz ve Akin
tarafindan Uglii avize yapisina benzer Cayley agaci lizerinde li¢ etkilesimli Ising
modelinin faz diyagramlari incelenmistir. Bu ¢alismada sifir olmayan sicakliklarda
coklu-kritik (Lifshitz) noktalarinin varligi gosterilmistir (Uguz, 2010).

Sonsuz bir Cayley agaci igerisindeki sonlu bir bdlge ise Bethe orgiisii olarak
adlandirilir (Gujrati, 1995). Bethe orgiisii lizerindeki Ising modeli, tam olarak
¢Oziilebilen bir modeldir.

Bununla birlikte diizensiz sistemler teorisinde karakteristik bircok problem vardir.
Ornegin, perkolasyon, 6rgii (ag) iletimi, dallanma ve jel olusumu, gercek kristal
orgiiler ilizerinden ¢ok Bethe orgiisii lizerinde daha kolay ¢oziilmiistiir. Bethe
kafesi sadece Ising modeli ile de smurli degildir. Sayet S bir kuantum spin
operatorii olarak diisiiniiliirse, Heisenberg ferromanyetlerinin diizenli-diizensiz
ozellikleri de hesaplanir (Ziman, 1979).
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Ising ve Heisenberg modelleri ilk olarak magnetik sistemlerdeki kritik noktalar1 ve
faz doniigiimlerini agiklayabilmek i¢in ileri siiriilmiis ve daha sonralari, degisik
magnetik sistemlerin anlasilmast i¢in gelistirilmis modellerdendir. Bununla
birlikte kuantum Heisenberg modelinde magnetik sistemler igin spin kavrami,
kuantum mekaniksel bir bakigla ele alinir. Bu yiizden model magnetizmadaki
kuantum olaylarin1 6n plana ¢ikarmasindan dolay1 arastirmacilar ig¢in énemli bir
ilgi alan1 olmugtur. Bu modelleri ve kullanim alanlarini ilerletmeye ydnelik biitiin
teorik c¢aligmalarin, 6zellikle magnetik nano pargacik sistemleri, kuantum faz
doniisiimleri, dimerizasyon, kuantum dolasikligi, magnetizasyon platolar1 ve iki
boyutlu tabakalardan olusan yiiksek sicaklik stiperiletkenleri gibi birgok teknolojik
Oneme sahip arastirma alanlarinda yapilan deneysel ve teorik c¢aligsmalara ve bu
caligmalarda elde edilen bulgulara yol gosterecegi diistiniilmektedir.

Bu tezde ise amacimiz, spin-1/2 Ising- Heisenberg modelinin dekore edilmis Bethe
orgli lizerinde magnetik Ozelliklerini, dekorasyon-iterasyon doniigiimii ve tam
tekrarlama yontemini kullanarak incelemektir. Modelin tam ¢6ziimiiniin
incelenmesinde ilk once dekorasyon-iterasyon doniisiimii modele uygulanacak ve
daha sonrada Bethe orgiisii tizerinde modelin tam tekrarlama yontemine dayal
¢oziimii yapilacaktir. FElde edilen miknatislanma bagintilariin bilgisayar
¢oziimilyle modelin magnetik 6zellikleri incelenecektir.
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2. KAYNAK OZETi

Son zamanlarda istatistik mekanikte ve yogun madde fiziginde iizerinde yogun
olarak ¢alisilan modellerden biri Kuantum Heisenberg modelidir. Ozellikle diisiik
boyutlu  kuantum  Heisenberg sistemleri, zengin  kuantum olaylan
sergilemelerinden  dolayr ilgi odagi olmuslardir. Kuantum Heisenberg
ferromagnetlerinde tamsayili spin degerleri icin Haldane araliklar1 (Haldane, 1983)
olarak adlandirilan, sistemin taban durumu ile ilk uyarilmis durumu arasinda bir
bosluk mevcut olmasma karsin, kesirli spinler i¢in bu araliklarin olmadigi bir
uyarilma spektrumu bulunmasi dikkat ¢ekici olmusgtur. Bununla birlikte kuantum
faz dontisimleri (Sachdev, 1999), spin-Peierls kararsizlig1 (Hase vd., 1993; Taylor
ve Miiller, 1985), dimerizasyon (Richter, 1993; Oitmaa ve Weihong, 1996),
kuantum dolagiklig1 (Wang, 2001), magnetizasyon platolar1 (Hida, 1994; Oshkawa
vd., 1997; Okamoto ve Kitazawa, 1999) v.b. gibi olaylar en iyi sekilde spin-1/2
kuantum Heisenberg modelinin kullanilmasiyla agiklanabilmektedir.

Uzerinde teorik olarak yogun bir sekilde calisilmasina ragmen sadece Heisenberg
spinlerini igeren modelin tam ¢6ziimii sadece tek boyutta yapilmis ve sayica sinirh
kalmig (Bethe, 1931; Orbach, 1958; Walker, 1959), daha yiiksek boyutlar icin ise
ancak yaklagik yontemler (Rushbrooke vd., 1972-1976; Mielnicki vd., 1988;
Idogaki ve Uryu, 1992) kullanilarak c¢esitli fiziksel olaylar agiklanmaya
calisgilmistir. Yani iki boyut ve daha yukarisi i¢in modelin tam ¢6zimii
yapilamamis, tek boyutta yapilan ¢aligmalar ise sayica sinirli kalmigtir. Kuantum
Heisenberg modelinin tam ¢oziimiinde karsilagilan en 6nemli zorluk ise sistemi
tanimlayan kuantum mekaniksel Hamiltonyenin spin operatorlerinin komute

(degis-tokus) etmemesi ile ilgilidir.

Diger taraftan Ising ve Heisenberg etkilesme terimlerinin her ikisini igeren bir
Ising-Heisenberg karma spin zincirinin ilk olarak ileri stiriilmesi Lieb ve ¢aligma
arkadaglart (Lieb vd., 1961; Lieb ve Mattis, 1962) tarafindan yapilmistir. Lieb ve
caligma arkadaslar1 bu ¢aligmada modelin tam ¢oziimiini yapmislar ve modelin
taban durumu ile uyarilmis durumlarini kuantum mekaniginin temel ilkelerini
kullanarak elde etmiglerdir. Modelin yaklagik ¢6ziim yontemleri ile incelenmesi
devam etmesine ragmen Heisenberg spin operatorlerinin komute etmemesi
sebebiyle tam ¢oziimleri lizerindeki ilerleme sinirli kalmistir. Bununla birlikte son
yillarda bu model Yao ve calisma arkadaslari (Yao vd., 2002) tarafindan
anizotropik Heisenberg etkilesmeli duruma basarili bir sekilde genellestirilmistir.
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Yao ve ¢alisma arkadaglar1 (Yao vd., 2002) nin yaptig1 calismada ise sistemin tam
¢Oziimiine ulasabilmek i¢in Jordan-Wigner ve Bogoliubov doéniisiimleri
kullanilarak taban durumlart ve uyarilmig durumlar elde edilmistir. Ayrica taban
durumlar tlizerindeki 6zellikle keyfi Ising ¢iftlenim parametrelerinde bir enerji

aralig1 olan temel uyarilmalar1 incelemislerdir.

Modelin spin operatorlerinin komute etmemesi ile ilgili matematiksel giicliikleri
ortadan kaldirmak i¢in doniisiim tekniklerinin kullanilmasi Jas¢ur ve c¢aligma
arkadaglar1 (Verdauger vd., 1983; Pei vd., 1987; Kahn vd., 1988; Strecka ve
Jagtur, 2002a,b; Stre¢ka ve Jastur, 2003; Canova vd., 2006; Stretka ve Jaséur,
20006; Strecka vd., 2008) tarafindan yapilmistir. Daha acik olarak Strecka ve Jascur
(Strecka ve Jascur, 2002) Ising- ve Heisenberg tipi atomlar iceren ¢ift Heisenberg
atomlarmca dekore edilmis bir kare 6rgii iizerinde modelin manyetik 6zelliklerini
incelemislerdir. Bu calismada, taban durum, faz diyagramlari ve temel fiziksel
nicelikler i¢in tam ¢oziimleri elde etmisler ve kuantum antiferromanyetik fazin
varligimi tespit etmislerdir. Boylece sadece Ising atomlarimi igeren orijinal kare
oOrgii iizerine, Heisenberg atomlarini yerlestirmekle ve doniisiim yontemine dayali
tam ¢Oziim ile Ising sistemlerinin ne sekilde modifiye edilecegi bu g¢alismada
gosterilmistir.  Yine kuantum antiferromanyetik fazin, sistemlerde kuantum
dalgalanmalarmin bir sonucu oldugu ve makroskobik Ol¢ekte bu fazin varlig:
caligmada ortaya ¢ikmaktadir. Yine Strecka ve Jascur (Strecka ve Jas¢ur, 2003),
bir dis magnetik alan varliginda spin-1/2 ve spin-S (S=1/2, 1) Ising-Heisenberg
antiferromanyetik zincir i¢in tam sonuglar elde etmek i¢in dekorasyon-iterasyon
teknigini kullanmiglardir. Bu c¢aligmadan ortaya ¢ikan en Onemli sonug ise tam
hesaplama teknigi ile elde edilen ¢ok basamakli magnetizasyon platolarinin ortaya
¢ikmasidir. Ayrica yine ayni ¢alismada, magnetizasyon platolariin davraniginin
esas itibartyla Ising ve Heisenberg spinleri arasindaki etkilesme parametresine
bagli oldugu ve modelde diyagonal olmayan etkilesme parametresinin ( J,)
sistemin Ising benzeri davranmigini 6nemli Slgiide modifiye ettigi goriilmiistiir.
Ising-Heisenberg zinciri tizerindeki teorik ¢alisma ile son zamanlarda yapilan bazi
deneysel karma-spin zincirleri arasinda bir iliski bulunmaktadir (Verdauger vd.,
1983; Pei vd., 1987; Kahn vd., 1988; Strecka ve Jas¢ur, 2002; Strecka vd., 2008).
Ayrica molekiil miihendisligindeki son gelismeler bir boyutlu ve iki farkli tip
manyetik iyonun AABAABAAB... yapisinda bir polimerik bilesigin yakin
gelecekte sentezlenecegi iimit edilmektedir. Aymi grup diger bir ¢aligmasinda
karma spin-1/2 ve spin-S Ising-Heisenberg elmas dizilimli zincir yapilarin taban
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durum ve sonlu-sicaklik 6zellikleri genellestirilmis dekorasyon-iterasyon teknigine
dayal1 analitik hesaplamalarla incelemislerdir (Canova vd., 2006). Ozellikle Ising
ve Heisenberg tipi parametreler arasindaki etkilesme ile ortaya ¢ikan geometrik
frustrasyon etkisinin incelenmesi tizerinde durulmustur. Geometrik frustrasyon ve
kuantum etkileri arasindaki karsilikli etkilesim sonucu, bazi klasik diizenli
durumlara ek olarak karistk spin durumlu ¢esitli kuantum taban durumlar
bulunmustur. Yine bu calismadan ortaya c¢ikan en onemli sonuglar arasinda
magnetizasyon egrilerindeki platolar, magnetik alinganhigin sicakliga gore
degisiminde yuvarlak minimumun goriilmesi, ¢ift sivrilige sahip 1s1 kapasitesi
egrileri ve frustrasyonla birlikte ortaya c¢ikan yiiksek magneto-kalorik etki
sayilabilir. Ayrica ayni ¢aligmada diizensiz duruma frustrasyon ile siiriilen sisteme,
diisiik bir dis magnetik alan uygulandiginda ii¢ maksimuma sahip 1s1 kapasitesi
egrileri elde edilmistir. Ayni ¢aligma grubu tarafindan degisik topolojik yapiya
sahip sistemlerin diizenli ve diizensiz durumlari, geometrik spin frustrasyonu, re-
entrant faz doniiglimleri ve taban durum 6zellikleri yine ayni1 yontemle tam olarak
coziilerek incelenmistir (Strecka ve Jascur, 2006). Bu c¢aligmalarin tamaminda
daha o6nce Syozi (Syozi, 1951) tarafindan gelistirilen ve Fisher (Fisher, 1959)
tarafindan genellestirilen dekorasyon-iterasyon doniisiimii degisik orgii tipleri igin
kullanilmis ve boylece modelin kesin ¢oziimii yapilmustir.

Modelin magnetik 6zellikleri iki boyutlu farkli 6rgiiler igin yukarida verilen kisa
literatiir analizinde tam olarak incelenmesine ragmen, farkli bir topolojik yapiya
sahip olan Bethe orgiisii lizerinde ise simdiye kadar incelenmemistir. Dolayistyla
kullanilan yéntemin bir tam ¢6ziim yontemi olmasi, daha dnce Bethe oOrgiisii
tizerinde kullanilmamig olmasi ve bu alanda yapilacak diger yaklagik yontemlere
temel teskil etmesi ve boylece literatiirdeki boslugu doldurmasi timit edilmektedir.
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3. MATERYAL VE YONTEM
3.1. Materyal
Bu ¢alismada g6z Oniine alinacak sistem, dekore edilmis Bethe orgiisii tizerinde

asagida verilen Hamiltonyen ile tanimlanan spin-1/2 Ising-Heisenberg modelidir:

Nqg/2 2Nq
H=-J, Y |AGSISI+8S!)+5:S7 -3, siu (3.0)

ij k.l

DIT

Sekil 3.1. g = 3 koordinasyon sayili dekore edilmis Bethe orgiisii tlizerindeki
Ising-Heisenberg modeli

Sekil 3.1’de gosterildigi gibi incelenen sistemde, ilk olarak sadece Ising spinlerini
iceren Orgii noktalarmin arasina ciftler halinde Heisenberg spinleri yerlestirilerek
Ising-Heisenberg modelini tanimlayan 6rgii ve Hamiltonyen elde edildi. Sirasiyla,
uy ve S7 sirastyla spin-1/2 ve spin-1 operatorlerinin uzaysal bilesenlerini, J; Ising
ve Heisenberg atomlar1 arasindaki tek wuzaysal bilesene sahip anizotropi
parametresini ve Jy(A) ise Heisenberg atomlari arasindaki ii¢ uzaysal bilesen
iceren anizotropik g¢iftlenim parametresini gosterir. Hamiltonyendeki A

parametresi sistemin Ising veya Heisenberg rejiminde bulunmasini saglar.
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3.2. Yontem

Bu boliimde, q koordinasyon sayili, dekore edilmis Bethe 6rgiisii iizerinde spin-1/2
Ising-Heisenberg magnetik ozellikleri tam tekrarlama bagmtilarina dayali kesin
bir metot ile dekorasyon-iterasyon doniisiimiiniin birlikte kullanilmasiyla tam
¢oziim elde edilecektir. Modelin tam ¢6ziimii, spin-1/2 Ising-Heisenberg modelini,
q koordinasyon sayili basit Bethe 6rgiisii tizerindeki etkin etkilesmeli spin-1/2
Ising modeline doniistirmekle elde edilir. Ilk énce Bethe orgiisii, spin degeri
S=1olan atomlarla dekore edilecek ve dekorasyon-iterasyon doniistimii
uygulandiktan sonra model q koordinasyon sayili basit Bethe 6rgiisii tizerinde spin
degeri 0 = 1/2 olan spin-1/2 Ising modeline doniisecektir.

3.2.1. Iterasyon Metodunun Bethe Orgiisii Uzerinde spin-1/2 Ising
Modeline Uygulanmasi

Bu kesimde Bethe orgiisii iizerindeki tam olarak c¢dziilebilen spin-1/2 Ising
modelini ele alacagiz ki, buda bir kare veya kiibik 6rgii tizerinde modelin yaklasik
olarak ¢oziilmesine esdegerdir (Bethe, 1935).

Sekil 3.2. Bir Cayley Agacinin, ¢ = 3 ve n = 4 Konumlu Uretiminin Gosterimi

Bir Cayley Agaci olusturulurken, Sekil 3.1°de goriildiigii gibi merkezi ‘0’
noktasindan baglanir ve hepsi ‘0’ noktasina bagli ¢ noktasi eklenir. Bu (

noktalarimin takimi birinci kabuk (shell) olarak adlandir (Baxter, 1982). Daha fazla
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kabuk olusturmak i¢in r. kabukta bir nokta alinir ve bu noktaya (q—1) tane

nokta eklenir. Bu islem r. kabuktaki biitiin noktalar i¢in yapilir ve bu yeni
noktalar takimin1 (r +1). kabuk olarak adlandirilir. Bu sekilde iteratifsel olarak
ilerleyerek, 2., 3., ...., n. kabuklar1 olusturulur. Bu sekilde baglantisiz olarak
olusturulan grafik, Cayley Agaci olarak adlandirilir.

Burada sinir noktalart hari¢ her bir noktanin q tane en yakin komsusu vardir. .
kabukta Q(q—1)"" nokta ve grafikteki toplam nokta sayisi g (C}q_ 1);)_1
ifadesi ile verilir. n. kabuktaki noktalar sinir noktalaridir. Bunlarin sadece birer
tane komsulari olmalar1 sebebiyle digerlerinden farklidir. Fakat diger biitiin
noktalarin (i¢ noktalar) her birinin g tane komsusu vardir. Bdyle bir grafikte
‘devre’ yoktur ve Cayley agaci olarak bilinir. Sekildeki sinir noktalarmin ihmal
edilmesi durumunda q koordinasyon sayili bir Bethe orgiisii olarak diigiiniilebilir.
Boyle noktalar esdeger olmalidirlar ve her birinin g tane komsusu vardir. Bagka
sekilde soylemek gerekirse, bir Cayley agaci {iizerinde bir Ising modeli
olusturulursa o zaman béliistim fonksiyonu Z , grafik igerisindeki i¢ noktalardan
ve smir noktalar1 ya da tizerindeki noktalardan gelen biitiin katkilar1 ihtiva eder.
Termodinamik limitte bile sinir noktalar1 ya da yakinlarindaki bolgelerin katkilar
ihmal edemeyiz. Eger toplam bdliisiim fonksiyonu diisiiniiliirse, o zaman Cayley
agaci iizerinde Ising modeli diisliniiliyor demektir. Bu problem ¢oziilmiistiir
(Eggarter, 1974; Miiler-Hartman and Zittartz, 1974) ve olagan dis1 6zellikleri
vardir. Fakat burada biz bunu diisinmeyecegiz. Bunun yerine, bu ¢alismada Bethe
orgilisii lizerindeki i¢ noktalarin boliistim fonksiyonuna katkisini etkili olarak
diisiinecegiz.

Simdi Cayley agaci iizerinde sinir terimlerini ihmal ederek Bethe 6rgiisii iizerinde

spin-1/2 Ising modelini diistinelim. Boliisiim fonksiyonu;

Z=> P(o) (3.2)

ve

BLI Y oo +hY o]

P(o)=e (3.3)
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seklinde olup P(o), spin konfigiirasyonu iizerinden normalize olmamis olasilik

dagilimudir. Ozellikle, merkezi konum ‘0’ daki spin o, ise, 0 zaman oradaki
magnetizasyon,

M = (o) = 2220 @9

(o2

bagintisi ile verilir. Sekil 3.2° den agikga goriildigi gibi eger grafik (6rgii) '0' da
kesilirse, birbirleriyle baglantisiz q tane 6zdes dala ayrilir. Ayrilan bu dallarin
sayisi, en yakin komsularin sayisi veya koordinasyon sayisina baglidir. Bu dallarin
her biri, kokii o, spininde olan agaclardir.

P(0), merkezi konumda, o, degerli spin konfigiirasyonu ifade eder.

P(o) =ep Aho)] [Q,(e}s?) @5)

Burada SO, j. alt-agag iizerindeki spinleri belirtir. o, harig,

Qn (O-O

s) =exp ﬂ[J D' sis;+Js0,+hD s, (3.6)

(i.1)

S; , alt-agacin i. konumundaki spinidir (spin degeri &, olan kok harig). Konum 1
, Konum 0 ’a komsudur, Sekil 3.2'in iist agacinda gosterildigi gibi ilk toplam, (0,1)
hari¢ alt-agacin biitiin kenarlar1 iizerindendir. Burada ki n, alt-agacin n tane
kabugu oldugu gergegindendir, dyle ki kokten sinira kadar olan n basamaktir.
Sekil 3.2'deki gibi, tist-alt aga¢ '0" a komsu olan "I' konumunda kesilirse 0 zaman
q tane pargaciga boliiniir: Bunlardan birincisi (0,1) gdvde, digerleri ise benzer
dallardir. Bu dallardan her biri orijinali gibi bir alt agactir, fakat (n — 1) tane
kabugu vardir. Oyle ki,
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g-1 .
Q. (0o[s) =" TTQ, (st (37)
j=1

Burada t(j) alt agacin j. dal lizerindeki s; spini harig biitiin spinleri ifade eder.

P(o) = ef’“f’o]i[cgn (ao\s“)) (3.8)
j=1
ve
Q,(op[s) =7 ﬁin(Sl\t‘”) 3.9)
j=1

faktorizasyon iliskileri M , yani magnetizasyonu hesaplamamizi kolaylastirir.

Merkezi spin o, ’1n biitiin diger spinler ile olan etkilesimi, asagidaki toplam ile

verilir:
9n(o0) = X.Qn(og]s) (3.10)

Denklem (3.2) ve (3.5) bagintisindan bolisiim fonksiyonu,

Z=%P(o)

o

_ Zeﬂhﬂoli[Qn (O‘O|S(j))
=>.e"7[g, (o)

(3.11)

bulunur. Benzer olarak, denklem (3.4) ve (3.5) bagintisindan, Magnetizasyon
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M =Z"% 0" [g,(00)]"

0o

Z% e"[g, (o)
Zeﬁh 9, (o)

(3.12)

-1/2 . ) .
Burada X, = M olarak tanimlanirsa yukaridaki magnetizasyon ifadesi;
g,(+1/2)
! eM? g M2xa

5 2 iz q
2e”° e X,

olarak elde edilir. x,, biliniyorsa, M hesaplanabilir. x,,’i elde etmek i¢in,

gn(o-o) = ZQn (O-O|S)

g-1 _
_ Zeﬁ(J%Sﬁhg)HQM (sl‘t“))
S j=1

gn (00) = Z:eﬂ(JGOSﬁhSi)[gn—l(sl)]q_1
S

Ifadesi o,’mn F % degeri i¢in hesaplanir:

g,(+1/2) = ze“ 2g, 12

o, =+ % icin: S

L7 [

J h
0,(-1/2) =Y e" *'? g [+1/2)1

O, = —% i¢in:

_J.h
+e’ g [

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)
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x =9 (172) (3.17)
" g, (+1/2)

denklem (3.15) ve (3.16), (3.17) denkleminde yerine yazarsak,

J h J h
¢’ yut ¢ e

n ﬂ(i+h) J h) 01
Xn

eyt ¢ e

seklinde elde edilir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Dekorasyon-Iterasyon Doéniisiimiiniin Spin-1/2 Ising-Heisenberg
Modeline Uygulanmasi

Bu kesimde, dekorasyon-iterasyon doniisiimii, dekore edilmis Bethe orgiisii
tizerindeki spin-1/2 Ising-Heisenberg modeline uygulanacaktir. Ayrica tam
tekrarlama yonteminin de modele uygulanmasiyla sistemin tam ¢6ziimii yapilmisg
olacaktir. Sekil. 4.1 de ici dolu daireler spin-1/2 Ising atomlarin1 ve i¢i bos olan
dairelerde spin-1/2 Heisenberg atomlariyla dekore edilmis olan ve koordinasyon
sayist ¢ = 3 olan Bethe orgiisiinii gdstermektedir.

DIT

Sekil 4.1. Dekore edilmis Bethe orgiisii tizerinde spin-1/2 Ising-Heisenberg

modelinin sematik temsili.

Sekil 4.1'de acgik¢a goriildiigii gibi dekorasyon-iterasyon doniisiimii vasitasiyla sol
taraftaki spin-1/2 Ising ve Heisenberg spinlerini igeren karma sistem, sag taraftaki
sadece spin-1/2 Ising spinlerini iceren basit Bethe orgiisii tizerindeki efektif

etkilesmeli spin-1/2 Ising modeline dontismektedir.

Spin-1/2 lIsing-Heisenberg modelinin dekore edilmis Bethe Orgiisii lizerindeki
Hamiltonyeni,
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Nqg/2 2Ng
H= _‘]H Z [A(Skxlskxz + Skylsky2)+ SkZlSkZZ]_JI zskzlulz’ (4-1)
()] (k.1

olarak ifade edilir. Burada g, Bethe 6rgiisiindeki koordinasyon sayisidir. Sistemin

boliisiim fonksiyonu,

Ng/2
-8 > Hk Ng/2 Ng/2
Z=3 TrePl_sTre k1 — 3 ] Trke’ﬂHk:Z 1 Zy
{iHSjk {14} S {4} k=1 {4} k=1 (4.2)

formunda ifade edilir. Boliistim fonksiyonundaki Zj, ifadesini yazip dekorasyon-

iterasyon doniisiimii uygulanirsa,

Au _Bu AIA
Z={2e 4 cosh[B)) (ug +ui,)1+2e 4 cosh (T)}
_ pe Rt (4.3)

seklinde elde edilir. Burada, B = 1/(kgT,), kgBoltzmann sabitidir ve T mutlak
sicakliktir. pf, ve g, spinlerin aldiklar1 degerlerdir. Dekorasyon-iterasyon
doniisiimii vasitasiyla Ising ve Heisenberg spinlerini iceren karma sistem, bu
doniigiim yapildiktan sonra sistem sadece Ising spinlerini ihtiva eden ve spinler
arasinda etkin etkilesme parametresi R olan spin-1/2 Ising modeline
dontsmektedir.

Yukaridaki doniisiimden sonra spin-1/2 Ising modelinin spin degerleri yerlerine
konularak her iki model arasindaki doniigiim parametreleri elde edilir. (Burada
spin-1/2 Ising modeli iki durumlu oldugu igin sadece asagidaki dort farkli

sekillenime karsilik gelen spin durumlar1 géz 6niine alinir).
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Tablo 4.1. iki durumlu spin-1/2 Ising modeli igin biitiin spin yonelimleri igin

sekillenimler.
i1 | Mkz
_ = 1 ” A AIA ﬁR
2 2 | Vp=2e4 cosh(f)+2e *4 cosh( )= Ae )]
21 + 1 i v ,8 R
T TS [ vy=2e4 126 4 cosh(Z2)=Ae 4 (2)
Tablo 4.1 de verilen farkli konfliglirasyonlar birbirine oranlanirsa,
Vil
ﬂJA
1 2e % cosh(pJ,)+2e 4 cosh
Vi m(ﬂ 1) =) (4.4)
z 2e% +2e g cosh(ﬁ‘]A
elde edilir. Bu ifade ise daha sade bir formda elde edilir:
v:a
cosh(pd;)+e 2 cosh(’BJA)
AR=2 In{ } (4.5)
A ﬂJ
1+e 2 cosh(—o)
Diger taraftan diger bir doniisiim parametresi A,
1 1
ViVp = Aed pe 4T =A% = A=
1Vo = Ae .Ae =A" = A= V\Vy (4.6)
esitliginden elde edilir:
A A U )
A=[(2e 4 cosh(pl|)+2e * cosh(%).Ze 4 12 4 cosh(ﬂJ )]y 4.7)

Boylece yukarida yapilan iglemlerden sonra Bethe orgiisii lizerinde spin-1/2 Ising

modelinin boliisiim fonksiyonu;
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Ng/2 .
R X )
z=pN25e k=
{ni} (4.8)
ifadesi ile verilebilir. Spin-1/2 Ising modelinin efektif etkilesmeli Bethe orgiisii

iizerindeki Hamiltoyeni asagidaki gibi verilebilir:

Ng/2 -
Hising =—R (_Z_) Hig Mo (4.9)
i j

Boylece Ising-Heisenberg modeli ile sadece Ising spinleri arasinda etkilesmeleri
igeren Ising modelinin boliisiim fonksiyonlar1 arasinda asagidaki esitlik yazilabilir:

Z(J,,3,4)= ANqIZZmNG (BR) (4.10)

Simdi sirastyla modelin Ising ve Heisenberg magnetizasyon bagmtisini

hesaplayabiliriz. Ilk olarak Ising manyetizasyon ifadesi,

m, :<'u‘fl>:<'ukzl>|sme (4.11)

bagintis1 kullanilarak hesaplanabilir. Bu hesaplama ise spin-1/2 Ising modelinin

Bethe orgiisii tizerindeki miknatislanma ifadesine esittir. Ising spinlerinin termal

ortalamasi,
1 Nq/2
— z\ _ z -pH
m, = <,Uk1> ~7 ﬂleTrke ‘
IHM {zi} k=1

(4.12)

bagintisindan hesaplanir. Hesaplamalar devam ettirilince yukarida da ifade edildigi

gibi Ising magnetizasyonu,

m, =<ﬂ|fl> =<’U|51>ISING = MisinG (BR) (4.13)
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seklinde elde edilir. Diger taraftan Heisenberg magnetizasyonun hesaplanmasi ¢ok
daha uzun hesaplamalar1 gerektirir. Heisenberg magnetizasyonu, Heisenberg
spinlerinin ortalama degeri alinarak bulunabilir:

my = <% (Skzl + Skzz)> : (4-14)

Heisenberg  magnetizasyonun  hesaplanmasinda  Callen-Suzuki  6zdesligi

kullanilarak uzun hesaplanmalar neticesinde, magnetizasyon i¢in;

1 sinh[ B3, (14, + #4,)] (4.15)

A
cosh[), sty + s )] +e * cosh(E2

m, =

bagintisi elde edilir. Bu bagint1 ise yine karmasik hesaplamalar sonucunda en sade

sekilde

my = (e(uilwiz)Vx)F(x) (4.16)

formunda verilebilir. Burada F(X),

sinh(4J | x)
A
cosh(Bl x)+e 2 cosh(ﬁ;A)

FO)=>

bagintisi ile verilir. F(X) fonksiyonu miknatislanma ifadesinde kullanildiginda,

Heisenberg magnetizasyonu,
olarak elde edilir.

Boylece spin-1/2 Heisenberg spinlerince dekore edilmis Bethe o6rgiisii iizerinde
Ising ve Heisenberg magnetizasyonlari elde edilmis oldu. Bu magnetizasyon
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ifadeleri sistemin termal davranisi basta olmak {izere faz dontistimleri gibi bircok
magnetik 6zelligin incelenmesinde énemlidir. Bu amag i¢in bu boliimde analitik
olarak elde edilen sistemin Ising ve Heisenberg magnetizasyon ifadelerinin

bilgisayar ortaminda niimerik ¢6ziimiiniin yapilmasi gereklidir.
4.1.1. Ising ve Heisenberg Magnetizasyonlarinin Sicakhiga Gore Degisimleri

Bu kesimde yukarida elde edilen Ising ve Heisenberg miknatislanma ifadelerinin
niimerik ve iteratif ¢oziimleri modeli tanimlayan etkilesme parametrelerinin farkli
degerleri icin yapilarak sistemin termal davramist ve faz doniisiimleri
incelenecektir.

ky T1J

Sekil 4.2. Farkli koordinasyon sayilart ¢ = 3,4,5 ve 6 Ising ve Heisenberg
miknatislanmalarinin sicaklik bagimliliklari. A= 0 ve J,/J; = 1.

Sistemin manyetik &zelliklerini incelemede bir diger parametrede modelin
iizerinde incelendigi Bethe orgiisii koordinasyon sayist olacaktir. Ferromagnetik
durumda sistemin Hamiltonyenindeki etkilesme parametreleri Jy >0, J; >0
olarak almacaktir. ilk olarak anizotropi parametresi A= 0 degeri i¢in yani sistemi

Ising modeli limitinde ele alinarak inceleme yapalim:
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Sekil 4.2'de anizotropi parametrelerisinin A= 0 ve J,/J; =1 sabit degeri ve
artan koordinasyon sayilari i¢in (q = 3,4,5ve 6) Ising ve Heisenberg
magnetizasyonlarinin  termal degisimleri verilmektedir. Sekildende acikga
goriildiigli gibi miknatislanmalar ikinci dereceden faz doniigiimii gegirmekte yani
sicaklik arttikca siirekli olarak azalmakta ve belirli bir sicaklik degerinde sifir
olmakta yani yok olmaktadir. Diger taraftan sistemin faz doniisim sicakligi
tizerinde Bethe orgiisiiniin farkli koordinasyon sayilarinin etkisini incelemek tizere
elde edilen degisimlerde koordinasyon sayisi artiginin sadece ikinci dereceden faz
doniisiim sicakliginin artig1 iizerine etkisi oldugu goriilmektedir. Ayrica sicaklik
artisiyla birlikte Heisenberg miknatislanmasi daima Ising miknatislanmasimdan

kii¢iik degerler almaktadir.

0.6
0.4+
E:
&
0.2t
0.0
0.0

KT/

Sekil 4.3. Spin-1/2 Ising-Heisenberg modelinde J,/J; = 1, ¢ = 3 i¢in anizotropi
parametresinin A=0, 1, 2 ve 2.8 degerleri i¢in Ising ve Heisenberg
magnetizasyonlarinin termal degisimleri.

Sekil 4.3'de Jy/J; =1, q = 3 sabit parametreleri i¢in anizotropi parametresinin
A= 0,1,2 ve 2.8 degerleri i¢in Ising ve Heisenberg magnetizasyonlarinin termal
degisimleri goriilmektedir. Burada goriildiigii gibi sistem biitiinliyle ikinci
dereceden faz doniisiimii ge¢irmekle birlikte anizotropi parametresi A nin artigiyla,
ikinci dereceden faz doniisiim sicakligl azalmakta ve A= 0 i¢in yok olmamaktadir.
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Yani A nin ikinci dereceden faz doniisiim sicakligini azaltict yonde bir etkisi
olmaktadir. Diger taraftan spin-1/2 Ising-Heisenberg modelinin Bethe orgiisi
tizerindeki koordinasyon sayisi g =4 ic¢in Sekil 4.3'deki hesaplamalar
yapildiginda ayni sonuglara ulasilmaktadir. Bununla birlikte Bethe orgiisii
koordinasyon sayisinin sistemin magnetik 6zellikleri lizerinde 6nemli bir etkiye
sahip oldugu bilindiginden Sekil 4.4’te koordinasyon sayist ¢ = 6 i¢in Ising ve
Heisenberg miknatislanmalarmin sicakliga gore degisimleri grafiksel olarak elde

edildi.

0.6

m;, my

0.2}

Sekil 4.4. Spin-1/2 Ising-Heisenberg modelinde J,/J; = 1, ¢ = 6 igin anizotropi
parametresinin  A=1 ve 2.5 degerleri icin Ising ve Heisenberg

magnetizasyonlarinin termal degisimleri.

Sekil 4.4°te g =6 koordinasyon sayili dekore edilmis Bethe orgiisii iizerinde Ising
ve Heisenberg miknatislanmalarinin sicaklik  bagimliliklar1  goriilmektedir.
Anizotropi parametresi A nin 1 den 2.5 degerine artmasiyla ikinci dereceden faz
doniisim  sicakligi  azalmaktadir. Diger taraftan Sekil 4.5'te anizotropi
parametresinin daha fazla artirllmasiyla sistemde daha farkli bir magnetik 6zellik

gbze carpmaktadir.
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0.6 ,
A=3.1

0.5

S 04
0.3

0.2

0.1

0.0t
00 02 04 06 08

kT/J

Sekil 4.5. Spin-1/2 Ising-Heisenberg modelinde J,/J; = 1, ¢ = 6 i¢in anizotropi
parametresinin -~ A= 3.1  degeri i¢in Ising ve  Heisenberg

magnetizasyonlarmin termal degisimleri.

Sekil 4.5’te ¢ok acgik sekilde goriildiigii gibi bir onceki parametrelerden farkli
olarak anizotropi parametresinin 3.1 degerine ¢ikarilmasi sistemin magnetik
davranigi, 6zellikle faz doniigiimil lizerine bilyiik etkiye sahiptir. Sistemde sicaklik
artisiyla birlikte Ising ve Heisenberg magnetizasyonlar iki defa ikinci dereceden
faz donilisimiine ugramaktadir. Yani sistem koordinasyon sayisinin g = 6 ve
anizotropi bagitisinin A= 3.1 degeri i¢in re-entrant faz doniisiimii gecirmektedir.
Sistemin kapsamli bi¢imde incelenmesi neticesinde anizotropi parametresinin
sinirli bir araliginda re-entrant faz doniisiimiine ugradigi goriilmiistiir. Bu bdlgenin
parametre olarak degeri ise sistemin faz diyagramindan bir sonraki kesimde agikg¢a
goriilecektir. Ayrica sistemde re-entrant faz davramisginin  spin-1/2  Ising-
Heisenberg modelinin koordinasyon sayisi ile de yakindan baglantili oldugu
sonucuna varillmigtir. Miknatislanmalarin =~ faz ~ doniisiimlerinin =~ kapsamli
incelenmesinden koordinasyon sayisti g =3 ve 4 i¢in tiim anizotropi
parametrelerinde ardil faz doniislimii goriilmemekte yani re-entrant davranig
bulunmamaktadir. Diger taraftan Bethe Orgiisiiniin koordinasyon sayisinin g>5
degerleri i¢in sistemde anizotropi parametresinin sinirhi bir araliginda meydana

geldigi tespit edilmistir.
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0.5 JI=-1;q=3 ]
m, A=1.5
SI
< 0.0}
my
-0.5 -
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
kT /J
a)
05 I I | .'IH/J,I=—1;c'[=6-
A=2
fun)
S
S\ 0.0+
-0.5 _
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
kT /J
b)

Sekil 4.6. Spin-1/2 Ising-Heisenberg modelinde antiferromagnetik durumda Ising
ve Heisenberg miknatislanmalarinin termal degisimler. ] = —1 (sabit) a)
Koordinasyon sayisiq =3 ve  anizotropi parametresi A= 1.5 b)
Koordinasyon sayis1 ¢ = 6 ve anizotropi paremetresi A= 2.

Sekil 4.6 (a) 'da spin-1/2 Ising-Heisenberg modelinin antiferromagmetik durumda
(J = —1 sabit olmak {iizere), koordinasyon sayisi q = 3 ve A= 1.5 parametreleri
icin alt-6rgli miknatislanmalar1 goriilmektedir. Antiferromagnetik etkilesme
durumu burada goriildiigii gibi miknatislanmalarin taban durumda zit yonelimlere
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sahip olmasina yol agmakta ve sicaklik artisiyla birlikte Néel sicakliginda sifir
olmaktadir. Yani sistem antiferromagnetik fazdan diizensiz paramagnetik faza
gecmektedir.

4.1.2. Faz Diyagramlari

Bu kisimda, spin 1/2 Isin-Heisenberg modelinin dekore edilmis Bethe orgiisii
tizerinde degisik parametreler icin faz diyagramlart verilmistir. Modelin faz
diyagramlarmin  elde edilmesinde, oOnceki kesimde incelenmis olan

miknatislanmalarin faz doniisiim sicakliklar1 ve termal degisimleri kullanilmistir.

Sekil 4.7 ve sekil 4.8, Bethe Orgiisii iizerinde spin-1/2 atomlart arasindaki
ferromanyetik etkilesme J;/J/; = 1 durumunda farkli koordinasyon sayilari igin
faz diyagramlarini gosterir. Tiim koordinasyon sayilari i¢in faz doniisiim ¢izgileri,
ferromanyetik ve diizensiz paramanyetik fazi birbirinden ayirir. Sekil 4.7'de
gosterilen faz diyagramlarindan g = 3 ve g = 4 koordinasyon sayilart igin re-
entrant davranis gozlenmezken, Sekil 4.8'de gosterilen faz diyagramlarindan bu
davranig ¢ > 5 i¢in gozlenmektedir.

JJ, =1.0

[E—
S
1

4

Sekil 4.7. J/J; = 1 ve A = 3 olmak iizere koordinasyon sayilar1 g = 3 ve q = 4

icin faz diyagramlar
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Sekil 4.8. Jy/]; =1 ve A=3 olmak iizere

6 ve q = 8 icin faz diyagramlari

koordinasyon sayilart ¢ = 5,9 =
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu ¢aligmada, en genel q koordinasyon sayili dekore edilmis Bethe orgiisii
tizerinde spin 1/2 Isin-Heisenberg modelinin magnetik 6zellikleri dekorasyon-
iterasyon doniislimii ve tam tekrarlama yonteminin birlikte kullanilmasiyla
incelenmistir. Spin 1/2 Isin-Heisenberg modelinin, dekore edilmis Bethe orgiisii
tizerinde tam formiilasyonu en genel g koordinasyon sayili spin durumu (-1/2 ve
+1/2) ig¢in yapilmigtir. Modelin en genel Hamiltonyeni, Ising ve Heisenberg
atomlar1 arasindaki tek uzaysal bilesene sahip anizotropi parametresini J; ve [y
ise Heisenberg atomlari arasindaki ii¢ uzaysal bilesen igceren anizotropik c¢iftlenim
parametresini gosterir. Hamiltonyendeki A parametresi sistemin Ising veya
Heisenberg rejiminde bulunmasini saglar. Ayrica, Hamiltonyendeki ilk toplam
tiim Heisenberg atomlar: iizerindendir. Ikinci toplam ise Ising ve Heisenberg
atomlart iizerindendir. Dekorasyon-iterasyon doniisimii kullanilarak spin-1/2
Ising-Heisenberg modeli (dekore edilmis Bethe orgiisii iizerinde) ve basit Bethe
Orgiisii izerindeki spin-1/2 Ising modeli arasinda tam bir dlgekleme esitligi elde
edilmistir. Dekorasyon-iterasyon doniisiimii ve tam tekrarlama yontemi vasitasiyla
Ising miknatislanmalar1 ve Heisenberg miknatislanma ifadeleri elde edilmistir.
Modelin magnetik 6zelliklerinin incelenmesinde J > 0 ferromanyetik ve ] < 0
antiferromanyetik durumunda ozellikle kritik davranig, re-entrant olayi, termal
degisimler ve faz doniigiimleri iizerinde durulmustur. Model ferromanyetik ve
antiferromanteyik en yakin komsu etkilesimleri durumunda modeli tanimlayan
Hamiltonyendeki etkilesme parametrelerinin degisik degerleri igin kritik davranis
sergilemektedir. Faz diyagramlarinin elde edilmesi sonucunda faz diyagraminda
ferromanyetik ve paramanyetik fazin meydana geldigi goriilmistiir. Spin-1/2
Ising-Heisenberg modeli bu durumda g = 5 igin re-entrant davranig
sergilemektedir. ¢ < 4 i¢in re-entrant davranis faz diyagraminda goriilmez.
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