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OZET

BAZI OZEL ALTMODULLERI ILE
KARAKTERIZE EDILEN MODULLER

Nila OZTEKIN

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Damismani: Dog. Dr. Semra DOGRUOZ
2015, 57 sayfa

Birimli ve birlesmeli bir R halkasi i¢in M bir sag R-modiil olsun. M nin her
tiimleyen (complement) altmodiilii M nin bir direk toplanani ise M ye bir CS-modiil
denir. Extending modiil, CS-modiil ve C; sartin1 saglayan modiil denk modiillerdir.
Ancak teorinin gelisiminde bu cesit modiillerin denk olmayan farkli pek c¢ok
tanimlamalar1 vardir. Kapali (closed) altmodiilleri ile karakterize edilen modiiller
bazi aragtirmacilar tarafindan ¢aligilmistir ve hatta bir survey olarak yaymlanmigtir
(bakiniz [12]). Biz bu c¢alismada tiimleyen altmodiilleri ile karakterize edilen
CS-modiiller baglaminda farkli tanimlar1 ¢calisarak aralarindaki iligkileri inceledik.

Anahtar Sozciikler : Complement altmodiil, closed altmodiil, extending altmodiil,
CS-modiil, singular altmodiil, modiil simiflar1.
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ABSTRACT
MODULES CHARACTERIZED WITH SOME SPECIAL SUBMODULES
Nila OZTEKIN

M.Sc. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Semra DOGRUOZ
2015, 57 pages

For an associative ring R with identity, let M be a right R-module. If every
complement submodule of M is a direct summand of M, then M is called
CS-module. Extending module, CS-module and a module which satisfy C; property
are all equivalent. But in the development of the theory, there are several different
definitions of this kind of modules which are not equal. The modules characterized
by their closed submodules had been work by some researchers and also published
as a survey (See [12]). In this work we study all different definitions that we access
them in the sense of CS-modules characterized by complement submodules and
give relations among them.

Key Words : Complement submodule, closed submodule, extending submodule,
CS-module, singular submodule, classes of modules.
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1. GIRIS

Extending modiil teorisi siireklilik geometrisine (continuous geometry) dayanir.
Extending modiillere denk olan CS-modiillerin temeli 1930 lu yillarda Von
Neumann’in c¢alismasina uzanir. Von Neumann’in siireklilik geometrisi
(continuous geometry) kavramu "lattice” manasinda kullanilmigstir. Ayrica buradaki
stireklilik terimi topoloji ve analizde kulanildi§i anlamda degildir. Continuous
(stirekli) geometriler Noether olmayan regiiler halkalar ile koordinelidir ancak biz
bu ¢alismada konunun bu yonii ile ilgilenmeyecegiz. Utumi, self-injektif regiiler
halkalarin genellestirilmesi olarak siirekli regiiler halkalar1 elde etmistir [34].
Utumi bu durumu herhangi halkalara genisleterek, sonra Jeremy [20], Mohamed
ve Bouhy [25], Goel ve Jain [14] bu fikri modiillere tagimislardir. Utumi "Regiiler
bir R halkasinin sol siirekli (continuous) olmasi icin gerek ve yeter sart gR nin
extending olmasidir." 6nermesini ispat etmistir [34].

1958-1960 yillarinda Goldie [15], gelismeden bagimsiz olarak boliim halkalari
ile ilgili caligmalarinda tiimleyenleri (complement) diisiindii. Bu durum 6grencisi
Hajarnavis icin sol CS-halkalar1 incelemeye ilham kaynagi olmus ve Chatters ile
bir calisma yaymlamigtir [6].

1982 de Harada [18] ve onun okulu tabir edilen arastirmacilar "lifting modiil"
kavramina dual olarak "extending modiil" terimini kullanmiglardir.

Acik Problem: Bir CS-modiiliin her direk toplanan1 CS-modiil olurken
CS-modiillerin direk toplami CS olmak zorunda degildir.. Ornegin p bir asal
say1 olmak iizere (Z/Zp) @ (Z/Zp*) Z-modiil olarak extending dolayistyla
CS-modiildiir. Fakat (Z/Zp) @ (Z/Zp*) Z-modiil olarak extending (CS) modiil
degildir. (Bakimz: [13], sayfa 56.)

Bu farkli yaklagimlar i¢cinde Mohamed Miiller’in continuous ve quasi-continuous
tanimlarindaki C; sartinin extending modiile denkligi de gelisim icinde 6nemli yer

tutmaktadir. $Soyle ki: "Bir M modiiliiniin C; sartin1 saglamasi icin gerek ve yeter
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sart M nin extending olmasidir." Bu durumda

M siirekli (continuous) = M yari-siirekli (quasi-continuous) = M extending [26]
oldugu agiktir.

Simdi asagidaki simiflandirmay1 goz oniine alalim:

(1) M bir CS-modiildiir.

(2) M nin her N altmodiilii icin N nin M deki her tiimleyeni M nin bir direk
toplananidir.

(3) M nin her kapal1 (closed) altmodiilii M nin bir direk toplananidir.

Benzer sekilde agagidaki siniflandirma da verilebilir:

(1) M bir extending modiildiir.

(2) M nin her N altmodiilii icin N nin M deki her kapanist M nin bir direk
toplanamdir.

(3) M nin her altmodiilii M nin bir direk toplananinda essentialdir.

Acikca "Bir modiiliin extending modiil olabilmesi icin gerek ve yeter sart o
modiiliin CS-modiil olmasidir." durumu bilinen bir 6zelliktir. Extending modiiller
ile ilgili ikinci stmiflandirma [35] da kapsamli olarak incelenmistir.

Biz burada denklik siniflandirmalarindan ilkini dikkate alacagiz.

Bu calismada baslangic olan ikinci bolimde modiil teorideki bazi temel
kavramlar ve ozellikler verilerek CS-modiillere ait CS-modiiller teorisindeki
sonraki boliimlerde ihtiyac olacak bazi 6zel kavramlar tanimlanmig ve ¢alismanin
yoniinil belirten karakterizasyon teoremi ifade edilmistir.

Ugﬁncij boliimde, modiil simiflarina gore CS-modiillerin 6zellikleri istenen
smniflandirma dogrultusunda incelenmistir. Bunun icin [10] ¢aligmasindaki Tip
1 extending modiil ve temel oOzellikleri calisilmistir.  Bu baglamda Tip 1
extending modiil ve zayif Tip 1 extending modiil tanimlanmig ve temel 6zellikler
incelenmistir. Sonrasinda literatiirde bazi 6zel modiil siniflarina gore elde edilen
Tip 1 extending modiillerin karakterizasyonu incelenmistir. Dordiincii boliimde

CS-modiiliine benzer modiiller incelenmistir. Sirasiyla Birkenmeier, G. F., Tercan,
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A. nin [3], Celep Yiicel, C. min [4], Celep Yiicel, C., Tercan, A. nin [5], Celik, C.
nin [8], Smith, P. F. min [27], Smith, P. E.,, Tercan, A. nin [30] ve Takil, F., Tercan,
A. nin [32] caligmalar1 incelenmistir. Bu baglamda 6zel olarak Ci;-modiil, ECS
ve CESS modiiller ve benzeri modiiller tanimlanmisg, genel 6zellikleri verilmis ve
ayrica CS-modiiller ile olan iligkileri caligilmustir.

Besinci boliimde, ¢alisilan CS-modiil ve benzeri modiiller arasinda incelenen farkl

tanimlar ile kargilagtirmalar verilmisgtir.






2. BAZI TEMEL TANIM VE OZELLIKLER

2.1. Genel Ozellikler

Aksi belirtilmedikce calisma boyunca halkalar birimli ve biitiin modiiller birimsel
sag R-modiil olarak alinacaktir. (Bu boliimde verilen tanim ve ozelliklerin

ayrintilart icin bakiniz [1], [13], [17], [22], [23], [26].)

Tanim 2.1.1 R bir halka olsun.

(1) M bir toplamsal degismeli grup ve

(2) M xR — M, (m,r) — mr ile taniml1 bir doniisiim ve m,m;,m, € M ve

r,r1,7 € R olmak lizere

(a) (my +m)r =myr+myr,

(b) m(ry +rp) = mry +mr,

(c) m(riry) = (mry)ra,

ozelliklerini saglhiyorsa M ye bir sag R-modiil denir ve My, ile gosterilir. Eger R
birimli bir halka ve Mg, m1 = m 6zelligini sagliyorsa M ye birimsel sag R-modiil
denir. Benzer tanim sol R-modiiller i¢in de yapilir. Birlesmeli R ve S halkalar1 i¢in
bir M degismeli grubu sol S-modiil ve sag R-modiil oluyorsa M ye S-R-bimodiil
denir ve sMp ile gosterilir. Eger R halkasi degismeli ise M hem sag hem de sol

R-modiil olur.

Tanim 2.1.2 M ve N, bir R halkasi tizerinde iki sag R-modiil olsun. f: M — N
fonksiyonu her a,b € M ve r € R icin

(1) fla+Db) = f(a)+ f(b)

) flar) = f(a)r

kosullart saglanirsa f ye bir sag R-modiil homomorfizmast denir.

Tanim 2.1.3 R bir halka, M bir sag§ R-modill ve N, M nin bos olmayan bir

altkiimesi olsun. N, M nin toplamsal bir altgrubu ve her r € R, n € N icin nr € N
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oluyorsa N ye M nin bir altmodiilii denir ve N < M ile gosterilir. 0y ve M nin
kendisi M nin agikar altmodiilleridir. M nin kendisinden ve sifir modiiliinden farkl

olan altmodiillerine M nin oz altmodiilleri denir.

Tanim 2.1.4 M bir R-modiil, M; ve M>, M nin altmodiilleri olsun.

My +My={my+my:my € My,my € My}

olmak iizere M; + M, = M ise M bu iki altmodiil tarafindan geriliyor denir. Diger
yandan M| N M, = 0 ise M, ve M, altmodiilleri bagimsizdir denir. M| X M»
kartezyen ¢arpim modiiliinden M ye,

(x1,%0) = x1+x2, (x1,x2) € M} X M,

seklinde tanimlanan i kanonik R-homomorfizmasi i¢in Im(i) = M; x M, ve
Ker(i) = {(x,—x) : x € M; N M,} seklindedir. i nin 6rten olmast igin gerek ve
yeter sart M; ve M, altmodiillerinin M yi geriyor olmasi, i nin birebir olmasi
icin gerek ve yeter sart ise M| ve M, altmodiillerinin bagimsiz olmasidir. Eger
i kanonik homomorfizmasi bir izomorfizma (yani M; ve M, bagimsiz ve M yi
geriyor) ise M modiili M; ve M, altmodiillerinin bir (i¢) direk toplamidir denir
ve M = M| & M, seklinde yazilir. Boylece M = M| & M, olmasi i¢in gerek ve yeter
sart her x € M icin x = x| + x, olacak sekilde x| € M| ve x, € M, elemanlarinin tek
tiirli var olmasidir. M = M| & M, olacak sekilde M nin bir M, altmodiilii var ise
M, altmodiiliine M nin bir direk toplanan: denir. Ayn1 zamanda M, altmodiilii de

M nin bir direk toplananidir.

Tanim 2.1.5 Herhangi A, B ve C modiilleri i¢in B < A ise
AN(B+C)=B+(ANC) (Modiilarite Kurali)
dir.

Tamm 2.1.6 M sifirdan farkli bir R-modiil olsun. Eger M nin asikar olmayan hi¢bir

altmodiilii yoksa M ye basit (simple) modiil denir.
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Tanim 2.1.7 M bir R-modiil olsun. M nin biitiin basit (simple) altmodiillerinin

toplamina M nin sokulu denir ve Soc(M) ile gosterilir.

Tamm 2.1.8 M bir R-modiil ve A indis kiimesi olmak iizere (Ty)qea, M nin basit
altmodiillerinin indislenmis bir kiimesi olsun. Eger M, bu kiimenin direk toplami
ise bu durumda M = @7y, M nin bir yaribasit (semisimple) ayrisimidir. Eger M
modiilii bir yaribasit a}ll\r1§1ma sahipse M ye bir yaribasit (semisimple) modiil denir.
Diger bir ifade ile yaribasit modiil, basit modiillerin herhangi bir direk toplamidir.
Her basit modiiliin yaribasit modiil oldugu agiktir. Ayrica bir M modiilii yaribasittir

ancak ve ancak M nin her altmodiilii M nin bir direk toplananidir.

Tanim 2.1.9 Sifirdan farkli bir M modiiliiniin O ve M den baska direk toplanan

yoksa M ye ayristirilamaz (indecomposable) modiil denir.

Tanmm 2.1.10 M bir sag R-modiil ve K, M nin bir altmodiilii olsun. M nin K
altmodiiliine gore yan kiimelerinin (coset) M/K = {x+ K : x € M} kiimesi, her
r € Rvex,y € M i¢in

(i) (x+K)+ (y+K) = (x+y)+K,

() x+K)r=xr+K

biciminde tamimlanan toplama ve skalerle carpma islemlerine gore bir sag
R-modiildiir. Toplamsal birim eleman ve ters eleman sirasiyla K = 0+ K ve
—(x+K) = —x+ K bi¢imindedir. Burada M /K modiiliine M nin bir sag R-béliim

modiilii denir.

Tanim 2.1.11 M, M’, M" R-modiiller olmak iizere M’ LM 4, M" homomorfizma
dizisine Imf = Kerg olmasi durumunda M de tamdir denir. Son olarak (sonlu ya

da sonsuz) bir

s M, D M, M
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homomorfizmalar dizisi her bir M), de tam ise tamdir; yani her bir ardisik f,, fu+1

¢ifti icin Imf, = Ker f,,+1 olmalidir. Ayrica

0KLMENSO

seklindeki tam dizilere kisa tam dizi denir. Burada f nin monomorfizma ve g nin

epimorfizma oldugu aciktir.

Tamim 2.1.12 R bir halka ve U bir sag R-modiil olmak iizere, her bir ot : K — M

monomorfizmasi ve her bir f : K — U homomorfizmasi i¢in

diyagramim degismeli yapan (yani ¢ = B olacak sekilde) bir ¢ : M — U
homomorfizmasi var ise U ya M ye gore injektif (injective) modiil (veya U,
M-injektif 'tir) denir. Eger U, biitiin sag R-modiillere gore injektif ise U ya bir
injektif modiil denir. {M; : i € I}, sag R-modiillerin bir sinifi olmak iizere her farkli
i, j € I eleman cifti i¢in M;, M j-injektif oluyorsa M; modiillerine aralarinda injektif

(relatively injective) modiiller denir.

Teorem 2.1.13 Bir Qr modiilii icin asagidaki sartlar denktir:

(1). Her & : Q — B monomorfizmast parcalanabilirdir (split) (yani Im(§), B de bir
direk toplanandir).

(2). Her a: A — B monomorfizmasi ve her ¢ : A — Q homomorfizmasi igin
¢ = K olacak sekilde x : B — Q homomorfizmasi vardir.  Yani asagidaki

diyagram degismelidir:



e
LK

0 - A B

o

(3). Her o : A — B monomorfizmast i¢cin Hom(ot, 1g) : Homg(B,Q) — Homg(A, Q)

bir epimorfizmadir.

Tanim 2.1.14 Teorem 2.1.13 nin denk kosullarindan birini saglayan bir Qg

modiiliine bir injektif R-modiil denir.

Tanim 2.1.15 M bir R-modiil olsun. M nin bir N altmodiilii i¢in N, M nin bir 6z
altmodiilii ve M nin N yi kapsayan bagka hi¢bir 6z altmodiilii yoksa N ye M nin bir

maksimal altmodiilii denir.

Tanim 2.1.16 R bir halka ve U bir sag R-modiil olmak iizere her bir ot : M — N

epimorfizmasi ve her bir B : U — N homomorfizmasi i¢in

M N 0

diyagramimi degismeli yapan (yani, ¢ = 3 olacak sekilde) bir ¢ : U — M
homomorfizmasi var ise U ya M ye gore projektif (projective) modiil (veya U,
M-projektif tir) denir. Eger U, her sag R-modiile gore projektif ise U ya projektif

modiil denir.

Tamm 2.1.17 M bir R-modiil olsun. M nin altmodiillerinin her artan (azalan)

K <K, <..(K; > K, > ...) zinciri sonlu adimda sona eriyorsa M ye artan zincir
sartimi (ACC) (azalan zincir sartint (DCC)) saglar denir. Bir modiil altmodiilleri
icin artan zincir sartin1 sagliyorsa Noether modiil adim alir. Bir modiil altmodiilleri

icin azalan zincir sartin1 sagliyorsa Artin modiil adini olarak adlandirilir.
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Tanim 2.1.18 M bir sag R-modiil olsun. O zaman her bir X C M icin

r(X)={s€R: xs=0,herx € X i¢in }

kiimesine X in sag sifirlayami denir. X = {m} ise r(m) ile gosterilir. Ayn1 zamanda
r(X), R de bir sag idealdir. Sol sifirlayan benzer sekilde tanimlanur.

Diger yandan, bir A C R i¢in

1A)={xeM: xa=0,hera c€Aigin }

kiimesine de A nin sol stfirlayan: denir. A = {a} ise 1(a) ile gosterilir. Burada 1(A),

M nin bir altmodiiliir.

Tanmm 2.1.19 R bir tamlik bolgesi (R, birimli ve sifir bolensiz bir halka) ve M bir

sag R-modiil olsun.

TM)={meM: r(m)#0t={meM: 30#recRigcinmr=0}

kiimesi M nin bir alt modiiliidiir. Bu altmodiile M nin burulmali (torsion) altmodiilii
denir. Eger T(M) = M ise M ye burulmali (torsion) modiil; eger T (M) = 0 ise M

ye burulmasiz (torsion free) modiil denir.

Tamim 2.1.20 R bir halka olsun. Eger her r € R i¢in rar = r olacak sekilde bir

a € R varsa R ye von Neumann regular halka denir.
2.2. Baz1 Ozel Altmodiiller ve CS-Modiil Stmiflandirmalari

Bu boliimde CS-modiil teorisi i¢in gerekli olan bazi 6zel altmodiiller tantmlanarak

caligmaya yon veren siniflandirmalar verilecektir.

Tamm 2.2.1 R bir halka, M bir R-modiil ve N, M nin sifirdan farkli bir altmodiilii

olsun. M nin sifirdan farkli her altmodiilii ile N nin arakesiti sifirdan farkli ise N
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ye M nin esasl: (essential) altmodiilii denir ve N <, M ile gosterilir. Yani N, M
nin bir essential altmodiilii ise M nin bir K altmodiilii icin NN K = 0 olmas1 K =0
olmasini gerektirir. Sifirdan farkli her modiiliin kendi i¢inde bir essential altmodiil

oldugu aciktir.

Tanim 2.2.2 M bir R-modiil ve N, M nin bir altmodiilii olsun. N yi M de essential
olarak iceren altmodiillerin ailesi icinde maksimal olan bir K altmodiiliine N nin M
de bir kapanist (closure) denir. Zorn Lemma ile bir M modiiliiniin her N altmodiilii

M de bir kapanisa sahiptir.

Tamim 2.2.3 M bir R-modiil ve K, M nin bir altmodiilii olsun. K nin M de bir 6z
essential genislemesi yoksa yani, K <, L < M icin K = L ise K ya M de kapali
(closed) altmodiil denir ve K <. M ile gosterilir. Bir M modiiliiniin her kapali

altmodiilii M nin bir altmodiiliiniin kapanis1 olur.

Tamm 2.2.4 M bir R-modiil ve N, M nin bir altmodiilii olsun. NN H = 0 6zelligine
gore M nin H altmodiilleri ailesi icinde maksimal olan L altmodiiline N nin M
deki tiimleyeni (complementi) denir. K, M nin bir altmodiilii olsun. K, N nin M
de bir timleyeni olacak bicimde M nin bir N altmodiilii varsa K ya M de tiimleyen
altmodiil denir ve K <. M biciminde gosterilir.

Acikga bir M modiiliiniin her altmodiilii M de bir tiimleyene sahiptir.

Onerme 2.2.5 M bir modiil olsun. M nin N ve L altmodiilleri icin NN L = 0 olsun.
Bu durumda L nin M de bir K tiimleyeni vardir ve N C K dir.

Ispat. S={X <M:N <X ve XNL =0} kiimesini tanimlayalim. N € §
oldugundan S # 0 dir. {X; : i € I}, S de bir zincir olsun. S tam siralidir.

U = JX; alahm. Herhangi iki X;,X; € S i¢in X; C X; ya da X; C X; oldugundan
icl
U bir altmodiildiir. Her i € I icin N < X; oldugundan N < (JX; dir. Her i € [ i¢in
icl
X;NL =0 oldugundan JX;NL=0olup U € S olur. Yani U, {X; : i € I'} zincirinin
icl
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bir iist stniridir. Boylece Zorn Lemma ile S nin bir maksimal eleman1 vardir. Bu
eleman K ile gosterilirse, K N L = 0 oldugundan K, L nin M deki bir tiimleyenidir.

Ayrica S nin tanimindan N C K dir. |

Onerme 2.2.6 M bir R-modiil ve N, M nin bir altmodiilii olsun. K, M de N nin bir

tiimleyeni ise N & K, M nin bir essential altmodiiliidiir.

Ispat. M nin sifirdan farkli bir L altmodiilii i¢in (N ® K)NL = 0 olsun. K, N
nin M de tiimleyeni oldugundan N N K = 0 olacak sekilde K, M de maksimaldir.
Bu durumda NN (K + L) # 0 olur. O zaman 0 #n € NN (K + L) alahm. n = k+1
olacak sekilde k € K, [ € L vardir. Boylecen—k=1¢€ (N®K)NL =0 oldugundan
[ =0 dir. Diger yandan n =k € NN K = 0 yani n = 0 elde edilir. Bu ise bir
celigkidir. Boylece (N@® K)NL # 0 dir. Yani, NG K <, M dir. O

Lemma 2.2.7 R bir halka ve M, sag R-modiil olsun. L C K olmak iizere M nin L
ve K altmodiilleri verilsin. Eger L, K nin bir tiimleyen altmodiilii ve K, M nin bir

tiimleyen altmodiilii ise o zaman L, M nin bir tiimleyen altmodiilii olur.

Ispat. K, M de K’ niin tiimleyeni ve L, K da L’ niin tiimleyeni olacak sekilde K’
ve L' altmodiilleri vardir. Buradan LN (K’ 4+ L") = 0 dir (Elemanter).

Iddia: L, K’ + L' niin M de tiimleyenidir. Yani LN (K’ + L') = 0 olacak sekilde L,
M de maksimaldir.

LCNCMicin NN (K'+ L") =0 oldugunu kabul edelim. O zaman

(N+K')NL' =0 dir. Diger yandan, L C (N + K')NK dir. Buradan
[(N+K)NK]NL =(N+K')N(KNL') = (N+K')NL =0 olur. O zaman

L= (N+K')NK olmalhdir. Boylece dagilma kuralindan (N +K)NK' = 0 dir.
Buradan K = N+ K olur ki N C K bulunur. O zaman N C K ve NNL =0 ise
L =N dir. O halde L, K’ + L' niin M de bir tiimleyenidir. Boylece L, M de bir

tiimleyendir. O



13

Tammm 2.2.8 M sifirdan farkli bir R-modiil olmak iizere M nin sifirdan farkli her
altmodiili M de essential ise M ye diizenli (uniform) modiil denir. Buna denk

olarak, M nin sifirdan farkli her iki altmodiiliiniin arakesiti sifirdan farklidir.

Ornek 2.2.9 7Z tamsayilar halkasi kendi iizerinde sag Z-modiil olarak diizenli

(uniform) modiildiir.

Ornek 2.2.10 Her cisim kendi iizerinde sag modiil olarak diizenli (uniform)

modiildiir.

Tanim 2.2.11 R bir halka ve M sifirdan farkli bir R-modiil olsun. Eger M sifirdan
farkli altmodiillerinin bir sonsuz direk toplamini icermez ise M ye sonlu diizgiin
boyuta (ya da Goldie sonlu boyuta) sahiptir denir. Bu durumda M bir diizgiin
U altmodiiliinii icerir. Bundan baska n bir pozitif tam say1 ve U; (1 <i < n) ler
M nin (lineer) bagimsiz diizgiin altmodiilleri olmak tizere U; ® U, & ...U,, M nin
bir essential altmodiiliidiir. Buradaki »n tam sayisina M nin diizgiin boyutu (ya da

Goldie boyutu) denir.

Tanim 2.2.12 M bir R-modiil olsun. M nin her kapali altmodiiliit M nin bir direk

toplanan ise M ye extending modiil denir.

Tanim 2.2.13 M bir R-modiil olsun. M nin her tiimleyen altmodiilii M nin bir
direk toplanani ise M ye CS-modiil denir. Burada CS, "complement summand"

anlamindadir.

Tanim 2.2.14 M bir modiil olsun. M nin her altmodiilii bir direk toplananinda

essential ise M ye (Cy) sartuiu saglar denir.

Simdi bir modiilin "kapali" ve "tiimleyen" altmodiillerine goére asagidaki
siniflandirmalar verilebilir. Acik problem ile birlikte bu siniflandirmalar teorinin

gelisiminde ¢aligmalari farkli yonlere gotiirmiistiir.
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Teorem 2.2.15 M bir R-modiil olmak iizere asagidaki ozellikler birbirine denktir:
(1). M, extending modiildiir.
(2). M, CS-modiildiir.

(3). M nin her altmodiilii bir direk toplananda essentialdir (M, Cy sartini saglar).

Teorem 2.2.16 Bir M modiilii icin asagidakiler denktir:

(1). M bir extending modiildiir.

(2). M nin her N altmodiilii icin N nin M deki kapanist M nin bir direk toplananmidtr.
(3). M nin her altmodiilii M nin bir direk toplananinda essentialdir (M, Cy sartint

saglar).

Teorem 2.2.17 Bir M modiilii icin asagidakiler denktir:

(1). M bir CS-modiildiir.

(2). M nin her N altmodiilii icin N nin M deki tiimleyeni M nin bir direk
toplananidir.

(3). M nin her kapalr altmodiilii M nin bir direk toplanamidir (M extending

modiildiir).

Her diizenli (uniform), basit (simple) modiil extending dolayisiyla CS-modiillere

acik orneklerdir.

Biz bu tezde oOnceki calismalardan farkli olarak daha c¢ok Teorem 2.2.17

siniflandirmasi tizerinde calisacagiz.



15

3. MODUL SINIFLARINA GORE CS-MODULLER

Bu bolimde [10] calismasimi Teorem 2.2.17 siniflamasini g6z Oniine alarak

inceleyecegiz.

3.1. Tip 1 Extending Modiiller ve Bazi Temel Ozellikleri

Tanim 3.1.1 R-modiillerin .2~ sinifi, 0 modiiliinii i¢ceren ve izomorfizmalar altinda
kapali olan R-modiillerin bir ailesini gostersin. Burada izomorfizmalar altinda
kapali olmaktan kasit bir R-modiil M, 2~ sinifina ait ise M ye izomorf olan her
modiil de 2~ smifina aittir anlamindadir. 2~ smifina ait olan bir modiile bir
Z -modiil denir. M bir R-modiil olmak iizere M nin 2~ e ait bir N-altmodiiliine, M

nin bir 2" -altmodiilii denir.

Tanimm 3.1.2 M bir R-modiil ve 2", R-modiillerin bir sinifi olsun. N, M nin bir
Z -altmodiilti olmak iizere N nin M deki her timleyeni M nin bir direk toplanani

ise M ye tip 1 2 -extending modiil denir.

Onerme 3.1.3 Her CS-modiil bir Tip 1 2 -extending modiildiir:

Ispat. M bir CS-modiil ve N, M nin bir .2 -altmodiilii olsun. Zorn Lemma ile
N nin M de bir K tiimleyeni vardir. O zaman K, M de bir tiimleyen altmodiil olur.
Hipotezden K, M nin bir direk toplananidir. Boylece M, Tip 1 2" -extending modiil

olur. O

Onermenin karsit: her zaman dogru degildir.

Lemma 3.1.4 .#, biitiin R-modiillerin sinifi olsun. M bir R-modiil olmak iizere
asagidaki ifadeler denktir:

(1). M, CS-modiildiir.

(2). M, Tip 1 A -extending modiildiir.
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Ispat. (i) = (ii) M bir CS-modiil olsun. Onerme 3.1.3 den, M nin Tip 1
M -extending modiil oldugu agiktir.

(if) = (i) M bir Tip 1 .# -extending modiil ve K, M nin bir tiimleyen altmodiilii
olsun. Bu durumda K, M nin bir N altmodiiliiniin tiimleyeni olur. Bu N altmodiilii
# smifina ait oldugundan ve boylece K, M nin bir .# -altmodiiliiniin tiimleyeni
olacagindan hipotez geregi K, M nin bir direk toplanani olur. O halde M bir
CS-modiildiir. O

Lemma 3.1.5 2 ve %, R-modiillerin siniflari ve & C % olsun. O zaman Tip 1

% -extending modiil, Tip 1 2 -extending modiil olur.

Ispat. M bir Tip 1 % -extending modiil ve N, M nin 2 -extending altmodiilii
olsun. N nin M de timleyeni K olsun. N € 2 C % oldugundan K, bir
% -altmodiiliinde bir tiimleyen olur. Hipotezden K, M nin direk toplananidir.

Boylece M, Tip 1 2 -extending modiil olur. O

Simdi Tip 1 Z -extending modiilin direk toplananinin da Tip 1 2 -extending
oldugunu ispat etmek i¢in gerekli olan asagidaki temel 6zelligi verebiliriz (bakiniz

[9, Lemma 1.2.6]).

Lemma 3.1.6 M = M| ® M, bir R-modiil, N ve K, My in altmodiilleri olsun.

K, N nin M; de tiimleyenidir < K ® M, N nin M de tiimleyenidir.

ispat. [ [9], Lemma 1.2.6]. O

Lemma 3.1.7 2", R-modiillerin herhangi bir sufi olsun. Tip 1 2 -extending bir

modiiliin her direk toplanant da bir Tip 1 2 -extending modiildiir.

ispat. M bir R-modiil olmak iizere M nin M| ve M, altmodiilleri i¢in
M =M, &M, ve M, Tip 1 £ -extending modiil olsun. N, M; in bir .2 -altmodiilii
olmak iizere K, N nin M, de bir tiimleyeni olsun. Lemma 3.1.6 dan K & M>, N nin

M de bir tiimleyeni olur. Hipotezden K & M,, M nin bir direk toplanani olur. Bu
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durumda M = K @ M, & T olacak sekilde M nin bir 7 altmodiilii vardir. Buradan
modiilarite kuralindan, My = M "M =M N(K&M, dT)=KS M N (M, B T)]
dir. O halde K, M in bir direk toplanani olur ve boylece M|, Tip 1 2 -extending

modiildiir. O

Lemma 3.1.8 M bir R-modiil, K, M nin bir altmodiilii ve L, K min M de bir
tiimleyeni olsun. K nmin M de kapali olmast icin gerek ve yeter kosul K nin M

de L nin bir tiimleyeni olmasidir.

ispat. K, M de bir kapali altmodiil olsun. H, M nin HNL=0ve K CH
olacak sekilde bir altmodiilii olsun. N, H nin K NN = 0 olacak sekilde bir
altmodiilii olsun. O zaman K N (N & L) = 0 dir. Gergekten, x € KN (N @& L) alalim.
Boylece x € K ve x € (N@® L) olur. x = n+1 olacak sekilde n € N, [ € L vardur.
x—n=1€ HNL =0 oldugundan / = 0 yani, x =n € KNN = 0 ve buradan
x = 0 bulunur. Bu durumda L, K nin bir tiimleyeni oldugundan L = N & L olur ve
buradan N = 0 bulunur. Boylece K <, H olur. Hipotezden K, M de kapal1 oldugu
icin K = H olur. Boylece K, L nin M de bir tiimleyenidir.

Karsit olarak K, L nin M de bir tiimleyeni olsun. O zaman K & L <, M olur. K, M

de tiimleyen olacagindan bu durumda K, M de kapali olur. a

3.2. Baz1 Ozel Siiflara Gore Tip 1 Extending Modiiller

Bu boliimde literatiirde bazi 6zel modiil siniflarina gore elde edilen Tip 1 extending

modiillerin karakterizasyonlar1 incelenecektir.

Lemma 3.2.1 ., injektif R-modiillerin sinifi olmak iizere her R-modiil Tip 1

S -extending modiildiir.

ispat. N, M nin bir injektif altmodiilii ve K, N nin M de tiimleyeni olsun. N
injektif altmodiil oldugundan M nin bir direk toplananidir. Yani, M = N @ N’ olacak

sekilde M nin bir N’ altmodiilii vardir. Diger yandan, [6, Lemma 5] geregince
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M =N&N" ve K C N” olacak sekilde M nin bir N” altmodiilii vardir. Burada

N &K, M de essential altmodiil oldugundan K = (K &N)NN" <, MNN" =N"
yani K, N” de essential altmodiil olur. Ancak K, N nin tiimleyeni olarak M
de bir tiimleyen altmodiil, boylece M kapali altmodiil oldugundan K = N” elde
edilir. Oyle ise K, M nin bir direk toplanam olur. Buradan M, Tip 1 .#-extending

altmodiildiir. O

Z", R-modiillerin herhangi bir sinifi olmak iizere bir 2 -altmodiiliinii essential
olarak iceren R-modiillerin sinifim 27°¢ ile gosterelim. 2~ C 27¢ oldugu agiktir.
Gergekten bir 2 sintfiicin N € 2" ise N <, N oldugundan N € Z°¢ olur. Boylece
Z¢#+ @ dir.

Lemma 3.2.2 2", R-modiillerin herhangi bir sinifi ve M bir R-modiil olsun. M
nin Tip 1 2 -extending olmast icin gerek ve yeter kosul M nin Tip 1 2 ¢-extending

olmasidrr.

Ispat. M, Tip 1 2 ¢-extending olsun. 2~ C 2°¢ oldugundan Lemma 3.1.5
geregince M nin Tip 1 # -extending oldugu aciktir.

Tersine M, Tip 1 £ -extending modiil ve N, M nin bir 2 ¢-altmodiilii olsun. K, N
nin M de bir tiimleyeni olsun. N € 27 oldugundan N; <, N olacak sekilde bir

Ny € Z altmodiilii vardir. Buradan K NN = 0 oldugundan K "N} = 0 olur. Bu
durumda K, N; in tiimleyeni olur. Gergekten K nin Ny N K = 0 o6zelligine gore
maksimal oldugunu gosterelim. K’ N N; = 0 olacak sekilde K < K’ < M var
oldugunu kabul edelim. N; <, N oldugundan K’ NN = 0 olur. Oyle ise K = K’

olur. O halde K, N nin M de bir tiimleyenidir. Hipotezden K, M nin bir direk

toplanani oldugundan M, bir Tip 1 .2 ¢-extending modiil olur. O

Z tamsayilar kiimesi ve n bir pozitif tamsay1 olmak iizere .2; (1 <i < n) R-modiil
siiflarin1 goz dniine alalim.
210. 02y ={M:M=M®...5M,M; € Z;,1 <i<n} kiimesi de bir R-modiil

sinifin1 gosterir. 2, R-modiillerin herhangi bir sinifi olsun. 2 -altmodiillerin sonlu
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sayidaki direk toplamlar1 olan R-modiillerin sinifi 2°? ile gosterilir. Yani
2ZP9={M:M=M&..&M,M; € 2,1 <i<n} seklindedir. Boylece asagidaki

teorem ve sonug verilebilir.

Teorem 3.2.3 [ ={i: 1 <i<n,n € Z} ve M bir R-modiil olsun. O zaman M nin
Tip 1 (21 ®...@ Zy)-extending olmast icin gerek ve yeter sart her i € I icin Tip 1

Zi-extending olmasidur.

Sonuc¢ 3.2.4 2, R-modiillerin herhangi bir sinifi ve M bir R-modiil olsun. M nin

Tip 1 2 -extending olmast icin gerek ve yeter sart Tip 1 % ©-extending olmasidur.

Bu sonu¢ uniform ve uniform boyuta sahip 6zel modiil, basit ve Artin modiil

siniflarinda asagidaki bicimde uygulanabilir:

Onerme 3.2.5 %, ve % swrasiyla uniform ve sonlu boyuta sahip R-modiillerin
sintfimt gostersin. M bir R-modiil olmak iizere M nin Tip 1 U -extending olmast

icin gerek ve yeter kosul Tip 1 % -extending olmasidur.

Ispat. Acikca % C % ve % simfindaki her modiil uniform modiillerin bir sonlu
direk toplam1 olan essential bir altmodiile sahiptir. O zaman Lemma 3.1.5 ile Tip 1
% -extending modiil, Tip 1 %,-extending olur.

Karsit olarak M, Tip 1 2 -extending olsun. Sonug 3.2.4 ile M, Tip 1 %,"-extending
modiildiir. Buradan Lemma 3.2.2 den M, (%,%)*-extending bulunur. (%,%)* = %

oldugundan M, Tip 1 % -extending modiildiir. O

Onerme 3.2.5 in bir sonucu olarak asagidaki onerme verilebilir:

Onerme 3.2.6 6| ve </ sirasiyla basit ve Artin R-modiillerin sinifini gostersin.
Bir R-modiil M nin Tip 1 < -extending olmast icin gerek ve yeter sart Tip 1

6\ -extending olmasidur.
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Ispat. %, C .o/ oldugundan Tip 1 .o7-extending modiil Tip 1 %)-extending olur.
Kargit olarak M bir Tip 1 %;-extending modiil olsun. Sonug 3.2.4 ile M, Tip 1
%7 -extending olur. Buradan Lemma 3.2.2 ile M, Tip 1 (4} )¢-extending modiildiir.
Diger yandan, [22, Teorem 6.6.4] geregince .o/ C (CKI@)E oldugundan M, Tip 1

o -extending modiil olur. O

Z tam sayilar kiimesi ve n bir pozitif tam say1 olmak iizere (1 <i < n) i¢in Z; ler
R-modiillerin sinifin1 gostersin.

2.2y ={M:0=My <M, <My <..<M,=MM/M;_, € 2,1 <i<n}
ile tammmh 27...Z,, R-modiillerin bir sinifi olacaktir. Z; = 2" olmasi durumunda
2.y =Z"ve IV = L>Jl<%”” ile gosterilmigtir.

n=

Teorem 3.2.7 n bir pozitif tam sayt ve her 1 <i < nicin Z; ler altmodiillere gore
kapali R-modiillerin sinifi olsun. O zaman M bir R-modiil olmak iizere M nin Tip
1 (24...2,)-extending olmast icin gerek ve yeter sart her 1 < i < n icin Tip 1

Zi-extending olmasidur.

Ispat. 2;C 2,...%, oldugundan Lemma 3.1.5 geregince bir yon agiktir.

Tersine her 1 < i < n icin M, Tip 1 Zj-extending modiil olsun. n iizerinde
timevarim ile M nin Tip 1 (2]...Z,)-extending oldugunu gosterelim. n = 2
olsun. N, M nin bir (27 %>)-altmodiilii olsun. O zaman N; € 27, Nﬁl e %2
olacak sekilde N nin bir N; < N altmodiilii vardir. K nin N nin M de bir tiimleyeni
oldugunu kabul edelim. L', Ny in N deki tiimleyeni olsun. NN L' = 0 olmasi
L yii Nﬂ] icine gémer. Ancak L' — Nﬂ] € 25 oldugundan L' € 25 olur. Aym
zamanda L' & N; <, N oldugundan agikca N nin bir tiimleyeni, L' & N; in de
bir tiimleyeni olur. Boylece K, L' & N; in M de bir tiimleyeni olur. Buradan
NalL e Z1® %2 ve Ny®L <, N oldugundan N € (2 ® 23)¢ olur. Boylece
212> C(21® 25)¢ bulunur. M, 1 <i<2igin Tip 1 Z;-extending oldugundan
Teorem 3.2.3 den M, Tip 1 (2] @& £>)-extending ve boylece Teorem 3.2.2
geregince Tip 1 (27 ® Z25)¢-extending olur. O zaman 2727 C (271 ® 23)°
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oldugundan Lemma 3.1.5 den M, Tip 1 (21 22)-extending bulunur. O

3.3. Singular Altmodiil ve Tip 1 Extending Modiiller

M bir R-modiil olsun. M nin

Z(M) = {m € M : R nin bir essential E sag ideali icin mE = 0} ile tamimli
altmodiiline M nin singular altmodiilii denir. Eger Z(M) = M ise M ye
singular modiil, Z(M) = 0 ise M ye non-singular modiil denir. M nin Z(M)
singular altmodiilii igin Z,(M)/Z(M) = Z(M/Z(M)) olacak sekilde M nin Z,(M)
altmodiiliine M nin ikinci (second) singular altmodiilii (Goldie burulmali (torsion)
altmodiilii) denir. Bundan baska Z;(M), M nin bir kapali (closed) altmodiiliidiir.
Eger Z,(M) = M ise M ye Goldie burulmali modiil, Z,(M) = 0 ise M ye Goldie
burulmasiz (torsion free) modiil denir. Ayrica Z(M) = 0 ise M Goldie burulmasiz

modiil olur. Yani, non-singiiler bir modiil Goldie burulmasizdir.

7 ve g sirasiyla singular ve Goldie burulmali R-modiillerin sinifin1 gostersin.
S C Ty C ¢ oldugundan M nin Tip 1 .-extending olmasi i¢in gerek ve yeter

sart M nin Tip 1 J;-extending olmasidir (Bakiniz Lemma 3.2.2 ve Lemma 3.1.5).

Onerme 3.3.1 M nin Tip 1 Jg-extending modiil olmasi icin gerek ve yeter sart
Z,(M) extending ve Zy(M), M injektif olacak sekilde M nin bir M altmodiilii i¢in
M =Z,(M) &M olmasidr.

Ispat. M =Z,(M)@®M’, Z(M) extending ve Z,(M), M'-injektif oldugunu kabul
edelim. N, M nin bir Zg-altmodiilii ve K, M de N nin bir tiimleyeni olsun. O zaman
K @® N, M de essential altmodiildiir. Ayni zamanda N < Z,(M) dir. Modiilarite
kuralindan (N® K)NZy(M) = N® (KN Zy(M)) dir.

Buradan (N @ K)NZ,(M), Z,(M) de essential olur. Simdi L, K NZy(M) nin K
da bir tiimleyeni olsun. Buradan (KNZy(M)) & L, K da essential ve boylece
N&(KNZ(M))® L <, N &K <, M oldugundan ve essential olma ozelliginin
gegisliginden N @& (KNZy(M)) @ L, M de essential olur. N& (KNZy(M)), Z(M) de
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essential oldugundan Z,(M)NL = 0 dir. Z(M), M'-injektif oldugundan genelligi
bozmaksizin L C M’ alinabilir. Bundan baska Z(M)® L, M de essentialdir.
Boylece L = (Z2(M) @ L) "M’ oldugundan L <, M’ olur. Fakat L <, K <, M
oldugundan L <. M olur ve boylece L = M’ bulunur. Béylece M’, K nin bir
altmodiilii olur. Yani M’ < K dur.

K=MnNK = (Z;(M)®M')NK =M & (Z,(M)NK) olur. Boylece Z,(M)NK, K da
kapali olur ve buradan gegislilik geregi Z,(M) N K, M de kapali bulunur. Boylece
Z,(M)NK, Z,(M) de kapali olur.

Diger yandan Z;(M) extending oldugu icin Z,(M) N K, Z(M) nin bir direk
toplananidir. O halde K, M nin bir direk toplananidir. O halde M, Tip 1
Ji-extending modiil olur.

Tersine M bir Tip 1 J;-extending modiil olsun. K, Z, (M) nin M de bir timleyeni
olsun. Hipotezden K, M nin bir direk toplanani olur. M = K ¢ K’ olacak sekilde
M nin bir K’ altmodiilii vardir. Simdi Z, (M) = Z,(K)®Z,(K') =08 Z,(K') CK'.
Diger yandan K & Z,(M), M = K ® K’ de essentialdir ve Z(M) = Z,(M)NM =
ZH(M)N(K®K') =Z(M) B (KNK') =K' N(K®Z,(M)) olur. Béylece Z,(M) =
[K®Z(M)|NK' <, MNK' =K' olur. Fakat Z;(M), M de closed oldugundan
Zy(M) = K" yani M = Z,(M) @ K bulunur. M Tip 1 g-extending oldugundan
Z,(M) Tip 1 Js-extending boylece Z(M), extending olur. Simdi Z(M) nin
K-injektif oldugunu gosterelim. N nin M nin bir altmodiilii ve

NN Zy(M) = 0 oldugunu kabul edelim. O zaman N, Z;(M) nin M de bir L
timleyeninin altmodiiliidiir. Hipotezden L, M nin bir direk toplananidir. M nin
bir L' altmodiilii i¢cin M = L& L' yazalim. Z,(M) = Zy(L)+Zy(L') = Z,(L') C L
olur. L' =L'NnM =L'N[Z(M)®K] =2Z,(M)® (L' NK) olur. [19, Lemma 5]

geregince Z, (M), K-injektif modiil olur. O

Mod-R, sag R-modiller kategorisinde Goldie burulmali teori icin .7, torsion

(burulmali) R-modiillerin sinifini, .% burulmasiz modiillerin yani non-singular
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R-modiillerin sinifin1 gostersin. Buna gore Tip 1 .#-extending modiiller igin

asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3.2 M bir R-modiil olsun. M nin Tip 1 % -extending olmast icin gerek
ve yeter sart M nin bir M’ extending altmodiilii icin M = Z,(M) ® M’ olmasidur.

Ispat. M Tip 1 .#-extending modiil olsun. N, Z;(M) nin M de bir tiimleyeni
olsun. O zaman N NZ,(M) = 0 dir. Buradan N, burulmasiz olur. Zorn Lemma ile
Z»(M), M de N nin bir K tiimleyen altmodiiliinde igerilir. Hipotezden K, M nin
bir direk toplananidir. Yani M = K & K’ olacak sekilde M nin bir K’ altmodiilii
vardir. N@® Z,(M), M de essential oldugundan (N & Z,(M)) N K, K da essential
olur. Fakat Z,(M) = Z,(M) ® (NNK) = (Zo(M) @ N) N K oldugundan Z,(M), K
da essential olur. Ancak Z;(M), M nin bir kapali altmodiilii oldugundan Z,(M),
K da kapali olur. O halde Z,(M) = K. Boylece M = Z,(M) @ K’ yazilir. Simdi
K’ modiiliiniin extending oldugunu gosterelim. Lemma 3.1.7 den K’ de Tip 1
F -extending modiildiir. K’ € .% oldugundan K’ extending modiil olur.

Tersine N, M nin bir .% -altmodiilii olsun. K nin, N nin M de bir tiimleyeni oldugunu
kabul edelim.

Iddia: NN (K+Z,(M)) =0 dir. NN (K +Z(M)) # 0 oldugunu kabul edelim.
Boylece 0 #x =y+z, y €K, z€ Z3(M) ve x € N olsun. O zaman zE C Z(M)
olacak sekilde R nin bir essential E sag ideali vardir. Burada xE # 0 dir. Boylece
xe # 0 olacak sekilde e € E vardir. zE C Z(M) oldugundan zeF = 0 olacak sekilde
R nin bir F essential sag ideali vardir. xe # 0 oldugundan xeF # 0 olur. Boylece
fEFicin0#xef =vyef+zef =yef € KNN =0 dir. . Bu bir ¢eligkidir. Boylece
NN (K+Z(M)) = 0 olmalidir. Fakat K, K NN = 0 6zelligine gére maksimal
oldugundan K = K +Z,(M) yani Z,(M) C K olur. Buradan modiilarite kurali ile
K=KNM=KnN(ZxM)®eM') =2,(M)® (KNM') bulunur. Simdi K, M de
tiimleyen oldugundan K, M de kapali olur. O halde kapali olma 6zelliginin gecisligi
geregi KNM', M’ de kapalidir. Hipotezden M’ extending oldugu i¢in K " M', M’
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niin direk toplanani olur. Buradan M’ = (KNM’') & M" olacak sekilde M" < M’
vardi. M =Z,(M)eM' =Z(M) D (KNM')dM” = K& M" olur. Boylece M,
Tip 1 .# -extending modiil olarak bulunur.

O

Simdi artan zincir sartlar1 ile bazi karakterizasyonlar icin asagidaki tanimi

verebiliriz:

M bir R-modiil ve m € M olsun. r(m) = {r € R: mr = 0} verilsin. Diger yandan
{X) : A € A} bir M modiiliiniin altmodiillerinin bir ailesi olsun. Eger her F C A
sonlu altkiimesi i¢cin Y, X; direk toplam ve Y X;, M nin bir direk toplanani ise

AeA A€F
{X), : A € A} ailesine M nin bir yerel direk toplanant (local summand) denir.

Lemma 3.3.3 M bir R-modiil olsun. R, m € M i¢in r(m) bicimindeki sag idealler
iizerinde artan zincir sartint (ACC) saglarsa M nin her yerel direk toplanant M de

kapalt olur.

Lemma 3.3.4 m € M i¢in R halkast r(m) bicimindeki sag idealler iizerinde ACC
sartint saglamak iizere M bir R-modiil olsun. M bir Tip 1 U-extending modiil
oldugunu kabul edelim. O zaman M uniform altmodiillerinin bir direk toplamidir

ancak ve ancak M nin her sifirdan farkli altmodiilii bir uniform altmodiil icerir.

Ispat.  Gereklilik yonii aciktir.

Tersine, M nin sifirdan farkli her altmodiilii bir uniform altmodiil i¢erdigini kabul
edelim. U, M nin bir uniform altmodiilii ve W, U nun M de bir tiimleyeni olsun.
Hipotezden, M = W & W' olacak sekilde M nin bir W’ altmodiilii vardir. Diger
yandan U ®W, M de essentialdir ve W, M de kapali olacagindan (U W) /W, M /W
nin bir essential altmodiiliidiir. Buradan M /W uniformdur. M /W =W’ oldugundan
W' uniform olur (Bakiniz [13]). Bdylece M bir uniform direk toplanana sahiptir.
Zorn Lemma ile i € [ i¢in her bir M; altmodiilii M nin bir uniform direk toplanani

olmak iizere M, M nin bir {M; : i € I} maksimal yerel toplananin igerir.
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Simdi N = @M; olsun. [13, Lemma 3.18] ile N, M nin bir kapali altmodiildiir.
Eger N, M dfe essential ise o zaman N = M dir. N nin M de essential olmadigini
kabul edelim. C, NNC = 0 sartina gére M nin bir uniform altmodiilii ve B,
M de N C B olacak sekilde C nin bir tiimleyeni olsun. M, Tip 1 U-extending
hipotezinden B, M nin bir direk toplananidir. Boylece M = B & B’ olacak sekilde
M nin bir B" altmodiilii vardir. Yukaridaki argiimente benzer sekilde B’ uniformdur.
Boylece {M; : i € I} U{B'}, M nin bir yerel toplanani olur. Ancak bu durum N nin
maksimalligi ile celisir. O halde M = @IM,- dir. O
ic
Lemma 3.3.5 M sonlu uniform boyutlu bir R-modiil olsun. O zaman,
M nin extending modiil olmast icin gerek ve yeter sart M nin bir Tip 1 U-extending

modiil olmasidir.

Ispat. Aciktir. a

Lemma 3.3.6 R bir tamlik bolgesive % , sonlu uniform boyuta sahip R-modiillerin
swmifim gostersin. M, stfirdan farkl injektif altmodiil icermeyen bir burulmasiz Tip

1 U -extending modiil olsun. O zaman M sonlu uniform boyutludur.

Teorem 3.3.7 R bir tamlik bolgesi ve % sonlu uniform boyutlu R-modiillerin sinifi
olsun. O zaman burulmasiz R-modiil M extending modiildiir ancak ve ancak M,

Tip 1 U -extending modiildiir.
3.4. Zayif Tip 1 Extending Modiiller

Bu boliimde daha once [10] calismasindaki temel terminoloji kullanilarak [11]

makalesi incelenmistir.

Tamim 3.4.1 2", R-modiillerin bir siifi ve M, bir sag R-modiil olsun. M nin her
Z -altmodiili N i¢in M nin bir direk toplanani olacak sekilde M de N nin bir K

tiimleyeni var ise M ye zayif Tip 1 Z -extending modiil denir.
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Acikg¢a extending yani CS modiil zayif Tip 1 .#-extending modiildiir. Lemma
5.1.3 ten . biitiin sa§ R-modiillerin sinifi olmak tizere extending modiil Tip 1
A -extending modiile denk olmasina ragmen zayif Tip 1 .# -extending olmayan

extending modiiller vardir.

Ornek 3.4.2 Bir p asali i¢in (Z/Zp) ® (Z/Zp?) bir zayif Tip 1 .# -extending
modiildiir. Ancak extending modiil degildir.

Ispat. [11, Proposition 3.1] den, (Z/Zp) & (Z/Zp?) zayif Tip 2 .# -extending
modiil olmadigindan denklik geregi extending modiil de degildir. Lemma 3.4.8

dan ispati1 aciktir. O

Onerme 3.4.3 2, R-modiillerin herhangi bir siifi olsun. O zaman her Tip 1

X -extending modiil, zayif Tip 1 Z -extending modiildiir.

Ispat. Aciktir. O

Lemma 3.44 2 C % olmak iizere 2" ve %, R-modiillerin siniflarint gostersin.
Bu durumda her zayif Tip 1 % -extending modiil, zayif Tip 1 Z -extending

modiildiir.

Ispat.  Aciktir. O

Onerme 3.4.5 R-modiillerin herhangi % sinifi icin bir M modiiliiniin zayif Tip
1 Z -extending olmasi icin gerek ve yeter sart M nin zayif Tip 1 Z ¢-extending

olmasidrr.

Ispat. 2~ C 2°¢ oldugundan Lemma 3.4.4 geregince yeter sart aciktir.

Tersine N, M nin bir 2" ¢-altmodiilii olsun. Buradan L, N de essential olacak sekilde
M nin bir L 2 -altmodiilii vardir. M, zayif Tip 1 2 -extending modiil oldugundan
K, M de direk toplanan olacak sekilde M de L nin bir K tiimleyeni vardir. Acikca
K, M de N nin de bir tiimleyenidir. Boylece M zayif Tip 1 2 ¢-extending modiil

olur. O
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Lemma 3.4.6 M, ve M,, R-modiiller ve M = My © M, olsun. M, M-injektiftir
ancak ve ancak N M = 0 olmak iizere M nin her N altmodiilii icin M = My &M’
ve N < M’ olacak sekilde M nin bir M’ altmodiilii vardur.

Onerme 3.4.7 2, sag R-modiillerin altmodiillere gére kapali bir sinifi olsun. M,
bir zayif Tipl 2 -extending R-modiil ve My "M, = 0 olacak sekilde M, bir injektif
R-modiil olsun. O zaman M = My ® M», zayif Tip 1 X -extending modiildiir.

ispat. L, M nin bir 2 -altmodiilii olsun. N, L de LN M, nin bir tiimleyeni olsun.
O zaman NNM, =0 ve (LNM,) ®N, L de essentialdir. Lemma 3.4.6 geregince
M>, M;-injektif oldugundan ve N "M, = 0 olacak sekilde

N < M oldugundan M = M, &M’ ve N < M’ olmak iizere M nin bir M’ altmodiilii
vardir. Genelligi bozmaksizin N < M| kabul edilebilir. Bu durumda N, M; in
bir 2 -altmodiiliidiir. Boylece M; de N nin tiimleyeni olan M in bir N’ direk
toplanani vardir. Bundan bagka, M, injektif oldugundan M’ <; M, olacak sekilde
M, de LN M, nin bir M’ tiimleyeni vardir. L' = N’ &M’ olsun. L' <; M dir.
(LNMy)®&NINL =0 ve (LNMy)® (N L) <, M dir. Boylece [13, 1.10]
geregince L', M de (LN M,) @ N nin bir tiimleyenidir. Fakat (LNM;)®N <, L
oldugundan L', M de L nin de bir tiimleyeni olur. Boylece M zayif Tip 1

2 -extending modiil olur. a

Lemma 3.4.8 R bir halka, .# biitiin R-modiillerin sinifini gostersin. S bir basit
(simple) ve U bir diizgiin (uniform) R-modiil olmak iizere M = S ® U olsun. O
zaman M zayif Tip 1 # -extending modiildii. Bundan bagska M nin extending
olmast icin gerek ve yeter kosul S nin (U/ Soc(U))-injektif olmasidir.

Ispat. N, M nin bir altmodiilii olsun. Eger NNS # 0 ise 0 zaman NN S = S dir ve
S C N olur. Boylece modiilarite kuralindan N =NNM =NN(SeU)=S&(NNU)
olur. Buradan NNU = 0 ise o zaman N = § olur. Boylece U, N nin M de direk

toplanani olan bir tiimleyeni olarak bulunur. Béylece M zayif Tip 1 .# -extending
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olur. Simdi NNU # 0 ise N, M de essential ve tiimleyeni O dir. Burada 0, M nin
direk toplanani olarak diisiiniildiigiinde M yine zayif Tip 1 .# -extending modiil
olur. NN S =0 olsun. Eger N # 0 ise N & S, M de essential oldugundan S, N nin M
de bir tiimleyenidir. S tiimleyeni M nin bir direk toplanani oldugundan M zayif Tip
1 ./ -extending olur. Eger N = 0 ise o zaman M, N nin bir timleyeni olur. Boylece

M nin zayif Tip 1 .# -extending modiil oldugu goriiliir. O

Uyarr: Herhangi zayif Tip 1 . -extending bir modiiliin bir direk toplananinin da

zayif Tip 1 .4 -extending modiil olup olmadig acik problemdir.

Teorem 3.4.9 M bir R-modiil olsun. Eger M ve M nin tiim direk toplananlari zayif
Tip 1 U;-extending ise o zaman M (ve M nin biitiin direk toplananlart) zayif Tip 1

U -extending modiildiir.

Ispat. U sonlu uniform boyutlu R-modiillerin siifini, U; uniform ve sifir
modiillerinin sinifin1 gostersin. N, M nin sifirdan farkli U-altmodiilii olsun. Ispati
N nin uniform boyutu iizerinde tiimevarim ile yapariz. EZer N uniform ise N
nin uniform boyutu 1 oldugundan ispat tamamdir. N nin uniform olmadigim
kabul edelim. M = L& L’ olacak sekilde U nun M de bir L tiimleyeni ve M
nin L' altmodiilii vardir. Buradan (NNL)NU = 0 dir. Boylece NN L, N den
daha kiiciik uniform boyuta sahiptir. Tiimevarim hipotezi ile L = H ¢ H’ olacak
sekilde L de NN L nin bir H tiimleyeni ve L nin H' altmodiilii vardir. Buradan
HNN=0ve (HBEN)NL=H® (NNL), L de essentialdir. Bundan bagka U & L,
M de essentialdir ve buradan (U & L) N L' = U, L' niin bir essential altmodiiliidiir.
Boylece L' uniformdur. Eger (H®N)NL' # 0 ise o zaman (H®N)NL <, L
ve boylece H &N <, M olur. Bu durumda H, M de N nin bir tiimleyenidir.
(H®N)NL =0 oldugunu kabul edelim. O zaman NN (H & L") = 0 dir. Boylece
N&® (H® L), M de essential olur. O halde H® L', M de N nin bir tiimleyeni

olur. Her iki durumda da M nin N nin bir tiimleyeni olan P direk toplanam
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vardir. Bdylece M zayif Tip 1 U-extending modiildiir. Agik¢a M nin herhangi

direk toplanani da zayif Tip 1 U-extending modiil olur. a
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4. CS-MODULUNE BENZER MODULLER

Bu boliimde agirlikli olarak [3], [4], [5], [8], [27], [30] ve [31] calismalari

incelenmistir.

4.1. Cy1-Modiiller, ECS VE CESS Modiiller

Tanim 4.1.1 R bir halka olsun. R nin her sag (sol) ideali sag§ R-modiil (sol
R-modiil) olarak projektif ise R ye sag (sol) kalitsal (hereditary) halka denir. Eger

R hem sag hem de sol kalitsal ise R ye kalitsal halka denir.

Tanim 4.1.2 Bir R halkasinin her sonlu iiretecli sag (sol) ideali sag (sol) R-modiil
olarak projektif ise R ye sag (sol) yari-kalitsal (semi-hereditary) halka denir. Eger
R hem sag hem de sol yari-kalitsal ise R ye yari-kalitsal denir.

Degismeli ve yari-kalitsal bir tamlik bolgesine Priifer domain, degismeli kalitsal

bir tamlik bolgesine de Dedekind domain denir.

Ornek 4.1.3 Her yaribasit R halkas:1 kalitsaldir. Yaribasit R halkasi iizerinde sol
(sag) R-modiiller projektif olur. Cisimler basit oldugundan yaribasit, bdylece her F
cismi kalitsaldir. Ayrica F cismi lizerindeki her modiil projektif olur. Ayni zamanda

F cismi Dedekind domaindir. Buradan F nin Priifer domain oldugu da sdylenebilir.

Ornek 4.1.4 Herhangi esas ideal bolgesi (principal ideal domain) (PID) sag
kalitsaldir. Bir D béliim halkasi (division ring) iizerinde D[x] polinom halkasi PID

olacagindan DI[x] sag kalitsal olur.

Ornek 4.1.5 R bir Dedekind halkas1 ise S = M, (R) sag kalitsal halka olur. R bir

priifer domain ise S = M, (R) bir yari-kalitsal halkadir.
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Bir R halkasinin sonlu iirete¢li bir / ideali uygun bir e idempotenti icin eR bi¢giminde
ifade edilebilir. R = eR @ (1 — e)R oldugundan I projektiftir. Boylece R sag
(sol) yari-kalitsal halka olur. Buradan, her sonlu iiretecli (finitely generated) sag
R-modiil P projektiftir ancak ve ancak P sag esas (principal) ideallerin bir sonlu

direkt toplamina izomorftur.

Tanim 4.1.6 R bir degismeli tamlik bolgesi (commutative domain) olsun. R nin
kesir cismindeki sifirdan farkli her x elemam icin ya x, R de ya da x~!, R de ise
R ye valuation domain denir, yani K degismeli tamlik bolgesi R nin kesir cismi
olmak iizere K nin her x elemam icin x ¢ R ise x~' € R 6zelligini sagliyorsa R ye

valuation domain denir (Bakiniz [24]).

Tanim 4.1.7 [31]. Bir M modiiliiniin her N altmodiiliiniin M de direk toplanan

olan bir tiimleyeni varsa M ye Cy|-modiil veya M, C1| ozelligini saglar denir.

Acik¢a CS-modiiller Cjj-modiillerdir. Genel durumda her ayristirilamaz
(indecomposable) CS-modiil diizenlidir (uniformdur). Benzer gekilde
ayristirlamaz Cy1-modiil uniform olur. Ancak Cj-modiiliin CS olmasi gerekmez.
Ornegin bir p asal tamsayis1 i¢in M = (Z/Zp) & (Z/Zp*), 7 modiiliinii g6z 6niine
alalim. Mz, Cy1-modiil ancak CS-modiil degildir [30].

Diger yandan bir uniform modiiliin CS-modiil oldugu agiktir, ancak karsit olarak

asagidaki lemma verilebilir:

Lemma 4.1.8 M bir modiil olsun. Asagidaki ozellikler saglanir:
(1. M ayristirllamaz CS ise M uniformdur.

(2). M ayristirllamaz Cyy ise M uniformdur.
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Ispat.  (1). M ayristirilamaz ve CS modiil olsun. N, M nin bir altmodiilii olsun.
Simdi N nin M de essential oldugunu gosterelim. Hipotezden M, CS oldugundan
M, C; sartim saglar. Yani N <, L olacak sekilde L <; M vardir. Ancak M
ayristirilamaz oldugundan L = M dir.Yani, N <, M olur. Béylece M uniform olur.
(2). M ayngtirllamaz oldugundan Cj; sartim saglasin. N, M nin bir altmodiilii
olsun. Simdi N nin M de essential oldugunu gosterelim. M, C;; oldugundan tanim
geregi N nin M de direk toplanan olan bir K tiimleyen altmodiilii vardir. Yani,
NN K = 0 olacak sekilde K maksimal ve K <; M dir. Ancak M aynistirilamaz
oldugundan K = M olur. Ancak bu bir ¢eligkidir. Yani N, M nin sifirdan farkli her

altmodiilii ile sifirdan farkli arakesite sahiptir. Boylece M uniform olur. O

Lemma 4.1.9 Her C| sartum saglayan modiil Cyy modiildiir.

ispat. N < M olsun. Hipotezden N <, K olacak sekilde bir K <; M vardir. O
zaman M = K ® K’ olacak sekilde K’ < M vardir. Burada NN K’ = 0 dir ve K’ bu
ozellige gore maksimaldir. O halde K’, N nin M de bir tiimleyeni olur. Bu da ispati

tamamlar. O

C; modiiller direk toplananlar altinda kapali ancak direk toplamlar altinda kapali
degildir. Diger yandan C;;-modiiller direk toplamlar altinda kapali olurken direk

toplananlar altinda kapali degildir.

CS-modiillerin direk toplananlari CS-modiildiir ancak CS-modiillerin direk toplami
genel olarak CS-modiil olmak zorunda degildir. Ancak C;;-modiillerde bu iki
durum farklidir. Cj;-modiiliin her direk toplanani Cj;-modiil olmayabilir. Ancak

teorideki acik probleme Cj; ile asagidaki gibi cevap verilir.

Teorem 4.1.10 Cy;-modiillerin direk toplami da Cy-modiildiir.

ispat. [30, Theorem 2.4]. O
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Sonug¢ 4.1.11 C; sartimi saglayan modiillerin direk toplanu Cy-modiildiir.

Ispat. Lemma 4.1.9 ve Teorem 4.1.10 dan aciktir. O

Tamim 4.1.12 [21]. (i) M bir sag R-modiil ve N, M nin altmodiilii olsun. Eger N,
devirli bir altmodiilii essential olarak kapsiyorsa yani xR <, N olacak sekilde bir
x € N varsa N ye M nin bir EC-altmodiilii denir.

(i1) N, M de EC-altmodiil olsun. Eger N <. M ise N ye M de EC-closed altmodiil
denir.

Eger M nin her EC-closed altmodiilii M nin bir direk toplanani ise M ye ECS-modiil

denir.

Boylece EC-closed altmodiil, kapali altmodiil oldugundan her CS-modiil
ECS-modiil olur. Ayrica (von Neumann) regiiler halkalar kendi iizerinde modiil

olarak ECS-modiillerdir.

Diger yandan, CS-modiillerde oldugu gibi ECS-modiillerin direk toplamlarinin
ECS-modiil olmas1 gerekmez. Ornegin, M, = Z/Zp, My = Q ve Mz, = M, ® M,
olarak alinirsa M iki tane ECS-modiiliin direk toplamidir, ancak M, Z-modiil olarak

bir ECS-modiil degildir (Bakimz [4, Ornek 3.2.5]).

Ayrica ECS-modiillerin direk toplamlarinin hangi kosullar altinda ECS-modiil
olduklar1 [4] de incelenmigtir. Fakat bir ECS-modiiliin direk toplananimin da

ECS-modiil oldugu elemanter olarak asagidaki gibi ispatlanabilir.

Lemma 4.1.13 Bir ECS-modiiliin her direk toplanani ECS-modiildiir.

ispat. M =M, &M, ve M, ECS-modiil olsun. M; in ECS-modiil oldugunu
gosterelim. Ny, M; de bir EC-closed altmodiil olsun. O zaman N, M; de kapali ve
xR <, N olacak sekilde x € Ny vardir. Buradan M, M de kapal1 ve

N; < M; < M oldugundan Ny, M de kapali olur. Boylece Ni, M de EC-closed
altmodiildiir. Hipotezden N; <; M dir. O zaman M = N, @Nl’ olacak sekilde
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M nin bir N altmodiilii vardir. Modiilarite kuralindan, M; = M; N (N; & Nj) =
N & (M, ﬂN{) elde edilir. O halde M; bir ECS-modiil olur. O

Tanim 4.1.14 [21]. Eger bir M modiiliniin her devirli alt modiilii bir direk

toplananinda essential ise M ye principally extending (P-extending) modiil denir.

Tanim 4.1.15 Bir R halkas1 verilsin. R nin her N altmodiilii i¢in, N nin sag
sifirlayan1 bir idempotent tarafindan {iiretilen principal sag ideal ise R halkasina

Baer Halka denir.
Simdi asagidaki gerektirmeleri verebiliriz (Bakiniz [4, Onerme 3.1.9]).

Onerme 4.1.16 Bir R halkast iizerinde bir M modiilii icin asagidaki sartlart oz
oniine alalim:

(1). M bir CS-modiildiir.

(2). M bir ECS-modiildiir.

(3). M bir P-extending modiildiir.

O zaman (1) = (2) = (3) dir. Ancak karsiti genelde dogru degildir.

Ispat. (1) = (2). Aciktr.

(2) = (3). Bir m € M i¢in mR nin Mg deki kapanis1 L, M nin bir EC-closed alt
modiiliidiir. Varsayimdan L, M nin bir direk toplananidir. O halde Mg, P-extending
modiildiir.

Simdi M, (R), [16, Example 13.8] deki R iizerinde 2 x 2 tipinden matrislerin halkasi
olarak alinirsa M>(R) von Neumann regular ve Baer halka degildir. Boylece M»(R)
ne sag ne de sol CS-halka degildir. O halde (2) - (1) dir.

Son olarak, R halkasi [2, Example 3.2] deki halka olsun. Yani

Ly 7
0

Ancak Rg, CS-modiil degildir [5]. Rg sonlu Goldie boyutlu oldugundan Ry de bir

] olarak alalim. Bu durumda, R sag P-extending modiildiir.

maksimal diizgiin (ve boylece EC-closed) altmodiil vardir ve bu altmodiil Rg nin
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bir direk toplanani degildir. O halde Rg, ECS-modiil degildir. Boylece (3) # (2)

olur. O

Teorem 4.1.17 My bir nonsingular modiil olsun. Bu durumda, M modiiliiniin

P-extending olmast icin gerek ve yeter kosul M nin ECS-modiil olmasidir.

Ispat. M modiiliiniin P-extending sag R-modiil oldugunu kabul edelim. X, M de
bir EC-closed alt modiil olsun. O halde bir x € X icin xR modiilii X de bir essential
altmodiildiir. Varsayimdan, M nin bir L direk toplanani var oldugundan xR, L de
essential olur. Mg nonsingular oldugundan X = L dir. Béylece Mg, ECS-modiildiir.

Tersi, Onerme 4.1.16 ten kolayca elde edilir. O

Teorem 4.1.18 M bir R-modiil ve M nin her yerel dik toplanant bir direk toplanan
olsun. Eger M nin her stfir olmayan altmodiilii, sifir olmayan bir devirli diizgiin
altmodiil kapstyorsa bu durumda M nin CS-modiil olmast icin gerek ve yeter sart

M nin P-extending modiil olmasidir.

Ispat. M, CS-modiil ise acik¢a P-extending modiildiir.

Tersi i¢in 0 # K < M ve K, M de bir tiimleyen olsun. O halde hipotezden K, bir
diizgiin devirli U altmodiiliinii kapsar ve U bir U’ direk toplananinda essentialdir.
Boylece U’, M nin diizgiin bir direk toplanamidir. Zorn Lemmadan, K nin bir N
altmodiilii vardir ve buradan N = €DN;, M nin bir yerel direk toplanant ve N; lerin
diizgiin olma 6zelligine gore makslier;aldir. Hipotezden M = N & N’ olacak sekilde
N’ <M vardir. Buradan K = KNM =KN(N®N') =N& (KNN') olur. O halde
KNN', M de bir timleyendir. Eger K NN’ # 0 olsaydi yukaridaki tartigmadan,
K NN’ altmodiilii bir diizgiin V direk toplananim kapsar. Bu durumda N &V, M
nin bir yerel direk toplananidir. Ancak bu durum N nin secimi ile celisir. Boylece

KNN' =0 ve K =N bulunur. Yani K, M nin bir direk toplananidir. O halde M,
CS-modiildiir. O
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Ornek 4.1.19 R reel sayilar cismi ve S de R|[x,y,z] polinomlar halkasi olsun.
s = x> +y? + 72 — 1 olmak iizere R = S/S, degismeli halkas1 olsun. Bu durumda

Mg = R® R R modiili EC-kapali olmayan, kapali altmodiil kapsar.
Eger bir R halkas1 Cj;-modiil ise R ye sag C1-halka denir.

Tanim 4.1.20 [8]. Bir M modiiliiniin essential socle’a sahip her tiimleyeni M nin

bir direk toplanani ise M ye CESS-modiil denir.

Tanim 4.1.21 [27]. Eger bir M modiiliiniin her yaribasit altmodiilii M nin bir direk

toplananinda essential ise M ye zayif CS-modiil (weak CS-modiil) denir.

Lemma 4.1.22 Her CS-modiil bir CESS-modiildiir ve her CESS-modiil bir zayif
CS-modiildiir.

Ispat. Her CS-modiilin bir CESS-modiil oldugu aciktir. O zaman her
CESS-modiiliin bir zayif CS-modiil oldugunu gosterelim. N, M nin bir yaribasit
altmodiilii olsun. O zaman SocN = N dir. N, tiimleyen altmodiil ise

SocN = N <, N <. M oldugundan hipotez geregi N <; M olur. Eger N tiimleyen
altmodiil degilse kapali altmodiil de degildir. O zaman N <, L olacak sekilde M de
N nin bir L kapanigi (kapali altmodiilii) vardir. Yani L, M de kapali altmodiil olur
ve boylece M de tiimleyen altmodiil olur. Simdi SocN = N <, L < M oldugundan
SocN < SocL < L oldugu icin socL <, L bulunur. L, essential socle’a sahip
bir tiimleyen altmodiil oldugundan ve M, CESS-modiil oldugundan L <; M dir.

Boylece ispat tamamlanr. a

Diger yandan genel teoride bir extending modiil CS-modiil ile denktir. Bu denklik
fully invariant 6zelligi ile CS-modiillerin genellemesi olarak asagidaki bi¢cimde

verilebilir:

Tamm 4.1.23 [7]. M bir sol R-modiil ve S, M nin endomorfizma halkas1 olsun.

O zaman M bir sag S-modiil ve R-S-bimodiil olur. M nin R-S alt modiillerine
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fully invariant ya da karakteristik altmodiilleri denir. N, M nin bir fully invariant

altmodiilii ise N <M ile gosterilir.

Tanim 4.1.24 [3]. Her fully invariant altmodiilii bir direk toplananinda essential

olan modiile FI-extending modiil denir.

Lemma 4.1.25 Her C| sartini saglayan modiil bir FI-extending modiildiir.

Ispat. Tamimdan aciktur. O

Uyar : Fl-extending modiiliin her direk toplanani da F/-extending modiil olmak

zorunda degildir.

Lemma 4.1.26 [29, Lemma 2]. K, M de bir tiimleyen altmodiil olsun. K nin
M nin bir direk toplanani olmast icin gerek ve yeter kosul her ¢ : K®L — M
homomorfizmasmin 0 : M — M homomorfizmasina genisletilebilecek sekilde M de
K min bir L tiimleyeninin var olmasidir.

Ispat. K, M nin bir direk toplanan oldugunu kabul edelim. O zaman M = K ® K’
olacak sekilde M nin bir K’ altmodiilii vardir. Acgik¢a L = K’ alinirsa ispat
tamamlanir.

Tersine, K altmodiiliiniin M de verilen Ozelliklere sahip bir L tiimleyeni var
oldugunu kabul edelim. ¢ : K@ L — M homomorfizmast x € K, y € L icin
¢ (x+y) = x bigiminde tanimlansin. Hipotezden 6 (x+y) = x, (x € K, y € L) olacak
bicimde bir 6 : M — M homomorfizmasi vardir. Burada K C Im(6) ve L C Ker(0)
dir. 0 # v € Im(6) olsun. O zaman v = 0 (u) olacak sekilde bir u € M vardir. Dikkat
edilirse u ¢ L dir. Boylece (L4 uR)NK # 0 dir, ¢iinkii L, K nin tiimleyenidir.
Buradan 0 # x = y + ur olacak sekilde x € K, y € L ve r € R elemanlar1 vardir.
O zaman x = 0(x) = O(y+ur) = 0(y) + 0(ur) = 0+ vr = vr olur. Boylece her
sifirdan farkli v € Im(0) i¢in vRN K # 0 olur. O halde K <, Im(0) dir. Ancak
K, M de tiimleyen oldugundan kapali olur. Bu ise bir ¢eligkidir. Yani, K = Im(6)
bulunur. Buradan M = K @ Ker(6) oldugu kolayca goriiliir. O
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Lemma 4.1.27 [4, Onteorem 4.1.8]. Bir M modiilii icin asagidaki sartlar denktir:
(1). M bir Fl-extending modiildiir.

(2). M nin her fully invariant altmodiilii M nin bir direk toplanani olan bir
tiimleyene sahiptir.

(3). XIM olsun. X <, L ve her f: L& K — M homomorfizmast g: M — M
endomorfizmasina genisleyecek sekilde M nin bir L kapali altmodiilii ve L nin M

de bir K tiimleyen altmodiilii vardir.

Ispat. (1) < (2). X, M nin bir fully invariant altmodiilii olsun. Ilk 6nce M nin
FI-extending modiil oldugunu kabul edelim. Bu durumda X <, eM olacak sekilde
e = ¢* € End(Mg) vardir. Boylece (1 —e)?> = (1 —e) idempotent oldugundan
(1 —e)M de M nin dik toplananidir. Buradan X N (1 —e)M <,eM N (1 —e)M =0
olur ve X N (1 —e)M = 0 elde edilir. Ayrica X & (1—e)M <,eM & (1—e)M =M
oldugundan X & (1 — e)M <, M dir. Boylece (1 —e)M, X in M deki tiimleyenidir.
Tersine, ¢ = ¢ € End(Mg) olmak iizere cM, X in tiimleyeni olsun. x € X alalim.
Bu durumda x = cx+ (1 —¢)x olur. X fully invariant altmodiil oldugundan
cx € XNeM =0 dir. Buradan X C (1 —¢)M dir. Boylece X <, (1 —c¢)M elde
edilir. Yani M, FI-extending modiildiir.

(2) & (3). Lemma 4.1.26 den agiktur. O

4.2. CLS-Modiiller

Bu kisimda Tercan’1n [33] caligmasindaki CLS-modiiller yardimiyla agik probleme

¢0zliim yaklagimlar1 incelenecektir.

Tamm 4.2.1 M bir modiil ve N, M nin bir altmodiilii olsun. Eger M /N nonsingular

ise N ye M de L-closed altmodiil denir.
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Tanim 4.2.2 Her L-closed altmodiilii direk toplanan olan bir modiile CLS-modiil
denir.

Degismeli tamlik bdlgesi iizerinde her torsion modiil bir CLS-modiildiir.

Uyar1: Burada karigiklig1 6nlemek amaciyla "L-closed" gosterimi CLS-modiil i¢in

[33] makalesinde verilen closed altmodiil anlaminda kullanilmistr.

Lemma 4.2.3 M bir modiil olsun.
(1). Her L-closed altmodiil bir tiimleyen (complement) altmodiildiir.

(2). Eger M nonsingular ise her tiimleyen altmodiil L-closed altmodiildiir.

ispat. (I). K, M nin L-closed altmodiilii olsun. K, N de essential olacak
sekilde N, M nin bir altmodiilii olsun. Boylece N/K singular modiildiir [17].
O zaman N/K < Z(M/K) olur. Ancak hipotezden Z(M/K) = 0 oldugu igin
N/K = 0 dir, yani buradan K = N bulunur. Boylece K, M de genel teorideki
kapali altmodiile karsilik gelir. Kapali altmodiil tiimleyen oldugundan K, M de
bir tiimleyen altmodiil olur.

(2). K, M nin bir tiimleyen altmodiilii olsun. K nin M de L-closed olmadigim
kabul edelim. O zaman tanimdan M /N nonsingular degildir. O halde R nin bir
sag essential E ideali i¢in mE < K olacak sekilde m € M /K elemam vardir. Simdi
r € R, k € K igin mr+ k elemanini g6z 6niine alalm. F = {r,s € R: rs € E} olsun.
O zaman F, Rg de essentialdir ve (mr+k)F < K dir. Eger mr+k # 0 ise o zaman
(mr+k)F # 0 ve boylece K N (mr+ k)R # 0 olur. Buradan K <, mR+ K olur.
Boylece K, M de kapal1 degildir, yani K genel teorideki denklikten M de tiimleyen
altmodiil degildir. Bu durum hipotez ile ¢elisir. O halde K, M de L-closed olmak

zorundadir. O

Lemma 4.2.4 Her CS-modiil, bir CLS-modiildiir.

Ispat. Lemma 4.2.3 (1) geregince, her L-closed altmodiil tiimleyen oldugundan

ispat aciktir. O
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Kargit olarak, asagidaki lemma verilebilir.

Lemma 4.2.5 Her nonsingular CLS-modiil bir CS-modiildiir.
Ispat. Lemma 4.2.3 (2) geregince aciktir. O

Ayrica CLS-modiillerin CS-modiillerden farkli oldugunu gosteren asagidaki érnek

verilebilir.

Ornek 4.2.6 [33, Example 6]. Bir p asal tamsayist igin, M = (Z.)Zp) & (Z.) Zp*)
olsun. M, Z-modiil olarak CLS-modiildiir fakat CS-modiil degildir.

Ispat. My singular oldugundan, M bir CLS-modiildiir. Ancak
K =Z(1+4Zp,p+7Zp?) olsun. K, M de p*> mertebeden bir tiimleyen altmodiildiir
ancak M nin bir direk toplanam degildir. Boylece M bir CS-modiil degildir. a

Lemma 4.2.7 Bir CLS-modiiliin her direk toplanani da bir CLS-modiildiir.

Ispat. M bir CLS-modiil ve K ve K’ altmodiilleri i¢in M = K & K’ oldugunu

M _ KeK ~K
I6K — ILeK — L

kabul edelim. L, K nin bir L-closed altmodiilii olsun. oldugundan
L®K’, M nin bir L-closed altmodiiliidiir. Boylece L® K’, M nin bir direk toplanani
olur. Buradan L, M nin bir direk toplanani olarak bulunur. O zaman modiilarite

kuralindan L, K nin bir direk toplanani olur. Boylece K bir CLS-modiildiir. O
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5. SONUC VE ONERILER

5.1. Karsilastirmalar

Bu boliime extending modiil teorisindeki asagidaki genel siniflandirma teoremi ile

baglayabiliriz.

Teorem 5.1.1 M bir R-modiil olmak tizere asagidaki ozellikler birbirine denktir:
(1). M, extending modiildiir.
(2). M, CS-modiildiir.

(3). M nin her altmodiilii bir direk toplananda essentialdir (M, Cy sartini saglar).

Onerme 5.1.2 M bir R-modiil olsun.
M, CS-modiildiir = M, Tip 1 2 -extending modiildiir.

Ispat. Onerme 3.1.3. O

Lemma 5.1.3 .Z, biitiin R-modiillerin sinifi olsun. M bir R-modiil olmak iizere
asagidaki ifadeler denktir:

(1). M, CS-modiildiir.

(2). M, Tip 1 A -extending modiildiir.

ispat. Lemma 3.1.4. O

Lemma 5.14 M, Tip 1 2 -extending modiil = M, zayif Tip 1 X -extending

modiildiir.

Ispat. Onerme 3.4.3. O

Lemma 5.1.5 [4, Tanim 4.1.1]. M, CS-modiil = M, Cy-modiildiir.

Ancak Cyy-modiiliin CS-modiil olmast gerekmez.
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Ispat. Tamm 4.1.7 ile agiktir. O

Diger yandan bir uniform modiiliin CS-modiil oldugu agiktir. Ancak karsit olarak

asagidaki lemma verilebilir:

Lemma 5.1.6 M bir modiil olsun. Asagidaki ozellikler saglanir:
(1. M ayristirllamaz (indecomposable) CS-modiil = M uniform modiildiir.

(2). M ayristirilamaz (indecomposable) Cy1-modiil = M uniform modiildiir.

ispat. Lemma 4.1.8. O

Lemma 5.1.7 Her M modiilii C| sartini saglar = M modiilii Cy{-modiildiir.

Ispat. Lemma4.1.9. O

Acik Problem : M modiilii Cy; sartin1 saglar = M, P-extending modiildiir.

Onerme 5.1.8 [4, Onerme 3.1.9]. Bir R modiilii icin asagidaki sartlar: diigiinelim:
(1). M bir CS-modiildiir.

(2). M bir ECS-modiildiir.

(3). M bir P-extending modiildiir.

O zaman (1) = (2) = (3) dir. Ancak karsiti genelde dogru degildir.

Lemma 5.1.9 [8, Lemma 1.1]. Her CS-modiil bir CESS-modiildiir ve her
CESS-modiil bir zayif CS-modiildiir.

Lemma 5.1.10 [21, Lemma 2.14]. M bir ayristirtlamaz modiil olmak tizere
asagidaki ifadeler denktir:

(1). M, extending modiildiir.

(2). M, P-extending modiildiir.

(3). M, uniform modiildiir.
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Tanmm 5.1.11 [21]. M bir R-modiil olsun. M nin uniform boyutu n olan her
kapal1 altmodiilii M nin bir direk toplanani ise M ye n-extending modiil denir. Buna
denk olarak M nin, sonlu n uniform boyuta sahip her A altmodiilii M nin bir direk
toplananinda essential ise M, n-extending modiildiir.

Ozel olarak, n =1 icin 1-extending modiil tanimlanir.

Lemma 5.1.12 1-extending modiiliin herhangi direk toplanami da 1-extending
modiildiir.

ispat. M = M| & M, modiilii verilsin. M, 1-extending modiil olsun. Ny, M| in
uniform boyutu 1 olan bir kapali altmodiilii olsun. N; bu sartlarla M nin de bir
altmodiiliidiir. Hipotezden N;, M nin bir direk toplanani olur. Béylece

M = N EBNll olacak sekilde M nin bir N, 1/ altmodiilii vardir. O zaman modiilarite
kuralindan, M; = M; "M = M; N (N, EBNll) =N & (M, ﬁNl/) olur. Yani N;, M,

in bir direk toplanani olur. Boylece ispat tamamlanr. a

Lemma 5.1.13 [21, Lemma 2.15]. Sag Noether bir R halkast iizerinde bir
M modiiliiniin 1-extending olmast icin gerek ve yeter sart M nin P-extending

olmasidr.

Lemma 5.1.14 [21, Corolary 2.16]. M sonlu boyutlu bir modiil olsun. Asagidaki
ifadeler denktir:

(1). M, extending modiildiir.

(2). M, 1-extending modiildiir.

(3). M, P-extending modiildiir.

Tanim 5.1.15 [21]. (i) M bir sag R-modiil ve N, M nin bir altmodiilii olsun. Eger
N, devirli bir altmodiilii essential olarak kapsiyorsa yani xR <, N olacak sekilde bir
x € N varsa N ye M nin bir EC-altmodiilii denir.

(i1) N, M de EC-altmodiil olsun. Eger N <. M ise N ye M de EC-closed altmodiil

denir.
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NOT : EC-altmodiil ve EC-kapali altmodiil [4] ¢alismasinda sembolik olarak

ec-altmodiil ve ec-kapali altmodiil olarak gosterilmistir.

Tamm 5.1.16 [21]. M bir R-modiil olsun. M nin her devirli alt modiilii M nin bir
direk toplananinda essential ise M ye bir P-extending modiil denir.
M nin her EC-kapali altmodiiliiniin M nin bir direk toplanani olmasi bu duruma

denktir.

Tamm 5.1.17 [21]. M bir R-modiil olsun. Eger M nin her sonlu uniform boyutlu

EC-closed altmodiilii M nin bir direk toplanani ise M ye FP-extending modiil denir.

Tamm 5.1.18 [28]. M bir modiil olsun. Eger M nin her altmodiilii P-extending
ise M ye Fully Principally Extending Module (kisaca FP-extending modiil) denir.

NOT : [21] de verilen F P-extending modiil ile [28] de tanimlanan F P-extending
modiil farklidir.

Lemma 5.1.19 [28]. Her F P-extending modiil, P-extending modiildiir.

Ispat. M modiilii FP-extending modiil olsun. O zaman tanimdan M nin her

altmodiilii, 6zel olarak kendisi altmodiil olarak P-extending olur. O

Tamm 5.1.20 My, bir modiil olsun. Eger M nin her EC-altmodiilii K icin M nin bir
D direk toplanani var ve D, K nin M deki tiimleyeni ise M ye EC11-modiil denir. O
halde C;; modiillerin (dolayisiyla CS-modiillerin) EC;-modiil oldugu agiktir.

Onerme 5.1.21 [4]. M bir R-modiil olsun. M, P-extending modiil ise M,
ECy1-modiildiir.

ispat. K, M nin bir ec-altmodiili olsun. O halde xR, K da essential olacak

sekilde bir x € K vardir. M, P-extending modiil oldugundan xR, D de essential
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olacak sekilde M nin bir D direk toplanani vardir. Boylece M = D & D’ olacak
sekilde M de bir D’ altmodiilii vardir. xRND' <, DND’ =0 oldugundan xRND' =0
dir. Ayrica xR® D' <, D® D' = M elde edili. xRND' <, KND' oldugundan
KND =0olur. xR&D' < K®D' <M ve xR® D', M de essential oldugundan
K @® D', M de essentialdir. Dolayisiyla M, ECy-modiildiir. O

EC11-modiil P-extending modiil olmayabilir.

Ornek 5.1.22 R = Z[x] polinomlar halkasi ve M = (Z[x] & Z[x])z} modiiliinii
alalm. Ornek [4, Ornek 1.4.5] den Mg, CS-modiil degildir. Boylece M sonlu
Goldie boyutlu oldugu icin Teorem 4.1.17 (3) den, ECS-modiil degildir. Ayrica
Z(M) = 0 oldugundan M, nonsingulardir. Teorem 4.1.17 (i) den, P-extending
modiil degildir. Fakat Zx] 7jx) modiilii diizgiin oldufundan CS-modiildiir. Boylece
Ci1-modiil olur. Teorem 5.1.21 den M, C;;-modiil oldugundan EC;;-modiildiir.

Dolayistyla M, EC11-modiil olmasina ragmen P-extending modiil degildir.

Sonuc 5.1.23 [4, Sonug 4.2.8]. Mg bir indecomposable modiil olsun. Bu durumda
asagidaki kosullar denktir:

(1). Mg, ECS-modiildiir.

(2). Mg, P-extending modiildiir.

(3). Mg, EC\1-modiildiir.

(4). My, diizgiin modiildiir.

Onerme 5.1.24 [3]. M bir modiil olsun. Asagidaki durumlart goz oniine alalim:
(1). M, Cy sartint saglar.

(2). M, Cyy-modiildiir.

(3). M, Fl-extending modiildiir.

Boylece (1) = (2) = (3) saglamir. Ancak genel olarak tersi dogru degildir.

ispat. [3, Proposition 1.2]. O
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5.2. Oneriler

Bu calismada asagida listelenen farkli modiillerin tanimlart verilmis, ilgili
boliimler i¢inde temel 6zellikleri ve kargilagtirmalari incelenmistir.

Bu kisimda gecisleri calisilan bu modiiller toplu olarak tekrar bir arada listelenerek
direk toplanan 6zelligini koruyup korumadiklar1 referans verilerek belirtilmistir.

Boylece konu aragtirmacilara 6zetle sunulmustur.

(1) Extending modiil

(2) CS-modiil

(3) €y sartin1 saglayan modiil
(4) Tip 1 X-extending modiil
(5) Zayif Tip 1 X-extending
(6) Cy; sartin1 saglayan modiil
(7) ECS-modiil

(8) CESS-modiil

(9) 1-extending modiil

(10) F P-extending modiil
(11) ECy1-modiil

(12) CLS-modiil

(13) FI-extending modiil
(14) Zayif CS-modiil

(15) EC-closed altmodiil

(1), (2) ve (3) modiillerinin denkliginden ve extending modiiliin her direk toplanani
da extending oldugundan, durum CS-modiil ve C; sartin1 saglayan modiil i¢in de

gecerlidir. Ancak bu durum burada calisilan tiim CS-benzeri modiiller i¢in ayni
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bicimde gelismemistir. Ornegin bir Fl-extending bir modiiliin direk toplanam

FI-extending olmayabilir.

4

Lemma 5.2.1 [9, Lemma 2.5]. M bir Tip 1 X-extending modiil ise M nin herhangi
direk toplanani da Tip 1 X -extending modiildiir.

Ispat. Ispati elemanterdir. O

6))

Lemma 5.2.2 Zayif Tip 1 X-extending bir modiiliin herhangi direk toplanant da
zayif Tip 1 X -extending modiildiir.

(6)

Lemma 5.2.3 [30, Theorem 2.4]. Cii-modiillerin herhangi direk toplami
da Ci1-modiil olur. Ozel olarak, uniform modiillerin herhangi direk toplam

Cy1-modiil olur. Ancak bir Cy1-modiiliin direk toplanani Cy1-modiil olmak zorunda

degildir.

(N

Lemma 5.2.4 [4, Onteorem 3.1.8]. M bir ECS-modiil ise her direk toplanant da
ECS-modiildiir.

®)

Lemma 5.2.5 [8, Lemma 1.2]. CESS-modiiliin herhangi bir direk toplanani da
bir CESS-modiildiir.

©))
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Lemma 5.2.6 [21], 5.1.12. 1-extending modiiliin herhangi bir direk toplanant da

1-extending modiildiir.

(10)

Lemma 5.2.7 [28, Proposition 9]. M & M bir FP-extending modiil ise M,

F P-extending modiil olur.

11

Lemma 5.2.8 [4, Teorem 4.2.15]. M bir ECy|-modiil ve X, M nin bir altmodiilii
olsun. Eger M nin bir direk toplanant ile X in arakesiti, X in bir direk toplanani

ise X bir EC\1-modiil olur.

(12)

Lemma 5.2.9 [33, Lemma 7]. Bir CLS-modiiliin herhangi direk toplami da
CLS-modiildiir.

(13)

Lemma 5.2.10 [4, Teorem 4.1.5]. Fl-extending modiillerin direk toplanmi

FI-extending modiil olur.

FI-extending modiillerin direk toplanan1 F'/-extending olmayabilir.

(14)
Acik Problem: [27]. Bir zayif CS-modiiliin direk toplanant K olsun. K nin zayif
CS-modiil olup olmadig1 agik problemdir.

5)
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Lemma 5.2.11 [21, Lemma 2.11]. EC-closed altmodiiliin her direk toplanant da

EC-closed altmodiil olur.
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