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OZET

DEKORE EDILMi$ BETHE ORGUSU UZERINDE KARMA SPiN-
1/2 VE SPiN-1 ISING-HEISENBERG MODELIN FAZ
DiYAGRAMLARI

Orhan CiZER
Yiiksek Lisans Tezi, Fizik Anabilim Dali
Tez Danismant: Prof. Dr. Cesur EKiZ
2015, 49 sayfa

Bu ¢aligmada, karma spin-1 ve spin-1/2 Ising-Heisenberg modelini dekore edilmis
elmas yapili Bethe orgiisii iizerinde inceledik. Inceledigimiz sistem Ising ve
Heisenberg spinlerini igeren karma bir klasik-kuantum sistemidir ki spinler kendi
aralarinda en yakin Ising veya XXZ Heisenberg etkilesmesine sahiptirler. Model,
dekorasyon-iterasyon doniislimiiniin tam tekrarlama bagmtilar1 ile birlikte
kullanilmasiyla incelenmistir. Bu kesin ¢oziim ¢er¢evesinde, dekore edilmis elmas
benzeri Bethe orgiisli lizerinde karma spin Ising-Heisenberg modelinin bolisiim
fonksiyonu ile basit Bethe orgiisii tizerinde spin-1 Blume-Emery-Griffiths (BEG)
modelinin boliigim fonksiyonu arasinda tam bir transformasyon bagmtist elde
edildi. Ayrica tam donilisiim teoremleri ve tam spin 6zdeslikleri, kesin sonuglarin
analitik hesaplanmasinda kullanilmigtir. Her iki Ising ve Heisenberg alt-6rgii
miknatislanmalari modelin faz diyagramlarinin ve toplam ve alt-orgii
miknatislanmalarinin termal davraniglarinin incelenmesinde kullanilmgtir.

Modelin taban durumunun iki farkli fazdan olustugu gosterilmistir. Klasik
ferromagnetik fazin (CFP) yanisira diizensiz faz (DP) modelin taban durumunu
olusturur. Ising ve Heisenberg spinleri arasindaki etkilesme spin-sivi diizensiz
taban durumuna yol acar. Modelin sonlu sicaklik faz diyagramlarinda reentrant
bolgelerin olabilirligi kapsamlica incelenmistir. Modelde ikinci dereceden faz
doniigiim c¢izgilerinin sinirli bir parametre degerinde reentrant davranig sergiledigi
goriilmiigtiir. Reentrant davranisin gorildiigii bolge klasik ferromagnetik ve
diizensiz spin-sivi fazi arasindaki taban durum smirina olduk¢a yakin ve
koordinasyon sayisinin q > 4 degeri alindigi durumdur. Diger taraftan reantrant
davranig i¢in, koordinasyon sayisinin ¢ = 3 ve 4 oldugu sistem uygun faz siirlar
gostermemektedir. Ayrica her iki alt-6rgii miknatislanmalari, kuadrupolar moment
ve Uclii korelasyon parametresinin termal degisimleri kapsamlica incelendi ve
tartigildi.

Anahtar Kelimeler: Ising—Heisenberg modeli; Bethe orgiisii; Reentrant faz
gecisi; Tam ¢oziim






ABSTRACT

PHASE DIAGRAMS OF THE MIXED SPIN-1/2 AND SPIN-1 ISING
HEISENBERG MODEL ON THE DECORATED BETHE LATTICE

Orhan CiZER
M.Sc. Thesis, Department of Physics
Supervisor: Prof. Dr. Cesur EKIZ

2015, 49 pages
In this work, we have studied the mixed spin-1 and spin-1/2 Ising—Heisenberg
model on the diamond-like decorated Bethe lattice. The model under consideration
describes a hybrid classical-quantum system consisting of the Ising and
Heisenberg spins, which interact among themselves either through the Ising or
XXZ Heisenberg nearest-neighbor interaction. The model was studied by
combining the decoration-iteration transformation with the exact recursion
relations. Within the framework of this rigorous method, we have obtained a
precise mapping relationship between the partition function of the mixed-spin
Ising—Heisenberg model on the diamond-like decorated Bethe lattice and the
partition function of the equivalent spin-1 BEG model on a simple Bethe lattice. In
addition, the rigorous mapping theorems and exact spin identities have been
employed in order to derive analytically precise results. Both sublattice
magnetizations of the Ising and Heisenberg spins are exactly calculated with the
aim to examine phase diagrams, thermal variations of the total and sublattice
magnetizations.

It has been demonstrated that the ground-state phase diagram constitutes two
different phases. Apart from the usual CFP, the peculiar DP may form the ground
state. A competition between Ising and Heisenberg interactions leads to a peculiar
spin-liquid ground state. A possibility of observing reentrant regions in the finite-
temperature phase diagrams have been also investigated in detail. It has been
evidenced that the second-order phase transition line displays reentrance just in a
restricted region of the parameter space, which is close enough to the ground-state
boundary between the CFP and DP, if and only if, the sufficiently high
coordination number g>4 is assumed. On the other hand, no reentrance can be
found in the relevant phase boundaries for the system with the coordination
number g=3 and 4. The thermal dependences of both sublattice magnetizations,
quadrupolar moment and higher order correlation function were also investigated
and discussed in detail.

Key words: Ising—Heisenberg model; Bethe lattice; Reentrant phase transition;
Exact result
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1. GIRIS

Fiziksel olaylarin sistematigini, meydana gelis sekillerini incelemek i¢in bazi
ozelliklerinden faydalanilmaktadir. Bu olaylarin kimyasal, manyetik, fiziksel,
termodinamik vb. davranislart o yapi hakkinda bize bilgi vermektedir. Fiziksel
kooperatif olaylarin termodinamik davraniglari, 6rnegin sivilarin donmasi, gazlarin
sogurulmasi, akiskan konsantrasyonu, ikili veya ti¢lii sivi ve gaz karigimlarinin faz
doniisiimleri, ikili alagimlardaki diizenli-diizensiz faz gecisleri, manyetik faz
gecigleri  spin-1/2  Ising veya iki durumlu sistemler kullanilarak
aciklanabilmektedir.

Spin-1/2 Ising modeli, Wilhelm Lenz tarafindan 1920 yilinda ferromanyetik
maddelerin (demir, nikel v.b.) faz doniisiimlerinin agiklanabilmesi amaciyla
doktora 6grencisi Ernest Ising’e tez Onerisi olarak verilmis ve 1925 yilinda Ising
tarafindan bir modelleme yapilarak matematiksel olarak sonuclar ortaya
konulmustur (Ising, 1925). Ising, modelin tek boyuttaki ¢oziimiinii yaparak tek
boyutta faz donlisiimiinin olmadigin1 gérmiistiir. Ortaya c¢ikan bu sonug
neticesinde ilk Onceleri modele olan ilgi azalmistir. Ancak daha sonraki yillarda
Heisenberg modelinin gelistirilmesi ve 1944 yilinda Onsager tarafindan modelin
iki boyuttaki tam c¢Ozliimiiniin yapilmasi, modele olan ilgiyi artirmistir
(Onsager,1944). Onceleri Lenz-Ising modeli olarak anilan model sonralari Ising
modeli olarak isimlendirilmistir. Model, en basit versiyonu olan iki durumlu hali
ile ele alindiginda ferromanyetik paramanyetik ya da antiferromanyetik-
paramanyetik faz gecisini aciklayan bir modeldir. Faz gecislerinin istatistik
mekaniksel aciklamasina dair en basit modellerdendir. Modelin basit olmasina
ragmen bu denli tizerinde ¢alisilir olmasiin sebepleri arasinda, gergekte de bu
modelle Ortiisen sistemler olmasinin yani sira evrensellik kavrami ile ¢cok daha

farkli sistemlerin de bdylesine basit bir modelle aciklanabilmesi gdsterilmektedir.

Faz gegisi, sistemin bir fazdan diger bir faza ge¢mesi olayidir ve bu olay sirasinda
sistemde ilging davraniglar gozlenir. Sistemi olusturan parcaciklar arasinda sonsuz
erimli bir korelasyon olusur. Bunun yaninda sistemin termodinamik
fonksiyonlarindan bazilar1 raksar. Faz geg¢isi, diger termodinamiksel degiskenler
sabit tutuldugunda, belli bir sicaklikta olusur ve bu sicakliga kritik sicaklik denir.

Sistemin kendi igerisinde dengede olup olmadiginin anlagilabilmesi diizen
parametresi adi verilen bir degisken tarafindan agiklanabilmektedir. Manyetik



sistemler i¢in diizen parametresi olarak sistemin manyetizasyonu bdyle bir
parametredir. Manyetizasyon sifir ise sistem diizensizdir. Ferromanyetik fazdan
paramanyetik faza gecis sirasinda sistemin diizenli halden diizensiz hale gegmesi
ise kritik bir sicaklik degerinde meydana gelir. Konuya iligkin bir 6érnek vermek
gerekirse, 1/2 spinli parcaciklardan olusmus sisteme, kritik sicakligin altindaki bir
sicaklikta, manyetik alan uygulanirsa sistemi olusturan pargaciklarin spinleri alan
dogrultusunda yonelirler. Belli bir siire gegtikten sonra manyetik alan sifirlanirsa,
sistemin parcaciklarinin spinleri ayni dogrultuda kalirlar. Sistemdeki net
manyetizasyon ise sistemin kritik sicakligin istiinde bir sicaklikta isitilmasi ile

sifira gider.

Demir, Nikel gibi bazi katilarin kalict miknatislanma &zelligine ferromanyetizma
denir. Ferromanyetizma elektronlarin spin manyetik momentlerinden kaynaklanir.
Kati cisimdeki tiim atomlarin manyetik momentleri hep birlikte ayn1 yonde
dizildiginde makroskopik olarak gozlenen bir miknatislanma olusur. Ancak,
ortamdaki 1s1sal calkanti nedeniyle ferromanyetik diizen, sicaklik arttikga bozulur
ve Curie sicakligi denilen kritik bir Tc degerinde sifir olur (Sekil 1.1). Bu, ikinci
dereceden bir faz gegisidir. Kritik Tc sicaklig tistiinde miknatishik kaybolur.

0.6 R

0.4

0.2

0.0
0.0

Sekil 1.1. Bir manyetik madde icin sicakligin fonksiyonu olarak miknatislanma



Sekil 1.1° de bir manyetik madde i¢in sicakligin fonksiyonu olarak miknatislanma
ve bir magnet icgin ferromanyetik-paramanyetik faz geg¢isini gostermektedir.
Manyetik sistem, kritik sicakligin altindaki degerlerde ferromanyetik fazda iken,
sicakligin kritik sicaklik ve tizeri degerleri i¢in paramanyetik faza ge¢mistir. Bu
sekilde gbze ¢arpan ilk sey bir kritik sicaklik degeri ve bu degerde sistemin faz
donisiimii gostermesidir. Faz gegigleri birinci dereceden faz gegisi ve ikinci
dereceden faz gegisi olmak iizere ikiye ayrilir. Iki fazin Gibbs ya da Helmholtz
serbest enerjilerinin kritik sicaklikta birbirine esit yani siirekli, ancak sicakliga ya
da basinca gore tiirevlerinin siireksiz oldugu faz gegislerine birinci dereceden faz
gecisi denir. ikinci dereceden faz gecisinde ise kritik nokta da serbest enerjinin

sicakliga gore tiirevi tanimli yani siireklidir.

Bununla birlikte ¢ogu fiziksel sistemler tek diizen parametresiyle incelenemez.
Mesela bir manyetik alasimi incelemek i¢in en az {i¢ durum ve iki diizen
parametresi olan modellere gerek vardir. Bu modele en iyi ornek ise spin-1 Ising
modelidir. Spin-1 Ising modeli {i¢ durumlu ve iki diizen parametreli bir sistemdir.
Bu model bir ¢ok fiziksel sistemin davraniglarini incelemek i¢in kullanilmistir. Faz
ayrismast ve ikili alagimlarda ferromanyetizma, sivi karigimlar, sivi kristal
karigimlar, kati-sivi gaz karigimlar, mikroemilsiyonlar, re-entrant olaylar, donma,
manyetik diizenlilik, faz doniisiimleri, diizenli ve diizensiz gegisler, yar1 kararli ve
kararsiz durumlar gibi birgok fiziksel kooperatif olayin termodinamik
6zelliklerinin agiklanmasi bu model kullanilarak yapilmaktadir.

Ising modellerinin gelismesiyle birlikte tek tip spin sistemlerinin yani sira karma
spin sistemlerini igeren ¢alismalar da artmaya baslamigtir. Son zamanlarda iki alt
orgiilii karma sistemleri tek tip spinli sistemlerle karsilagtirildiginda daha az yer
degistirme simetrisine sahip olmasindan dolay1 tek spin sistemlerine gore ¢ok daha
ilgi ¢ekicidir ve tek tip spin sistemlerinde gozlemlenmeyen bir ¢ok fiziksel olay1
sergilemektedirler. Ayrica tek spin istemlerine gore ¢ok daha zengin faz
diyagramlar1 vermektedirler. Karma spin sistemleri lizerine sadece teorik amacla
degil, molekiiler temelli manyetik malzemeleri incelemek amaciyla deneysel
olarak da calistlmigtir. Karma spinli Ising modelleri, akademik arastirmalara
yaptig1 katki kadar, teknolojik geligsmeler icin 6nemli 6zelliklere ve yarara sahip
olan ferrimanyetik maddelerin incelenmesinde de 6nemli bir rol oynar. Yarim
sayil1 ve tam sayili spin sistemlerini iceren karma spin Ising modelleri yogun
olarak caligilmistir. Bunlara 6rnek olarak karma spin-1 ve spin-1/2 Ising sistemi,
karma spin-1 ve spin-3/2 Ising sistemi verilebilir.



Faz gecislerinin sistem parcaciklar1 arasindaki etkilesimlerin bir sonucu oldugu
g0z Oniine alindiginda, olusturulacak mikroskobik modelde pargaciklar arasindaki
etkilesmelerin g6z Oniine alinmasi yeterlidir. Faz gegislerinin incelenmesi
amaciyla yapilan pek cok caligmada boyle bir yap1 ele alinarak, Ising modelleri,
Heisenberg modelleri, XY model gibi spin modelleri ortaya konmustur. Spinin n
boyutlu brim vektorlerle tanimlandigr model, genel olarak O(n) modeli olarak
bilinir ve n=1 Ising modeli, n=2 XY modeli, n=3 klasik Heisenberg modeli
seklinde tanimlanir. n — oo limitinde ise kiiresel modeller elde edilir. ilgilenilen
modele gore, S; spin degiskeni kesikli veya siirekli degerler alir. Spin-1/2 Ising
modelinde, S; = +1 olmak tizere iki farkli degere sahiptir. S; = +1,0 olmak iizere
ti¢ durumlu Ising modeli spin-1 Ising modeli olarak bilinir.

Kuantum Heisenberg modeli ise istatistik mekanikte {izerinde siklikla caligilan
modeller arasindadir. Model, manyetik sistemlerde spinin kuantum mekaniksel
olarak ele alindig1 faz doniigiimleri ve kritik olaylarin incelenmesinde
kullanilmaktadir. Son zamanlarda ozellikle diisikk boyutlu Heisenberg modeli
ilging kuantum olaylariin incelenmesi i¢in yararli bir model olmasindan dolay1
yogun bir ilgi gormiistiir. Model, daha sonralar1 bir boyutlu antiferromanyetik
kuantum Heisenberg modelinde Haldane araliklarinin, kuantum faz
donisiimlerinin, spin-Peierls kararsizliklarinin, dimerizasyon, kuantum dolagikligi,
magnetizasyon platolar1 v.b. gibi olaylarin tanimlanmasinda kullanilmistir. Bu
olaylarin yam sira iki-boyutlu Cu-O tabakalarini igeren yiiksek sicaklik
stiperiletken malzemelerdeki manyetik diizenlenim iki-boyutlu spin-1/2 kuantum
Heisenberg modeli vasitasiyla agiklanmaktadir.

Modelin yaklasik ¢oziimleri farkli istatistik mekaniksel yontemlerle detayl olarak
incelenmektedir. Diger taraftan, model iizerinde teorik olarak yogun bir ¢aba sarf
edilmesine ragmen, kuantum Heisenberg modelinin kuantum dogasiyla ilgili
matematiksel zorluklar yiliziinden, heniiz sadece Heisenberg etkilesmelerini igeren
karma spin durumlar i¢in az sayida tam ¢dziim mevcuttur. Genel olarak modelin
¢coziimiindeki matematiksel giicliikk, Hamiltonyene dahil edilen kuantum spin
operatdrlerinin komute etmemesidir. Modelin ¢6ziilmesi zor olan bu temel zorlugu
bizi Bethe orgiisii izerinde hem Ising atomlarin1 hem de Heisenberg atomlarim
igeren bir Ising-Heisenberg modelinin tanimlanmasina motive etmistir. Bu sekilde
bir model ilk olarak 1961 ’li yillarda tanimlanmigtir. Béylece Ising ve Heisenberg

etkilesmelerini igeren modelin tam ¢éziimiine daha kolay bir tarzda ulagilabilir.



Bu amag i¢in, ilk olarak Syozi tarafindan gelistirilen ve daha sonra dikkate deger
sekilde Fisher tarafindan genellestirilen dekorasyon-iterasyon doniisiim yontemini
kullanacagiz (Siyozi 1.1951, Fisher M. 1959).

Calismada, dekorasyon-iterasyon yontemini, diizenli Bethe Orgiisiiniin her bag:
iizerine bir ¢ift Heisenberg atomu koymak suretiyle kullanacagiz. Bu sekilde,
sirasiyla Ising- ve Heisenberg tipi atomlardan kurulu i¢ ige iki alt-6rgliden olusan
cift dekore edilmis bir model elde edecegiz. Bahsedilen orgii lizerinde kurulu
boyle bir model teorik ve deneysel bakimdan ilging olabilir. Teorik bakimdan bu
modelin en Onemli Ozelligi, tam hesaplama ydntemi ile Ising sistemlerinin
manyetik Ozelliklerinin, kuantum Heisenberg atomlarinca ne sekilde modifiye
edileceginin incelenmesini miimkiin kilmasidir. Diger taraftan deneysel bakimdan
model, ¢aligmada incelenen sisteme benzer topolojik yapiya sahip manyetik

materyallerin sentezlenmesine yardimei olabilir.



2. KAYNAK OZETLERI

Son zamanlarda istatistik mekanikte ve yogun madde fiziginde {izerinde yogun
olarak ¢alisilan modellerden biri Kuantum Heisenberg modelidir. Ozellikle diisiik
boyutlu  kuantum  Heisenberg sistemleri, zengin kuantum olaylan
sergilemelerinden dolay1r ilgi odagt olmuslardir. Kuantum Heisenberg
ferromagnetlerinde tamsayili spin degerleri i¢in Haldane araliklar1 (Haldane, 1983)
olarak adlandirilan, sistemin taban durumu ile ilk uyarilmis durumu arasinda bir
bosluk mevcut olmasina karsin, kesirli spinler i¢in bu araliklarin olmadigi bir
uyarilma spektrumu bulunmasi dikkat ¢ekici olmustur. Bununla birlikte kuantum
faz doniisiimleri (Sachdev, 1999), spin-Peierls kararsizligi (Hase vd., 1993; Taylor
ve Miiller, 1985), dimerizasyon (Richter, 1993; Oitmaa ve Weihong, 1996),
kuantum dolasikligi (Wang, 2001), magnetizasyon platolar1 (Hida, 1994; Oshkawa
vd., 1997; Okamoto ve Kitazawa, 1999) v.b. gibi olaylar en iyi sekilde spin-1/2
kuantum Heisenberg modelinin kullanilmasiyla agiklanabilmektedir.

Uzerinde teorik olarak yogun bir sekilde ¢alisilmasina ragmen sadece Heisenberg
spinlerini igeren modelin tam ¢6ziimii sadece tek boyutta yapilmis ve sayica smirl
kalmis (Bethe, 1931; Orbach, 1958; Walker, 1959), daha yiiksek boyutlar i¢in ise
ancak yaklagik yontemler (Rushbrooke vd., 1972-1976; Mielnicki vd., 1988;
Idogaki ve Uryu, 1992) kullanilarak ¢esitli fiziksel olaylar agiklanmaya
caligtimistir. Yani iki boyut ve daha yukarisi icin modelin tam ¢6zimii
yapilamamis, tek boyutta yapilan ¢aligmalar ise sayica siirli kalmigtir. Kuantum
Heisenberg modelinin tam ¢6ziimiinde karsilagilan en 6nemli zorluk ise sistemi
tanimlayan kuantum mekaniksel Hamiltonyenin spin operatorlerinin komute

(degis-tokus) etmemesi ile ilgilidir.

Diger taraftan Ising ve Heisenberg etkilesme terimlerinin her ikisini igeren bir
Ising-Heisenberg karma spin zincirinin ilk olarak ileri stiriilmesi Lieb ve galigma
arkadaslari (Lieb vd., 1961; Lieb ve Mattis, 1962) tarafindan yapilmistir. Lieb ve
calisma arkadaslar1 bu ¢aligmada modelin tam ¢oziimiinii yapmiglar ve modelin
taban durumu ile uyarilmis durumlarini kuantum mekaniginin temel ilkelerini
kullanarak elde etmislerdir. Modelin yaklasik ¢6ziim yontemleri ile incelenmesi
devam etmesine ragmen Heisenberg spin operatorlerinin komute etmemesi
sebebiyle tam ¢oziimleri lizerindeki ilerleme siirli kalmistir. Bununla birlikte son
yillarda bu model Yao ve calisma arkadaslar1 (Yao vd., 2002) tarafindan
anizotropik Heisenberg etkilesmeli duruma basarili bir sekilde genellestirilmistir.



Yao ve ¢alisma arkadaslar1 (Yao vd., 2002) nin yaptig1 calismada ise sistemin tam
¢Oziimiine ulagabilmek ic¢in Jordan-Wigner ve Bogoliubov doniisiimleri
kullanilarak taban durumlart ve uyarilmig durumlar elde edilmistir. Ayrica taban
durumlar tizerindeki o6zellikle keyfi Ising ¢iftlenim parametrelerinde bir enerji

aralig1 olan temel uyarilmalart incelemislerdir.

Modelin spin operatorlerinin komute etmemesi ile ilgili matematiksel giigliikleri
ortadan kaldirmak i¢in doniisiim tekniklerinin kullanilmasi Jas¢ur ve galigma
arkadaglar1 (Verdauger vd., 1983; Pei vd., 1987; Kahn vd., 1988; StreCka ve
Jas¢ur, 2002a,b; Stre¢ka ve Jas¢ur, 2003; Canova vd., 2006; Stre¢ka ve Jasur,
2006; Strecka vd., 2008) tarafindan yapilmistir. Daha agik olarak Strecka ve Jascur
(Strecka ve Jascur, 2002) Ising- ve Heisenberg tipi atomlar iceren ¢ift Heisenberg
atomlarinca dekore edilmis bir kare 6rgii iizerinde modelin manyetik 6zelliklerini
incelemiglerdir. Bu calismada, taban durum, faz diyagramlar1 ve temel fiziksel
nicelikler i¢in tam ¢oziimleri elde etmisler ve kuantum antiferromanyetik fazin
varligimi tespit etmislerdir. Boylece sadece Ising atomlarini igeren orijinal kare
oOrgii lizerine, Heisenberg atomlarini yerlestirmekle ve doniisiim yontemine dayali
tam ¢oziim ile Ising sistemlerinin ne sekilde modifiye edilecegi bu c¢alismada
gosterilmistir. Yine kuantum antiferromanyetik fazin, sistemlerde kuantum
dalgalanmalarmin bir sonucu oldugu ve makroskobik Ol¢ekte bu fazin varlig
caligmada ortaya ¢ikmaktadir. Yine Strecka ve JaScur (Strecka ve Jasc¢ur, 2003),
bir dig manyetik alan varliginda spin-1/2 ve spin-S (S=1/2, 1) Ising-Heisenberg
antiferromanyetik zincir i¢in tam sonuglar elde etmek i¢in dekorasyon-iterasyon
teknigini kullanmiglardir. Bu ¢alismadan ortaya ¢ikan en O6nemli sonug¢ ise tam
hesaplama teknigi ile elde edilen ¢ok basamakli magnetizasyon platolarinin ortaya
cikmasidir. Ayrica yine ayni ¢aligmada, magnetizasyon platolarinin davraniginin
esas itibaryla Ising ve Heisenberg spinleri arasindaki etkilesme parametresine
bagli oldugu ve modelde diyagonal olmayan etkilesme parametresinin ( J,)
sistemin Ising benzeri davramigini 6nemli Sl¢liide modifiye ettigi goriilmiistiir.
Ising-Heisenberg zinciri tizerindeki teorik ¢alisma ile son zamanlarda yapilan bazi
deneysel karma-spin zincirleri arasinda bir iligki bulunmaktadir (Verdauger vd.,
1983; Pei vd., 1987; Kahn vd., 1988; Strecka ve Jascur, 2002; Strecka vd., 2008).
Ayrica molekiil miihendisligindeki son gelismeler bir boyutlu ve iki farkli tip
manyetik iyonun AABAABAAB... yapisinda bir polimerik bilesigin yakin
gelecekte sentezlenecegi timit edilmektedir. Aym1 grup diger bir ¢alismasinda
karma spin-1/2 ve spin-S Ising-Heisenberg elmas dizilimli zincir yapilarin taban



durum ve sonlu-sicaklik 6zellikleri genellestirilmis dekorasyon-iterasyon teknigine
dayal1 analitik hesaplamalarla incelemislerdir (Canova vd., 2006). Ozellikle Ising
ve Heisenberg tipi parametreler arasindaki etkilesme ile ortaya c¢ikan geometrik
frustrasyon etkisinin incelenmesi iizerinde durulmustur. Geometrik frustrasyon ve
kuantum etkileri arasindaki karsilikli etkilesim sonucu, bazi klasik diizenli
durumlara ek olarak karigik spin durumlu cesitli kuantum taban durumlar
bulunmustur. Yine bu calismadan ortaya c¢ikan en Onemli sonuglar arasinda
magnetizasyon egrilerindeki platolar, manyetik alinganligin sicakliga gore
degisiminde yuvarlak minimumun goriilmesi, ¢ift sivrilige sahip 1s1 kapasitesi
egrileri ve frustrasyonla birlikte ortaya ¢ikan yiiksek magneto-kalorik etki
sayilabilir. Ayrica ayni ¢aligmada diizensiz duruma frustrasyon ile siiriilen sisteme,
diisiik bir dig manyetik alan uygulandiginda ii¢ maksimuma sahip 1s1 kapasitesi
egrileri elde edilmistir. Ayn1 calisma grubu tarafindan degisik topolojik yapiya
sahip sistemlerin diizenli ve diizensiz durumlari, geometrik spin frustrasyonu, re-
entrant faz doniistimleri ve taban durum &zellikleri yine ayn1 yontemle tam olarak
coziilerek incelenmistir (Strecka ve Jascur, 2006). Bu c¢aligmalarin tamaminda
daha once Syozi (Syozi, 1951) tarafindan gelistirilen ve Fisher (Fisher, 1959)
tarafindan genellestirilen dekorasyon-iterasyon doniisiimii degisik 6rgi tipleri i¢in
kullanilmis ve boylece modelin kesin ¢oziimii yapilmistir.

Modelin manyetik 6zellikleri iki boyutlu farkli 6rgiiler icin yukarida verilen kisa
literatiir analizinde tam olarak incelenmesine ragmen, farkli bir topolojik yapiya
sahip olan Bethe orgiisii lizerinde ise simdiye kadar incelenmemistir. Dolayisiyla
kullanilan yontemin bir tam ¢oziim yOntemi olmasi, daha 6nce Bethe Orgiisii
iizerinde kullanilmamig olmasi ve bu alanda yapilacak diger yaklagik yontemlere
temel teskil etmesi ve boylece literatiirdeki boglugu doldurmasi timit edilmektedir.



3. MATERYAL VE YONTEM
3.1. Materyal

Bu ¢aligmada Ising-Heisenberg modelinin manyetik 6zellikleri ¢ift dekore edilmis
Bethe orgiisii lizerinde dekorasyon-iterasyon doniisiim yontemi ile incelenecektir.
Daha agik olarak, Ising ve Heisenberg atomlarini (spinlerini) igeren Bethe
orgiisiiniin topolojik yapisi soyle olusturulur: Merkezi atomdan (siyah daire)
baglanir ve hepside bu atoma bagl q atom (siyah daireler) eklenir. Bu q atomlar 1.
kabugu olusturur. Ardindan daha fazla kabuk olusturmak i¢in merkezi atoma (g-1)
atom eklenir. Bu sekilde iteratifsel olarak giderek 2, 3,...... , N. kabuklar olusur.
Bu durumda sinir noktalari hari¢ olmak {izere herbir Ising atomunun =3 tane en
yakin komgusu vardir. Elde edilen g koordinasyon sayili orgii {izerinde komsu
Ising atomlarinin arasina ii¢ uzaysal bilesene sahip olan ¢ift olarak kuantum

Heisenberg atomlar1 (gri daireler) yerlestirilir.

DIT

Sie

Sekil 3.1. Bethe orgiisii iizerinde ¢iftli dekore edilmis Ising-Heisenberg modelinin
topolojik yapisi. Siyah daireler Ising atomlarmi ve i¢i bos daireler ise
Heisenberg atomlarini géstermektedir.

Boylece sekilde goriildiigii gibi gerek Ising gerekse kuantum Heisenberg spinlerini
iceren ve Ising-Heisenberg modelini tasvir edecek olan oOrgii elde edilir.
Incelenecek olan modelin toplam Hamiltonyeni
Ng/2 2Nq
H=-Jy iEj A(O'iXO'}( +O'iyO'Jy)+O'iZO'JZ -J kzl Séof (3.1)
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olarak verilebilir. Burada of ve S7 sirasiyla spin-1/2 ve spin-1 operatdrlerinin
uzaysal bilesenlerini, J; Ising ve Heisenberg atomlari arasindaki tek uzaysal
bilesene sahip anizotropi parametresini ve Jy(A) ise Heisenberg atomlari
arasindaki ii¢ uzaysal bilesen igeren anizotropik c¢iftlenim parametresini gosterir.
Hamiltonyendeki A parametresi sistemin Ising veya Heisenberg rejiminde

bulunmasin saglar.
3.2. Yontem

Bu boliimde,  koordinasyon sayili, dekore edilmis Bethe 6rgiisii tizerinde spin-1/2
Ising-Heisenberg modelinin manyetik &zellikleri tam tekrarlama bagintilarina
dayali kesin bir metot ile dekorasyon-iterasyon doniislimiiniin birlikte
kullanilmasiyla tam ¢6ziim elde edilecektir. Modelin tam ¢6ziimii, spin-1/2 Ising-
Heisenberg modelini, g koordinasyon sayili basit Bethe orgiisii tizerindeki etkin
etkilesmeli spin-1/2 Ising modeline déniistiirmekle elde edilir. 1k &nce Bethe
orgiist, spin degeri S =1 olan atomlarla dekore edilecek ve dekorasyon-iterasyon
doniisiimii uygulandiktan sonra model g koordinasyon sayili basit Bethe orgiisii
tizerinde spin degeri o = 1/2 olan spin-1/2 Ising modeline doniisecektir.

3.2.1. Iterasyon Metodunun Bethe Orgiisii Uzerinde spin-1/2 Ising
Modeline Uygulanmasi

Bu kesimde Bethe orgiisii {izerindeki tam olarak ¢6ziilebilen spin-1/2 Ising
modelini ele alacagiz ki, buda bir kare veya kiibik 6rgii izerinde modelin yaklasik
olarak ¢oziilmesine esdegerdir (Bethe, 1935).

Sekil 3.2. Bir Cayley Agacinin, ¢ = 3 ve n = 4 Konumlu Uretiminin Gdsterimi
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Bir Cayley Agaci olusturulurken, Sekil 3.2°de goriildiigi gibi merkezi ‘0’
noktasindan baglanir ve hepsi ‘0’ noktasina bagli ( noktasi eklenir. Bu (

noktalarinin takimi birinci kabuk (shell) olarak adlandir (Baxter, 1982). Daha fazla
kabuk olusturmak igin r. kabukta bir nokta alinir ve bu noktaya (q—1) tane

nokta eklenir. Bu islem r. kabuktaki biitin noktalar i¢in yapilir ve bu yeni
noktalar takimmi (r +1). kabuk olarak adlandirilir. Bu sekilde iteratifsel olarak
ilerleyerek, 2., 3., ...., n. kabuklar1 olusturulur. Bu sekilde baglantisiz olarak
olusturulan grafik, Cayley Agaci olarak adlandirilir.

Burada sinir noktalar1 hari¢ her bir noktanin q tane en yakin komsusu vardir. r.
kabukta q(Q —1)r_1 nokta ve grafikteki toplam nokta sayist,

g (clq—f);)—l (3.2.1)

ifadesi ile verilir. n. kabukdaki noktalar sinir noktalaridir. Bunlarin sadece birer
tane komsular1 olmalar1 sebebiyle digerlerinden farklidir. Fakat diger biitlin
noktalarin (i¢ noktalar) her birinin q tane komsusu vardir. Boyle bir grafikte

‘devre’ yoktur ve Cayley agaci olarak bilinir. Sekildeki sinir noktalarinin ihmal
edilmesi durumunda ( koordinasyon sayili bir Bethe 6rgiisii olarak diisiiniilebilir.

Boyle noktalar esdeger olmalidirlar ve her birinin'Q' tane komsusu vardir. Bagka

sekilde soOylemek gerekirse, bir Cayley agaci flizerinde bir Ising modeli
olusturulursa o zaman boliisiim fonksiyonu Z , grafik igerisindeki i¢ noktalardan
ve smir noktalar1 ya da iizerindeki noktalardan gelen biitiin katkilar ihtiva eder.
Termodinamik limitte bile sinir noktalari ya da yakinlarindaki bolgelerin katkilar
ihmal edemeyiz. Eger toplam bdliisiim fonksiyonu diisiiniiliirse, o zaman Cayley
agaci lizerinde Ising modeli diisiiniiliyor demektir. Bu problem ¢oziilmiistiir.
(Runnels,1967; Eggarter, 1974; Miiler-Hartman and Zittartz, 1974) ve olagan dis1
Ozellikleri vardir. Fakat burada biz bunu diisiinmeyecegiz. Bunun yerine, bu
calismada Bethe Orgiisii iizerindeki i¢ noktalarin bdliisiim fonksiyonuna katkisini
etkili olarak diigiinecegiz.

Simdi Cayley agac1 iizerinde smir terimlerini ihmal ederek Bethe 6rgiisii {izerinde

spin-1/2 Ising modelini diisiinelim. Boliisiim fonksiyonu;
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Z=>Y P(o) (3.2.2)

ve

pLI Zdiaj +hZO'i]
P(o)=e ' (3.2.3)
seklinde olup P(o), spin konfigiirasyonu iizerinden normalize olmamis olasilik

dagilimudir. Ozellikle, merkezi konum ‘0’ daki spin o, ise, 0 zaman oradaki
magnetizasyon,

ooP(0)
Z

M =(cg)=2

(o2

(3.2.4)

bagmtisi ile verilir. Sekil 3.2” den agikca goriildiigii gibi eger grafik (6rgii) '0' da
kesilirse, birbirleriyle baglantisiz g tane 6zdes dala ayrilir. Ayrilan bu dallarin
sayisi, en yakin komsularin sayisi veya koordinasyon sayisina baglidir. Bu dallarin

her biri, kdkii g, spininde olan agaclardir.

P(0), merkezi konumda, o, degerli spin konfigiirasyonu ifade eder.

q .
P(0) = exp o) [Qu(0efs?) (3.25)
j-1
Burada SU), j. alt-agag iizerindeki spinleri belirtir. o, harig,

Qn (O-O

s) =exp ﬂﬂ] D'sis; +Js,0, +thi} (3.2.6)

(UY)]

S; , alt-agacin 1. konumundaki spinidir (spin degeri o, olan kok harig). Konum

1, Konum 0 a komsudur, Sekil 3.2'in iist agacinda gosterildigi gibi.

(3.2.6) ifadesindeki ilk toplam, (0,1) hari¢ alt-agacin biitiin kenarlari iizerindendir.

Burada ki n, alt-agacin n tane kabugu oldugu gercegindendir, 6yle ki kokten
sinira kadar olan n basamaktir. Sekil 3.2' deki gibi, iist-alt aga¢ '0" a komsu olan
1" konumunda kesilirse 0 zaman 'q' tane pargaciga boliiniir: Bunlardan birincisi



13

(0,)) govde, digerleri ise benzer dallardir. Bu dallardan her biri orijinali gibi bir alt

agactir, fakat (n — 1) tane kabugu vardir. Oyle ki,

g-1
Q,(@3[s) =e"= [T Q, (st ) @2
j=1

Burada t() alt agacin J. dal iizerindeki s, spini harig biitiin spinleri ifade eder.

P(o) = e/"“’oﬁqn (ao\s“’) (3.2.8)
j=1
ve
Qs (O-0|S) = e/t ﬁQn—l (Sl‘t(j)) (3.2.9)
j=1

faktdrizasyon iligkileri M , yani manyetizasyonu hesaplamamizi kolaylastirir.

Merkezi spin o, ’n biitiin diger spinler ile olan etkilesimi, asagidaki toplam ile

verilir:

9n(00) = X.Qn(og)s) (3.2.10)

Denklem (3.2.2) ve (3.2.5) bagintisindan boliisiim fonksiyonu,

Z=%P(o)

(o2

q
_ fhoy (i
;‘e QQ”(%'S ) (3.2.11)
= 3" [g, (@)

bulunur. Benzer olarak, denklem (3.2.4) ve (3.2.5) bagintisindan, Magnetizasyon
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M =Z7% 0" [9, ()]

>.0,€""[9,(c,)]" (3.2.12)
2.e"7[9,(cy)]"
Burada X, = % olarak tanimlanirsa yukaridaki magnetizasyon ifadesi;
9, (+
v 1 M2 _g M2y
T 5 A2 —pi2q
2e7"+ex, (3.2.13)
olarak elde edilir. x,, biliniyorsa, M hesaplanabilir. x,,’i elde etmek icin,
gn(GO) = ZQn(GO|S)
Jogsiths) T '
— Zeﬂ( OoS1+ %)HQn—l(Sl‘t(J))
s j=1
gn(O-O) = zeIB(‘]O—OSﬁhSl)[gn—l(sl)]q_:l
S (3.2.14)
ifadesi o’1in + degeri i¢in hesaplanir:
2
A
N g,(+1/2) =e * 7 g, [(+1/2)]""
o, = +% icin: 5 (3.2.15)
3h
B(———3) _
re * g, (1)
Jh
0,(-1/2) =" 7 g [(+1/2)
0y ==Y, icin: : (3.2.16)

_Jd_h
+e’ g 1)



degerleri bulunmus olur. Buldugumuz bu degerler,

X = gn(_l/z)
" g, (+1/2)

denkleminde yerine yazilirsa,

seklinde elde edilir.

15

(3.2.17)

(3.2.18)
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Dekorasyon-Iterasyon Doniisiimiiniin Karma Spin-1/2 ve spin-1
Ising-Heisenberg Modeline Uygulanmasi

Bu kesimde, dekorasyon-iterasyon doniigiimii, dekore edilmis Bethe orgiisii
tizerindeki karma spin-1/2 ve Spin-1 Ising Heisenberg modeline uygulanacaktir.
Ayrica tam tekrarlama yonteminin de modele uygulanmasiyla sistemin tam
¢Oziimii yapilmis olacaktir. Sekil. 4.1 de i¢i dolu daireler spin 1 Ising atomlarini ve
ici bos olan dairelerde spin-1/2 Heisenberg atomlariyla dekore edilmis olan ve
koordinasyon sayist g=3 olan Bethe orgiisiinii gostermektedir.

DIT

Sie

Sekil 4.1. Dekore edilmis Bethe 6rgiisii lizerinde karma spin-1 ve spin-1/2 Ising-
Heisenberg modelinin sematik temsili.

Sekilden de agikga goriildiigii gibi dekorasyon-iterasyon doniisiimii vasitasiyla sol
taraftaki karma spin-1 ve spin-1/2 Ising - Heisenberg spinlerini igceren karma
sistem, sag taraftaki sadece spin-1 Ising spinlerini i¢eren basit Bethe orgiisii
iizerindeki efektif etkilesmeli spin-1 Ising modeline doniismektedir.

Karma Spin 1 ve Spin-1/2 Ising-Heisenberg modelinin dekore edilmis Bethe

orgilisii iizerindeki Hamiltonyeni,
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Nq/2 2Nq
H=-Jy X A(GiXO'}( JrO'iyO'Jy)+O'iZO'JZ -J kzl Slfo]Z (4.1.1)
1) )

seklinde verilebilir.

Ayrica, Hamiltonyendeki ilk toplam tiim Heisenberg atomlar: iizerindendir. Ikinci
toplam ise Ising ve Heisenberg atomlari iizerindendir. Toplam Hamiltonyen bag
Hamiltonyen cinsinden

Ng/2

H= ¥ H, (4.1.2)
k=1

seklinde verilir. Bag Hamiltonyen H, , Heisenberg atomlarmin k. ¢ifti ile ilgili

biitiin etkilesme terimlerini igerir ve

Hy =-Jn A(Jixdj( +0'iydjy) +0'i20']Z — h(O'lf1 +c7|52) (4.1.3)

formunda verilir, burada h =J;(S¢; + Si;)’dir. Tam ¢6zim yonteminin
ilerlemesinde ¢cok 6nemli bir nokta olan gézlem altindaki sistemimiz i¢in bolligiim
fonksiyonunun hesaplanmasidir. Bag Hamiltonyenleri i¢in standart komitasyon
bagintisini ([Hk,Hj] = 0,k # j) kullanarak dekore edilmis elmas yapili Ising-

Heisenberg modelinin boliisiim fonksiyonu,

Nq Nq
2 2 1
Zigm = Z | | Try e(“AH) = Z | |Zk ) B = (4.14)
kgT
{S} k=1 {S] k=1

seklinde ifade edilir. Burada kg Boltzmann sabiti ve T mutlak sicakliktir. N,
Ising atomlarimin toplam sayisini ve q, dekore olmamuis yani orijinal orgiiniin

koordinasyon sayisini gostermektedir.

Simdi Hi‘ nin yani (4.1.3) ifadesinin matris formunu elde edecegiz. Bunun igin
oncelikle Pauli spin matrislerininin verilmesi gereklidir. Pauli spin matrisleri,
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ve

w30 D), i

olarak verilirler. Yukaridaki Pauli

spin matrislerini

—()i)kz,gé:%((l) _Ol)kz (4.1.6)

model Hamiltonyene

uygulayarak H;’ nin igindeki tiim hesaplamalar yapilir. Hesaplanan tiim ifadeleri
Hj, ‘nin iginde yerine koyarsak ve H, = Hj, olarak tanimlanirsa:

Hylo,) = —]TH|‘P1) — hlo,)
, A
Hylpy) = _%|(P3> +JTH|<P2)
’ JuA ]
Hy|ps) = —%|‘P2> +TH|§03)

Hilpa) = =2 104) + hlgs)

ifadeleri elde edilmis olur.

Hk:H]’(

(4.1.7)

(4.1.8)

(4.1.9)

(4.1.10)

bond Hamiltonyenin Heisenberg

gosteriminde matris elemanlarini (W,,, |Hy |W,,) = (m|Hy|n) bagintisin1 kullanarak

elde edebiliriz. Bu bagintilar1 kullabilmek i¢in notasyonda kolaylastirici eleman

olarak kullanilan kronecker delta fonksiyonun 6zelligi kulanilabilir:

(i

i¢j>

(@ile;) = 63 =]

(4.1.11)

Hj, *niin sifirdan farkli terimleri i¢in uygulandiginda, diagonal matris elemanlari
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(p1lHilpq) = —]ZH —h (4.1.12)
! _]H

(02| Hilo2) =7 (4.1.13)
) _Ju

(pslHilps) = (4.1.14)
’ ]H

(QalHiloa) = =7+ h (4.1.15)

formunda elde edilir. Diger taraftan diagonal olmayan matris elemanlar1 ise

A

(p3lHylps) = —]HT (4.1.16)
A

(02| H lgs) = —]HT (4.1.17)

seklinde verilirler. Ozdeger denklemi (H — E;I)¥; = 0 ifadesi kullanilarak enerji
Ozdegerleri elde edilebilir:

_]—H—h—Ei 0 0
* JHA
0 ]TH_Ei T2
I J —_
(prlHiloj) =| o - M o |=o0. (4.1.18)
0 0 i h-E;
Boylece 6zdegerleri,
Ju
Ei,= —7 +h (4.1.19)
A
E34 = ]ZH i]HT (4.1.20)

Ifadeleri ile verilirler. Elde edilen enerji dzdegerleri, karma spin-1/2 ve spin-1
Ising-Heisenberg ~ modelinin  H, = H;,  Hamiltonyeninin ~ Z,  bolisim
fonksiyonunun elde edilmesinde kullanilacaktir. (4.1.4) bagmtist ile verilen
boliisiim fonksiyonu Zj, ifadesi asagidaki formda yazilir:
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Ng
7= Z Tr e PH = Tr e PLizati (4.1.21)
A A
i {oj} i} {o)}

Boylece modelin toplam boliisiim fonksiyonu i¢ kismindaki toplamin 6zelliginden
dolay1

7= Z 1_[ Tre~BHK (4.1.22)

ifadesi seklinde yazilabilir. Z,, = Tr,e BHk = Trke_ﬁHl; oldugu bilindigine gore
boliisiim fonksiyonu,

7 = Z 1_[ 7 (4.1.23)

denklemiyle verilir. Bu durumda enerji 6zdegerleri igeren,

4

Zy = Z e PEm (4.1.24)

m=1

ifadesiyle verilir. Daha Oncede ifade edildigi gibi burada E, , Hp = Hy

Hamiltonyeninin 6zdegerleridir. Bu durumda béliigiim fonksiyonu,

BJ -BJ
Z, = 2e & cosh(Bh) + 2¢+ cosh (%) (4.1.25)

olarak elde edilir. Burada h = J;(S¢, + S%,) olarak daha 6nce verilmisti. Bu ifade

(4.1.25) ifadesinde yerine yazilirsa Zj ifadesi yeniden;

Blu
4

Z, =2e 4 cosh[B](SF +SF)] + Ze#cosh (ﬁJZHA) (4.1.26)



21

olarak bulunur. Béylece bag Hamiltonyeninin boliigiim fonksiyonuna dekarasyon-
iterasyon doniisiimii uygulanirsa, Sekil 4.1°de sag tarafta goriilen ve Blume-
Emery-Griffiths modelinin etkilesme parametrelerini iceren asagidaki ifade elde
edilir:

7, = Ae ﬁ]5k15k2+ [(Skl) (Sk2) ]+[i‘k’(5k1) (Skz) (4._1.27)

Yukaridaki doniisimden sonra spin-1 Ising modelinin spin degerleri yerine
konularak mapping parametreleri elde edilmeye c¢alisilir. Mapping parametreleri
elde edilirken spin-1 Ising modeli ii¢ durumlu oldugu i¢in sadece asagidaki spin
durumlari géz Online alinir. Bu spin durumlarint bir tablo iizerinde daha iyi

gorebiliriz.

Tablo4.1. Spin-1 Blume-Emery-Griffiths modelinin  spin  durumlar1 igin
dekorasyon- iterasyon doniisiimiinde parametreler gosterilmektedir.

SZ, SZ, DEKORASYON- iTERASYON DONUSUMU
- T BJu Zﬂ
+1 +1 2e 1 cosh(2B],) + 2e~ & 4 cosh ('8]; ) AePIa HhK
T BJ Bl - Zﬂ
+1 *1 ZeTH +2¢” 4 cosh <ﬁ]H ) = e P a K
T Bln BJ A £D
+1 0 2e TCOSh(B],) +2e" 7 cosh (ﬁsz ) =Aed
0 +1
BJ
0 0 2¢ 4 +2e” % i cosh (MZHA) A

Yukaridaki tabloda spin konfigiirasyonlar1 i¢in verilen esitliklerde hesaplamalar
oldukca uzundur. Boylece Tablo 1.1” de belirtilen spin durumlarmin S7; = 0 ve
S¢, = 0 degerlerini aldiginda mapping parametresi (A),

Blu _Blu (B]HA> (4.1.28)

A=2e 4 +2e 4 cosh >

olarak verilir. Aym sekilde Sy, =0,F1ve S7, =0,+1 degerlerini aldig:

durumlarda doniisiim parametresi yerine yazilirsa,

2e BTcosh (BJ)) + 2e” e "4 cosh ('[))]H )

e o ()

2e 4 +2e 4 cosh

BD =qln

(4.1.29)
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esitligi elde edilir. Burada D, tek-iyon anizotropi parametresi veya kristal alan
etkilesme terimi olarak adlandirilir. SZ; =0,+1 ve S, =0,4#1 spin
sekillenimlerinin kullanilmasiyla ] asagidaki gibi hesaplanir:

BJ

Blu Bin
2e 4 cosh (2B];) +2e” 4 cosh ([;]Z—HA)
==In

BJ _BJ
2 ZeTH + 2e 4Hcosh (’B]£IA>

(4.1.30)

Diger taraftan . S¢; = ¥1 ve Sf, = +1 spin durumlari igin SK parametresi,

BJ BJH B Bly
1 ZeTHcosh (2B]N+2e 4 cosh(ﬁm) ZeTH+2e 4 cosh(ﬁJZHA)
BK = Eln Zeﬁ]Tsth o i i (4.1.31)
Dt2e 4 cosh( )
olarak elde edilir. Diger taraftan modelin boliisiim fonksiyonu,
Na/2 D 2 2 2 2
7 = Z 1_[ Aeﬁfslaslgz"'%[(sé) +(Sk2) ]+BK(51§1) (Sk2) (4.1.32)
{si} k=1

(4.1.32) ifadesi ile verilebilir. Modelin yukaridaki boliisiim fonksiyonundaki
carpim genigletilerek,

Nq % zZ oz N z \2 % z \2(cz )2
7 = Z A2 P iy SkaSkatBD Tie=1(Sk1) +BK E,%, (k1) (Sk2) (4.1.33)
{si}

ifadesine doniistiiriilebilir.

Simdi biitiin bu elde ettigimiz sonuglar neticesinde daha genellestirilmis bir ifade
elde edebiliriz. Biitiin bu sonuglar1 birlestirdigimizde ortaya daha 6nceden farkinda
olmadigimiz bir benzerlik ¢ikacaktir. Bu durum,

q Nq

Hag = /Zsklskz DZ(&?)Z KZ(SM)Z(SRZ)Z (4.134)
@5 )
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ifadesi ile tanimli Blume-Emery-Griffiths (BEG) model Hamiltonyeni seklinde
aciklanir. Boylece dekorasyon-iterasyon doniisiimii vasitasiyla karma spin-1/2 ve
spin Ising modelinin boliisim fonksiyonu ve spin-1 Blume-Emery-Griffiths

modelinin boliistim fonksiyonu arasinda,
Ng
Zigm (B I I, 8) = A2 Zgge(B,], D, K) (4.1.35)

esitligi elde edilir. Bu bagint1 yardimiyla modelin denge durumunda manyetik ve
termal Ozelliklerini tanimlayacak olan Ising ve Heisenberg manyetizasyon
bagintilar1 elde edilebilir.

4.1.1. Ising Magnetizasyonu

Karma spin-1/2 ve spin-1 Ising-Heisenberg modelinin (4.1.35) bagntis1 ile verilen
boliisiim fonksiyonunu kullanarak Ising manyetizasyonunu hesaplayabiliriz.
Oncelikle hesapladigimiz ara doniigiimleri model Hamiltonyenin bdliigiim

fonksiyonunda yerine koydugumuzda Ising magnetizasyonunu elde etmis oluruz:

Tr Sgie Pt . (4.1.1.1)
M (o)

m1=

(4.1.1.1) ifadesi,

Nq/2

z SZ 1_[ Tr e BHk (4.1.1.2)
ZIHM

seklinde yazilabilir. Bu Ifadede boliisiim fonksiyonun mapping parametresini

icerir denklemi yerine yazilirsa,

NS

1 z ez  BD ez \2, (cz )2 z\2, (cz \2
m; = Z S]gl AeB]Sk15k2+ q [(Skl) +(Sk2) ]+BK(Sk1) +(Sk2) (4.1.1.3)

Zium & oo1

ifadesi elde edilmis olur. Boylece bu ifade,

1
my = z 5%, e~PHsEG (4.1.1.4)

ZBEG =
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ifadesine doniigiir. (4.1.1.4) denkleminde gerekli sadelestirme islemleri
yapildiginda Ising magnetizasyonunun spin-1 Blume-Emery-Griffiths modelinin g
koordinasyon sayili Bethe orgiisii iizerindeki magnetizasyona esit oldugu goriiliir:

(Sk1) = Mpg - (4.1.1.5)

Ayni islemler diger parametreler icin uygulandiginda, modelin miknatislanma,
kuadrupolar moment ve {iglii korelasyon ifadeleri sirasiyla agagidaki gibi verilirler:

m; = (Si1) = (Sk1)sec = Mmpec(BJ, BK, D) (4.1.1.6)
qr = ((5131)2> = ((5151)2)350 = qprc (BJ,BK,BD) (4.1.1.7)
t; = (S (SE)?) = (SH(SE) ) sec = teee (B),BK,BD) . (4.1.1.8)

Boylece modeldeki Ising spinlerinin alt 6rgii miknatislanmasi (m;), kuadropolar
momenti (q;) ve daha yiiksek mertebedeki korelasyon fonksiyonu (t;) igin
6zdeslikler elde edilmis oldu.

4.1.2. Heisenberg Magnetizasyonu

Heisenberg magnetizasyonunu elde etmek ig¢in Callen-Suzuki 6zdesliginden
faydalanabiliriz. Modelin Heisenberg manyetizasyon bagintisi,

Z g{[(a’ézﬂ]e—ﬁﬂ} (4.1.2.1)

THM {3 {o}}

1
mpy = (E (01 + 0i2)) =

ifadesi ile tanimlanabilir. Bu ifadeyi daha sade sekilde,
Tr {[(0151 ‘; Ulfz)] e-ﬁH,@}

T
Trke ~BHy

my = ) (4.1.2.2)

ifadesi seklinde yazabiliriz. Burada,

_1,7r{{f + afp)le M}

2 Tre PHk

my ) (4.1.2.3)
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denklemi ile verilen Callen-Suzuki 6zdesligi elde edilmis olur. Boliisiim
fonksiyonun h = J;(Sf, + Sf, ) ifadesinde tamimli h parametresine gore tiirevi
alinarak elde edilen ifade yerine yazilirsa,

Bln

S— 2e * Slnh(ﬁh) ) (4.1.2.4)

2 Zeﬁi cosh(Bh) + 2e (ﬁ]HA)

elde edilir. h=J;(S¢; +Sf;) olarak bilindiginden gerekli sadelestirilmeler
yapilarak asagidaki fonksiyon tanimlanir:
1 sinh x
F(x) == (ﬁ]’ ) (4.1.2.5)
cosh(B],x) + e~ o "2 cosh (ﬁ]H )

Bu fonksiyonu miknatislanma bagintilarin1 ¢6zmek i¢in kullanacagiz. Bu amag
icin Oncelikle bilgisayar programlama dillerinden fortran programlama dili ve
grafik ¢izim programlarindan orijin programi kullanilarak modelin termal ve

manyetik 6zelliklerini inceleyebiliriz.

4.2. Ising Heisenberg Modelin Magnetizasyon Bagintilarinin
Differansiyel Operator Teknigi Kullanilarak Hesaplanmasi

a

dx

seklinde belirtilir. Differansiyel operator teknigi ile elde ettigimiz Heisenberg

magnetizasyonunda gerekli islem uygulandiginda

e®xf(x) = f(x + a) uygulamasinda V, bir diferansiyel operatordiir ve V, =

my = (e(51€1+51€2)‘7X) (4.2.1)

(4.2.1.) denklemi seklinde Heisenberg Magnetizasyonu elde edilebilir. Burada
spin-1 durumu i¢in Van Der Waerden 6zdesligi hesaplanir:

28

eSi = Z A (SP)™ (4.2.2)

m=0

(4.2.2) ifadesi bu ozdesligi kullanabilmemiz i¢in gerekli olan toplamdir. Elde
edilen (4.2.2) ifadesinde buldugumuz degerler yerine konulursa; Heisenberg

magnetizasyon bagintisi,
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my = 2m;F(1) + t,[F(2) — 2F(1)] (4.2.3)
seklinde elde edilir. Bu durumda,

m, = (Sg1)inm = (Sii2)sec = Mpee (BJ, BK, BD) (4.2.4)

= ((SE)* um = (S B¢ = aBrc (B), BK,BD) (4.2.5)
t, = (Si1 (i)Ym= (SF1(SE2)* 6 = teee (B), BK,BD) (4.2.6)

F(x)

_ 1 sinh(,B],x) 4.2.7)

2 cosh (Bix) +e” 4 2" cosh (ﬁ]HA>

(4.2.4), (4.2.5), (4.2.6) , (4.2.7) denklemleri elde edilmis olur.

Yukaridaki < -+ >y Ve < -+ >ppe sembolleri, Bethe 6rgiisii tizerinde dekore
edilmis karma spin % ve spin-1 Ising-Heisenberg modeli i¢in gerceklestirilen
standart termal ortalamay1 ve sirasiyla J, K ve D etkilesme parametreli Bethe
orglisic  tzerindeki spin-1 BEG modelini gosterir.  Bdylelikle, o6rgii
miknatislanmasi, dort kutuplu (kuadrupolar) moment ve basit Bethe 6rgiisii
iizerindeki esdeger spin-1 BEG modelinin daha yiiksek bir mertebedeki korelasyon
fonksiyonu elde edilmis oldu.

4.3. Ising ve Heisenberg Magnetizasyonlarimin Sicakhga Gore
Degisimleri

Bu kesimde yukarida elde edilen Ising ve Heisenberg miknatislanma ifadelerinin
niimerik ve iteratif ¢oziimleri modeli tanimlayan etkilesme parametrelerinin farkl
degerleri icin yapilarak sistemin termal davramisi ve faz doniistimleri
incelenecektir.
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Sekil 4.2. Karma spin-1/2 ve spin-1 Ising-Heisenberg modeli i¢in  q=3
koordinasyon sayili Bethe 6rgiisii tizerinde, J5/J; = 1.0 ve A= 1.0 degerlerinde
alt oOrgii magnetizasyonlarinin, kuadropolar momenti ve {iglii korelasyon
parametresinin sicaklikla degisimleri.

Sekil 4.2, Karma spin-1/2 ve spin-1 Ising-Heisenberg modeli i¢in  q=3
koordinasyon sayili Bethe orgiisii tizerinde, [ /J; = 1.0 ve A= 1.0 degerlerinde
alt Orgli magnetizasyonlarinin, kuadropolar momenti ve iiclii korelasyon
parametresinin sicaklikla degisimleri goriilmektedir. Her ii¢ diizen parametreside
(miknatislanmalar ve f{¢li korelasyon parametresi) sicaklik artisiyla birlikte
monoton olarak azalmakta ve belli bir kritik sicaklik degerinde ikinci dereceden
stirekli faz doniistimii gecirmektedir. Diger taraftan kuadrupolar moment herhangi
bir faz doniislimiine ugramaz. Bu kritik sicaklik degerinin altinda diizenli olan
sistem, bu sicakligin lizerinde diizensiz paramanyetik faz sergilemektedir. Bununla
birlikte modelin faz doniisiim ozelligi iizerine etkili olabilecek bir parametre,
karma spin-1/2 ve spin-1 Ising-Heisenberg modelinin tasvir edildigi Bethe
Orgiisiiniin  koordinasyon sayisinin artirilarak degisiminin incelenmesidir. Bu

amacla sistem g = 4 i¢in incelenerek faz ge¢is 6zellikleri lizerinde durulabilir.
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Sekil 4.3. Karma spin-1/2 ve spin-1 Ising-Heisenberg modeli i¢in  q=4
koordinasyon sayili Bethe 6rgiisii tizerinde, J5/J; = 1.0 ve A= 1.0 degerlerinde
alt Orgli magnetizasyonlarinin, kuadropolar momenti ve {iglii korelasyon

parametresinin sicaklikla degisimleri.

Sekil 4.3’de karma spin-1/2 ve spin-1 Ising-Heisenberg modelinde J,/J; = 1.0 ve
A= 1.0 icin Bethe Orgiisiiniin koordinasyon sayisinin g=4 olmasi durumunda alt
orgli magnetizasyonlart my ve m;, kuadropolar momenti g; ve tglii korelasyon
parametresinin t; sicaklikla degisimleri goriilmektedir. Sekilde agik¢a goriildigii
gibi sicakligin artigiyla birlikte miknatislanmalar ve tglii korelasyon parametresi
stirekli olarak azalmakta ve belirli bir indirgenmis sicaklik degerinde sifir olmakta
yani yok olmaktadir. Boylece bu sicaklik degerinde sistem ikinci dereceden siirekli
bir faz doniisimii gecirmektedir. Diger taraftan quadrupolar moment q; herhangi
bir faz doniistimii gecirmemekte, sifirdan farkli degerler alarak sicaklik artisiyla

birlikte ¢cok daha yavas bir sekilde azalmaktadir.
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Sekil 4.4. Karma spin-1/2 ve spin-1 Ising-Heisenberg modeli i¢cin  q=4
koordinasyon sayili Bethe 6rgiisii iizerinde, /i /J; = 1.0 ve A= 4.5 degerlerinde
alt oOrgli magnetizasyonlarinin, kuadropolar momenti ve f{iglii korelasyon

parametresinin sicaklikla degisimleri.

Sistemde Heisenberg spinlerini kontrol eden anizotropi parametresinin etkisini
incelemek tizeri Sekil 4.4’de diger parametreler sabit tutulurken A= 4.5
durumunda alt 6rgii magnetizasyonlar1 my ve m;, kuadropolar momenti q; ve tglii
korelasyon parametresinin t; sicakliga gore degisimleri elde edildi. Buradanda
acikca goOriilldiigli gibi anizotropi parametresinin artist ikinci dereceden faz
donisiimii lizerinde azaltici bir etkiye sahiptir. Miknatislanmalar ve lglii
korelasyon parametresi yine ikinci dereceden siirekli faz gecisi gOstermesine
ragmen bu doniisim daha diisiik bir sicaklik degerinde gergeklesmektedir. Yine
anizotropinin sistem iizerindeki daha yiiksek degerleri igin A= 4.5 den daha biiyiik
degerler verilerek inceleme yapildiginda ikinci dereceden faz doniisiim
sicakliginin giderek daha kiigiik degerler aldig1 goriilmektedir. Bununla birlikte A
nin tam olarak A= 5 degerinde taban duruma ulagilmakta ikinci dereceden faz
doniigtimii kaybolmaktadir.
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Sekil 4.5. Karma spin-1/2 ve spin-1 Ising-Heisenberg modeli i¢in q=6
koordinasyon sayili Bethe oOrgiisii lizerinde; Jy/J; =1.0 ve A= 1.0 sabit
degerlerinde alt Orgli magnetizasyonlarinin, kuadropolar momenti ve {glii
korelasyon parametresinin sicaklikla degisimleri.

Karma spin-1/2 ve spin-1 Ising-Heisenberg modelinde, sistemi tanimlayan
etkilesme parametreleri ile Bethe Orgiisiiniin koordinasyon sayisiin kritik
davranislar iizerinde etkisini incelemek amaciyla alt 6rgii magnetizasyonlar1 my
ve m;, kuadropolar momenti q; ve l¢li korelasyon parametresinin t; sicakliga
gore degisimleri Sekil 4.5°te goriilmektedir. Model, sabit anizotropi parametresi
A= 1.0 i¢in kooridnasyon sayisinin ¢ = 4 den 6 ya ¢ikarilmas: yani daha fazla
spin etkilegsmesi durumunda miknatislanma ve {iglii korelasyon parametrelerinin
ikinci dereceden faz doniisiimlerinin daha yiiksek indirgenmis sicaklik degerinde
meydana geldigi goriilmektedir. Sistemin sabit anizotropilerde farkli koordinasyon
sayilari i¢in detayli incelemeleri sonucunda koordinasyon sayisi artiginin faz gegis

sicakligi lizerinde artirict bir etkiye sahip oldugu sonucuna varilmistir.
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Sekil 4.6. Karma spin-1/2 ve spin-1 Ising-Heisenberg modeli i¢in =6
koordinasyon sayili Bethe orgiisii iizerinde; Jy/J; = 1.0 ve A= 5.2 sabit
degerlerinde alt Orgli magnetizasyonlarinin, kuadropolar momenti ve {iglii

korelasyon parametresinin sicaklikla degisimleri.

Diger taraftan q = 6 koordinasyon sayili Bethe Orgilisii {izerinde artan
anizotropilelerin sistemin manyetik ve termal 6zellikleri iizerine etkisi olabilecegi
diisiincesinden yola ¢ikilarak Sekil 4.6’da karma spin-1/2 ve spin-1 Ising-
Heisenberg modeli i¢in, =6 koordinasyon sayili Bethe orgiisii iizerinde; Jy /], =
1.0 ve A= 5.2 sabit degerlerinde alt Orgii magnetizasyonlarinin, kuadropolar
momenti ve ti¢lii korelasyon parametresinin sicaklikla degisimleri verildi. Sekilde
acikca goriildiigii gibi A= 5.2 i¢in sistem farkli bir davranis sergilemekte reentrant
faz gecisi olarak adlandirilan ardi ardina iki kez faz donilislimii meydana
gelmektedir. Heisenberg miknatislanmast diger durumlarda oldugu gibi daima
daha diisiik degerler almaktadir. Bununla birlikte reenetrant faz doniistimi
anizotropi parametresinin sinirli degerinde yiiksek koordinasyon sayili Bethe

orgiisii durumunda meydana gelmektedir.
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Sekil 4.7. Karma spin-1/2 ve spin-1 Ising-Heisenberg modeli i¢in, q=4
koordinasyon sayili Bethe orgiisii iizerinde; Jy/J; =1.0 ve g =4 sabit
degerlerinde anizotropi  parametrelerinin  farkli degerleri icin toplam
magnetizasyonlarin sicaklikla degisimleri.

Sekil 4.7°de, ¢ = 4 koordinasyon sayili Bethe Orgiisii lizerinde artan anizotropiler
icin karma spin-1/2 ve spin-1 Ising-Heisenberg modelinde J;/J; = 1.0 igin A nin
0 dan baglamak iizere (Ising limiti) artan degerleri i¢in toplam miknatislanmalarin
indirgenmis sicakliga gore degisimleri goriilmektedir. Burada da agik¢a goriildiigii
gibi alt-6rgii miknatislanmalarinin termal degisimlerinde oldugu gibi anizotropinin
artis1 toplam miknatislanmaninda faz gecis sicakligl lizerinde azaltici bir etkiye
sahip olmaktadir. Bdylece ¢ok yiiksek anizotropilerde miknatislanmalar
kaybolmaktadir.
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Sekil 4.8. Karma spin-1/2 ve spin-1 Ising-Heisenberg modeli i¢in, q=6
koordinasyon sayili Bethe Orgiisii tiizerinde; Jy/J; = 1.0 ve g =6 sabit
degerlerinde anizotropi  parametrelerinin  farkli degerleri icin toplam
magnetizasyonlarin sicaklikla degisimleri.

Diger taraftan q = 6 koordinasyon sayili Bethe oOrgiisii lizerinde artan
anizotropilerin sistemin manyetik ve termal 6zellikleri {izerine etkisi olabilecegi
diistincesinden yola ¢ikilarak Sekil 4.8’de karma spin-1/2 ve spin-1 Ising-
Heisenberg modeli igin =6 koordinasyon sayili Bethe 6rgiisti tizerinde [y /], =
1.0 icin A’ nin farkli degerlerinde toplam magnetizasyonlarin sicaklikla
degisimleri verildi. Sekilde agik¢a goriildiigii daha 6ncede goriildiigii gibi artan
koordinasyon sayisi toplam miknatislanmada reentrant faz gegiginin goriilmesine
yol agmaktadir. Diger taraftan re-entrant faz doniistimii anizotropi parametresinin
sinirht degerinde yiiksek koordinasyon sayilt Bethe 6rgiisii durumunda meydana
gelmektedir.
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qg=3 kT/J, = 1.0

Sekil 4.9. Karma spin-1/2 ve spin-1 Ising-Heisenberg modeli i¢in, =3
koordinasyon sayili Bethe orgiisii tizerinde; Jy/J; = 1.0 ve kT/J; = 1.0 sabit
degerlerinde anizotropi parametrelerinin farkli degerleri i¢in alt oOrgi
miknatislanmalari, kuadrupolar moment ve Tiglii korelasyon parametresinin

sicaklikla degisimleri.

Sekil 4.9’da karma spin-1/2 ve spin-1 Ising-Heisenberg modeli i¢in =3
koordinasyon sayili Bethe orgiisii lizerinde Jy/J; = 1.0 ve kT/J; = 1.0 igin
magnetizasyonlarin, Kkuadrupolar momenti ve korelasyon fonksiyonunun
degisimleri wverildi. Sekilde goriildigi gibi sabit sicaklikta anizotropi
parametresinin artigi tiim diizen parametrelerini azaltici yonde bir etkiye sahiptir.
Boylelikle belirli bir anizotropide bu diizen parametrelerinden miknatislanmalar ve
iiclii korelasyon parametresi yok olmaktadir. Ayrica kuadrupolar moment degeri
ise gittikge azalmaktadir.
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4.4. Faz Diyagramlar

Bu kesimde, karma spin-1/2 ve spin-1 Ising-Heisenberg modeli i¢in taban durum

ve sonlu sicaklik degerleri i¢cin modelin O6zellikleri incelenecektir. Sonuglari
tartigmadan Once, ferromanyetik (Jy > 0, J; > 0) ve ferrimanyetik (J; > 0,
J; < 0) sistem i¢in faz diyagramlarinin ayn1 6zelligi gosterdigini belirtmek isteriz.

[Ik olarak, Bethe orgiisii iizerinde dekore edilmis spin-1 ve spin-1/2 Ising-
Heisenberg modeli taban durumu davraniglarii inceleyelim. Bunun igin, taban
durumu faz diyagramu sekil 4.10°daki A — J; /], diizleminde gosterilmistir. Taban
durum faz diyagrami analitik hesaplamalar sonucu elde edilmistir. Bu sekilde
gorebileceginiz gibi, iki farkli fazdan biri, A ve Jy/J; parametreleri arasindaki
karsilikli etkilesime bagli olan taban durumunda goriilebilir. Taban durumu faz
diyagraminda ortaya c¢ikan fazlar agagidaki Ozvektorler araciligiyla acikca
karakterize edilebilir.

Klasik Ferromanyetik faz durumlari igin:

Nq
N 2
1 1
[crpy = Jisz = 1) [cr,fl =30t = E> (4.4.1)
=1 k=1
Antiferromanyetik faz durumlari i¢in:
Ng
- 21 1 1
ey = [ Jisz = +10) ] [ (|t = 502 = - 3)
. 2 2 2
i=1 k=1
Z 1 V4 1
T 0l = =500k = §> (4.4.2)

seklinde gosterilirler. Bu 06zvektorlerde, spin-1 Ising atomlarinin tim spin
durumlan i¢in ilk ve son bileske hesaplamalar1 spin-1/2 Heisenberg atomlarinin

tiim ¢iftlerinin spin durumlarinin Gtesine geger.
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Sekil 4.10. Bethe orgiisii iizerinde karma spin-1 ve spin-'2 Ising-Heisenberg

modelin taban durumlari i¢in faz diyagrama.

Sekil 4.10°da Klasik ferromanyetik faz durumu CFP ile gosterilirken diizensiz faz
durumu DP ile gosterilmistir. Klasik ferromanyetik faz durumunda sistemde tiim
Ising ve Heisenberg spinleri ayni yonelimi tercih ederlerken, diizensiz faz
durumunda Heisenberg spinleri i¢in kuantum dolasikligi mevcutken, Ising spinleri
icin tam bir diizensizlik sdzkonusudur. Sekilde goriilen siirekli ¢izgi bu iki fazi
birbirinden ayirir. Sekilde gorildagi gibi A< A.=1+],/]y icin taban
durumlar1 anizotropi parametresinin degisimine bagli olarak karma spin sistemin
faz durumlari kesin bir sekilde tam ¢izgi ile gosterilmistir. Diger taraftan S7 = F1,
spin durumlari i¢in, A< A, i¢in diizensiz faz durumlarimin taban durumlarinda
makroskopik bir degisim gozlemlenir. Bu degisim kuantum Heisenberg spin
ciftlerinin kuantum dolasiklig1 ve Ising spin ¢iftlerinin rastgele dizilimi sonucunda
meydana gelmigtir. Bu tam ¢izgi ile ayrilmig kisim igerisinde geometrik dizilimi
bozulmus diizensiz faz durum merkezinde Heisenberg spin giftleri arasinda etkili
antiferromagnetik korelasyon olusur. Karma spin-1/2 ve spin-1 Ising-Heisenberg
modelinin taban durum davranisini inceledikten sonra sonlu sicaklik faz

diyagramlar1 {izerinde durabiliriz.
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Sekil 4.11. Karma spin-1/2 ve spin-1 Ising Heisenberg modelinde Bethe orgiisii
koordinasyon sayist =3 i¢in Jy/J; parametresinin farkli degerinde anizotropi
parametresinin A fonksiyonu olarak kritik sicaklik degerleri.

Yukaridaki Sekil 4.11°de kritik sicakligin k5T, /J; bagimliligi koordinasyon sayisi
q ve Jy/J; oraninin gesitli degerlerinde anizotropi parametresinin degisimi
gosterilmistir. Bu sekillerde paramanyetik fazin diizenli (CFP) faz doniisiim
cizgisinden ayrildig1 tasvir edilmis olup doniisiim ¢izgilerinin iizerindeki herhangi
bir sicaklik degerinde her zaman paramanyetik fazin (DP) gortildiigi belirtilmistir.
Sekildeki diiz ¢izgiler 2. dereceden faz dontisimiinii gostermektedir. Sekildeki faz
diyagraminda indirgenmis Jy/J; oranmin i¢ farkli degeri igin anizotropi
parametresine karsi ¢izilen kritik sicaklik degerleri gosterilmektedir. Bu faz
diyagraminda belirgin bir sekilde goriilmektedir ki, Jy/J; oraninin degeri ne
olursa olsun kritik sicaklik degeri azaldikga A anizotropi parametresinin degeri
artar. Kritik sicaklik degeri koordinasyon sayisi =3 oldugunda sistemin bir
negatif egimi ile mutlak sifir sicakhigina ulasir. Bununla birlikte, koordinasyon
sayisinin =3 oldugu durumlarda kritik sicakliga bagli A anisotropi parametresinin
egimleri sistem icin ayn1 degerlerde bagl oldugu goriilmektedir.
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Sekil 4.12. Karma spin-1/2 ve spin-1 Ising-Heisenberg modelinde Bethe orgiisii

koordinasyon sayisi =4 i¢in Jy/J; parametresinin farkli degerinde anizotropi
parametresinin bir fonksiyonu olarak kritik sicaklik degerleri.

Yukaridaki Sekil 4.12° de kritik sicakligin kgT,./J; bagimliligi, koordinasyon
say1st ( Ve Jy/J; oraninin gesitli degerlerinde anizotropi parametresinin degisimi
gosterilmistir. Sekilde kesikli ¢izgilerle gosterilen faz doniisim g¢izgileri, 2.

dereceden faz doniigimi ¢izgileridir. Jy/J; oranmin ii¢ degeri i¢in anizotropi

parametresine karsi ¢izilen kritik sicaklik degerleri gosterilmektedir. [y /J;
oraninin degeri ne olursa olsun kritik sicaklik degeri azaldik¢a A anizotropi
parametresinin degeri artar. Sekil 4.10°da taban durumlarinda gosterildigi gibi
taban durum sinirlarinda adi gegen kritik sicaklik degeri sifir olma egilimindedir.
Koordinasyon sayist =4 oldugu farkli durumlarda sistemin davranisi ayni sekil
4.11°de oldugu gibidir. Degisen anizotropi parametresine bagli kritik sicaklik
degerleri karsilastirilsa bu sekillerde koordinasyon sayisinin kritik davraniglari
nasil etkiledigi hakkinda bilgi sahibi oluruz. Ilging bicimde koordinasyon sayisinin

bu 6zel degerlerinde sonsuz bir egim ile DP ve CFP arasinda siirl sicaklik faz
sinirlart sifir derece sicakliga yaklasir.
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Sekil 4.13 Karma spin-1/2 ve spin-1 Ising-Heisenberg modelinde Bethe orgiisii
koordinasyon sayisi q=5 i¢in Jy/J, parametresinin farkli degerinde anizotropi
parametresinin bir fonksiyonu olarak kritik sicaklik degerleri .

Anizotropi parametresinin kritik sicakliga bagimliliginin gosterildigi sekil 4.13’de
baska bir 6zel durum olan koordinasyon sayisinin =5 oldugu durumlari
koordinasyon sayisinin bu yiiksek degerleri i¢cin CFP ve DP arasinda taban durum
faz simrnda ilging noktalar ile karsilasilmistir. Oyle ki, kiiciik reentrant
davraniglar anisotropi parametresinin olduk¢a dar bir alanda degistigi bolgede
tespit edilmistir. Modelde reentrant davraniglar, =3 ve 4 koordinasyon sayilari
icin goriilmemesine ragmen Sekil 4.13’de goriildigi gibi q = 5 icin acikca
goriilmektedir. Ayrica modelin termal 6zelliklerinden yani miknatislanmalarin ve
tclii korelasyon parametresinin sicaklikla degisiminden burada verilen degerler
icin re-entrant davranis yani ardil sekilde 2. dereceden faz doniisimii gegirdigi
goriilmektedir. Boylece sistemde re-entrant davranislar >4 oldugu daha yiiksek
koordinasyon sayilarinda ortaya ¢ikmistir ve bu davraniglar daha belirgin olarak
bu koordinasyon sayilarinda goriilmektedir. Bu re-entrant davranisin nedeni

yliksek boyutlar1 ifade eden gercek sistemlerde uygun etkilesme parametreleridir.
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Sekil 4.14 Karma spin-1/2 ve spin-1 Ising-Heisenberg modelinde Bethe orgiisii
koordinasyon sayisi q=6 i¢in Jy/J; parametresinin farkli degerinde anizotropi

parametresinin bir fonksiyonu olarak kritik sicaklik degerleri.

Modelin tamimlandig1 Bethe 6rgiisii koordinasyon sayisinin sistemin faz dontigiimii
ozellikle re-entrant davranisi iizerine etkisini incelemek icin Sekil 4.14’te goriilen
koordinasyon sayisinin =6 oldugu durumda sistemin faz diyagrami elde edildi.
Sekilden de net bir sekilde goriildiigli gibi koorinasyon sayisinin artirtlmasi re-
entrant faz davranigini daha belirgin hale getirmistir. Sonug olarak gergek fiziksel
orgiileri tanimlayan yiiksek koordinasyonlu Bethe Orgiisii, modelin daha belirgin
re-entrant davranig sergilemesinde onemlidir. Ayrintili incelemeler neticesinde

modelde daima ikinci dereceden faz gecisi meydana geldigi goriilmiistiir.
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TARTISMA VE SONUC

Bu caligmada, Dekore edilmis Bethe orgiisii {izerinde karma spinl/2 ve spin-1
Ising-Heisenberg modelinin manyetik 6zellikleri (faz doniisiimleri, termal
degisimleri, faz diyagramlar1) dekorasyon-iterasyon doniismii ve tam tekrarlama
yonteminin birlikte kullanilmasiyla incelenmistir. Karma spin 1/2 ve spin-1 Ising-
Heisenberg modelinin, dekore edilmis Bethe 6rgiisii lizerinde tam formiilasyonu
en genel q koordinasyon durumlar igin yapilmistir. Girig béliimiinde kisa bilgi
verildikten sonra kaynak o6zetlerinde konu hakkinda ge¢miste yapilan ¢aligmalar
ve giiniimiize kadar devam eden ¢alismalar hakkinda bilgi verilmistir. Materyal ve
yontem kisminda dis manyetik alanin olmadigi durumda model Hamiltonyen
tanimlanmis olup elde edilen bagintilarin Blume-Emery-Griffiths (BEG) modeli
ile iligkili durumlari agik¢a ortaya konulmustur. Dordiincii boliim sonunda, faz
diyagramlar1 ve magnetizasyon bagmtilar1 kullanilarak elde edilen grafikler
aciklanmugtir.

Caligmada, Ising ve Heisenberg spinleri olmak {izere iki farkli spin
kombinasyonunu igeren, Ising ve Heisenberg spinleri arasinda anizotropik
etkilesme parametresi J ile, Heisenberg spinleri arasinda ii¢ uzaysal bilesene sahip
anizotropik etkilesme parametresini J(A) igeren Ising-Heisenberg modelinin
manyetik ve termal zellikleri incelenmistir. Baslangigta sadece Ising spinlerini
iceren Orgii noktalarinin arasina giftler halinde Heisenberg spinleri yerlestirilerek
Ising-Heisenberg modelini tanimlayan 6rgii ve Hamiltonyen tanimlanmis olup,
boliisiim fonksiyonu (Z) ifadesi buradaki dekore edilmis oOrgliyli tanmimlayan
Hamiltonyen yardimiyla elde edilmistir. Bu boliisiim fonksiyonu ise dekorasyon-
iterasyon doniislimii vasitasiyla sadece Ising spinlerini igceren keyfi istatistiksel bir
sistemi tanimlayan Hamiltonyenin boliisiim fonksiyonuna, doniisiim parametreleri
vasitastyla (A, BJ, BK, BD) baglandig1 goriilmiistiir. Béylece dekore edilmis Ising-
Heisenberg modeli ile doniisiim sonrasi sadece Ising modelinin  boliistim
fonksiyonlar1 arasinda bir ifade elde edilmistir. Bu bagintilarin kullanilmasiyla
Ising magnetizasyonu, Heisenberg magnetizasyonu, {i¢lii korelasyon parametresi
gibi manyetik niceliklerin tam ifadeleri elde edilmistir. Bu ifadeler tam olarak elde
edildikten sonra oOzellikle Ising-Heisenberg magnetizasyonlarmin ve {iglii
korelasyon parametresinin sicakliga (T) gore degisimleri ve faz doniistimleri
niimerik olarak ¢oziilerek kapsamlica incelenmistir. Ozellikle magnetizasyonlarin
gecirmis olduklar faz doniisiimleri ile re-entrant davranis ozellikleri ayrintili ele

alinmigtir. Teorik bakimdan bu modelin en 6nemli 6zelligi, tam hesaplama
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yontemi ile Ising sistemlerinin manyetik ozelliklerinin, kuantum Heisenberg
atomlarinca ne sekilde modifiye edileceginin incelenmesini miimkiin kilmasidir.
Diger taraftan deneysel bakimdan model, caligmada incelenen sisteme benzer

topolojik yapiya sahip manyetik materyallerin sentezlenmesine yardimci olabilir.

Calismada kullanilan mapping doniisiimleri ve sistemin analitik spin kimlikleri
hem Heisenberg hem de Ising spinlerinin alt drgli magnetizasyonlarini elde etmek
icin kullanilmistir. Taban durum faz diyagramlarinin diizenli durum fazi ve
diizensiz durum fazi olarak iki farkli fazi olusturdugu Sekil 4.10°da gosterilmistir.
Sistemin taban durumlarinda klasik faz (CFP) durumu diginda kendine &zgii
diizensiz faz (DP) durumu XXZ Heisenberg etkilesiminin Ising etkilesimi {izerinde
oldugu goriilmiistiir. Sonlu sicaklik faz diyagramlarinda gézlemlenen re-entrant
faz bolgeleri ayrintili olarak incelenmistir. Ancak yeterince yiliksek koordinasyon
sayisinin oldugu q>4 ve tizeri durumlar varsayilarak diizenli faz (CFP) ve diizensiz
faz (DP) arasindaki yeterince yakin taban durum simirlarinda ikinci derece faz
doniisimii sadece re-entrant fazin goriildiigii bolgelerde gerceklesmistir. Diger
taraftan koordinasyon sayisinin =3 ve =4 oldugu durumlarda sistemde re-entrant
davranig bulunmaz. Ising ve Heisenberg alt 6rgii magnetizasyonlarinin termal
bagimliliklari, kuadrupolar momentleri, yiiksek derece korelasyon fonksiyonu

arastirilmig ve ayrintili olarak ele alinmistir.

Calismanin sonunda belirtmek isteriz ki, doniisiim parametreleri vasitasi ile spin-1
BEG modeline doniisim gergeklestirilmigtir. Bu doniisiim, esdeger spin-1 BEG
modeli ile ilgili tam ¢6ziim eksikliginin giderilmesi ve olduk¢a az bulunan tam
sonuclar elde etmek i¢in kullanilmistir. Kullanilan yontem ve materyal oldukca
karmagik bir Hamiltonyene sahip sistemin arastirilmasi ve kesin sonuglar elde
edilmesi i¢in uzatilabilir. Kesin ¢oziim yontemi ve dekorasyon-iterasyon
doniisiimiiniin birlestirilmesine dayanan bir yaklagim dis manyetik alan varliginda
uygulanabilir. Ayrica baska etkilesim terimleri dikkate alinarak mevcut modeli
genigletmek miimkiindiir. Ornegin Ising spinleri arasindaki tek-iyon anizotropi
parametresi, en yakin komsu biliner ve bikuadratik etkilesim parametresi gibi
parametrelerin kullanmildig1 sistemler diisiiniilebilir. Bu ve benzeri parametreler
olusturularak ¢éziimlenen daha genel modellerde birinci derece faz gegisleri ya da
¢oklu Ozel noktalar1 da dahil olmak iizere daha karmasik kritik davraniglar
incelenebilir.
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