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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

SONLUMSU PERMUTASYON GRUPLARI VE S-GRUPLARI

Okan ARSLAN

Adnan Menderes Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi

Matematik Anabilim Dal

Damgman: Yrd. Doc. Dr. Erdal OZYURT

Bu tez; A. O. Asar'in “On Finitary Permutation Groups” ve M. R. Dixon,
M. J. Evans, V. N. Obraztsov, J. Wiegold'un “Groups That Are Covered By
Non-Abelian Simple Groups” adli makalelerinin bir derlemesidir.

Bir G grubunun her elemaninin eslenik sinifi sonlu ise G ye FC-grup denir.
Kendisi FC-grup olmayan ancak her 6zalt grubu FC-grup olan gruplara minimal
FC-olmayan grup denir.

Komiitator grubu kendisinden farkli olan minimal FC-olmayan gruplar V. V.
Belyaev tarafindan 1978 yilinda siniflandirilmigtir. Belyaev, komiitator grubu
kendisine egit olan minimal FC-olmayan yerel sonlu bir G grubu var ise ya
G/Z (G) basit bir grup ya da p asal olmak iizere G' nin bir p-grup oldugunu
kanitlamigtir. 1989 da Kuzucuoglu ve Phillips G/Z (G) nin basit olamayacagini
gostermiglerdir. Dolayisiyla G = G’ 6zelligini saglayan yerel sonlu minimal
FC-olmayan bir grup var ise bu grup bir p-gruptur. Ancak boyle bir grubun var
olup olmadigi 30 yildir acik bir problemdir.



v

F. Leinen ve V. V. Belyaev birbirlerinden bagimsiz olarak boyle bir grup
var ise bu grubun sonsuz bir ) kiimesi tizerindeki sonlumsu permiitasyon
grubunun bir altgrubuna izomorfik olacagini kamtlamiglardir. Bu durumda
G = G ozelligini saglayan yerel sonlu minimal FC-olmayan bir grubun var olup
olmadigini incelemek sonlumsu permiitasyon grubun altgruplarini incelemekten
gecmektedir. Asar bu makalesinde asagidaki sartlarin var olmasi durumunda
boyle bir grubun olamayacagini kanitlamigtir:

Yerel sonlu minimal FC olmayan bir G grubunun normal olmayan sonlu her
F altgrubu i¢in y? € FCq(F) olacak sekilde en az bir y € G\Ng(F) varsa G
miikemmel olamaz.

Degismeli olmayan basit altgruplarinin birlesimi ile olugturulan biitiin
gruplarin olugturdugu smifi S ile gosterelim.  Bolim 4 te, bu oOzellikte
olan gruplarin(S-gruplar) temel Ozellikleri verilmistir. Bu bélimde; G yerel
derecelendirilmis bir S-grup, M grubu G nin serbest periyodik radikali ve G
nin tiim sonlu mertebeden elemanlari tarafindan tiretilen normal altgrubu N
olmak tizere N # 1 ise M < N < G, G/N serbest periyodik, N/M basit oldugu
gosterilmigtir. Bununla birlikte M de birimden farkli bir eleman varsa GG nin

sonlu her altgrubunun ya devirli ya da metadevirli oldugu kanitlanmistar.

2008, 72 sayfa

Anahtar Sozciikler
FC grup, minimal FC olmayan grup, sonlumsu permiitasyon, hemen hemen

primitif grup, tamamen imprimitif grup, yerel sonlu grup.
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FINITARY PERMUTATION GROUPS AND S-GROUPS
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Supervisor: Asst. Prof. Dr. Erdal OZYURT

This thesis is a survey of A. O. Asar’s and M. R. Dixon, M. J. Evans, V. N.
Obraztsov, J. Wiegold’s papers that are “On Finitary Permutation Groups” and
“Groups that are Covered by Non-Abelian Simple Groups”.

A group G is called FC-group if the conjugacy class of every element is finite.
G is called minimal non-FC-group if G is not an FC-group, but every proper
subgroup of G is an FC-group.

All minimal non-FC-groups that are different from their commutator subgroups
are classified by Belyaev in 1978. Belyaev proved that if there exists a locally
finite minimal non-FC-group G that is equal to its commutator subgroup is
either G/Z (G) is simple or G is a p-group for some prime p. In 1989, Kuzucuoglu
and Phillips showed that G/Z (G) can not be simple. Therefore, if there exists
a locally finite minimal non-FC-group G with G = G’ then it is a p-group for
some prime p. But, existence of a perfect locally finite minimal non-FC-group

has been a problem for 30 years.



vi

F. Leinen and V. V. Belyaev are proved independently that if there exists
such a group then it has a non-trivial representation into the group of finitary
permutations on some infinite set 2. So the existence problem of a perfect
locally finite minimal non-FC-group turns out to investige to finitary permutation
groups. Asar, in this paper, proved that there exist no such group if the following
holds:

If G is a locally finite minimal non-FC-group and for every finite non-normal
subgroup F' of G there exists y € G\Ng(F) such that y? € FCq(F), then G can
not be perfect.

Let S denote the class of all groups that are the set theoretic union of their
non-abelian simple subgroups. In chapter 4, some properties of such groups are
examined. In this chapter, it is showed that if G is locally graded group, M is
torsion-free radical of G and N is the normal subgroup of G generated by all the
elements of finite order and if N # 1, then M < N < G, G/N torsion-free, N/M
simple. In addition, if also M # 1, then every finite subgroup of G is cyclic or

metacyclic.

2008,72 pages

Key Words:
FC group, minimal non-FC-group, finitary permutation, almost primitive group,

totally imprimitive group, locally finite group.
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1. GIRIS

Bir G grubunun her elemaninin eglenik smnifi sonlu ise G ye FC-grup denir.
Kendisi FC-grup olmayan ancak her 6zalt grubu FC-grup olan gruplara minimal
FC-olmayan grup denir.

Belyaev, [2] de komiitatér grubu kendisinden farkli olan minimal FC-olmayan
gruplar1 simiflandirmigtir.  Belyaev, c¢alismasinda, bu o6zellikteki bir grubun
Miller-Moreno tipinde grup oldugunu kamitlamigtir. Eger bir G grubu i¢in G’
sonsuz ve G nin asikar olmayan her altgrubunun komiitator altgrubu sonlu
oluyorsa G ye Miller-Moreno tipinde gruptur denir. Ayrica Belyaev bu ¢aligmada,
komiitator grubu kendisine egit olan yerel sonlu minimal FC-olmayan bir G grubu
var ise ya G/Z (G) basit yerel sonlu bir grup ya da p asal olmak tizere G nin yerel
sonlu bir p-grup oldugunu kanitlamigtir. Daha sonra Kuzucuoglu ve Phillips,
[12] de, miitkemmel, yerel sonlu, minimal FC-olmayan bir G grubu i¢in G/Z (G)
nin basit olamayacagini gostermiglerdir. Bu durumda miikemmel, yerel sonlu,
minimal FC-olmayan bir grup var ise bu grup p asal olmak tizere bir p-gruptur.
Dolayisiyla, miikemmel, yerel sonlu, minimal FC-olmayan bir grubun var olup
olmadigi problemi, miitkemmel, yerel sonlu, minimal FC-olmayan bir p-grup var
midir problemine dontigmiistiir. Bu soru tizerinde yogun olarak farkl iilkelerde
birgok matematik¢i galigmig ve sonunda [4] te V. V. Belyaev ve [13] te F. Leinen
birbirlerinden bagimsiz olarak miikemmel, yerel sonlu, minimal FC-olmayan bir
grubun, sonsuz bir {2 kiimesi tizerindeki sonlumsu permiitasyon grubunun bir
altgrubuna izomorfik olacagini kanitlamiglardir.

Q2 bogtan farkh bir kiime olsun. € tizerindeki bir x permiitasyonu i¢in supp(z) =
{a € Q| ax # o} kilmesine = in hareket ettirdigi noktalarin kiimesi(support)
denir. Hareket ettirdigi noktalarin kiimesi sonlu olan x permiitasyonlarinin
olugturdugu kiime bir gruptur. Bu gruba sonlumsu permiitasyon grup denir ve
FSym () ile gosterilir.

1980 li yillara kadar sonlumsu permiitasyon gruplarinin yapisini anlamak iizerine



bazi ¢aligmalar yapilmigtir. 1966 yilinda D. A. Suprunenko, 2 sonsuz bir kiime
olmak {izere F'Sym () nin her transitif yerel nilpotent altgrubunun bir p-grup
oldugunu géstermigtir. 1974 yilinda D. Segal, F'Sym (2) nin primitif altgruplar
iizerine ¢aligmalar yapmis; 1975 ve 1976 yillarinda P. M. Neumann, imprimitif bir
grubun maksimal blogunun olup olmamasi durumlarii inceleyerek F'Sym (€2) da
tamamen imprimitif, hemen hemen primitif altgruplarin tanimlarini vermis ve bu
gruplarin yapilarini ayri ayri incelemistir.

1974 yilinda J. Wiegold, sonlumsu permiitasyon grubunun bir G altgrubu igin
agsagidaki ifadelerin birbirine denk oldugunu gostererek Sym (Q2) ya gomiilebilen

yerel sonlu gruplar ile ilgili bilgiler elde etmistir:
(i) G bir FC gruptur.
(ii) G nin Q tizerindeki tiim orbitleri sonludur.

(iii) G grubu sonlu epimorfik goriintiilerinin direkt garpimimin bir altgrubuna

izomorftur.

G = G’ 6zelligini saglayan yerel sonlu minimal FC-olmayan bir grubun var olup
olmadigini incelemek sonlumsu permiitasyon grubun altgruplarini incelemekten
gecmektedir. Asar bu makalesinde asagidaki sartlarin var olmasi durumunda
boyle bir grubun olamayacagini kanitlamigtir:

Yerel sonlu minimal FC olmayan bir G grubunun normal olmayan sonlu her F'
altgrubu i¢in y? € FCg(F) olacak sekilde en az bir y € G\Ng(F) varsa G
miikemmel olamaz.

Bir G grubunda herbir eleman G nin degismeli olmayan basit bir altgrubu
tarafindan igeriliyorsa GG ye S-grup denir. Yerel sonlu S-gruplar Sonug 4.24 ten
de kolayca goriilecegi tlizere yerel sonlu basit gruplardir.

Yerel sonlu basit gruplarla sonlu basit gruplarn iligkilendiren en Onemli
teoremlerden birisini Otto Kegel kanitlamigtir. Buna gore; mertebesi sayilabilir

sonsuz olan her yerel sonlu basit bir grup icin G; < Gy < --- < G,, < --- geklinde



sonlu gruplardan olusan artan bir altgrup dizisi yazilabilir ve her ¢ € N i¢in G; nin
oyle bir maksimal normal N; altgrubu vardir ki G; N N;y; = 1 olur([10, Teorem
4.5]). Burada (G;, N;),cy dizisine Kegel dizisi, G;/N; sonlu basit gruplarma da
Kegel cekirdek denir.

Kegel dizilerinde her ¢ € N i¢in N; = 1 olursa bu gruplar S-gruplardir. Ancak [8]
de Hickin ve [19] da Zaleskii-Serezhkin’in sonuglaria gore, mertebesi sayilabilir
sonsuz olan yerel sonlu basit gruplarin hangi Kegel dizisi alinirsa alinsin N; # 1
dir. Bu durumda mertebesi sayilabilir sonsuz olan her yerel sonlu basit grup bir
S-grup degildir. Yerel sonlu her S-grup basit grup olmasinda ragmen yerel sonlu
olma sart1 kaldirilirsa yazarlar bu makalede basit olmayan S-gruplarin nasil inga
edilecegini gostermiglerdir. Yani(yerel sonlu olmayan) 6yle S-gruplar vardir ki
bunlar basit grup degildir.

Bu boliimde; G yerel derecelendirilmig bir S-grup, M grubu G nin serbest
periyodik radikali ve GG nin tiim sonlu mertebeden elemanlar1 tarafindan iiretilen
normal altgrubu N olmak {izere N # 1 ise M < N < G, G/N serbest periyodik,
N/M basit oldugu gosterilmigtir. Bununla birlikte M de birimden farklh bir
eleman varsa G nin sonlu her altgrubunun ya devirli ya da metadevirli oldugu

kanitlanmigtar.



2. TEMEL TANIMLAR VE BAZI TEOREMLER

Bu boéliimde daha sonraki boliimlerde siklikla kullanacagimiz temel tanim ve
lemmalarla birlikte simetrik grup ve sonlumsu permiitasyon grubu ile ilgili baz

ozellikleri verecegiz.

Tanim 2.1 € bogtan farkli bir kiime olmak tizere 2 dan €2 ya biitiin birebir ve
orten fonksiyonlarin olusturdugu kiime bir gruptur. Bu gruba (2 tizerinde tanimlh
simetrik grup denir ve Sym(S) ile gosterilir.

Verilen bir x € Sym/(2) icin

supp(z) = {a € Q| ax # a}

kiimesine x in hareket ettirdigi noktalarn kiimesi(support) denir. Benzer sekilde

Sym(€2) mn bir H altgrubu i¢in
supp H = {a € Q | en az bir h € H i¢in ah # o}

kiimesine de H nin bir elemani altinda hareket eden noktalarin kiimesi(supportu)
denir. Eger supp(x) sonlu ise = e sonlumsu permiitasyon denir.  tizerinde tiim

sonlumsu permiitasyonlarin kiimesi bir gruptur ve bu grup F'Sym(£?) ile gosterilir.

Tanim 2.2 G bir grup ve X bir grup ozelligi olsun. G nin sonlu iiretecli her alt

kiimesi X ozelligini saghyorsa G ye yerel X-grup denir.

Tanim 2.3 G bir grup, & ile Y birer grup ozelligi olsun. G nin X ozelliginde
bir N normal altgrubu, G/N grubu ) ozelligini saglayacak sekilde varsa G ye
X-by-Y grup denir.

Tanim 2.4 p bir asal say1 olmak iizere bir G grubu mertebesi p olan devirli
gruplarin direkt garpimi seklinde yazilabiliyorsa bu gruba elemanter degismeli

p-grup denir.



Tanim 2.5 G bir grup, €2 bir kiime olsun. Eger 2 x G — 2 dig islemi,
(i) her a € Q i¢in alg =« ,
(i1) her a € Q2 ve her z,y € G i¢in (ax)y = azy

sartlarim saghyorsa G, Q dzerine etki eder denir. Ornegin, Sym() nin her G

altgrubu 2 tizerine etki eder.

G grubu () {izerine etki ediyor ise verilen bir z € G i¢in ¢, : Q@ — Q, @, (a) =
az ile tammh fonksiyon birebir ve értendir. Ciinkil (p,) " = @1 : Q@ — Q
tanimlanirsa « (@, © 1) = @ (Pg-1 © ) = «a olur. Boylece ¢ : G — Sym(Q)
fonksiyonu tamimlanabilir. Her a € Q i¢in ap (zy) = ap (x) ¢ (y) oldugundan ¢
bir homomorfizmadir. G den Sym(2) ya tanimli bir homomorfizmaya G nin 2
lizerine permitasyon temsili adi verilir. O halde G grubu €2 tizerine etki ediyorsa

G nin () tizerinde bir permiitasyon temsili vardir.

Tanim 2.6 G grubu (2 kiimesi iizerine etki etsin.

(i) a € Qicin aG = {az | z € G} kiimesine « nin G deki orbiti adi verilir.

(i) a € Qigin G, = {z € G | ax = a} kilmesine o nin G deki nokta sabitleyeni

ad1 verilir. €2 nin bogtan farklh bir A altkiimesi i¢in
Ga={x € G| her ) € Aigin dx =0}
kiimesine A nin G deki noktasal sabitleyent,
Giay={r € G| Ar=A}

kiimesine de A nin G deki kimesel sabitleyeni adi verilir.

Lemma 2.7 G grubu 2 kimesi tzerine etki etsin. Bu takdirde her o € § i¢in

|aG| = |G : G4| olur. G sonlu ise |G| = |aG||Ga| dur.



Ispat. [5, Teorem 1.4A] O

Tanim 2.8 G bir grup olsun. G nin her elemaninin eglenik sinifi sonlu ise G ye
FC grup denir. Eger G nin agikar olmayan her altgrubu FC grup fakat kendisi
FC grup degilse bu durumda G ye minimal FC olmayan grup denir.

G grubunun kendisi iizerine eslenik etkisi tamimlanirsa z € G ic¢in G(z) =
{9729 g€ G} ve G, = {ge G| xg=gz} = Cg(x) olur. O halde Lemma
2.7 geregi x elemanimin G deki eglenik smifinin eleman sayist |G : Cg (2)| tir.

Dolayisiyla G nin herbir  elemani igin |G : Cg (z)| sonlu ise G ye FC grup denir.

Tanim 2.9 G grubu €2 kiimesi tizerine etki etsin. Her o, € Q icin ax = 3
olacak gekilde en az bir x € G varsa G ye transitif grup veya G grubu € dzerine

transitif etki eder denir.

Tanim 2.10 G grubu  kiimesi iizerine transitif etki etsin. {2 nin bostan farklh
bir A altkiimesi verildiginde G de alinan herbir = elemani i¢in Az = A veya
Az N A = () oluyorsa A ya G nin bir blogu denir. £ nin kendisi ve tek elemanl

altkiimeleri G nin birer bloklaridir. Bu bloklara G nin asikar bloklar: denir.

Tanim 2.11 G grubu () kiimesi iizerine transitif etki etsin. Eger GG nin asgikar
olmayan bir blogu yoksa G ye primitif grup veya G grubu 2 dzerine primitif
etki eder denir. Eger GG nin agikar olmayan bir blogu varsa bu durumda G ye

imprimatif grup denir.

Tanim 2.12  sonsuz bir kiime olmak {izere G grubu FSym(2) nin imprimitif
bir altgrubu olsun. Eger G nin bir maksimal blogu varsa G ye hemen hemen
primitif(almost primitive); G nin bir maksimal blogu yoksa G ye tamamen

imprimitif(totally imprimitive) grup denir.



Lemma 2.13 Q bostan farkl herhangi bir kime olmak tzere FSym(Q)) yerel

sonludur.

Ispat. gi,...,9, € FSym(Q) olmak iizere (gy,...,g,) < FSym(Q) olsun.
Bu durumda supp (g1, ...,9,) € supp(g1) U --- U supp (g,) olur. ¢gi,...,g9, €
FSym(Q) oldugundan supp (g;) U --- U supp (g,) kiimesi sonlu eleman igerir.
O halde (g1, ..., ¢,) grubunun sonlu kiime {izerine agikar olmayan etkisi vardir.

Dolayisiyla bu grup sonludur. Boylece F'Sym(€2) yerel sonlu olur. O

Lemma 2.14 Q sonsuz bir kime ve G < FSym(Q) olsun. Bu durumda

asagqidakiler denktir:
(i) G nin her orbiti sonludur.
(i) G bir FC gruptur.

(i11) G residually sonludur.

Ispat. [5, Lemma 8.3.D] O

Lemma 2.15 Q sonsuz bir kime ve G < FSym () olsun. H grubu G nin
agikar olmayan bir normal altgrubu ve G/H bir FC grup ise H, G nin tim sonsuz

orbitler: tuzerinde transitiftir.

Ispat. [5, Lemma 8.3.E] O
Lemma 2.16 Bir G grubunun normalleyen sartiny saglamasi i¢in gerek ve yeter
kosul G nin bitin altgruplarnan yikselen(ascendant) olmasidar.

Ispat. [16, 12.2.1] O

Lemma 2.17 (Grin) G mikemmel grup ise Z (G/Z (G)) =1 dir.



Ispat. ¢Z(G) € Z(G/Z(@)) olsun. O halde her z € G icin ¢Z (G) ile 2Z (G)
degismelidir. Buradan [z, g] € Z (G) olur. Bu durumda,
¢g: G — Z(G)

r — [z,9]
fonksiyonu tanmimlanabilir. z,y € G igin,

bg (zy) = [zy, gl =y "2 g layg =y 27 g wgg yg = vy 2, gl 9 yg

olur. [z,g] € Z (G) oldugundan y~! [z, g] = [z, g] y~! dir. Buradan,

b (zy) = [z, 91y~ 97 'yg =[x, 9] [y, 9] = ¢y (z) dq (y)

bulunur. O halde ¢, bir homomorfizmadir. Bu homomorfizmanin ¢ekirdegi,

Ker (¢,) ={z € G| [x,9] =1} = Cs (g)

oldugundan G/C¢ (g9) = Im (¢,) < Z(G) dir. O halde G/Cq (g) degismelidir.
Oyleyse G’ < C¢ (g) olur. G mitkemmel oldugundan G = Cg (g) dir. Dolayisiyla
g € Z (G) olur. Buradan Z (G/Z (G)) = 1 elde edilir. O

Lemma 2.18 G yerel sonlu bir grup ve N < G olsun. N ve G/N yerel ¢ézilebilir

ise G yerel ¢ozilebilirdir.

ispat. G nin sonlu iiretegli bir H altgrubunu alalim. Bu durumda HN/N =
H/HNN grubu G/N nin bir altgrubudur. G yerel sonlu oldugundan H sonludur.
G/N yerel ¢oziilebilir ve H sonlu oldugundan H/H N N ¢oziilebilirdir. O halde
bir r dogal says1 icin H™ c H N N olur. H sonlu oldugundan H N N sonludur.
Bu takdirde N yerel ¢oziilebilir oldugundan H N N ¢oziilebilir olur. Oyleyse H™)

¢ozilebilirdir. Buna gore H ¢oziilebilir olur. O

Sonug 2.19 G yerel sonlu bir grup ve N < G olsun. N yerel ¢ozilebilir ve G/N

degismeli ise G yerel ¢ozulebilirdir.



Lemma 2.20 (Plotkin) Bir grup normalleyen sartine  saghyorsa  yerel

nilpotenttir.

Ispat. [16, 12.2.2] O

Lemma 2.21 G yerel nilpotent bir grup olsun. G nin tum sonlu mertebeden
elemanlarimin kimest T, G nin endomorfizmalar:, altinda degismez kalir. Bu
durumda G /T nin her elemani sonsuz mertebedendir ve T grubu p-gruplarin direkt

carpima seklinde yazilabilir.

Ispat. [16, 12.1.1] O

Lemma 2.22 G grubu Q) kiimesi tizerine transitif etki etsin. Herhangi bir x € G

wein asaqidakiler gerceklenir:
(i) A, G nin agikar olmayan bir blogu ise Giay = Giaxy olur.
(i1) u € G ise supp (u”) = supp (u) x olur.

(i1i)) H < G ise (supp H) xz = supp H* olur.

Ispat. (i) g € G{ay Ise en az bir g1 € Gyay i¢in g = x71gix olur. Buradan
(Az)g = Azz gz = Agiz = Az olacagindan g € Gya,y bulunur. Tersine,

g € Giaq ise Azg = Az tir. Buna gore Azga™!

= A olacagindan g € G, elde
edilir.

! olacagindan

(ii) o € supp (u®) ise az lur # a olur. Buradan ax lu # ax~
az~' € supp (u) bulunur. Oyleyse a € supp (u) z tir. Tersine a € supp (u) = ise
az~' € supp (u) dur. O halde az™'u # az~! dir. Buradan « € supp (u®) elde
edilir.

(iii) (supp H)x C supp H” oldugunu gérelim. [ € (supp H) z ise § = ax olacak
sekilde en az bir a € supp H vardir. « € supp H oldugundan en az bir h € H
icin ah # o dir. Boylece Sh* = axz *he = ahx # ( olur. Oyleyse Sh* # 3 ve
h* € H* oldugundan [ € supp H? tir. Simdi de supp H* C (supp H) = oldugunu
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gorelim. (3 € supp H” ise en az bir h* € H” igin Sh* # 3 dir. Buna gore en az
bir h € H i¢in Bz~th # Bz~! olur. O halde § € (supp H) x bulunur. O

Lemma 2.23 G grubu Q) kimesi tzerine transitif etki etsin ve A ile I', G nin

astkar olmayan ki blogu olsun. Bu durumda:

(i) Gry, I' dizerine transitif etki eder.
(1)) A CT ise Gr C Ga olur.
(iii) A CT ise Gay C Gyry olur.

(iv) A CT olmak iizere }G{p} ; G{A}‘ sonludur.

Ispat. (i) Verilen bir g € Gy icin 9 (7) = 7g ile tanimh fonksiyon I' iizerinde

bir permiitasyondur. Bu takdirde,

Y : Gy — Sym(D)
g = ¢g

fonksiyonu tanimlanabilir. Tanimlanan 1 fonksiyonu bir homomorfizma
oldugundan Gyry grubu I' iizerine etki eder. Simdi bu etkinin transitif oldugunu
gosterelim. G transitif oldugundan ~;, v, € I' igin y32 = 7, olacak sekilde x € G
vardir. Buna gore Tz N T # () ve T' blok oldugundan I'z = T’ bulunur. O halde
r € Gy olur. Boylece Gyry nin I izerine etkisi transitiftir.

(ii) g € Gr ise her v € T igin vg = v dir. A C T" oldugundan A nin her § elemam
icin g = 0 olacagindan g € G'a bulunur.

(iii) g € Gay ise Ag = A dir. § € A C T i¢in 0g € Ag = A C T' oldugundan
I'NTg # 0 dir. T, G nin bir blogu oldugundan I’ = T'g olur. Oyleyse g € Gy
bulunur.

(iv) (i) de tanimlanan etkinin gekirdegi Gr oldugundan (ii) den Gr € Ga C
Giay dir. 1.Izomorfizma teoremi geregi Gry/Gr grubu Sym (I') grubunun bir
altgrubuna izomorftur. T sonlu oldugundan Sym (I') sonludur. Dolaysiyla

‘G{p} : G{A}‘ sonlu olur. O
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Lemma 2.24 ) sonsuz bir kiime ve G grubu F'Sym () nman bir altgrubu olsun.

Bu durumda (G, | o € Q) = G dir.

Ispat. g € G olsun. G grubu F.Sym (Q) nm bir altgrubu oldugundan supp (g)
sonludur. O halde a € Q\ supp (¢g) igin ag = a dir. Buradan g € G, bulunur. O

Lemma 2.25 G bir grup, n € Z* ve Hy, ..., H, < G olsun. g; € G olmak tizere
G = U H,g; ise |G : Hy| < n olacak sekilde bir i =1,...,n vardar.

i=1

Ispat. [14] O

Teorem 2.26 (P. M. Neumann) G grubu sonsuz bir Q0 kiimesi tzerine transitif
etki etsin. Q nin sonlu bir A altkimesi icin AgN A = () olacak sekilde bir g € G

vardar.

Ispat. Her g € G icin Ag N A # ( oldugunu kabul edelim. O halde
verilen bir ¢ € G igin 0,9 = §, olacak sekilde 6,0, € A vardir. Buradan
G = U {9€G|dhg=20} olur. 6,00 € A igin 619 = 09 ise G5 9 =
{zg | x6lé§2(€¥?1} dir. O halde {g € G | §19 = d2} kiimesi Gy, in bir eskiimesidir.
A sonlu oldugundan G grubu, § € A olmak iizere G5 nokta sabitleyenlerinin
eskiimelerinin sonlu birlesimi olur. Oyleyse Lemma 2.25 geregi en az bir § € A

i¢in |G : G| = |0G| sonludur. Ancak bu G nin transitif ve € nin sonsuz olmasiyla

celigir. Dolayisiyla Ag N A = () olacak sekilde bir g € G vardir. O

Lemma 2.27 Q sonsuz bir kime ve G grubu FSym (Q) nan imprimitif bir

altgrubu olsun. G nin agikar olmayan her blogu sonludur.

Ispat. A, G nin agikar olmayan bir blogu olsun. § € A ve a € O\A olmak tizere
G transitif oldugundan dx = « olacak sekilde en az bir x € G vardir. Dolayisiyla
Ax # A olur. A blok oldugundan Az N A = () dir. Buna gore A C supp(z)
olacagimndan A sonludur. Boylece G transitif ve G < FSym (Q2) ise G nin agikar

olmayan her blogu sonludur. O
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Lemma 2.28 Q) sonsuz bir kiime ve G grubu F'Sym () nan transitif bir altgrubu

olsun. p bir asal sayr olmak tizere G' bir p-grup ise G de bir p-gruptur.

Ispat. g € G olsun ve A = supp (¢) alahm. Lemma 2.26 geregi Az N A = ()
olacak gekilde en az bir € G vardir. supp (¢*) = Az oldugundan g ile ¢g* in
hareket ettirdigi noktalar birbirinden farkhdir. Buradan |[g,z]| = |¢%¢g| = |¢]
olur. O halde G’ bir p-grup ise G de bir p-gruptur. O

Lemma 2.29 G grubu Q) kimesi uzerine transitif etki etsin ve N < G olsun. Bu

durumda asagidakiler gerceklenir:

(i) G grubu N nin orbitleri iizerine transitif etki eder.
(i1) N nin Q dzerindeki orbitleri ayni sayida eleman igerir.

(i7i) N nin Q dzerindeki orbitleri G nin bloklaridur.

Ispat. (i) Bir @ € Qi¢in A = aN ve g € G olsun. Bu durumda Ag = aNg =
agN olacagindan Ag de N nin € tizerindeki bir orbiti olur. Dolayisiyla G' grubu
N nin orbitleri tizerine etki eder. A; = a1 N ve Ay = as N, N nin € iizerindeki
iki orbiti olmak iizere GG grubu (2 lizerine transitif etki ettiginden ayx = a5 olacak
sekilde bir x € G vardir. Buradan Az = ayNx = apxN = asN = A, olur. O
halde G' grubu N nin orbitleri iizerine transitif etki eder.

(i) Ay ve Ay, N nin Q tizerindeki iki orbiti ise (i) sikki geregi Ajx = A, olacak
sekilde bir z € G vardir. O halde |A;| = |Aq]| olur.

(iii) A, N nin Q {izerindeki bir orbiti ve ¢ € G olsun. Buna gére Ag de N nin
tizerindeki bir orbiti oldugundan AgN A = () veya Ag = A dir. O halde A, G

nin bir blogudur. O

Lemma 2.30 Q sonsuz bir kime olmak tizere G grubu FSym () mn transitif
bir altgrubu ve H, K < G olsun. Eger G = HK, H ile K nin elemanlar, degismelt
ve H# 1 ise K =1 olur.
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Ispat. Lemma 2.29 geregi G grubu H nin € {izerindeki orbitleri {izerine transitif
etki eder. G = HK oldugundan K grubu da bu orbitler tizerine transitif etki eder.
H ile K nin elemanlar1 degismeli oldugundan H nin tiim orbitleri H-kiime olarak
birbirine izomorfiktir. H nin birimden farkh bir A elemanini alalim. A eleman1 H
nin bir orbitindeki noktay1 hareket ettirir. H nin tiim orbitleri birbirine izomorfik
oldugundan bu eleman H nin her orbitinde bir nokta hareket ettirmis olur. Bu
durumda supp(h) kiimesi sonlu oldugundan H nin {2 iizerinde sonlu tane orbiti
var olabilir. Bunlar1 Ay, Ag, ... A, ile gosterelim. ) sonsuz ve Ay, Ao, ... A,
ayni saylda eleman igerdiginden bu orbitler sonsuz elemanlhdir.

k € K olsun ve ak # « olacak gekilde bir a € 2 alalhm. Buna gore en az
bir ¢ i¢cin « € A; olur. z € H i¢in axk = akxr # ax oldugundan k sonlumsu
permiitasyonu 4, icindeki her noktay: hareket ettirir. Oysa bu A; sonsuz elemana
sahip oldugundan geligkidir. O halde her a € () i¢cin ak = o olacagindan k£ = 1
dir. Dolayisiyla K = 1 elde edilir. O

Onerme 2.31 G grubu FSym () mn degismeli ve transitif bir altgrubu olsun.

Bu durumda €2 sonludur.

Ispat. G nin birimden farkli bir ¢ elemam icin fix(g) = {a € Q| ag = a}
kiimesinin bog kiime oldugunu gosterirsek supp (g) = 2 olacagindan istenen
sonucuna ulagmig oluruz. « € fix (g) ve x € G olsun. Buna gore arg = agr = ax
oldugundan ax € fix (g) dir. Buradan Q2 = oG = fix (g) olacagimndan g = 1 olur
ki bu geligkidir. O halde fix (¢g) = () olur. O

Onerme 2.32 Q sonsuz bir kiime olmak tzere G grubu FSym (Q) nun transitif
bir altgrubu ve N < G olsun. G/N sonsuz bir kiime fzerinde sonlumsu

permaitasyon grubu olarak temsil edilemiyorsa N transitiftir.

Ispat. N nin transitif olmadigim kabul edelim. O zaman ¥ = {aN |« € Q}

kiimesinin elemanlar1 Lemma 2.29 geregi G nin agikar olmayan bloklaridir. Buna
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gore G grubu X tlizerinde sonlumsu permiitasyon grubu olarak temsil edilir ve bu
etki transitiftir. N grubu bu bloklar1 sabit birakacagindan G/N < FSym (X)
olur. Ayrica = |J aN ve Sonug 2.27 geregi aN ler sonlu oldugundan ¥

acQ)
sonsuzdur. Oysa bu hipotezle geligir. O halde N transitiftir. O

Sonug 2.33 Q sonsuz bir kiime olmak tzere G grubu FSym () nin transitif bir
altgrubu ise G' de Q tizerinde transitiftir.

Ispat. Onerme 2.31 geregi G/G' sonsuz bir kiime iizerinde sonlumsu
permiitasyon grubu olarak temsil edilemez. O halde Onerme 2.32 geregi G’

transitiftir. O

Teorem 2.34 Q sonsuz bir kime olmak tzere G grubu FSym () mn bir
altgrubu olsun. Bu durumda asagidakiler gerceklenir:

i) N <G ve N transitif ise G' < N dir.
(i)

(ii) G transitif ise G' mikemmeldir.
Ispat. (i) g,h € G icin [g,h] € N oldugunu gostermeliyiz. A = supp (g) U
supp (h) olsun. Teorem 2.26 geregi Ax N A = () olacak sekilde x € N vardir.
c=|g,z|[h,z] [(gh)f1 ,x] alahm.
supp (9°) = supp(g)z C Az,
supp (h*) = supp(h)x C Az

ve
supp (¢~") € A,supp (h™') C A, supp (gh) C A

oldugundan ¢® ve h®, g1, h=! ve gh ile degismelidir. O halde,

¢ = lg.a][ha][(gn)" 2]
= g7'g"h'h" (gh) ((gh) )"
= g 'h'ghg"h" ((gh)™")"
= [g,1] ((gh) (gn)™")"
= [9.1]
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bulunur. Diger taraftan N <1 G oldugundan,

¢ = [g.a]ha][(gh)" 2]
_ (x_l)gx (a:_l)hfo (x_l)(gh)ﬁ e N

olur. Boylece G’ < N bulunur.
(ii) Sonug 2.33 geregi G’ ve G” transitiftir. O halde (i) geregi G’ < G" oldugundan

G' = G” olur. Boylece G’ mitkemmeldir. O

Lemma 2.35 G grubu sonsuz bir ) kumesi tizerine hemen hemen primitif etki
etsin. Bu durumda Ay, G nin maksimal blogu olmak tizere ¥ = {Agz | x € G}
kiimesinin her elemant G nin bir blogudur ve G grubu X tzerine primitif etki

eder.

Ispat. G hemen hemen primitif oldugundan G nin A; C A, C --- C Ay, seklinde
agikar olmayan bloklar1 vardir. Az € ¥ ve y € G igin Apx N (Agx) y # 0 olsun.
Bu durumda Ay NAzzyz~! # 0 olur. A, bir blok oldugundan A, = Agzyz~! dir.
O halde Agz = Agzy = (Agx) y olacagindan Agz kiimesi G nin bir blogudur.

Verilen bir g € G i¢in ¥ (g) (Axz) = Agzg ile tamimh fonksiyon ¥ tizerinde bir

permiitasyondur. Bu takdirde,

.G — Sym(Y)
g = ¥(g)

fonksiyonu tanimlanabilir. Tanimlanan ¢ fonksiyonu bir homomorfizmadir. Diger
taraftan Apz, Apy € ¥ ve 2y~ € G igin Apz(z~ly) = Ay oldugundan G grubu
. lizerine transitif etki eder.

Simdi G nin X tizerine primitif etki ettigini gosterelim. I', bu etkinin bir blogu
ve A € T olsun. T' = {Ag, Agxy, ..., Az, } olarak alalim. T', G nin blogu
oldugundan her g € G i¢cin I'g = I" veya '¢g N T" = () olur. Bu durumda z, = 1
olmak iizere ' = O Agz; C € kiimesinin G grubunun (2 iizerine etkisi i¢in bir blok

=0
oldugunu gosterecegiz. g € G icin I NTg # 0 oldugunu kabul edelim. Buna gore
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a € I'NIg olacak sekilde bir & € Q vardir. o € T = 6 Apz;vea € g = LnJ Aprig
ise a € Az ve o € Apx,g olacak sekilde en az birl?)og 1,7 < n vardir. g?lradan
Agz; N Agzig # 0 ve Ay bir blok oldugundan Ayz; = Agx;g dir. O halde
Agz; € I'NTg olur. T' bir blok oldugundan I' = I'g dir. Dolayisiyla T'=Tyg
bulunur. Oyleyse T bir blok olur. A, maksimal blok oldugundan T' = © olur.

Ancak bu €2 nin sonsuz olmasiyla celigir. Dolayisiyla G grubu ¥ tizerine primitif

etki eder. O

Uyar1 2.36 ¢, Lemma 2.35 de tamimh fonksiyon olmak iizere G/ Ker v grubu

iizerine primitif etki eder.

Lemma 2.37 G grubu sonsuz bir ) kiumesi tzerine tamamen imprimitif etki
etsin. X = {Agzx | x € G} olmak tzere G nin Xy, ler tzerine etkisinin ¢ekirdegi
Ny normal altgruplar ise Ny < Ny < -+ < Ny < --- dizisi olusturulabilir ve
G = fj N; olur.

=1

Ispat. Verilen bir ¢ € G icin ¢y (9) (Apz) = Apzg ile tammh fonksiyon X,
iizerinde bir permiitasyondur. Bu takdirde
g — U(g)

fonksiyonu tanimlanabilir. Tanimlanan 1, fonksiyonu bir homomorfizmadir.

Buna gore 1, homomorfizmasinin ¢ekirdegi,

Keryy, = {g € G |her Agz € ¥ icin Agzrg = Ay}
= {g€ G |herz e Gigin Ayzgr™ = Ay}
— {g € G | her x € G igin zgx~ "' € G{Ak}}
= {g€G|herz e Gigingea Gz}
= ﬂx_lG{Ak}m

zeG

= Coreq(Gia,y)
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olur. Lemma 2.22 geregi Ker ¢, = N = IDGG?AIC} = xDGG{AW} tir.

Simdi N, < Ngyq oldugunu gosterelim. y € Ny ise her x € G icin Agxy = Agx
olur. Buradan Ayx = Agz N Agxy C Appix N Agiizy olacagindan her z € G
igcin Agy1xr = Agyqzy dir. O halde y € Nyyq olur. Boylece N, < Ni.q bulunur.
O halde Ny < Ny <.+ < N < .-+ dizisi olusturulabilir ve burada her i € I i¢in
N,; < G dir.

Simdi G = Ej N; oldugunu gosterelim. Her g € G igin supp(g) sonlu ve G
tamamen im;o:rimitif oldugundan supp(g) C Ay olacak sekilde bir k vardir. Ay
bir blok oldugundan her z € G igin Az NA, = () veya Apz = Ay, dir. Dolayisiyla
supp(g) N Agz = 0 veya supp(g) € Agz olur. Her iki durumda da Ayzg = Az

olacagindan g € N, bulunur. Béylece G = |J N; dir. O
i=1

Uyar: 2.38 Lemma 2.37 de tanimlanan >, kiimesinin her elemani: G nin bir

blogu oldugundan sonludur. Buna gore Q = [(JA,; oldugundan € sayilabilir
i=1
sonsuzdur. Dolayisiyla GG de sayilabilir sonsuz olur.

Uyar1 2.39 N; = Kerv; olmak {izere,

piz: Ni — Sym(A;z)

n; — MN; QT +— qIn;
fonksiyonu bir homomorfizmadir. Bu homomorfizmanin ¢ekirdegi,
Ker p; . = {n; € N; | her ax € Az icin azn; = ax} = G,

tir. Bu durumda N;/Ga, ., Sym(A;z) in bir altgrubuna izomorf olur. Sym(A;z)
sonlu oldugundan N;/Gy,, de sonludur. Buradan N;/ (| Ga,r = Cg(Ni/GAix)
e

zeG
ve [ Ga,e = 1 oldugundan N; = Cg(Ni/GAix) tir. NV; deki herbir elemanin
el ze
degistirdigi nokta sayisi sonlu oldugundan N; == Dg (N;/Ga,z) elde edilir. Ayrica
e

direkt carpimdaki gruplar birbirlerinin izomorfik kopyalaridir.
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Lemma 2.40 2 sonsuz bir kiime olmak tizere F'Sym () nun primitif altgruplar

Alt () veya FSym () dor.

Ispat. [18, Teorem 9.4] a
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3. SONLUMSU PERMUTASYON GRUPLARI

Lemma 3.1 Q bir kiime olmak tizere G grubu F.Sym(S)) nan bir transitif altgrubu
ve H < G olsun. G nin supp H yi kapsayan ve asikar olmayan bir A blogu

verildiginde asaqidakiler gerceklenir:
(i) T' = supp(H) olmak tizere Gr < Cq(H) dir.

(ii) No(H) < Gay dor.

(i1i)) HNGaA =1 ve Ga < Cg(H) dir.

(iv) Her x € G\Gyay i¢in H* < Ga dur. Béylece [H*, H] =1 olur.
(v) v € G\Gyay ise H' < [H, x] tir.

Ispat. (i) T' = supp(H) olsun. ¢ € Gr ve h € H icin hg = gh oldugunu
gostermeliyiz. « € T ise ah; # « olacak sekilde en az bir hy € H vardir.
Buradan ahih # ah oldugundan ah (h=thih) # ah ve h=*hih € H olur. Boylece
ah € T' dir. O halde agh = ah = ahg bulunur. « ¢ I ise bu durumda ag ¢ T’
dir. ag € T' = supp H oldugunu varsayalim. O halde g € Gy icin ¢! € Gr dir.

I = a=ag €T olur. Ancak bu a ¢ T ile celigir. Buradan

Buna gore (ag)g
agh = ag = ahg dir. Boylece her g € Q i¢in fgh = Shg dir. O halde g € Cq(H)
bulunur.

(i) * € Ng(H) igin Az = A oldugunu gostermeliyiz. Lemma 2.22 geregi
supp H = supp H* = (supp H) x C Az olur. Buradan supp H C A N Az tir.
A, G nin bir blogu oldugundan A = Ax olur.

(i) g € HNGa alahm. «a € A ise g € Ga oldugundan ag = a dir. a ¢ A olsun.
supp H C A oldugundan « ¢ supp H dir. Oyleyse her h € H i¢in ah = « olur.
g € H oldugundan ag = o dir. Dolayisiyla her o € Q i¢in ag = « oldugundan
g = 1 bulunur. Ayrica Lemma 2.23 geregi I' C A igin Go C Gr oldugundan (i)
den Ga C Cg(H) bulunur.

(iv) € G\G{ay olsun. Bu durumda A blok oldugundan A N Az = () olur. Her
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d € Aicin 0h® = § oldugunu gostermeliyiz. § € A ve h* € H® olsun. ANAz = ()
oldugundan § ¢ Az tir. Buradan dx~! ¢ A olacagindan dz~! noktasi supp H
nin elemani olamaz. O halde her h € H icin dz~th = dxz~! olur. Dolayisiyla
dz " hz = ¢ bulunur. Boylece H* C G elde edilir. Simdi [H*, H] = 1 oldugunu
gosterelim. h* € H?* ve H* < Ga < Cg(H) oldugundan her hy € H igin
h*hy = hih* tir. O halde [h*, hy] € [H*, H] i¢in [h®, hy] = 1 dir. Buradan her
r € G\Gyay i¢in [H*, H] = 1 olur.

(v) a,b € H olmak iizere [a,b] € H' i¢in [a,b] € [H,x] oldugunu géstermeliyiz.
x € G\Gyay ve supp H C A oldugundan A N Az = () ve supp (a) Usupp (b) C A
olur. w = [a, x] [b, x] [(ab)_l ,x| € [H,z] alahm. w = [a, b] oldugunu gésterecegiz.
supp (a*) C Az, supp (b*) C Az ve AN Az = () oldugundan a*,b* ile a, b, (ab) ™
elemanlar1 degismelidir. Buna gore,

x

w = la,x] b, ] [(ab)_1 ,z] =a 'a"b”'b" (ab) ((ab)_l)

T

= a®a b7 (ab) ((ab) )" = a"b"a 07" (ab) ((ab) )"

= a"b* (b_la_l)x a b rab = a®b b "a""a" b tab

= [a,0]

bulunur. O halde H" < [H, z] elde edilir. O

Lemma 3.2 Q sonsuz bir kime olmak tzere G, FSym(2) nin tamamen

imprimitif bir altgrubu olsun. Verilen bir o € € i¢in asaqidakiler gecerlidir:

(i) G man her orbiti sonludur.
(i) K <G ise |aK|=|K: KNG,| dur.

ispat. (i) 6 € Q igin G, nmn sonlu oldugunu gostermeliyiz. G tamamen
imprimitif oldugundan o, € A olacak sekilde agikar olmayan bir A bloguna
sahiptir. ¢ € G, i¢cin ag = o € AN Ag ve A kiimesi G nin blogu oldugundan
g € Gyay dir. Buradan G, € Ga; bulunur. Oyleyse G, nm elemanlart A y1
sabit birakir. O halde G, C AG, = A dir. A sonlu oldugundan /G, sonlu
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olur.
(i) K < G olsun. Bu durumda K NG, = K, oldugundan Lemma 2.7 geregi
laK|=|K: K,|=|K:KnNG,| bulunur. O

Lemma 3.3 Q bir kime olmak tzere G grubu FSym(Q) nin bir altgrubu ve F
de G nin sonlu bir altgrubu olsun. supp F' C A olacak sekilde G nin bir A blogu

verildiginde asagidakiler gerceklenir:

(i) U= {u € Gay | supp (u) C A} kiimesi Gay nan F yi kapsayan bir normal

altgrubudur.

(ii) y € G olmak tzere y* € Gyay olacak sekilde en ki¢ik pozitif tamsayr t olsun.

Ayrica ', F yi normallesin. Bu halde

t—1

F<y>:<Fy'“|k=0,1,...,t—1>:F><Fy><F92><---><Fy
olur.

Ispat. (i) ug,uy € U igin supp (u1) € A ve supp (ug) = supp (u;l) C A dir.
Buradan supp (ulugl) C supp (ug ) Usupp (u;l) C AUA = A olur. U kiimesinin
tanimi geregi uju,* € U olacagmdan U < Gay bulunur. z € Gay ve u € U
olsun. Buradan Lemma 2.22 geregi u® € GfA} = Giazy = Gyay dir. Aym lemma
geregi supp(u®) = (supp(u))z € Az = A oldugundan u* € U olur. O halde
U < Gay bulunur. Ayrica supp I € A oldugundan herhangi bir f € F' icin
f € Gyay ve supp f € A dir. Dolayisiyla f € U olur.

(ii) Hipotez geregi supp F' C A ve y' € Gyay olacak sekilde en kiiciik pozitif
tamsay1 ¢ dir. Bu durumda Lemma 2.22 geregi supp FY' = (supp F) y* C Ay’ dir.
Her i < t—1i¢iny" ¢ Gyay ve A blok oldugundan ANAy" = () dir. Buna gore ¢ ve
j birbirinden farkl olmak iizere 1 < i, j < t—1icin Ay'NAy’ = () olur. Dolayisiyla
suppriﬂsupprj = () olur. Buradan Fyiﬂ<ij | j#i,7=0,1,...,t— 1> =1

olacagindan FW) = F x F¥ x FV* x --- x F¥'"" elde edilir. O
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Lemma 3.4 ) sonsuz bir kime olmak tizere G grubu F'Sym(S) nan bir transitif
altgrubu ve F de G nin degismeli olmayan sonlu bir altgrubu olsun. supp F' C A
olacak sekilde G nin bir A blogu verilsin. Gyay min normal ve degismeli bir A

altgrubu, i¢in (A” | x € G) < Gay olur.

Ispat. = € G\Gja) i¢in 2! € G\Gyay oldugundan Lemma 3.1 geregi F* C
Ga C Gyay dir. Buradan F' C GfA} olur. A J Gyay oldugundan A® < GfA} tir ve
F degismeli olmadigindan F” # 1 dir. x € G\Gay oldugundan Lemma 3.1 geregi
F' C [F,z] olur. Simdi A*\Ga} = 0 oldugunu gosterelim. a = af € A*\Gay
ise F' C [Fia] = [Faj] olur. F < Gf5y ve A" 4 G{,, oldugundan F, A” i
normaller. Oyleyse [F, A*] C A® olacagindan F” C [F,af] C A® tir. A* degigmeli
oldugundan A* C Cg(F') € Ng(F') olur. supp F’ C supp I C A oldugundan
Lemma 3.1 geregi Ng(F') € Gyay dir. Buradan A C Gya) olur. Ancak bu
a € A®\G{ay ile geligir. Dolayisiyla her x € G igin A* C Gyay bulunur. Béylece
(A% |z € G) < Gyay elde edilir. O

Lemma 3.5 ) sonsuz bir kime olmak tizere G grubu F'Sym/(S) nan bir transitif
altgrubu ve K de G nin bir yikselen(ascendant) altgrubu olsun. K, Q dzerinde

sonsuz bir orbite sahipse K <1 G ve K transitiftir.

ispat. 1 € € icin ¢K orbiti sonsuz elemanl olsun. K nin G grubunun normal
olmayan bir altgrubu oldugunu kabul edelim. O halde K < K; < Ky ve K 4 Ky
olacak sekilde K3, Ko < G vardir. Bu altgruplar1 bulmak igin K; ile baglayalim.
K < K; alalm. Eger K < K3 ise K nin K3 te normal olup olmadigina bakalim.
Bu sekilde devam ederek K < K; 1, K 4 K, olacak sekilde bir ¢ bulunabilir.
Cinkiit K 4 G oldugundan g ¢ Ng(K) olacak sekilde bir g € G vardir. K, G
nin yiikselen altgrubu oldugundan g € K; olacak gekilde bir ¢ mevcuttur. K,
g elemanini iceren en kiigiik altgrup ise Ky = K;_1, Ky = K, secilerek istenen
altgruplara ulagilir.

K < K oldugundan Lemma 2.29 geregi K, 1K orbitleri iizerine transitif etki
eder ve 1K, K; in bir blogu olur. K # iK; olsaydi iz ¢ iK olacak gekilde bir
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x € K, vardir. iz € iKxz ve iK blok oldugundan iKx NiK = () olur. Buradan
iK' C supp(z) bulunur. supp(z) sonlu oldugundan ¢K sonlu olur. Ancak bu
iK nm sonsuz olmasiyla celisir. Oyleyse iK = iK; olur ve K grubu ¢K; iizerine
transitif etki eder. Benzer sekilde ¢ K, K5 icinde ayni 6zelliklere sahiptir. O halde
1K1 = 1Ky = K olur ve K; grubu ¢K, tlizerine transitif etki eder. Bu sgekilde
devam edilirse iK' = iG = Q bulunur. O halde K,  tizerine transitif etki eder.
Boylece K yiikselen altgrup ve K 4 G ise K, Q iizerine transitif etki eder.

K < G ise Lemma 2.29 geregi ¢K, G nin blogu olur. ¢K sonsuz oldugundan
Lemma 2.27 geregi iK = Q dir. Oyleyse K, Q {izerine transitif etki eder.
Boylece sonsuz orbitli her yiikselen altgrup € tizerine transitif etki eder.

K, ve Ky, FF'Sym(Q) nmin transitif altgruplan ve K < K; < K, oldugundan [15,
Teorem 3.3] geregi K <1 K3 olur ki bu geligkidir. Oyleyse K <1 G olur. O

Sonug 3.6 G < FSym(Q) olmak tizere K grubu G nin bir yikselen altgrubu ve

K transitif degilse K nin orbitleri sonludur.

Teorem 3.7 ) sonsuz bir kiime olmak tzere G grubu F Sym(§2) nan bir transitif
altgrubu ve F' de G nin degismeli olmayan sonlu bir altgrubu olsun. supp FF C A
olacak sekilde G' nin asikar olmayan bir A blogunu alalim. S, Gyay nan tirev

serisinin uzunlugu d olan ¢ézilebilir bir normal altgrubu ise (S* |z € G) S G

dir.

ispat. G hemen hemen primitif grup olsun. O halde G nin A y1 kapsayan
maksimal bir I' blogu vardir. ¥ = {I'z | z € G} alahm. K, G nin ¥ iizerine
etkisinin gekirdegi olmak tizere Uyar1 2.36 geregi G/K grubu ¥ {izerine primitif
etki eder. Lemma 2.40 geregi G/K = Alt (X) veya G/K = FSym (X) olur. O
halde (G/K)p = Alt(X\ {I'}) veya (G/K)p = FSym(X\{T'}) dir. 2K € (G/K)y.
icin,

['tK=T&(lr)K=TeTr=IzKecGmn/K
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oldugundan (G/K), = Gqy/K dir. Oyleyse Gy /K = Alt(2\{T'}) veya
Giry/K = FSym(X\{T'}) olur. Buradan [Gry/K : H/K]| < 2 olacak sekilde
bir H/K < Guy/K vardir ve H/K = Alt(X\{T'}) dir. Ciinkii Gy/K =
Alt (X\ {I'}) ise Alt (\{T'}) bir basit grup oldugundan [Gry/K : H/K] = 1
dir. Eger Gry/K = FSym(X\{I'}) ise F'Sym (X\ {I'}) nin indeksi 2 olan tek
altgrubu Alt (X\ {I'}) oldugundan [Gr}/K : H/K] = 2 dir. Dolayisiyla H/K
Alt(S\ {T'}) olur. A C T i¢in Lemma 2.23 geregi G(a} € Gyry ve |Gyry : Giay| <
oo olur. Buradan ‘G{p}/K : G{A}K/K} < 0o oldugundan ’G{p}/K : N/K| < 00
ve N/K < GiaK/K olacak sekilde bir N/K < Gry/K vardir. Buna gore
Gian K/ K, Alt(X\ {T'}) ya izomorf olan bir altgruba sahiptir. N/K = H/K icin
iddia dogrudur. N/K # H/K olsun. O halde HN/K = Gry/K olur. Buradan
(Gury/K) | (N/K) = (HN/K) / (N/K) = (H/K) ] (H/K 0 N/K) oldugundan
(H/K)/(H/KNN/K)| = |(Gqy/K) / (N/K)| < oo olur. Ancak bu H/K
nin sonsuz basit grup olmasiyla celisir. Boylece H/K < GiaK/K 5 G/ K
oldugundan Alt (X\{I'}) = H/K = G} K/K bulunur.

S < Giay oldugundan SK/K < Ga K/K dir.  Ancak GyaK/K basit
grup oldugundan SK/K = K dir. Buradan S < K < G oldugundan
SC¢=(S8"|xe @) < K=K < G elde edilir.

G tamamen imprimitif ve G’ = G olsun. d tizerinde tlimevarimla ispat1 yapacagiz.
d = 1ise S, G{ay nmin normal ve degigmeli altgrubu olacagindan Lemma 3.4
geregi S¢ < Gay # G olur. Tiirev serisinin uzunlugu d den kii¢iik iken 6nerme
dogru olsun. L = <(S(d_1))x |z € G> alalm. .S, tiirev serisinin uzunlugu d
olan ¢oziilebilir bir grup oldugundan S < Gay ve SU=Y degismeli olur. O
halde Lemma 3.4 geregi L < Gay # G dir. A = {Az |z € G} olsun ve M yi
G nin A tizerine etkisinin cekirdegi olarak alahm. M, G} nmin icerdigi G de
normal olan en biiylik altgruptur. O halde L nin se¢imi geregi L < M dir. G
tamamen imprimitif oldugundan G = G/M, A iizerine tamamen imprimitif etki
eder. S =SM/M = S/S N M olmak iizere 1 # SV < [, < M oldugundan S,

turev serisi d den kiigiik olan coziilebilir bir grup olur.
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F1, G nin degismeli olmayan sonlu bir altgrubu olsun ve supp(F;) C I' olacak
sekilde G nin A y1 iceren bir I' blogunu alalm. zy,...,z, € G olmak iizere
[' ={A=Axy,..., Az} olsun. Ay = AU Az, U---U Az, kiimesi de G nin
bir blogudur ve Gyry = Gia,} olur. Gy = Gia,; oldugundan (G/M) T =
GiagyM/M = Gapy /M dir.

T/M =T = Gr olsun. Buradan a{r}/ap = E{p}/T sonludur ve her 1 = 1,..,r
icin T < Ga,, dir. Buradan da E{F}/T = {x_lf, o ,m_rT} ise X = (77,...,7y)
olmak iizere G(ry = X T olur. Ay, G nin bir blogu idi. C' = {Ay, Ayg1, Ao, ...}
alahm. G grubu C iizerine tamamen imprimitif etki eder. Gjya,; nokta
sabitleyeni olmak tizere Lemma 3.2 geregi G'(a,} sonlu orbite sahiptir. Buradan
Lemma 2.14 geregi Ga,} bir FC gruptur. O halde Ga 3 /M = Ga;y = Gy
oldugundan @{p} de bir FC gruptur.

XCm (7| g€ Gpry,zi € X,i=1,...,r) < Gy ve her i = 1,...,r icin z;
nin esglenik sinifi sonlu oldugundan Yém sonlu treteclidir. O halde bu grup
sonludur. Bununla beraber X C 76{” oldugundan X« E{F} ve X sonlu olacak
sekilde @{p} = X T yazlabilir.

Ds = SNT olsun. § < Gyay oldugundan Dg = SNT < GayNT =T
olur. Ciinkii 7' < Gagy, oldugundan i = 1 igin T < Gay dir. Ayrica A C Ay
oldugundan Giay C Gya,y dir. O halde S, C Gya,y olur. Dolayisiyla
ST/M < Gia,3/M = G(a,; = Gy bulunur. Buradan,

S/Ds = S/SNT = ST/T = (ST/M) / (T/M) < Cyry/T

olur. Gyry/T sonlu oldugundan S/Dg sonludur. Gyry bir FC grup oldugundan
her 7 € X icin ‘@{p} : C’g{r}(f)‘ sonludur. O halde Cg (X) = 7@yC§m(E) ve

X sonlu oldugundan ’E{p} : C@m (7)‘ < 0o olur. Buna gore,
Gy Cg{r}(Y)‘ <oove |Gry:T| <00 = ’6{1"} : C'@{F}(Y) OT’ < 00
= ‘é{p} : CT(YH <o = |ﬁ5 : bs N CT(Y)’ < 00

bulunur.

DsNC#(X) grubu Gyry = X T tarafindan normallenir. Ciinkii c € DgNCH(X) ise
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her 2 € X icin cx = zc oldugundan ¢ = zcx = ¢ dir. Oyleyse DsNC#(X) <X
olur. Diger taraftan ¢ € Dg N C’T(Y), teT,ze Xicin X < E{F} ve T < @{p}
oldugundan txt~* € X dir. Buradan ctat™' = tat~'colacagindan t~'ctx = xt'ct
bulunur. O halde ¢! € C#(X) elde edilir. Boylece C(X) < T olur. Dg < T ve
CH(X) < T oldugundan Dg N CH(X) < T dir.
S tiirev serisinin uzunlugu d den kiiciik olan coziilebilir bir grup ve Dg =
(SNT)M/M < SM/M = S oldugundan Dg nin de tiirev serisinin uzunlugu d
den kiiciik olur. Oyleyse DgNCy(X) in tiirev serisinin uzunlugu d den kiiciiktiir.
Tiimevarim hipotezi geregi R = <(ES N 07(7))f | T € §> # G olur. Buna gore
R <1 G oldugundan R <1 G elde edilir.
Eger R sonsuz orbite sahipse Lemma 3.5 geregi R transitif olacagindan Teorem
2.34 geregi G = G' < R # G olur. Ancak bu celigkidir. O halde R nin §2
tizerindeki her orbiti sonludur. \E{F} : CT(Y)| in sonlu oldugunu gostermistik.
|Giry C’T(Y)| ve |5{p} :T{ sonlu oldugundan |5{p} : TN Cp(X)| sonludur.
()yleyse,

SAGuy: SATNCHE)| = [S: Ds N Ox(X)] < oo

olur. Buna gore Dg N C#(X) < R oldugunu kullanirsak,

bulunur. G tamamen imprimitif oldugundan Ay € Ay, C --- C A; C ---

blok zinciri ile Ny & Ny & --- & N; & --- normal altgrup zinciri vardir
e}

ve G = JN; dir. a € Q i¢in aR orbitini alahm. «R nin sonlu oldugunu

biliyoruz.Fé halde en az bir ¢ i¢cin R C A; olur. Ny = ) GifaR} olsun. Bu
durumda R C Ni C N; olur. Buradan Ny R/R C EE/EQCZG .- C N;R/R =
Ni/R S Niwy/R G -+ dir ve G/R = kf_jlﬁk/}_% sonsuz bir gruptur. |SR/R)|
sonlu oldugundan S R/R < N;/R olacak sekilde bir N;/R vardir. Buradan her
x € G igin (gﬁ/ﬁ)x < (N; /F)x olacagmdan S* C Nf = N, elde edilir. O halde
(S* | x € G) < N; # G bulunur.

G tamamen imprimitif ve G’ < G olsun. Eger G'S < G ise G'S/G" & G/G’
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olur. G/G’ degismeli oldugundan (G’S/G’)G/G/ = G'S/G’ dir. Buradan
SEC<G'S#AGolur. G'S=Golsun. W=G, S, =SNG veU = (5S¢ |z € G
alahm. S <1 Gay oldugundan SN G' < Gyay NG’ olur. O halde S; < Gf{A} dir.
S ¢oziilebilir oldugundan S; ¢oziilebilirdir.

Sonug 2.33 ve Teorem 2.34 geregi G', F'Sym () mn transitif altgrubudur ve
mitkemmeldir. G" = G', 51 < G4, ve S ¢Ozilebilir grup oldugundan yukanda
ispatlanan durum geregi U # G’ = W olur.

U < G < G oldugundan U, G nin yiikselen altgrubudur. Eger U bir sonsuz
orbite sahipse Lemma 3.5 ve Teorem 2.34 geregi U <1 G ve G' C U olur. Ancak bu
U # G' =W ile geligir. Dolayisiyla U nun her orbiti sonludur. A = {ay, ..., a,}
olsun. U nun her orbiti sonlu oldugundan ® = o;U U axU U - - - U o, U sonludur.
Oyleyse G nin @ yi iceren bir II blogu vardir. Buradan IIU O ®U = & C II
oldugundan IIU NI # @ olur. O halde U C Gy dir. Y = {Ilz | z € G} alalhm.
B = xDGG?{”H}, G =G/B ve H = Gay olsun.

Simdi H grubunun S ile H N W nin direkt carpim olarak yazlabilecegini

gosterelim.
SNW = (S/B)yn(W/B)=(SNW)B/B = S,B/B =B

ve Dedekind kurali ile

SHNW)=HNSW=HnNnG=H

dir. Diger taraftan W <1 G ise HN\W < HNG = H olur. Buradan SN(HNW) =1
ve S < H oldugundan H = S x (ﬁ N W) yazilabilir. S C H oldugundan
S S c H dir. Buradan S < (ﬁ N W) NS = 1 olacagindan S =T bulunur.
O halde S degismeli ve H = S x (HNW) oldugundan S < Z(H) bulunur.

II={A=Axz,...,Az,} ve V = Gy olsun. |V : H| < oo oldugunu biliyoruz.
Bu durumda |V : A| sonlu olacak sekilde H iginde kapsanan ve V' de normal olan
A altgrubu vardir. Z = Z(A) olsun. Buna gére a € AN Sisea € A C H ve
aeSCZ (ﬁ) oldugundan a € Z olur. O halde AN S C Z bulunur. Buradan
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‘? SN 7’ sonlu olur. Ciinkii,

VAl =|V:Al <o

<l
)
9l
|
)
o
A
g

= |
= |

0|
N

A

8

oldugundan |§ SN 7| sonludur.

X = (Z* | » € G) kiimesi tammlayalim. ZcharA <1V oldugundan Z < V dir. Z
degismeli oldugundan Lemma 3.4 geregi X < Gy # G olur. O halde X # G
elde edilir. Burada |SX/X| = [S:SNX]| < [S:SNZ| < oo oldugundan
‘§Y/Y| sonludur. Ayrica G/X ic ice giren asikar olmayan normal altgruplarin
sonsuz(ascending) birlesimidir. SX/X < G/X ve S X/X sonlu oldugundan en
az bir k i¢cin SX/X < Ni/X S G/X olur. Oyleyse S < N, < G dir. Boylece
SY £ G elde edilir. O

Teorem 3.8 Q) sonsuz bir kiime ve G grubu F'Sym(2) mn bir transitif altgrubu

olmak “izere asagidakiler gerceklenir:
(1) a € Q olmak tizere G, ¢ozilebilir bir grup degildir.

(i) G normalleyen sartini saglarsa bir p-gruptur ve G' minimal FC olmayan

grup olur.

Ispat. (i) G, nokta sabitleyeninin G nin ¢oziilebilir bir altgrubu oldugunu kabul
edelim. Bu durumda G primitif degildir. G primitif olsaydi Lemma 2.40 geregi
G = Alt () veya G = FSym (2) olurdu. Eger G = Alt () ise G, = Alt(Q\{a})
olur. Bu durumda G, ¢oziilebilir sonsuz basit grup olur. Ancak bu bir ¢eligkidir.
Eger G = FSym(Q) ise G, = FSym(Q\{a}) dir. Alt(Q\{a}) basit ve
Alt(N\{a}) € FSym(2\{a}) oldugundan G, = FSym(Q\{a}) ¢ozilebilir bir
grup olamaz. Boylece G primitif olamaz.

G agikar olmayan maksimal bloga sahip degildir. Eger A; C Ay C -+ C Ay
ozalt bloklar olmak tizere A, blogu a elemanim iceren maksimal blok olsaydi

Lemma 2.35 geregi G grubu X, = {Axz | x € G} kiimesi tizerine primitif etki
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ederdi. Buradan K = [ GQ{E Ay} olmak iizere Uyar1 2.36 geregi G/K, 3 iizerine
primitif etki eder. Lenfélcg 2.40 geregi G/K = Alt(3y) veya G/K = FSym(Xy)
olur. Ay sabit a elemanini igeren bir blok olsun. Teorem 3.7 in ispatinda oldugu
gibi (G/K),, = Giay/K dir. Bu durumda Ga,y/K = Alt(Z\ {Ag}) veya
Giany /K = FSym(3\ {Ar}) elde edilir. Ay sonlu oldugundan Lemma 2.23
geregi !G{Ak} : Ga‘ < 0o olur. O halde ‘G{Ak}/K : GaK/K‘ < oo olacagindan
G, K/ K sonsuz alterne gruptur veya F'Sym(2;\ {Ax}) sonlu indeksli bir altgruba
sahip olur. Oysa her iki durum da G,K/K ¢oziilebilir oldugundan celigkidir.
Boylece G tamamen imprimitiftir. G nin degigsmeli olmayan sonlu bir F' altgrubu
ile supp F' U {a} C A olacak gekilde agikar olmayan bir A blogunu alalim.
Buradaki F' altgrubunu z,y € G ve [z,y] # 1 olmak iizere F' = (z,y) seklinde
secebiliriz. Lemma 2.23 geregi ‘G{A} : Ga| sonludur. Oyleyse Gy nin ¢oziilebilir
G, altgrubu i¢inde kapsanan ve indeksi sonlu olan bir S normal altgrubu vardir.
Teorem 3.7 geregi M = (S* | z € G) # G dir. Burada S C M ve |Gyay : S| sonlu
oldugundan |G{A} Gy NM | sonludur. O halde G{ay, G nin asikar olmayan
bir N; normal altgrubu tarafindan kapsanmir. Ciinkii Gay/Gray N M sonlu
oldugundan Ga}/GiayNM = {xl (G’{A} N M) e, Ty (G{A} N M)} olmak tizere
Giay = <:1:1, ooy, Gay N M > yazilabilir. G tamamen imprimitif oldugundan
x1,...,2, € Nj olacak gekilde G nin agikar olmayan bir N; normal altgrubu
vardir. Buna gore Giay C N;M olur. Ancak S < Giay oldugundan her
r € G igin S* < Gi’{““A} dir. O halde M grubu etkinin ¢ekirdeginin icine girer.
Dolayisiyla Gay C Nj olur. a € A oldugundan G, C Gay C N; dir. Oyleyse
G nin her z eleman i¢in G, = G C Nj = N; olur. Lemma 2.24 geregi
(Goz | x € G) = G C N; dir. Ancak bu bir geligkidir. O halde G, ¢0Oziilebilir
grup olamaz.

(ii) G normalleyen sartim sagladigindan Lemma 2.20 geregi yerel nilpotenttir.
G yerel sonlu ve yerel nilpotent oldugundan Lemma 2.21 geregi maksimal
p-altgruplarinin direkt ¢arpimi seklinde yazilabilir. O halde Lemma 2.30 geregi

G bir p-gruptur. Simdi G’ niin minimal FC olmayan grup oldugunu gosterelim.
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Sonug 2.33 ve Teorem 2.34 geregi G', ) flizerine transitif etki eder ve G’
mitkemmeldir. Buna gore Lemma 2.14 geregi G’ bir FC grup olamaz. H £ G’
alalim. H nin her orbiti sonlu ise Lemma 2.14 geregi H bir FC grup olur ki bu
istenendir. H nin bir sonsuz orbitinin var oldugunu kabul edelim. G normalleyen
sartin sagladigindan Lemma 2.16 geregi H yiikselen altgrup olur. O halde Lemma
3.5 geregi H normal ve transitiftir. Teorem 2.34 geregi G’ < H olur. Oysa bu
bir geligkidir. O halde H bir FC grup olmak zorundadir. Béylece G’ minimal FC

olmayan grup olur. O

Teorem 3.9 ) sonsuz bir kime, a € Q2 ve G grubu FSym(Q) nin bir transitif

altgrubu olmak tzere asagidakiler gecerlidir:
(i) Go yerel ¢ozilebilir ise G yerel ¢ozilebilirdir.
(i1) G, yerel nilpotent-by-¢ozilebilir ise G bir p-gruptur.

Ispat. G, grubu icin (i) veya (ii) gecerli olsun. Bu durumda G, yerel
¢oziilebilirdir. Ciinkii G, yerel nilpotent-by-¢oziilebilir ise G, /N ¢oziilebilir olacak
sekilde yerel nilpotent bir N < G, vardir. G yerel sonlu ve G,/N ile N
yerel c¢oziilebilir oldugundan Lemma 2.18 geregi G, yerel ¢oziilebilir olur. Bu
takdirde G tamamen imprimitiftir. Ciinkii, eger G primitif ise Lemma 2.40 geregi
G, = Alt(Q\ {a}) veya G, = FSym(Q\ {a}) dir. Alt(Q2\ {a}) sonsuz basit grup
oldugundan ve FSym(Q\ {a}) indeksi 2 olacak gekilde Alt(Q2\ {a}) altgrubuna
sahip oldugundan her iki grup da yerel coziilebilir degildir. Oyleyse G primitif
olamaz. Eger G hemen hemen primitif ise G nin a y1 igeren asikar olmayan bir
[ maksimal blogu vardir ve G grubu ¥ = {I'z | € G} kiimesi tizerine transitif
etki eder. K bu etkinin gekirdegi olmak iizere G/K grubu FSym(3) mn bir
altgrubuna izomorftur. Daha énceki ispatlardan (G/K), = Gy /K, G, < Gy
ve Uyar1 2.36 geregi G/K nin X iizerine primitif etki ettigini biliyoruz. O halde
Lemma 2.40 geregi G/K = Alt(X) veya G/K = FSym(X) olur. O halde
G/ K = Alt(E\{I'}) veya Gqry/K = FSym(3X\{I'}) olur. I' sonlu ve a € T
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oldugundan Lemma 2.23 geregi |G{1‘} : Ga| sonludur. Oyleyse ’G{p}/K : GaK/K‘
sonlu olur. Oysa Alt (X\{I'}) veya FSym (X\{I'}) sonlu indeksli ve yerel
cozilebilir bir altgruba sahip degildir. Boylece G tamamen imprimitif olur.

(i) G, yerel ¢oziilebilir bir grup olsun. Boylece G tamamen imprimitiftir. Lemma
2.37 geregi G = Eij olacak sekilde Ny < N, < --- < N, < --- normal
altgrup zinciri Varﬁljrl. Ny lar FC grup oldugundan Lemma 2.14 ve Lemma 3.2
geregi |aNg| = | Ny : N N G| sonludur ve bu uzunluk |A,| dan kii¢iiktiir. Ciinki
a € Ay olmak iizere 2 = [J Agz oldugundan en az bir z € G i¢in a € Agx
tir. N, nin elemanlar Ak:gf(i; sabit biraktigimdan N, C Gya,.} tir. Buradan
aNy, = {an | n € Ny} C Apx ve |Apx| = |Ag| oldugundan |aNy| < |Ag| dir.
|Ni : Ni. N G,| sonlu oldugundan N nin N, N G, da kapsanan bir M} normal
altgrubu | Ny : Mj| sonlu olacak gekilde vardir. Buna gore M, yerel ¢oziilebilirdir.
N}, grubunun birbirlerinin izomorfik kopyasi olan gruplarin direkt ¢carpimi seklinde
yazilabildigini biliyoruz. O halde M} bu simetrik grubun ¢oziilebilir gruplarinin
direkt carpiminin bir altgrubudur. Sabit ¢oziilebilir gruplarin direkt ¢arpimlar:
da aym uzunlukta tiirev serisine sahip bir coziilebilir grup oldugundan M
¢oziilebilirdir.

Sk, Nj nin tiim ¢oziilebilir normal altgruplarinin carpimi olsun. Bu halde M, <
Sy ve Sy yerel ¢oziilebilirdir. SigcharN, < G oldugundan Sg, G de normaldir.
S = (Sk | k € N) < G tammlayalim. Bu durumda S yerel ¢oziilebilirdir.

G /S sonlu ve normal altgruplarin sonsuz birlegimidir. Ciinkii,

G/S = (UNk> S/S = NwS/S = | JNu/Nen S
k=1 k=1 k=1
yazilabilir. Burada My < S < S oldugundan M; < Ny NS dir. O halde
|NkaﬂS| < |NkMk| < o0

olur.

Simdi G/S nin bir FC grup oldugunu gosterelim. 25 € G/S = |J NiS/S ise en
k=1

az bir k i¢in xS € NpS/S dir. ¢S € G/S icin gSzSg~'S = grg™'S € N.S/S
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ve NiS/S sonlu oldugundan G/S bir FC gruptur. Buradan Lemma 2.15 geregi
S, Q) tizerine transitif etki eder. S < G ve S transitif oldugundan Teorem 2.34
geregi G < S olur. O halde G/S degismelidir. Buna gore G/S degismeli ve S
yerel ¢oziilebilir oldugundan Sonug 2.19 geregi G yerel ¢oziilebilirdir.

(ii) G, yerel nilpotent-by-¢oziilebilir grup olsun. O halde G, /N ¢oziilebilir olacak
sekilde yerel nilpotent bir N < G, vardir. G,/N nin tiirev serisinin uzunlugu
t > 0 olsun. (i) geregi G yerel ¢oziilebilir olur. 7(G,), G, nmn Hirsch-Plotkin
radikali(maksimal normal yerel nilpotent altgrubu) olsun. Buna gére N C 7 (G,,)
ve G /N ¢oziilebilir oldugundan G, /7 (G,) grubu tiirev serisinin uzunlugu ¢ den
kiigiik olan ¢oziilebilir bir gruptur.

Lemma 2.33 geregi G’ transitiftir. Eger G’ yerel nilpotent olursa Lemma 2.30
geregi GG’ bir p-grup olacagindan Lemma 2.28 geregi G de bir p-grup olur. O
halde G’ niin yerel nilpotent oldugunu gostermek yeterlidir. Genelligi bozmadan
G' = G alabiliriz.

(i) de oldugu gibi M yerel ¢oziilebilirdir. 7 (M), M) nn Hirsch-Plotkin
radikali olsun. My < G, ve G, yerel nilpotent-by-coziilebilir oldugundan
M, /D c¢ozilebilir olacak sekilde yerel nilpotent bir D normal altgrubu vardir.
T(My)char M), < Ny oldugundan 7(My) < N dir. O halde 7(My) < 7(Ng)
olur. Benzer gekilde 7(N) < G dir. Ayrica D C 7 (M) ve My/D ¢oziilebilir
oldugundan My, /7(Mjy,) ¢ozilebilirdir.

K = (7(Ng) | k>1) tammlayalhm. K, G nin yerel nilpotent ve normal
altgrubudur. K, € ftizerinde transitif ise Teorem 2.34 geregi K > G' = G
olacagindan G’ yerel nilpotent olur. K nin transitif olmadigimi kabul edelim.
G nin agikar olmayan bir K = A blogunu alahm. ¥ = {Az |z € G} olmak
tizere L, G nin X flzerine etkisinin gekirdegi ise G/L nin FSym(X) nmn bir
altgrubuna izomorf oldugunu biliyoruz. Ayrica k € K igin (Az)k = Azk =
Akiz = Az oldugundan k € L olur. Oyleyse K < L dir. G yerel ¢oziilebilir
oldugundan tamamen imprimitiftir. Dolaysiyla G = G/L, ¥ iizerine tamamen

imprimitif etki eder. O halde G = |J Ny L/L olur ve MyL/L, N, L/L de sonlu
k=1
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indeksli, tiirev serisinin uzunlugu ¢ den kiiciik olan ¢oziilebilir bir altgruptur.
Oyleyse [3, Lemmad] geregi Ny, nin sonlu indeksli ve tiirev serisinin uzunlugu
t? den kiiciik veya esit olan bir karakteristik altgrubu vardir. Buna S diyelim.
SkcharN;, < G oldugundan S), < G olur. é/?k nin M/gk nin otomorfizmalar:
lizerine eslenik etkisi tammlanirsa (G/S;) /Cg /?k(Fk/S_k), Aut(N,,/Sk) nin bir
altgrubuna izomorf olur ve Aut(N/S;) sonludur.

G yerel ¢oziilebilir ve G = G’ oldugundan G nin sonlu indeksli bir altgrubu
yoktur. Ciinkii |G : H| sonlu ise G/M sonlu ve ¢oziilebilir olacak sekilde H
nin icinde bir M < G vardir. G/M coziilebilir oldugundan G® < M dir. Bu
durumda Ny /S, degismeli gruptur. Ciinkii (G/S) / C'@/ka(ﬁk /Si) sonlu ise G
nin sonlu indeksli bir altgrubu vardir. Oysa bu G nin yerel ¢oziilebilir miikemmel
grup olmasiyla celigir. O halde Cg /ka(ﬁk /Sk) = 1 veya Cg /ka(ﬁk /Sk) = G/S,
dir. Cg /gk(ﬁk /Sk) = 1 olursa yine G nin sonlu indeksli bir altgrubuna ulasihr.
Dolayisiyla Cx /ka(ﬁk /Sp) = G/S}, dir. Oyleyse N}/S; degismeli gruptur.
N,./S}, degismeli oldugundan N, tiirev serisinin uzunlugu ¢* + 1 den kiiciik veya
esit olan coziilebilir bir gruptur. O halde G tiirev serisinin uzunlugu ¢> + 1 den
kiigiik ¢oziilebilir bir grup olur. Oysa bu G = G ile gelisir. Dolaysiyla K transitif

olmak zorundandir. Buna gore G = G’ yerel nilpotent olur. O

Sonug 3.10 Q sonsuz bir kime ve G grubu FSym(S2) nun bir transitif altgrubu

olsun. a € ) olmak tzere asaqidakiler ger¢eklenir:
(i) G, yerel (nilpotent-by-degismeli) ise G bir p-gruptur.
(i1) G, yerel supersoluble ise G bir p-gruptur.

Ispat. (i) G, yerel (nilpotent-by-degismeli) oldugundan G, nin sonlu tretecli
her altgrubu nilpotent-by-degismelidir. O halde H < G, ve H sonlu iiretecli
ise H/N degismeli olacak gekilde H nin nilpotent bir N normal altgrubu vardir.
Buradan H/N ve N ¢oziilebilir oldugundan H ¢oziilebilirdir. Boylece G, yerel

¢oziilebilir olacagindan Teorem 3.9 geregi G tamamen imprimitif olur. Buradan
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Lemma 2.37 geregi G sayilabilir sonsuzdur. F} < Fy, < --- | (G, nmin bir sonlu
altgrup zinciri ve G, = fj F; olsun. G, yerel (nilpotent-by-degismeli) ve F; sonlu
oldugundan F; nilpoten‘chéy—degigmelidir. O halde F;/N; degismeli olacak gekilde
F; nin nilpotent bir N; normal altgrubu vardir. Buradan/Fi’ < N; ve N; nilpotent
oldugundan F] nilpotent olur. Boéylece G! = (fj FZ) = fj F ve F] < Fj
olur. F} nilpotent oldugundan G/, yerel nilpo‘centtli?.1 Buradaélzé}g yerel nilpotent
ve G, /G!, degismelidir. Oyleyse G, yerel nilpotent-by-degismelidir. Buna gore
Teorem 3.9 geregi GG bir p-grup olur.

(ii) G, yerel supersoluble olsun. O halde G, nin sonlu iiretegli her H altgrubu
supersoluble olur. [16, 5.4.10] geregi H nilpotent-by-degismeli gruptur. Oyleyse
G, yerel (nilpotent-by-degismeli) grup olur. Bdylece (i) geregi G bir p-gruptur.
O

Lemma 3.11 Q sonsuz bir kiime olmak tizere G grubu FSym() nan tamamen
imprimatif bir altgrubu ve A kimesi de G nin trete¢ kimesi olsun. Bu durumda

(a)C degismeli olmayacak sekilde bir a € A vardar.

Ispat. Her a € A ic¢in (a)“ nin degismeli oldugunu kabul edelim. F, G nin
degismeli olmayan sonlu bir altgrubu olsun. G tamamen imprimitif oldugundan
supp F' C A olacak sekilde G nin asikar olmayan bir A blogu vardir. Teorem
2.26 geregi Gyay, G nin agikar olmayan bir altgrubudur. Buradan a ¢ Gay
olacak gekilde bir a € A vardir. Aksi halde G = (A) C Giay = G olur. F
degismeli olmayan bir grup oldugundan F” # 1 dir. Buradan Lemma 3.1 geregi
F' < [F,a] olur. Diger taraftan [F,a] = ((a™")* a2z € F) < (a)“ oldugundan
kabul geregi (a)¢ < Ng(F') diir. supp F’ C supp F C A oldugundan Lemma 3.1
geregi No(F') € Gyay bulunur. O halde a € Gay olur. Oysa bu bir celigkidir.

Boylece (a)G degismeli olmayacak sekilde bir a € A vardir. O

Lemma 3.12 G grubu FSym(Q) mn bir altgrubu olsun. G nin bir F altgrubunu
ve supp F' C A olacak sekilde asikar olmayan bir A blogunu alalvm. y € G\Gay
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olmak tizere y* € Giay yo saglayan en kigik pozitif tamsayi t olarak verilsin. Bu
durumda y* € FCq (F) ise (yz~ ") € Cq(F) olacak sekilde bir x € F vardr.
Buradaki t sayist bu ozellikteki en kictik pozitif tamsayidar.

Ispat. A sonlu ve suppF C A oldugundan F sonludur. y' € FCgq (F) ise
y" = cx olacak sekilde ¢ € Cg(F) ve # € F vardir. y € G\Gya) oldugundan
AN Ay = olur. Ayrica A, Ay, ..., Ay*~! bloklar1 birbirinden farkl bloklardir.
Eger Ay" = Ay’ olsaydi Ay'~" = A olacagindan y/~* € Gyay bulunurdu. Ancak
bu ¢ nin en kiiciik olmasiyla celigir. Simdi 1 < k < ¢ olmak tizere her z € F' ve
her i € A icin (y2)* (i) = y*(2(i)) oldugunu tiimeverimla gosterelim.

k= 1icin (yz) (i) = y(z(i)) olur. k < t — 1 icin (y2)* (i) = y* (2 (7)) dogru
olsun. (yz)*™ (i) = y**1(2(4)) oldugunu gosterelim. z € F ve i € Aise z (i) € A
dir. Oyleyse 3* (2 (7)) ¢ A olur. Eger 3* (2 (1)) € A olsayd1 y* (2 (i)) € Ay* N A
olacagimdan Ay* N A # () bulunurdu. Oysa bu A, Ay, ..., Ay*~! bloklarmm
birbirinden farkli olmasiyla geligir. Buradan supp(z) C A oldugundan y* (z (7)) ¢
supp(z) dir. Oyleyse z (v* (2 (1)) = y* (2 (¢)) bulunur. Boylece,

(y2)" " (1) = (y2) (y2)" (0) = (y2) y*(2(0) = wy* (=(0) = ¥* " (=(D))

olur.

Ispatlanan esitlikte &k = ¢ ve z = 2~ almrsa her i € A icin (yz~1)' (i) =
y'(z71(1)) = y'z~ (i) = ¢(i) olur. O halde (yz=")'|a = ¢/a bulunur. Buradan
(yz~1)" = ¢|ad olacak sekilde bir d € FSym(Q\A) vardir. Ciinkii ¢ € Gay
oldugundan v ¢ A icin y'2~* () ¢ A dir. Eger y'z! (7) € A olsaydi bu (y!) ™" €
G1ay olmasiyla celisirdi. Buna gére supp F* C A ve d € FSym(Q\A) oldugundan

d € Cu(F) dir. O halde (yz—)" € Cy(F) elde edilir. O

Teorem 3.13 () sonsuz bir kiime olmak tizere G grubu FSym/(S) nin tamamen
imprimatif p-altgrubu olsun. Eger G nin normal olmayan sonlu her F altgrubu
icin g* € Cq(F) olacak sekilde bir g € G\Ng(F) varsa G nin sonsuz orbite sahip

olan asitkar olmayan bir altgrubu vardr.
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Ispat. G nin asikar olmayan her altgrubu sonlu orbite sahip olsun. Lemma 3.11
geregi ()¢ degismeli olmayacak sekilde bir ¢, € G vardir. Fy = {(¢;) sonlu ve
devirlidir. G tamamen imprimitif oldugundan ©Q = [JA; olacak sekilde agikar
olmayan sonlu bloklardan olusan Ay C Ay C - -+ dizisi mevcuttur. supp F; C Ay
olsun. Teorem 2.26 geregi Gya,}, G nin asikar olmayan bir altgrubudur. U; =
F1G{A” olarak alalim. Lemma 3.3 geregi U = {u € Gya,} | supp(u) C A} olmak
tizere U < Gy ve Fy € U dur. Normal kapanig tanim geregi Uy, F i igeren
Ga,y in en kii¢iik normal altgrubu oldugundan U; C U olur. O halde supp U; C
suppU C A; bulunur. A; sonlu oldugundan U; sonludur ve Uy < Gyu,y dir.
Buradan G,y € Ng (Uy) olur. Lemma 3.1 geregi Ng(Uy) C Gya,y dir. O halde
G,y = Ng(Uy) olur. Boylece Ng(Uy) 5 G olacagindan U; 4 G dir. U; normal
olmayan sonlu bir grup oldugundan hipotez geregi 5 € Cq(U;) olacak sekilde
en az bir ¢; € G\Ng(Uy) = G\Gya,y vardir. Fy < Uy = FlG{Al} oldugundan
& € Cg(Fy) dir. Lemma 3.3 geregi F{ = Fy x F&? x -+ x ngil = {(c1) X (c1)? %
cee X <cl>cgi1 dir. Fy = (Fy,c9) = <F1 X F{2 X -+ % Flcg_1> X {cg) olsun. Fy sonlu
oldugundan supp Fy, C Ay olacak sekilde asikar olmayan sonlu A, blogu vardir.
Uy = FzG{AQ} olsun. Buna gore U, <1 Gya,y S G olur. Yukarida U; igin yapilan
islemler U, igin de yapilirsa U, sonlu, suppUs C Ay ve Uy 4 G olur. Hipotez
geregi ¢4 € Cq(Usy) olacak gekilde en az bir ¢35 € G\Gya,} vardir. Buradan
F2<C3> = Fy X F3? x -+ X F;gil olur. F3 = (Fy,c3) = (F1,c9,c3) = {(1,¢9,¢3)
olsun. Bu sekilde devam edilirse G nin agikar olmayan A; bloklarindan olusan
A C Ay € A3 C --- artan blok zincirine ve F; C Fy, C F3 C --- 0Ozelliginde
olan sonlu F; = (¢1,¢9,...,¢;) altgruplan elde edilir. Burada her i > 1 igin

Cit1 € G\Gya,y dir ve supp Fy C supp Fp € supp F5 C - -+ olur. Ayrica Q = (JA;
i=1

e}

dir. F' = ' F; alalm. Bu durumda supp F' sonsuzdur. Ayrica supp F; den bir
eleman igelr:eln F nin bir orbiti sonsuzdur. G nin agikar olmayan her altgrubu sonlu
orbite sahip oldugundan F' = G bulunur. Simdi <01>F in degigmeli oldugunu
gosterirsek kabul geregi (cl>G degismeli olur. Oysa bu Lemma 3.11 ile celisir.

F=UF, F; < F, < --- oldugundan her 7 igin <cl)Fi nin degigmeli oldugunu
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gostermek yeterlidir.
i = 1ise F; = (c1) degismelidir. Keyfi bir ¢ > 1 i¢in 6nerme dogru olsun.

Tiimevarim hipotezi geregi (¢;)™* degismelidir. Burada Fj,; grubu,
(3

Fiy1 = F~<ci+1> A <Ci+1> = <F¢,Ci+1> - (E X Fz‘cm X X FiCM) g <Ci+1>

seklindedir. x,y € Fjy1 olsun. (01>Fi“ in degismeli oldugunu gostermek igin

[cf,cd] = 1 oldugunu gostermek yeterlidir. z,y € Fj, 1 ise,

. p—1

r = (aoaflﬂl,,,a;ﬁ)cfﬂ,ao,al,...,ap_lEE,OSTﬁp—l,
R

y = (bobiJrl... pjll)cf+1;boab17---abp1€E70§3§p_1

olur. ¢i° € F; dir ve 1 <u < p —1 i¢in Lemma 3.1 geregi [Fi, Ficg“} = 1dir. O
halde,

p—1
c; < .
: a0a11+1...apﬁ'11 N _aociy,
G = G =G ;
-1
bobSi+l bcfH s bocS
y o 00y Op1 Cipr _ 00C4
G = G =G
agch boc? .
olur. Bu durumda [c},c]] = |¢; ™, ”1] dir.

p—1

r # s olsun. Bu halde F%V = F, x F*"' x --- x F*' oldugundan
(CCILO)C;+1 ile (CZ{O)Cf+1 bu direkt carpimdaki farkli gruplarin icine diiger. Dolayisiyla
[ciocgﬂ,cioc’m] = 1 olur.

olur. Tiimevarim

apcl boc? cl
r = s olsun. Bu halde [¢f,c¢!] = |¢; ", ¢ Z“} = [c‘f“,clio] "

hipotezi geregi (c1)™ degismeli ve ¢, & € (¢;)"* oldugundan [0, ] =1 dir.

cl
bo} “1 = 1 bulunur.

Buna gore [c{°, c]
Bu durumda (cl)G degismeli olur. Oysa bu Lemma 3.11 ile celigir. Oyleyse G

nin sonsuz orbite sahip agikar olmayan bir altgrubu vardir. O

Sonug 3.14 Q sonsuz bir kiime olmak tzere G grubu FSym(§2) nin tamamen
imprimatif p-altgrubu olsun. G nin normal olmayan sonlu her F altgrubu i¢in
y? € FCq(F) olacak sekilde bir y € G\Ng(F) varsa G nin sonsuz orbite sahip

olan asikar olmayan bir altgrubu vardr.
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Ispat. G nin normal olmayan sonlu bir F altgrubunu alahm. F sonlu oldugundan
G nin supp F' yi kapsayan agikar olmayan bir A blogu mevcuttur. Hipotez geregi
Yy’ € FCq(F) olacak sekilde bir y € G\ Ng(F') vardir. Lemma 3.1 geregi C(F') <
Ng(F) < Giay dir. F < Gyay oldugundan FCq(F) < Gyay dir. O halde
y? € Gyay olur. Lemma 3.12 geregi (yz)” € Ci(F) olacak sekilde en az bir z € F
vardir. Dolaysiyla x € Gyay olur. yr € Gay ise y € Gyay olur. Ancak bu
y ¢ Gay ile celisir. O halde yz ¢ Gyay 2 Ng(F') dir. Buna gore yr ¢ No(F) ve
(yx)? € Cq(F) elde edilir. O halde Teorem 3.13 geregi G nin sonsuz orbite sahip

olan agikar olmayan bir altgrubu vardir. O

Sonug 3.15 Q sonsuz bir kiime olmak tizere G grubu FSym($2) nin tamamen
imprimatif p-altgrubu ve G nin asikar olmayan bloklarindan olusan Ay C Ay C
<o C A C -+ sonsuz artan zinciri asagidaki sarty saglayacak sekilde var olsun:
Her k > 1 i¢in F, = {x € G | supp(z) C A} olmak tzere (Ff |z € G) grubu
Gia,y da kapsanan G nin en biyik normal altgrubudur.

Bu durumda G nin sonsuz orbite sahip olan asikar olmayan bir altgrubu vardir.

Ispat. ¥, = {A,z |z € G} olmak iizere G nin ¥ iizerine etkisinin cekirdegi
M, = N GQ{”Ak} olsun. O halde My, Gya,y icinde kapsanan G nin en biiyiik
normal zzjlftfgrubudur. Hipotez geregi My, = (F | x € G) olur. G = G/Mj, olsun.
G sonsuz p-grup ve G nin Ay C Agyy C --- geklinde bloklar1 var oldugundan
G nin agikar olmayan normal altgruplar1 vardir. R, G nin agikar olmayan bir
normal altgrubu olsun. R nin orbitleri G' nin bloklar1 oldugundan sonludur. O
halde R nin orbitleri sonlu oldugundan bir FC gruptur. Ayrica G sonsuz p-grup
oldugundan yerel nilpotenttir. O halde R de yerel nilpotenttir. [17, Sonug 1.15]
geregi yerel nilpotent FC grubun merkezi agikar olmayan bir altgruptur. Bu
merkez bir p-grup oldugundan Q;(Z(R)) = {7 € Z(R) | 7™ =1} kiimesi R nin
elemanter degismeli p-altgrubudur.

1 # Q(Z(R))charZ(R)charR < G oldugundan ©(Z(R)) < G dir.
Q1(Z(R)), Xy, lizerine agikar etki etmediginden Q4(Z(R)) £ Gia,y olur. z €
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Q1(Z(R))\Gqa,} ve |Z| = p olsun. Bu durumda z? = 1 oldugundan z* € M, dir.
Fj, nin tanimi geregi Fj,, Ay, lizerine etki eder. O halde F}’, AY iizerine etki eder.
Ayrica supp Fj, € Ay ve supp F? = supp Frr C Az tir.

My, = (F} | z € G) oldugunu biliyoruz. z € G alahm. supp Fj, C Ay oldugundan
Lemma 3.1 geregi @ € G\Gqa,) iken F < Ga, < FiGa, olur. = € Gay
olsun. F} < F, < FyGa, oldugu gosterilirse M), < F,Ga, olur. Fj nin
tanimi geregi supp FY C Ay oldugunda FP < Fj bulunur. a ¢ Ay olsun.
x € Gia,} oldugundan z~! € Gya,y olur. Bu takdirde = ve 27! permiitasyonlari
A nin digindaki bir noktayr Ay ya tasiyamaz. Ciinki a ¢ Ay icin ax € Ay

olsa axz™' = a € Ay olur. Oysa bu bir celigkidir. Dolaysiyla az™! ¢ Ay

olur. Buradan az 'F, = az™! olacagindan aFf = « bulunur. O halde
F? in elemanlarn A, kiimesinin disindaki elemanlar1 sabit birakir. Boylece
supp F¥ C Ay elde edilir.

My, < FyGa, ve Ga, C Cg(Fg) oldugundan 2P € F,Cq(F}) bulunur.

F, G nin normal olmayan sonlu bir altgrubu olsun. F' sonlu ve G tamamen
imprimitif oldugundan supp F© C Ay olacak sekilde en az bir £ > 1 vardir. O
halde yukaridaki paragraftan y? € FCq(F') olacak sekilde en az bir y € G\G{a,}
vardir. Lemma 3.1 geregi N¢ (F) C Gya,y oldugundan y € G\Ng (F) dir. O

halde Sonug 3.14 geregi G nin sonsuz orbite sahip olan agikar olmayan bir altgrubu

vardir. O

Sonug 3.16 Q sonsuz bir kime olmak tzere G grubu FSym(§2) nin tamamen
imprimitif p-altgrubu ve G nin asikar olmayan bloklarindan olusan Ay C Ay C
<o C A C -+ sonsuz artan zinciri asagidaki sarty saglayacak sekilde var olsun:
Her k > 1 icin (yr) N Gia,y < Ga, olacak sekilde bir y, € G\Ga,y varder.

Bu durumda G nin sonsuz orbite sahip olan asikar olmayan bir altgrubu vardir.

ispat. F', G nin normal olmayan sonlu bir altgrubu olsun. supp F' C Ay olacak
sekilde Ay blogunu alahm. Hipotez geregi y, € Ga, olacak sekilde bir y; €
G\G{a,) vardir. Boylece Lemma 3.1 geregi y, € G\Ng (F) ve y, € Cq(F) olur.
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Buradan Teorem 3.13 geregi GG nin sonsuz orbite sahip olan agikar olmayan bir

altgrubu vardir. O

Sonug 3.17 Q sonsuz bir kime olmak dzere G grubu FSym(§2) nin tamamen
imprimitif p-altgrubu ve G = (x € G | 2P = 1) olsun. Bu durumda G minimal

FC olmayan grup olamaz.

ispat. G minimal FC olmayan grup olsun. O halde G nin agikar olmayan her
altgrubunun tiim orbitleri sonludur. X = {x € G| 2? =1}, (X) = G ve G nin
agsikar olmayan A; bloklarindan olusan sonsuz artan bir zinciri A; C Ay C -+ C
Ay C --- olsun. Hipotez geregi her k > 1 i¢in € G\G{a,} olacak sekilde en az
bir x € X vardir ve (x) N Gya,y = 1 dir. O halde Sonug 3.16 geregi G nin sonsuz

orbite sahip olan agikar olmayan bir altgrubu vardir ki bu ¢eligkidir. O

Uyar1 3.18 Sonu¢ 3.17 de G grubu, n bir dogal say1 olmak flizere Y =
{z € G | 2™ = 1} seklinde bir kiime tarafindan tiretilirse ayni sonug elde edilemez.
Ciinkii her & > 1 i¢in o € G\Gya,y olacak sekilde Y kiimesinin bir  elemaninin
n den kiiciik bir kuvveti Gya,, icine diigebilir. Boylece Sonug¢ 3.16  daki

(r) N Gya,y < Ga, sarti saglanmaz.

Ornek 3.19 Q = N olsun. Bu érnekte FSym (©) nin transitif olan ve FC grup

olmayan yerel nilpotent hiperabelyen bir altgrubunu olusturacagiz.

2k—1_1
Tkn e 11 (Z +n2F i +n2k + 2’“’1) olmak tlzere T} =
i=0
{xgn|n=0,1,2...} olsun. Buradaki 7} lar

T1, = (2n,2n+1),

Ta, = (4n,4n+2) (4n + 1,4n + 3),

(
(8n+1,8n+5)(8n+2,8n+6) (8n+3,8n+7),

T3, = (8n,8n +4)
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icin

T, = {(01),(23), (45), ...},

T, = {(02)(13), (46)(57), (810)(911),...},

T3 = {(04)(15)(26)(37), (812)(913)(1014)(1115), ...},
seklindedir.

kE > 1 olmak lizere Gy = (11,Ts,...,T;) tammlayalim ve G = ijk <
FSym(N) olsun. Buna gore her & > 1 i¢in Gy grubu G nin normal altkg:rlubu ve
Gi/Giy={T1,...,T;) | (T1,. .., Ti—1) elemanter degismeli 2-gruptur. Dolayisiyla
G <Gy <Gy < <G < -0 olur ve G;/G;—1 boliim gruplart degismelidir.
Buna gore G hiperabelyen gruptur. Diger taraftan (01) elemammnin eglenik simafi
sonlu olmadigindan G grubu bir FC grup degildir.

Simdi G’ niin minimal FC olmayan grup olmadigim géstererek Teorem 3.8(i7)
deki hipotezin bir nokta sabitleyenine kisitlanamayacagini gosterelim.

X = (ze@|22=1), g € G, 22 = 1 olmak iizere z € X olsun. Bu
durumda (29)* = (22)? = 1 ve 29 € G’ < G oldugundan X < G dir. Simdi
k > 1 olsun. Buna gore zj, = g_lxk,og olacak sekilde bir ¢ € G vardir.
Buradan 0%y, = Tkog 'Trod = |[Tro,g9] € G’ ve xjoTi, nin mertebesi
2 oldugundan oz, € X tir. Buradan zy, € x;0X bulunur. Bodylece
G/X = (rpoX | k> 1) yazlabilir. k,¢ > 1 olmak fizere x0T 0%0%ro =
[0, Tho] € G ve |Te 0Tk %0tk 0| = 2 oldugundan zy gxy 0Tt 0Tk € X tir. Buna
gore Ty 0% 0 X = Tk %10 (L10Tk0L10%k0X ) = L1 oTk0X bulunur. Oyleyse G' C X
olacagindan X = G’ = (x € G’ | 22 = 1) bulunur. Dolayisiyla Sonug 3.17 geregi

G'" minimal FC olmayan grup olamaz.

Teorem 3.20 G yerel sonlu minimal FC olmayan grup olsun. G nin normal
olmayan sonlu her F altgrubu i¢in y* € FCq(F) olacak sekilde en az bir y €
G\N¢(F) varsa G mikemmel olamaz.

Ispat. G nin mitkemmel grup oldugunu kabul edelim. Bu durumda [12, Teorem]

geregi G bir p-gruptur ve Lemma 2.17 geregi Z (G/Z(G)) = 1 olur.
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G bir p-grup oldugundan yerel nilpotenttir. G = G/Z(G) olsun. G = G/Z(G)
grubu agikar olmayan normal altgruplara sahiptir. Ustelik bu grup asikar olmayan
normal altgruplarinin birlesimidir. Ciinkii, G yerel nilpotent oldugundan G grubu
yerel nilpotenttir. G, FC grup olmadigindan sonlu olamaz. Eger G basit olsaydi
basit ve yerel nilpotent bir grup sonlu olmak zorunda oldugundan celigki ortaya
akardi. Boylece G basit olamaz. Ustelik, N grubu G nin asikar olmayan bir
normal altgrubu olmak iizere € G igin ¢ N ise tN € G/N olur. G/N
grubu yerel sonlu p-grup oldugundan basit olamaz. Bu sekilde devam ederek G
yi asikar olmayan normal altgruplarin birlesimi seklinde yazabiliriz. N, G nin
agikar olmayan normal altgrubu olsun. G yerel nilpotent minimal FC olmayan
grup oldugundan N yerel nilpotent bir FC gruptur. Buna gore [17, Sonug 1.15]
geregi N nin merkezi asikar olmayan bir gruptur ve [13, Teorem| geregi Z (N)
nin mertebesi p olan bir @ elemani {EE | T € @} kiimesi sonsuz olacak sekilde
secilebilir.

Q= {65 | T € é} alalm. [13, Teorem] geregi G, Q2 iizerine sonlumsu permiitasyon
grubu olarak etki eder. K bu etkinin cekirdegi olsun. Buradan G/K grubu
FSym(Q) nm bir altgrubuna izomorftur. G /K bir p-grup oldugundan G/K =
(G/Z(G)) /] (K/Z(G)) =2 G/K tamamen imprimitiftir. Dolayisiyla G/K grubu
FSym(€) nmin tamamen imprimitif bir altgrubu olur.

G/K tamamen imprimitif grubunun Teorem 3.13 iin hipotezlerini sagladigin
gosterirsek GG/K nin sonsuz orbite sahip agikar olmayan bir altgrubu var olur.
Oysa bu sonu¢ G/K nin minimal FC olmayan grup olmasiyla geligir. Bunun
icin G/K mnin normal olmayan sonlu bir X/K altgrubunu alalim. Buradan
X/K ={nK,...,z,K} ise X = (x1,...,2,,K) = (21,...,2,) K olur. Buna
gore T = (xq,...,x,) olmak iizere X = KT = TK yanlabilir. G yerel sonlu
oldugundan 7 sonludur. X/K sonlu ve G/K tamamen imprimitif oldugundan
supp(X/K) C A olacak sekilde G/K nin agikar olmayan bir A blogu vardir.
L/K = (G/K), olsun. Teorem 2.26 geregi L/ K grubu G/K nn asikar olmayan

bir altgrubu oldugundan L 5 G dir ve G minimal FC olmayan grup oldugundan
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L bir FC gruptur. supp(X/K) € A ve T' = (zy,...,x,) olarak alindigindan
i=1,2,...,nicin supp(z;) € A dir. Oyleyse L nin secimi geregi 7' < L olur.

V =Tl = ({|teT,l€L) alahm. T sonlu ve L bir FC grup oldugundan
V sonludur. V' < L oldugundan VK/K 9 L/K = (G/K),, dir. Buradan
supp(VK/K) € A ve L/K = Npg(VK/K) olur. T < V oldugundan
X =TK < VK olur. Oyleyse X/K < VK/K dir.

Simdi L = Ng(V) oldugunu gosterelim. V' < L oldugundan L < Ng(V) dir.
Diger taraftan x € Ng(V) ise V*K/K C VK/K olur. Buradan,

supp(V*K/K) C supp(VK/K) C A
dir. Ayrica,
supp(V*K/K) = supp(VK/K)*"™ = supp(VK/K)zK C AxrK

oldugundan AzK = A dw. O halde 2K € (G/K),, = L/K dir. Buradan
x € L olacagindan L = Ng(V) bulunur. Buna gore V, G nin agikar olmayan
sonlu bir altgrubudur. Hipotez geregi y* € VCq(V) olacak sekilde en az bir
y € G\Ng(V) = G\L vardir. Buradan y ¢ L oldugundan yK ¢ L/K fakat
y’K € (VK/K)Cq/k(VK/K) olur.

O halde Lemma 3.12 nin hipotezi saglanir. Ciinkii supp(VK/K) C A,
yK ¢ L/K = (G/K)y ve yvK € (VK/K)Cgx(VK/K) dir.  Ayrica
V < Lve Cg(V) C Ng(V) = L oldugundan y? € VCq(V) iken y? € L
olur. Dolaywisiyla y?K € L/K = (G/K),, olacagindan Lemma 3.12 geregi
(z7'y)’ K € Cgqx(VK/K) olacak sekilde en az bir zK € VK/K vardr.
X/K < VK/K oldugundan Cg/x(VK/K) < Cg/x(X/K) dir. Dolayisiyla
(z7'y)' K € Cgx(X/K) bulunur. Eger (z7'y) K ¢ Ng/x(X/K) oldugunu
gosterirsek G/K grubu Teorem 3.13 {in hipotezini saglar. supp (X/K) C
supp (VK/K) C A oldugundan Lemma 3.1 geregi Ng/k(X/K) C (G/K)py =
L/K olwr. zK € VK/K < L/K = (G/K), oldugunu biliyoruz. Eger
(z7'y) K € (G/K)ay = L/ K ise,

A=A ((x_ly) K) =A (:v_leK) = (Am_lK) yK = AyK
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olur. Oyleyse yK € (G/K)any = L/K olur. Oysa bu yK ¢ L/K = (G/K),
ile geligir. O halde Teorem 3.13 geregi G/K nin sonsuz orbite sahip olan agikar
olmayan bir altgrubu var olur. Ancak bu G/K nin minimal FC olmayan grup

olmasiyla gelisir. O
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4. DEGISMELI OLMAYAN BASIT ALTGRUPLAR
TARAFINDAN ORTULEN GRUPLAR

Degismeli olmayan basit altgruplarinin birlesimi seklinde yazilabilen gruplarin
sinifin1 S ile gosterelim. Buna gore G grubunun bir S-grup olmast igin gerek ve
yeter kosul her ¢ € GG igin ¢ € H < G olacak gekilde degismeli olmayan basit bir
H grubu olmasidir. Bu kisimda S-gruplar ile ilgili bazi 6zellikler incelenecektir.
Bu galigma boyunca G grubunu degismeli olmayan basit S; (i € I) altgruplar
tarafindan ortilmig bir S-grup olarak alacagiz.  S-gruplarin ozelliklerine
gecmeden Once bu boéliimde kullanacagimiz temel tanimlar ile bazi ozellikleri

verecegiz.

Tanim 4.1 Bir G grubunun asgikar olmayan sonlu iretilmis herbir H
altgrubu ic¢in [H : K| < oo olacak sekilde bir K < H var ise G ye yerel
derecelendirilmis(locally graded) grup denir.

Tanim 4.2 Bir G grubunun her elemani sonlu mertebedense G ye periyodik grup
denir. Eger G nin birimden farkli her elemani sonsuz mertebedense G ye serbest

periyodik(torsion-free) grup denir.

Tanim 4.3 Bir G grubunun her g € G\ H i¢gin H N HY = 1 olacak sekilde agikar
olmayan bir H altgrubu varsa G ye Frobenius grup denir.

Eger G bir Frobenius grup ise [16, 8.5.5] geregi G = HK, H N K = 1 olacak
sekilde K = G\ U (H\1)" 4 G vardir. Burada K ya Frobenius ¢ekirdek, H ye

e
Frobenius timleyen(complement) ad1 verilir.

Tanim 4.4 G bir grup olsun. G nin verilen N ve M normal altgruplar icin

N < M veya M < N ise G ye uniserial grup denir.
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Tanim 4.5 G bir grup olsun. N < G, M < N i¢in N/M grubuna G nin bir

parcasidir(section) denir.

Tanim 4.6 p bir asal say1 olsun. & € Aut(G) olmak tizere d? = 1 ve her
z € G icin z2®2® ... 2® " =1 oluyorsa ® ye G iizerinde p mertebeden splitting
otomorfizma denir. Ornegin, Z,, de birim fonksiyon p mertebeden bir splitting
otomorfizmadir.

¢ bir splitting otomorfizma, N < G ve N normal altgrubu ¢-degismez ise bu

durumda ¢ otomorfizmasi N ve G/N tizerinde birer splitting otomorfizma belirler.

Teorem 4.7 (Cauchy) Sonlu bir G grubunun mertebesi bir p asal sayist

tarafindan bolinebiliyorsa G de p mertebeden bir eleman vardir.

Lemma 4.8 G sonlu bir grup olsun. FEger X, G nin sabit nokta birakmayan

otomorfizmalarindan olusan bir grup ise X x G bir Frobenius grup olur.

ispat. Teoremin ispati i¢cin X X G nin 6yle bir H altgrubunu bulmaliyiz ki her
(f,9) € (X x G)\H icin HN H¥9 = 1 olsun. Burada ilk olarak X ile G nin

yar1 direkt ¢arpimini tanimlayalim.
p: X — Aut(G)
fo=erigef9)

fonksiyonunu alalim. Burada f bir otomorfizma oldugundan ¢ fonksiyonu G nin

bir otomorfizmasidir. O halde ¢ fonksiyonu tanimhidir. Ayrica her g € G igin,

o (fif2) (9) = fif2(9) = fi (f2(9)) = v (f1) (f2(9)) = ¢ (f1) ¢ (f2) (9)

oldugundan ¢ bir homomorfizmadir. X x G kiimesi (f1,91) (f2,92) =
(flfQ,gfogg) = (f1f2, f2(g1) g2) islemi ile bir gruptur ve (f,g) € X x G i¢in
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(fr9) = (7L (g™h) dir,
H =X x {1} 2 X alahm. Her (1,9) € X x G ve (z,1) € H igin,
(179)_1 (xv 1) (179) = (17971) (:C, 1) (179) = (:C,:L‘ (gil)) (179)

= (z,1(z(97"))9) = (z,2(s7") 9)

ve z € X sabit nokta birakmayan otomorfizma oldugundan (1,¢) " (z,1) (1, ¢9) =
(z,2(g7') g) ¢ H olur. Dolayisiyla X x G Frobenius gruptur. O

Teorem 4.9 (Feit-Thompson) Mertebesi tek sayi olan her grup ¢ozilebilirdir.

Ispat. [7] O

Teorem 4.10 Yerel cozilebilir her grup bolim gruplar: degismeli olan bir normal

seriye sahiptir. Boylece basit ve yerel ¢ozulebilir olan her grup asal mertebedendir.

Ispat. [16, 12.5.2] O

Teorem 4.11 Sonlu G grubu bir p asal sayisy icin p mertebeden bir splitting
otomorfizmaya sahipse nilpotenttir ve nilpotentlik simife p ye ve G nin tretec

sayrsina bagldar.

Ispat. [9] ve [11, 6.4.2 ve 7.2.1] O

Teorem 4.12 G yerel nilpotent grup ve H, G nin principal factoru(minimal

normal altgrubu) olsun. Bu durumde H C Z (G) dir.

Ispat. [16, 12.1.6] O

Teorem 4.13 G sonlu bir Frobenius grup olsun. Eger K Frobenius cekirdek ve

H Frobenius timleyen ise,

(i) K nilpotenttir(Thompson),
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(i) H nin Sylow p-altgruplary p > 2 ise devirlidir, p = 2 ise bu altgruplar

devirlidir veya genellestirilmis kuaterniyon grubudur(Burnside).

Ispat. [16, 10.5.6] O

Teorem 4.14 (Hélder, Burnside, Zassenhaus)
G, Sylow altgruplary devirli olan sonlu bir grup ise m tek say, 0 < r < m,

r™ = 1(modm) ve m ile n aralarinda asal sayilar olmak tizere G grubu,

<a,b |a™ =b"=1,b""ab = aT>
seklinde ifade edilebilir. Tersine, bu sekilde ifade edilebilen bir grubun tum Sylow
altgruplar devirlidir. (Boyle gruplara metadevirli(metacyclic) grup denir)

Ispat. [16, 10.1.10] O

Lemma 4.15 G bir nilpotent grup olsun. Eger T', G nin periyodik elemanlaring

iceren bir altgrubu ise G/T serbest periyodiktir.

Ispat. Varsayalm G/T serbest periyodik degildir. Bu durumda (¢7)" = T
olacak gekilde ¢T' € G/T ve k € Z* vardir. Bu durumda

ngT:>|gk|<oo=>(gk)n:1,n€Z+:>g€T

olur. O halde G/T de sonlu mertebeden bir eleman birim eleman olmak

zorundadir. Boylece G/T serbest periyodik olur. O

Degismeli olmayan basit gruplar tarafindan ortillen gruplarin smifim S ile
gosterelim. Eger her g € Gi¢in g € H < G olacak sekilde degigsmeli olmayan basit
bir H altgrubu varsa G grubuna S simifindandir veya kisaca GG bir S-gruptur denir.

Simdi bir S-grup ornegi verelim ve S-gruplarla ilgili baz ozellikleri inceleyelim:
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Ornek 4.16 n bir dogal say1 olmak iizere Alt(n) alterne grubu n > 5 icin

degismeli olmayan basit bir gruptur. Alt (N) = |J Alt (n) grubunu tanimlayalim.
n>5

Alt (N) grubundan alimacak her o permiitasyonu bu grubun degismeli olmayan

basit bir altgrubunda olacagindan Alt (N) bir S-gruptur.

Lemma 4.17 G bir S-grup olsun. Bu durumda G mikemmeldir.

Ispat. G bir S-grup olsun. Bu durumda her ¢ € G icin ¢ € H < G olacak
sekilde degigmeli olmayan basit bir H grubu vardir. H degismeli olmadigindan
en az bir komiitator eleman icerir. Oyleyse H NG’ # 1 dir. HNG' < H ve H
basit oldugundan H NG" = H dir. Bu durumda g € H C G’ olacagindan G C G’

bulunur. O halde her S-grup miikemmeldir. O

Lemma 4.18 G bir S-grup, N < G ise N ve G/N de S-gruptur.

Ispat. G bir S-grup oldugundan her ¢ € N < G icin ¢ € H < G olacak
sekilde degismeli olmayan basit bir H grubu vardir. Buradan H N N < H ve
H basit oldugundan H N N = H olur. O halde H C N olacagindan N bir
S-gruptur. Simdi G/N nin bir S-grup oldugunu gosterelim. Her gN € G/N
icin gN € T/N < G/N olacak sekilde degigsmeli olmayan basit bir 7//N grubu
artyoruz. /N = HN/N alalim. Bu durumda ¢N € HN/N < G/N dir. HN/N
nin degismeli olmayan basit bir grup oldugunu gosterelim. KN/N < HN/N

olsun. Bu durumda
(hn) N (kny) N (hn) N)™' € KN/N = hkh™'N € KN/N = hkh™' e K
= KIdH=K=1VK=H
= KN/N=NVKN/N=HN/N
oldugundan HN/N basittir. HN/N = H/H N N degismeli olsayd1 H' ¢ HN N
olurdu. H degismeli olmayan basit bir grup oldugundan H' = H dir. O halde

H C HNN olacagimdan H C N bulunur. Oysa bu bir ¢eligkidir. Oyleyse HN /N

degismeli olamaz. O
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Lemma 4.19 A ve B asikar olmayan gruplar, H = A X B bir S-grup olsun. Bu

durumda H min her elemaninin mertebesi p dir veya H torsion-freedir.

Ispat. H nin |a| = r, [b] = s, 7 > s > 1 olacak sekilde bir (a,b) elemam var
olsun. H bir S-grup oldugundan (a,b) € T < H olacak sekilde degismeli olmayan
basit bir T’ grubu vardir. Buradan (a,b)’ = (a®,b%) = (a®,1) € TN A olacagindan
TNA#1dir. TNA QT ve T basit oldugundan TN A =T olur. O halde T C A

dir. Buradan b = 1 bulunur. Ancak bu |b| = s > 1 ile ¢elisir. O

Lemma 4.20 G bir S-grup, N < G olsun. Bu durumda |z| = |xN| dir. Ashnda

xN nin her elemans aynit mertebedendir.

Ispat. N sonsuz mertebeden ise  de sonsuz mertebeden olur. [zN| =n > 1
olsun. G bir S-grup oldugundan z € Hy < G olacak sekilde degismeli olmayan
basit bir H; grubu vardir. N N H, < H ve Hy basit oldugundan N N H, = 1
veya N N Hy = Hy olur. Eger N N Hy = Hy, ise Hy C N olurdu. Oysa bu z ¢ N
ile geligir. O halde N N Hy = 1 dir. Buradan,

(@N)"=N=a2"e NNH,=1=2"=1

elde edilir. m < n igin 2™ ¢ N oldugundan |z| = n olur.
xniy,xny € N C G icin xny € Hy,xny € Hy olacak sekilde degismeli olmayan
basit Hy ve Hy gruplar:t vardir. N N Hy =1 ve N N Hy = 1 oldugunu biliyoruz.

|z| = k olsun. Bu durumda,
(xnl)k = zmang...any =xns=ny; e NNH, =1= (xnl)k =ng =1

bulunur. Benzer sekilde (zny)" = 1 olacagindan |zn,| = |zns| = || elde edilir. O

Lemma 4.21 Her S-grup bir tek maksimal normal serbest periyodik altgrup

wcerir. Bu grup asikar altgrup olabilir.
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ispat. M ve N, G nin normal serbest periyodik altgruplar1 olsun. m ¢ N
olacak gekilde m € M alalim. m sonsuz mertebeden oldugundan Lemma 4.20
geregi mN € M N/N sonsuz mertebedendir. Buradan her n € N igin mn sonsuz
mertebeden olacagindan M N serbest periyodik olur. M, N < G oldugundan
MN < G dir. Boylece G nin normal ve serbest periyodik iki altgrubunu
aldigimizda bu altgruplarin ¢arpimi seklinde yazilan normal ve serbest periyodik
MN grubunu elde ettik. Bu sekilde devam ederek normal ve serbest periyodik
altgruplarin ¢carpimi olan bir iist sinira ulagilir. Zorn Lemmadan normal ve serbest

periyodik olan bu gruplarin maksimali vardir. O

Buna gore her S-grup maksimal normal serbest periyodik altgruba sahiptir. Bunu

serbest periyodik radikal olarak adlandiracagiz ve TF(G) ile gosterecegiz.

Sonug 4.22 G bir S-grup, N < G ve N serbest periyodik olmasin. Bu durumda
TF(G) < N olur.

Ispat. M = TF(G) ve M % N olsun. G bir S-grup oldugundan M, N, M N ve
MNN gruplar S-gruptur. Oyleyse MN/MNN = M/MNN x N/MNN grubu da
bir S-grup olur. M serbest periyodik oldugundan Lemma 4.20 geregi M /M N N
serbest periyodiktir. Lemma 4.19 geregi M N/M NN nin her elemaninin mertebesi
p olamaz. O halde MN/M N N serbest periyodik olacagindan N/M N N serbest
periyodiktir. Buna gore Lemma 4.20 geregi N serbest periyodik olur. Oysa bu N
nin serbest periyodik olmamasiyla celigir. Dolayisiyla M < N olmak zorundadir.

O

Lemma 4.23 G bir S-grup, 7 € G bir involisyon olsun. Bu durumda G nin

astkar olmayan bir N normal altgrubu icin 7 € N olur.
Ispat. 7 ¢ N oldugunu kabul edelim. O halde Lemma 4.20 geregi her n € N

icin n7 da bir involiisyon olur. Buradan her n € N i¢in,

_ 11— -1
nn=1"nrn=7r""r"'n"tn= (%) =1
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oldugundan n™ = n~! bulunur. Bu durumda her m,n € N icin,

1 1 -1,-1

(mn)" =7t =m lrrin Tt =mTin

olacagindan n='m~! = m~!n"! elde edilir. O halde N bir degismeli basit S-grup

olur. Ancak bu bir geligkidir. Dolayisiyla 7 € N olmak zorundadir. O

Sonug 4.24 G yerel sonlu S-grup ise basittir.

Ispat. G nin agikar olmayan bir N normal altgrubunun oldugunu kabul edelim.
x ¢ N alahm. G bir S-grup oldugundan x € H < G olacak sekilde degismeli
olmayan basit H grubu vardir. Buna gore H NN grubu H nin normal altgrubu ve
H basit oldugundan HNN = 1 veya HNN = H dir. z € H ve z ¢ N oldugundan
HN N =1 olur. G yerel sonlu ve H < G oldugundan H yerel sonludur. Eger
H involiisyon icermiyorsa H deki her eleman tek say1 mertebedendir. Dolayisiyla
H nin sonlu iiretecli her altgrubunun mertebesi bir tek sayidir. Ciinkii S, H
nin sonlu tiretegli ve mertebesi ¢ift say1 olan bir altgrubu ise 2| |S| oldugundan
Teorem 4.7 geregi S de mertebesi 2 olan bir eleman var olurdu. Oysa bu H nin
involiisyon icermemesiyle celigir. ()yleyse Teorem 4.9 geregi H nin sonlu tretegli
her altgrubu ¢oziilebilirdir. O halde H yerel ¢ozilebilirdir. H grubu basit ve
yerel ¢oziilebilir oldugundan Teorem 4.10 geregi degismelidir. Ancak bu H nin
degismeli olmamasiyla celigir. Diger taraftan H bir involiisyon igeriyorsa Lemma
4.23 geregi bu involiisyon N dedir. Ancak bu H N N = 1 ile geligir. O halde G

basit olmak zorundadir. O

Lemma 4.25 G periyodik S-grup olsun. Bu durumda asagidakilerden biri
gecerliduir:

(i) G uniserialdir,

(i) G nin degismeli olmayan, her elemaninin mertebesi bir p asal sayist olan

bir altgrubu vardwr ve bu grubun direkt kare ¢carpimina parcga olarak sahiptir.
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Ispat. G uniserial olmasm. Bu durumda N, M < G icin M %« Nve N £ M
olur. G bir S-grup oldugundan M, N, MN ve M NN gruplar1 S-gruptur. Oyleyse
MN/M NN = M/MNN x N/MNN grubu da bir S-gruptur. G periyodik
oldugundan MN/M N N serbest periyodik olamaz. M/M NN ve N/ M N N
gruplar1 agikar olmayan gruplar oldugundan Lemma 4.19 geregi MN/M N N
nin her elemanmin mertebesi asal bir p sayisidir. Dolayisiyla M/M N N (veya
N/M N N) nin her elemaninin mertebesi p dir ve M/M NN (veya N/M N N),
G nin altgruplarina izomorf olan degismeli olmayan basit altgruplar tarafindan
ortiiliir. Boylece G istenen formda altgruplara sahip olur.

Simdi M/M NN x N/M N N nin basit altgruplar ile ortiildiigiinii gosterelim.
Bunun i¢in 7' ¢ M N N olacak sekilde M N nin degismeli olmayan basit bir T
altgrubunu alalm. f (mn) = (m(MNN),n (M N N)) seklinde tanimh f : MN —
M/M NN x N/M N N fonksiyonu ile m(m(M N N),n(M N N)) = m(M N N)
seklinde tammmh 7 : MN/M NN — M/M N N izdigtim fonksiyonunu alalim.
Buna gore h = (myf)|r : T — M/M N N fonksiyonu bir homomorfizmadir. T
basit oldugundan Ker (k) = 1 veya Ker (h) = T" dir. Ker (h) =T ise her mn € T

icin,
MNON=h(mn)=(mf)lr(mn)=m (m(MNN),n(MNN)) =m(MNN)

olacagindan m € M N N bulunur. Benzer sekilde 7y izdiigim fonksiyonu
tanimlanirsa n € M N N olur. Dolayisiyla mn € M N N dir. Bu durumda
T < M NN olur. Ancak bu T nin segimiyle celigir. Boylece Ker(h) = 1 bulunur.
O halde T nin bir kopyast G nin M/M N N ve N/M N N parcalarinin igindedir.
Boylece T'x T'< M/M NN x N/M N N elde edilir. O

Teorem 4.11 geregi GG sonlu grubu p mertebeden splitting otomorfizmaya sahipse
nilpotenttir ve nilpotentlik sinifi p ile G' nin tireteg sayisina baghdir. Bu sonucu

yerel derecelendirilmig gruplara genisletebiliriz:
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Onerme 4.26 Sonlu mertebeden elemanlarla uretilmis yerel derecelendirilmis G

grubu p mertebeden ¢ splitting otomorfizmasina sahipse yerel nilpotenttir.

Ispat. H < G ve H sonlu iiretecli olsun. Bu halde G nin sonlu iiretecli
bir K altgrubu H < K ve K nin irete¢ elemanlar: sonlu mertebeden olacak
sekilde vardir. Ciinkii h; € G olmak iizere H = (hy,...,hy,) ise g;; € G
i¢in h; = gi, ...gi, yazlabilir. Bu durumda !gij‘ < o0 oldugundan K =
<9117 el Givs e gy Gnas e 79nkn> alinirsa istenen sekilde K grubu
elde edilmig olur. [ = <K, KW,KSOQ,...,K¢P*1> olsun. L grubu G nin H
yi iceren, sonlu iiretegli, p-degismez altgrubudur. G yerel derecelendirilmig
oldugundan |L : T'| sonlu olacak sekilde bir 7' < L vardir. O halde L/N sonlu ve
N < T olacak sekilde N < L vardir.

M = ﬁ N¥¢" alalim. M, L nin bir sonlu indeksli, p-degismez normal altgrubudur.
L ve JZ\}1 gruplar1 p-degismez oldugundan,

v : L/M— L/M
M — ¥ M

fonksiyonu tammlanabilir. zM € L/M olmak iizere,
(M) = 29" M = aM

ve

aM (zM)" (35]\/[)w2 e (ad\/[)wp_1 = (xx“"a:“’2 . .a:‘ppfl) M=M

ozellikleri saglandigindan L/M grubu p mertebeden -splitting otomorfizmasima
sahiptir.  Oyleyse Teorem 4.11 geregi L/M nilpotenttir. Ayrica L/M nin
nilpotentlik smifi en fazla ¢ olur ve bu ¢ sayisi p ile L yi tireten minimum tireteg
sayisina baghdir. R = () K olsun. Bu durumda L/R residually nilpotenttir
ve nilpotentlik derecesliLgleoaozla ¢ dir. Bunu gostermek i¢in R # dR € L/R
alalim. Buna gore d ¢ R dir ve R nin tanimi geregi L nin x elemanini igermeyen

sonlu indeksli bir K altgrubu vardir. O halde |L : N| sonlu olacak sekilde L
P
nin K iginde kalan bir N normal altgrubu vardir ve d ¢ N dir. M = [(|N¥'

i=1
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alirsak yukarida kullamlan metodla L/M nilpotent olur. M < N ve L/M
nilpotent oldugundan L/N nilpotenttir ve nilpotentlik derecesi en fazla ¢ dir.
O halde R # dR € L/R i¢gin dR ¢ N/R ve (L/R)/(N/R) = L/N nilpotent
olacak gekilde N/R < L/R vardir. Boylece L/R residually nilpotent olur. L/R
residually nilpotent oldugundan L/R nin birimden farkli her xR elemani igin
bu grubun zR yi igermeyen bir M/R normal altgrubu (L/R)/(M/R) = L/M
nilpotent olacak sekilde vardir. ¢, L/M nin nilpotentlik simifi ise v.(L/M) = M
oldugundan yukaridaki gibi segilecek her M igin ~.(L) € M olur. Dolayisiyla
V(L) € (VM bulunur. M nin L deki indeksi sonlu oldugundan v.(L) C R dir.
Oyleyse L /R nilpotenttir ve nilpotentlik derecesi en fazla ¢ dir.

L/R nilpotent ve sonlu mertebeden sonlu eleman tarafindan iiretildiginden
¢oziilebilir periyodik gruptur. O halde L/R yerel sonlu olur. Dolayisiyla L/R
sonludur. L sonlu iiretegli bir grup ve L/R sonlu oldugundan [16, 1.6.11] geregi
R sonlu iireteglidir. R yerel derecelendirilmis oldugundan R nin sonlu tiretecli
her H altgrubunun |H : V| sonlu olacak sekilde bir V' altgrubu vardir. R sonlu
tiretegli oldugundan H = R alimirsa |R : V| sonlu olacak sekilde R nin bir V'
altgrubu vardir. |L : R| ve |R : V| sonlu oldugundan |L : V| sonlu olur. O halde
R < V olacagindan R, asikar olmayan sonlu tiretilmig bir altgrubuna esit olur.
Oyleyse R = 1 olmak zorundadir. Boylece L sonlu ve nilpotenttir. H < L

oldugundan H sonlu ve nilpotent olur. Dolayisiyla G yerel nilpotenttir. O

Teorem 4.27 G yerel derecelendirilmis S-grup, M = TF (G) ve G nin tim
sonlu mertebeden elemanlar: tarafindan tretilmis normal altgrubu N olsun. Eger
N #1ise M < N <G, G/N serbest periyodik ve N/M basittir. Eger M # 1 ise

G nin sonlu her altgrubu ya devirli ya da metadevirlidir.

ispat. G /N nin birimden farkh bir g/NV elemanini alalim. N nin tanimi geregi ¢
sonsuz mertebeden olur. Buna gore Lemma 4.20 den g/ N sonsuz mertebedendir. O
halde G/N serbest periyodik gruptur. Sonug 4.22 geregi M < N dir. Simdi N/M
nin basit oldugunu gosterelim. M < N < G ve M grubu G nin serbest periyodik
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radikali oldugundan Lemma 4.21 geregi M, N nin de serbest periyodik radikali
olur. N/M grubunun basit olmadigini kabul edelim. Bu durumda M < K < N
olacak sekilde K < N vardir. M < K oldugundan K serbest periyodik degildir.
L, K deki tiim sonlu mertebeden elemanlarla tiretilmis grup olsun. ¢ € Aut K
olmak tizere ¢ bir otomorfizma oldugundan elemanlarin mertebelerini korur. O
halde a € L iken v (a) € L olacagindan LY C L bulunur. Dolaysiyla L, K
nin karakteristik altgrubudur. K < N oldugundan L < N elde edilir. Buna
gore Sonug 4.22 geregi M < L dir. N\L de mertebesi p olan bir x eleman
alalim. Lemma 4.20 geregi x ile eslenikler L tizerinde p mertebeden bir splitting

otomorfizma belirler. Gercekten de,

tammmlanirsa L < N oldugundan ¢, bir fonksiyondur. Ayrica a € L olmak tizere,

xP

Ph(a) =@y (a") =a” =a

ve

aps (a) @2 (a) ... %" (a) = aa®a® ...a* = (ax)Px P =1

ozellikleri saglandigindan L iizerinde p mertebeden bir splitting otomorfizma
vardir. Onerme 4.26 geregi L yerel nilpotent olur. L nin principal factoru H
ise bu grup L nin minimal normal altgrubudur. L bir S-grup oldugundan H
de bir S-grup olur. Ayrica L yerel nilpotent oldugundan Teorem 4.12 geregi H
degismelidir. Oysa bu H nin bir S-grup olmasiyla geligir. O halde N/M basit
olmak zorundadir.

M # 1 olsun. G nin sonlu her altgrubunun devirli veya metadevirli oldugunu
gostermek istiyoruz. G nin sonlu bir F altgrubunu alalm. 1 # m € M
olmak iizere D = m! = <mf | feF > grubunu tanimlayalim. F' sonlu, G yerel
derecelendirilmis oldugundan D sonlu iiretecli yerel derecelendirilmig gruptur ve

F grubu D ftizerine etki eder. R= (] K tamimlayalim. Bu durumda Onerme
|D:K|<o0
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4.26 nin ispatinda oldugu gibi D/R nilpotent olur.

D serbest periyodik oldugundan D/R sonsuzdur. O halde D nin F-degigsmez
olan bir W normal altgrubu R < W olacak sekilde vardir ve D/W serbest
periyodiktir. Ciinkii D/R nilpotent oldugundan D/R de sonlu mertebeden
elemanlar tarafindan tiretilmis grup W/ R ise [16, 5.2.7] geregi (D/R) / (W/R) =
D/W serbest periyodiktir ve R < W < D olur. Bu durumda herbir ¢ asal
sayist i¢in D/W grubunun residually sonlu ¢-grup oldugunu gosterelim. Her
dW € D/W igin D/W nun bu eleman: igermeyen bir M /W normal altgrubu
(D/W) [ (M/W) = D/M sonlu g-grup olacak sekilde varsa D /W residually sonlu
g-grup olur. d € D\W olsun. R <W < D oldugundand ¢ Rdir. R= [\ K

|D:K|<oo
olarak tanimlamigtik. d ¢ R oldugundan D nin d elemammni i¢cermeyen bir T

altgrubu |D : T'| sonlu olacak sekilde vardir. |D : T'| sonlu oldugundan D nin T’
altgrubunda kapsanan bir S normal altgrubu |D : S| sonlu olacak sekilde vardir
ve d ¢ S dir. Boylece R < S dir ve R < D oldugundan R < S elde edilir.
aw ¢ SW/W < D/W ve |D : S| sonlu oldugundan (D/W)/(N/W) = D/N
sonlu olacak sekilde bir N/W < D/W vardir. Ayrica D/R nilpotent oldugundan
D/R nin homomorfik goriintiisii olan (D/R) / (N/R) de nilpotenttir. D/N sonlu
ve nilpotent oldugundan p asal say1 olmak tizere D/N Sylow p-altgruplarimn
carpimu seklinde yazilabilir. Buna gore ¢, p den farkh bir asal say1 olmak iizere,

D/N = Dr (Syl,(D/N)) = D/N = Syl, (D/N) x Eég (Syl, (D/N))

p asal

yazilabilir. D/N sonlu oldugundan Syl, (D/N) sonlu bir g-gruptur. M/N =
121; (Syl, (D/N)) olsun. Buna gore (D/W) /(M/W) = D/M = (D/N)/(M/N)
sonlu g-grup olur.

A= D/WD'D?ve q1|F|olsun. Buna gore A agikar olmayan elemanter degigsmeli
g-gruptur ve F grubu A tizerine grup otomorfizmasi olarak etki eder.

f € Folsun. a € A ise a = dW D'D? olacak sekilde d € D vardir. G bir S-grup,
M < G oldugundan Lemma 4.20 geregi d € M ve f ¢ M igin |f| = |df]| dir.
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Buradan,
af| = |of| = |(@wD'D!| = |a'WD'D*| ||df| = laf| | af| = |f|

bulunur. Boylece F, A iizerine sabit nokta birakmayan otomorfizma grubu olarak
etki eder. F, A daki bir @ noktasini sabit biraktigini kabul edelim. Yani af = a

olsun. Bu durumda ‘af ‘ = |a| ve A bir ¢g-grup oldugundan,
(af)n:1:>a”:1:>n:q\/a:1

bulunur. Burada n = ¢ olamaz. Eger n = ¢ olsaydi ¢ = |af} |1f] ve |f|||F]
oldugundan ¢||F| bulunurdu. Ancak bu ¢ nun secimi ile celigir. Oyleyse a =
1 olacagindan f, a y1 sabit birakiyorsa a birim eleman olmak zorundadir. Bu
durumda Lemma 4.8 geregi A x F' bir Frobenius grup olur. Burada A Frobenius
¢ekirdek, F' de Frobenius tiimleyendir. Ayrica GG grubu hicbir involiisyon igermez.
Eger igerseydi 1 # M < G oldugundan Lemma 4.23 geregi bu involiilsyon M de
olurdu. Ancak bu M nin serbest periyodik olmasiyla celisir. Bu durumda Teorem
4.13 geregi F' nin her Sylow p-altgrubu devirlidir. O halde Teorem 4.14 geregi F

metadevirli grup olur. O
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5. TARTISMA VE SONU(C

“Yerel sonlu S-gruplarinda elemanlarin  merkezleyenleri hakkindaki bilgiler
S-grubun yapist hakkinda ne tir bilgiler verir?” sorusu ve “Yerel sonlu
S-gruplarinda sonlu altgruplarin merkezleyenleri hakkindaki bilgiler S-grubun
yapist hakkinda ne tiir bilgiler verir?” sorusu arastirmaya acik konular olarak
halen beklemektedir.

Bu ve benzer sorular hakkinda Orta Dogu Teknik Universitesi Matematik Boliimii

doktora ogrencilerinden Kivang Ersoy caligmalarini sonlandirmak tizeredir.
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