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Yiiksek Lisans Tezi
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Oznur Oztun(;

Adnan Menderes Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Yrd. Dog. Dr. Ali FILiZ

Integro-diferansiyel denklemlerin niimerik ¢dziimleri konusundaki ¢alismalarin
birlesimi olan bu ¢alismada,

I. Boliimde, integro-diferansiyel denklemlerin genel tanimi verilmis ve bu
denklemlerin uygulama alanlarma deginilmistir. Farklt alanlardaki Ornekler
incelenmistir.

II. Bolimde, integro-diferansiyel denklemlerin varlik ve tekligi iizerinde
incelenmistir. Bu tipteki denklemlerin analitik ¢éziimleri i¢in metotlara deginilmistir.
III. Bolimde, Parabolik volterra integro diferansiyel denklemlerin niimerik
cozlimlerine yer verilmistir. Ayrica bu boliimde, Volterra integro-diferansiyel
denklem ikinci mertebeden yakisatilmistir.
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In this study, which is a collection of works with regard to the numerical solutions of
integro-differantial equations.

Section one refers to the general definition of integro-differantial equations and the
application areas of these equations, and the patterns in the various fields are
examined.

Section two focuses on the existence and unique of integro-differantial equations and
the methods, essential to the analytical solutions of this kind of equations, are
mentioned.

Eventually, section three stresses on the numerical solutions of integro-differantial
equations.

2009, 40 sayfa
Key Words: Integro-Diferantial equations, Explicit method, Implicit method, Crank-
Nicolson method, Theta method, Trapeziodal method, Rectangle method, Bacward-

Euler method.



ONSOZ

Integro-diferansiyel denklemler alanindaki ¢alismalar yaygm olarak kullanilmaktadir.
Bu ¢alismalarin uygulama alanlar1 tip, fizik, radyoaktiflik, biyoloji, tireme fen ve
miihendislik gibi dallari igerir. Integral denklemlerle ilk ugrasilar 19. yiizyiln ilk
yarisinda baslamustir. Onceleri daginik ve rastgele arastirmalar yapilnmisken, ayni
yiizyilin sonlarina dogru daha sistematik ve bilingli aragtirmalarin yapildigi ve bir
takim sonuglarin alinmaya baglandig1 izlenmektedir. Abel 1823 yilinda bir mekanik
problemini inceledigi esnada ilk defa integral denkleme rastladigi bilinmektedir.
Ancak Integral Denklem deyimini Du Bois Reymond’un (1888)’de yaymlanan bir
calismasinda onerdigi anlagilmaktadir (Bocher M. , 1913).

Uygulamali bilim dallarinda bazi problemler tek bir denklem ile ifade edilemezler,
ancak onun yerine birden ¢ok bilinmeyen fonksiyon iceren diferansiyel, integral veya
bunlarm birlesiminden olusan integro-diferansiyel denklemlerin bir biitiinii olarak
ifade edilirler. Bu tip diferansiyel denklem sistemleri, 6zellikle parcali olanlar, bircok
fizik ve miithendislik dalinda ortaya ¢ikmaktadir.

Bu tezin gesitli agamalarinda yardim ve desteginden dolay1 danisman hocam Yrd.
Dog. Ali Filiz’e tesekkiirii bir borg bilirim. Ogrenim hayatim boyunca maddi ve
manevi her tlirlii imkan1 saglayan aileme sonsuz tesekkiirler ediyorum.



1. INTEGRAL DENKLEMLER

1.1 INTEGRAL DENKLEMLERIN TARIHCESI

1.1.1 Giris

Integral denklemler, bilinmeyen fonksiyonun integral isareti altinda bulundugu
denklemler olarak tanimlanmakla birlikte, bu tanim yetersiz kalmaktadir. Bir baska
deyisle, bu tanimdan hareket ederek, integral denklemlerin biitiin tiirlerini ig¢ine alan
teoriyi kurmak olanaksizdir. Bu nedenle, birbirinden ayr1 nitelikteki integral
denklemleri tek tek incelemek gerekmektedir. Boylece genis bir arastirma sahasi

acilmis olmakta ve konu bu oranda daginik bir inceleme tarzi gostermektedir.

Fizik ve miihendislik uygulamalarda zaman zaman bilinmeyen fonksiyonun integral
isareti altinda olan denklemlerle karsilagilir. Bu tiir denklemlere integral denklemler

denir.

Integral denklemler biitiin uzay iizerinden integral alinmasi gerektirdiklerinden global
(evrensel) denklemlerdir. Bu da aranan fonksiyonun bir noktadaki degerinin o
fonksiyonun biitiin uzay {izerinden integralini igeren ifadeler cinsinden bulunmasi

demektir. Integral denklemler genel olarak ¢oziilmesi cok daha zor denklemlerdir.

Bu nedenle fizik ve miihendislik alanlarinda 6nemli bir yeri olan bu tip sistemlerin

yaklagik ¢oziimlerinin bulunmasinin faydali olacag: diistintilmiistiir.

Bu tez g¢aligmasinda, Bolim I’de integro-diferansiyel denklemlerin genel tanima,
literatlirde genelde nerelerde uygulanmis oldugu iizerinde durulacaktir. Boliim II°de

varlik teklik, integro-diferansiyel denklemler, analitik ¢oziimleri ve bu ¢O6ziim



metotlar1 incelenecektir. Bolim III’de Volterra integro-diferansiyel denklemlerin
niimerik ¢oziimleri MATLAB kullanilarak hesaplanacaktir.

En genel haldeki integro-diferansiyel denklem 6rnegin,

d u(t)

_f(r)+j1<(r Eu(E)dE, 1>0
u(0) =y, u'(0) =u,

veya
du(t)—f(t)+_[K(t§ u(£))dE, 150

u(0) =u,

seklindedir. K (z,s,u (5 )) ve K(t,s) fonksiyonlar1 integro-diferansiyel denklemin

cekirdedi, u, veu, baslangic degeri olarak verilir. Bu denklemin Laplace

dontistimleri ile ¢oziilebilmesi i¢in denklemin ¢ekirdeginin konvalisyon tipte olmasi

gerekir.
2. KAYNAK BILDIRiSLERi/ KURAMSAL TEMELLER

Bu bolimde integro-diferansiyel denklemlerin kullanildig1 alanlar {izerinde
durulacaktir. Literatiirde farkli alanlarda nasil ¢aligmalar yapildig1 hakkinda 6rnekler

aciklanacaktir.

2.1 Fizik

Matematik bilimi kisaca Fizigin dilidir. Temel doga bilimi olan Fizik, evrenin
sirlarini, madde yapisini ve bunlarm arasindaki etkilesimlerini agiklamaya calisirken
Fizigin baslica iki metodu vardir; bunlar gozlem ve deneydir. Doga olaylarinin ¢esitli
duyu organlarmi etkilemeleri sonucu fizikte ¢esitli kollarin gelismesi saglanmistir. Bu

sebeple gorme duyusunu uyandiran isikla beraber fizigin bir kolu olan optik



geligmigstir. Ayni sekilde isitme ile akustik, sicak soguk duygusu ile termodinamik v.s.
fizik konular1 ortaya ¢ikmistir. Bunlarin yani sira elektromanyetik gibi dogrudan duyu
organlarmi etkilemeyen kollarinca gelismistir. Fizigin 19. yilizyillin sonuna kadar
gecirdigi asamalarda her ne kadar mekanik temel ise de, birbirinden bagimsiz olarak
incelenen fizik konular1 klasik fizik altinda toplanabilir. 20. ylizyilin basindan itibaren
klasik fizik kurallarindan daha degisik, ancak ¢ok daha mantikli ve miikemmel
sonuglar elde edilmistir. Bu tiir modellerle olay1 agiklayan fizik kollar1 ise, modern
fizik ad1 altinda toplanmustir. Fizik egitimi bugiinde gergege cok yakin sonuglar veren
klasik fizikle baslamaktadir. Fizik degisimin incelenmesi demektir. Fizigin ¢ogu
alani, duragan (statik) olanla degil, devinenle (dinamik olanla) ilgilenir. Fizigin amaci1
evrendeki "gozlenebilir" niceliklerin (enerji, momentum, spin vs.) "nasil" degistigini
anlamaktir.  Fizigin evinimi anlatmak i¢in, temel fizik kuramlarmnin
formiillestirilmesinde kullandig1 temel araglar diferansiyel denklemler ve integro-
diferansiyel denklemler olarak siralanabilir. Hatta cogu temel fizik kurami sadece
diferansiyel denklemler kullanarak formiile edilmistir. (6rn. Newton yasalari,
Maxwell denklemleri, Einstein denklemleri). Kuantum Fizigi ya da Schrodinger
denklemi, Dirac Fizik arastirmalar1 genellikle Kuramsal fizik ve Deneysel fizik olarak
ikiye ayrilir. Bu iki alandaki arastirmalar ise, temel ya da uygulamali arastirmalar

seklinde ayrilir.

2.2 Tip

Ciltteki ilag emilimi konusunda birgok modellemeler 6ne siiriilmektedir. Integro-
diferansiyel denklem sistemleri iizerinde yapilan incelemelerde Barbeiro ve Ferreira
(2007)’nin ilag emilimi konusundaki ¢alismalaridir. Bu modellemelerde integro-
diferansiyel denklemler kullanilmistir. Bu yeni modellemeler bize zaman i¢inde ve

her bir zaman i¢in uzayda ilag yogunlagmasi tanimlamak i¢in tahsis edilir.



2.3 Yayilma

Kisa siireli (gegici, siireksiz), iletken ve 1s1 yayma iletisiminde (tasimada) ortaya
cikan lineer olmayan parcali integro-diferansiyel denklemler tiplerini ¢dziimii i¢in
kullanilmaktadir. Radyasyon problemleri, 1s1 transferinin integro-diferansiyel
denklem ile yonlendirilir. Bu problemlerin miithendislik uygulamalarinda ¢ok genis
caligma alani vardir. Ornegin, yayilim niteliklerinin kararhiligi, parcaciklarmn icindeki
i¢ sicakliklarin dagilimmin tahmini, vb.. Son yirmi yillik siire i¢inde, ters radyasyon
problemleri, tan1 ve tespit problemlerinden optimal dizayn problemlerine, genis

kapsamli pratik uygulamalar1 sebebiyle, ¢cok fazla ilgi gekmektedir.

2.4 Halo Olay1

Kimi zaman gokyliziinde, parlak Ay’m c¢evresinde, ¢ember bigiminde bir olusum
goriiliir. Bu olaya Halo adi verilir. Bu olusum, hemen hemen tiim gokyliziini
kaplayan ve ¢ok kii¢iik (¢aplar1 20.5 mikrometre kadar) buz kristalleri i¢ceren oldukga
yiiksekte bulunan ince bulutlar oldugunda goriiliir.

Farkli integro-radiative transfer denklem ¢ozlimlerinin farkli metotlarmi kullanan,
halo parlakliginin ve renk uyumunun sayisal hesaplari, 22 ve 46 derecede “Halo”
sergileyen kristal bulutlar1 i¢in uygulanmistir. Halo parlakliligin ve kontrastinin
bulutlarmin gorsel sikligmna olan bagimliligint A. Kokhanovsky (2007) tarafindan
incelenmigtir. A. Kokhanovsky Halo kontrast 6lglimlerinden bulut gorsel sikligini

saptamak amactyla basit bir teknik one stiriiliiyor.




Bu boliimde integro-diferansiyel denklemlerin kullanim alanlarma 6rnekler verildi.
Bu tip sistemlerin uygulama alanlar1 tarandiginda integro-diferansiyel denklem
sistemleri Elektromanyetik teori (Bloom, F., 1980), Termoelastikiyet (Kopeikin, I.D.
& Shiskin, V.P., 1984), Biyoloji (Holmaker, K., 1993), Mekanik (Yue, Z.Q. &
Selvadurai, A.P.S., 1995, Abadzadeh, F. & Pak, R.Y.S., 1995), Dalgalarin kirinimi
(Biiytlikaksoy, A. & Alkumru, A., 1995) gibi alanlarda da ortaya ¢ikmaktadir.



3. MATERYAL ve YONTEM
3.1 Materyal

Bu boliimiin temel materyalini MATLAB programi olusturmaktadir. Oncelikle,
Integro-diferansiyel denklemlerin birinci mertebeden yakmnsadigini bu program
kullanilarak goriilmiistiir. Bu denklemlerin analitik ¢ozlimleri i¢in, MATHEMATICA

programindan faydanilmistir.
3.2 Yontem

Yontem olarak ise; Volterra integro-diferansiyel denklemlerin ikinci mertebeden
yakinsadigint gorebilmek icin Oncelikle analitik ¢Ozlimlere ardindan niimerik

coziimlere yer verilmistir.

3.2.1. integro-Diferansiyel denklemler
Bir integro-diferansiyel denklem asagidaki sekilde tanimlansin;

du 0
— = F(tu(), j K(t,7,u(x))dt), t >0, 3.2.1)

u(ty) =u,.
Bu boliimde integro-diferansiyel denklemin niimerik ¢oziimiinii farkli metotlar ile
¢oziilecektir. Oncelikle (4.1.1) tipindeki sistemlerin analitik ve niimerik ¢dziimlerinin

incelenmesinden Once bu tip denklemlerin varlig1 ve tekligi izerinde durulacaktir.

3.2.1.1. Varhk ve Teklik
(3.2.1) seklindeki baglangi¢ deger problemlerinin varlik ve tekligi F fonksiyonun

stirekliligine ve Lipschitz sartlarinin saglanmasina bagl olarak degisir.



D c R iizerinde L > 0degiskeni igin f(x,,»,)— f(x,,¥,) < L|y, — y,| sartm
saglyorsa, f (x, y) fonksiyonu Lipschitz sartini saglar. Burada (xl, Y, ) eD, L

f(x,y) igin Lipschitz sabiti denir.

3.2.1. Ornek

D={(x,y)I<x<2,-3<y<4}bblgesi, f(x,y)=x[y| olmak iizere ve her bir

('xl’yl)’('xl’yz)e D gitfti igin,

|f(x1ay1)_f(x1vyzx :|x|yl|_x|y2||

=|x(|y1|—|y2|)|
S|x||yl —y2|
<2 |y1 _y2|

Buradan hareketle Lipschitz sabitinin 2 oldugu goriiliir.

3.2.2. Teorem

f (x, y) fonksiyonu D < R’ kiimesi iizerinde konveks olsun. L>0 igin,

<L V(x, y) € D varsa, L Lipschitz sabiti ile D tlizerindeki, y i¢in

f(x,y) Lipschitz saglar.

3.2.3. Teorem
D= {(x,y)|a <x<b,~0<y< oo} ve f(x,y) fonksiyonu D iizerinde siirekli olsun.

fonksiyonu y degiskenine gore D iizerinde Lipschitz sartin1 sagliyorsa, baslangi¢

degerli problem y = f(x,y), a<x<b, y(@=a igin, y(x) tek ¢dziime sahiptir.



3.2.4. Ornek

y =1+ xsin(xy) , 0<x<2, y0)=0 baslangic deger problemini gz dniine
alalim. x’1 sabit alalim. f(x,y)=1+ xsin(xy) fonksiyonuna ortalama deger teoremi
uygularsak,

Y, <Y, igin € €(y,,y,) olursa,

f(xlyl)_f(xlyz)zaf(x’g)
M=V y

= x” cos(xe) vef, L=4 Lipschitz sabiti i¢in y

degiskenine gore, Lipschitz sartini saglar.
L (350 31) = £ (350.,)| = [ = 3] [ cos (x|

S4|yl _y2|

Ek olarak f (x,y), 0<x<2 ve ye(—o0,+) iken (3.2.3) teoremi saglar. Burada

y =1+ xsin(xy)tek bir ¢dziime sahiptir.

3.2.5. Tamm

¥ (x)=f(x.y) baslangig deger problemi a<x<b, y (a)=0 icin asagidaki
sartlar1 sagliyorsa, iyi tanimlidir.

i) Problemin y (x) tek ¢dziimii mevcuttur.

ii) Ve >0,3k>0 k(&) 5 (x),[a.b] i¢in |¢,| <& ve §(x),[a,b] iizerinde |5 (x)| <&
iin stirekli ve problemin 7 (¢) ¢oziimii igin,

dn

» =f(xn)+6(x), a<x<b n(a)=a+§, iin,

n(x)—y(x)|<k(8)8 ,

d
YV a < x < b mevcuttur.

3.2.6. Teorem

D= {(x,y)|a <x<b,—0<y< oo} olsun. fsiirekli ve y degiskenine gore D iizerinde

Lipschitz sartin1 sagliyorsa, % =y'=f(x,y), as<x<bh, y(a) =q baslangi¢ deger
X

sart1 iyi tanimlidir.



3.2.7. Ornek

8(y—x2 +l)

D={(x.y)la<x<b,~0<y<of, o
y

=[l|=1y'=y-x*+1,

g =
oy

0<x<2, y(0)=1/2 baslangic deger problemini ele alalim.

8(y—x2 +l)

- =[I|=1 f(x,y)=y—x"+1 Diizerinde Lipschitz sartmi
4

g =
oy

saglayan L=1"dir.

f{—n:r[—xz+l+6, 0<x<2, n(O):%+§O burada & ve &, sabitler olmak tizere
x

X

denklemin ¢6ziimii, y(x)=(x+ l)2 - % seklindedir.

n(x):(x+l)2+(5 +§0—%]e*‘—5

6| <& vele,|<e ise ;

|y(x) -n (x)| = |(5 +&,)e" —6| Vxigin saglamr.
<|6 +¢,|e” +|5|

< (2e2 +l)8

3.2.2. integro-diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimleri

Bu bolimde oncelikle Laplace doniisimii ile ¢ozliimiin nasil yapildig1 verilip,
ardindan analitik ¢oziimlere gegilecektir. Bunlardan birincisi Theta metodu olarak
tanimlanacak. Theta metodunda 6 ’ya farkli degerler verilerek {i¢ farkli yontem elde

edilip, bu yontemden ¢ikan niimerik hatalarin tablolar1 verilecektir.

3.2.3. Laplace Doniisiimii ile Coziimiin Bulunmasi

f (t) fonksiyonu t>0 i¢cin tanimlanmis fonksiyon olsun. Eger bir s sayisi

verildiginde,
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F(s):_[ e dt = hm_[f e'dt.

R—©
0

genellestirilmis integrali yakimsak ise, F(s) fonksiyonuna  f (t) fonksiyonunun

Laplace doniistimii denir.

Lif}=F(s).

3.2.8 Ornek
f (f ) =1 fonksiyonun Laplace doniistimii,
R

—st
Ile Sdt = hm edt =lim$—| = lim—l(e""R —e’ ) = hm (L —lj 1

R—)w Row —g¢ Rox ¢ s Row sR Ky
0

e

Buradan hareketle L {1} = ! oldugu goriiliir.
s
t
3.2.9. Ornek y'=1-y(s)ds (3.2.1)
0

integro-diferansiyel denklemi y(0)=0 baslangic sart1 ile verilsin. Oncelikle bu

denklemin ger¢ek ¢oziimiinii elde edelim. (4.2.3) denklemin her iki tarafinin

Laplace’ni1 alirsak,

s£{y}-y(0)=£ { {I y(s )ds} (konvalisyon tipte £{I f (s)g(s)} =F*G baslangic

sartive £ {l} 1 oldugu kullanilip gerekli diizenlemeler yapilip,
s
£{y}(s+l):l ve £{y}= ! (3.2.2)
s" s s?+1

elde edilir.

(3.2.2) denklemin her iki tarafinin ters Laplace doniisiimii alindiginda, y(#) = sin(¢)

gergek ¢oziimii elde edilir. Gergek ¢oziim farkl: bir yolla da elde edilebilir.

t
(3.2.1) denklemin her iki tarafinin tiirevi alindiginda, y":0+(_[ y(s)ds)' isleme
0

devam edildiginde,
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y'==y)

- sonucuna  varilr.
y'+y=0 r=+i
y=ce " +ce” (e"=cost+isint ve e =cost—isint ) ise,
y=(c,+c,)cost+(—cji+c,i)sint ,
(¢, +c,)=A4, (—ci+c,i)=B denilirse,
y=Acost+ Bsint (3.2.3)

(3.2.3) denklemin her iki tarafinin tiirevi alindiginda,

y'=—Asint+ Bcost, y(0)=0 ve »'(0)=1 baslangic sartlar1 uygulanip
0= Acos0+ Bsin0 kullanildiginda, y(z) = sin(¢) tekrardan elde edilir.

3.2.4. Theta metodu
u'(t)=f(t,u(t)), u(t,)=u, baslangic deger problemini 0-metodu ile niimerik
olarak,

ii,, =d,+h[(1-0)i,+0i
iy =u(ty)

ile ¢oziiliir.

n+l

Burada, 6=0 alinirsa, leri-Euler yontemi elde edilir. =1 ile Geri-Euler yontemi elde
edilir. 6=1/2 oldugunda ise, Yamuklar yontemi elde edilir. 6-metodunu (3.2.1)

denklemine dayandirdigimizda,

ii,, =i, +h[ F(t,.i,Z,)(1-0)+0F (t,,.u,,.%,,) | elde edilir
Burada, z, = th: w, K (tn,tj,u(tj» olur. (3.2.1) integro-diferansiyel denklemini ele
J=0

alalim. En genel haldeki Theta metodu;

Iyt

Vo = 2, + H(A=0)(1= | y(s)ds) +6(1- | »(s)ds)] yazldiginda,

0

b n
_[f(t) dt = h[% +ht et Lo +%] = hz w].f(tj) oldugu kullanilarak,
a Jj=0

n+l

By =0, HHA=01= KL w, ) +0(1h 3w, £))]
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n n+l
+0(1-h) w,y, +hY w,y,) esitligi elde edilir.

J=0 Jj=n

hz w, f;=1(n) olmasindan faydalanarak,

J=0
h’ h -
Y, (1+6 7) =y, +h[(1-0)1-1(n)+6(1-1(n)- 5 »,) elde edilir. Buradan y,,,

yalniz birakildiginda,

y,+ h[(l —0)(1—7(m)) +6(1 — I(n) —’;y»}

Vort = (3.2.4)

hZ
1+0—
( 2)

seklindedir.
Esitligin en son hali, yukarida belirtildigi gibi Theta metodu dur.

3.2.5. Acik Metot
Theta metodunda (4.2.4) denkleminde 6= 0 verilerek, asagidaki forma donistiiriiliir.

Vo =Y, +hl(1=1(n))] (3.2.5)

Benzer gekilde 6 =0 alindiginda metodun birinci mertebeden yakisadigi goriiliir.

Niimerik hata tablosu olusturuldugunda,

Ornek (3.2.9)’un 0=0 icin hata tablosu ,

t h=0.1 h=0.05 h=0.025

0.1 1.67e-004 1.04e-004 5.72e-005
0.2 8.31e-004 4.56e-004 2.38e-004
0.3 1.98e-003 1.05e-003 5.40e-004
0.4 3.60e-003 1.88e-003 9.56e-004
0.5 5.66e-003 2.92e-003 1.48e-003
0.6 8.12e-003 4.15e-003 2.10e-003
0.7 1.09e-002 5.55e-003 2.80e-003
0.8 1.40e-002 7.10e-003 3.57e-003
0.9 1.74e-002 8.76e-003 4.39¢-003
1.0 2.09e-002 1.05e-002 5.25e-003




3.2.6. Kapah Metot
Son olarak (3.2.4) denkleminde =1 alinarak, kapali metot elde edilir ki, bu denklem

yn+1 =

seklindedir. Bu metotta a¢ik metot gibi birinci mertebeden yakinsar. Niimerik hata

v, +h(l—l(n)—zyn)

hZ
(1 +7)

tablosu asagidaki gibi verilebilir.

Ornek (3.2.9)’un 0=1 icin hata tablosu ,

t h=0.1 h=0.05 h=0.025

0.1 3.31e-004 1.45e-004 6.75e-005
0.2 1.15e-003 5.36e-004 2.58e-004
0.3 2.44e-003 1.16e-003 5.68e-004
0.4 4.16e-003 2.02e-003 9.91e-004
0.5 6.29¢-003 3.07e-003 1.52e-003
0.6 8.77e-003 4.31e-003 2.14e-003
0.7 1.16e-002 5.71e-003 2.84e-003
0.8 1.46e-002 7.24e-003 3.60e-003
0.9 1.78e-002 8.86e-003 4.42e-003
1.0 2.11e-002 1.05e-002 5.26e-003

3.2.7. Yamuklar metodu
(3.2.4) denkleminde 6 =0.5 verildiginde theta metodu asagidaki gibi olur ki,

yn+1 =

(3.2.5) yamuklar metodudur. 6 yukaridaki gibi alindiginda, yontem ikinci

mertebeden yakinsama saglanir. Niimerik hata tablosu da asagidaki gibidir.

y, +’;[(l—l(n»+<l—l(n>—’2“y,,>}
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(3.2.6)

(3.2.7)



Ornek (3.2.9)’ un 6=0.5 icin hata tablosu,

t h=0.1 h=0.05 h=0.025

0.1 8.28e-005 2.07e-005 5.18e-006
0.2 1.63e-004 4.08e-005 1.02e-005
0.3 2.38e-004 5.97e-005 1.49¢-005
0.4 3.07e-004 7.67e-005 1.92e-005
0.5 3.65e-004 9.14e-005 2.29¢-005
0.6 4.12e-004 1.03e-004 2.58e-005
0.7 4.46e-004 1.12e-004 2.79¢-005
0.8 4.64e-004 1.16e-004 2.90e-005
0.9 4.66e-004 1.17e-004 2.91e-005
1.0 4.50e-004 1.13e-004 2.81e-005

Bir integro-diferansiyel denklemi Runge-Kutta yontemi ile ikinci mertebeden
yakinsatabilmek i¢in, agagidaki islemler diizenlenebilir. Bunun i¢in diferansiyel kismi
icin ikinci mertebeden Runge-Kutta yontemi uygulayalim. Bununla birlikte, integral
kismi i¢in dikdortgenler yontemi kullanirsak, birinci mertebeden yakimnsar. Bunun
nedeni, dikdortgenler yonteminin birinci mertebeden yakinsamasidir. Eger, integral
kismin1 yamuklar metoduyla yakinsatirsak, integro-diferansiyel denklem ikinci

mertebeden yakinsar.

3.2.8. ikinci mertebeden Runge-Kutta metodu (RK2)

t
Ornek 3.2.3. y'=—[y(s)ds 120, y(1)=0 (3.2.8)

0
(3.2.8) integro-diferansiyel denklemi g6z oniine alalim. Gergek ¢6ziim, y =cost olur.

Bu Integro-diferansiyel denklemi, ikinci mertebeden Runge-Kutta metodu (RK2) ile
cozebiliriz. Adi diferansiyel denklemlerde RK2 metodu asagidaki gibi verilir.

kl :hf(tn’yn)
ky=hf(t,+hy,+k)

1
Yot = Va +5[k1 +hk,].

Simdi Runge-Kutta metodunu integro-diferansiyel denklemlere uygulayalim.
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ki =hf(tn,yn,fy(S)ds)

k, :hf(tn’yn’hzwn/yj)
=0

t!l

ky =hf(t,+h,y,+k, [ y(s)ds)
0

n+l

ky=hf(t,+hy,+k,h) y)
Jj=0

b, =—h1(i)

Boylece, h
ky =—h[I(i)+ 5 (@) +y(i+1)]

oldugu goriiliir.

Hi+1) = p(0)+ 21 = hr@) - B~ (@) + 9 +1) ]

Gerekli diizenlemeler yapilarak,

2

yli + 1){1 + é} = y(i)+ {— hI(i)— % y(i)} ve
(15 )0
(%)
4

Ornek (3.2.2) i¢in h=0.1 , h=0.05 , h=0.025 verilerek niimerik hata tablosu asagidaki

Wi+1)=

elde edilir.  (3.2.7)

gibidir.

Ornek (3.2.9)’ un RK2 hata tablosu,

t h=0.1 h=0.05 h=0.025

0.1 8.30e-006 2.08e-006 5.20e-007
0.2 3.30e-005 8.27e-006 2.07e-006
0.3 7.37e-005 1.85e-005 4.62e-006
0.4 1.30e-004 3.24e-005 8.11e-006
0.5 1.99e-004 4.99¢-005 1.25e-005
0.6 2.82e-004 7.05e-005 1.76e-005
0.7 3.75e-004 9.39e-005 2.35e-005
0.8 4.77e-004 1.20e-004 2.99¢-005
0.9 5.86e-004 1.47e-004 3.67e-005
1.0 7.00e-004 1.75e-004 4.38e-005
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4. PARABOLIK TIPTEKI VOLTERRA INTEGRO-
DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN NUMERIK
COZUMLERI

Bu boliimde amag Oncelikle Volterra integro-diferansiyel denklemlerin genel tanimi
verilecek. Bu tipteki integro-diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimlemeleri

tzerinde durulacaktir.

Parabolik tipteki integro-diferansiyel denklemlerin iki zaman araliginda yakinsaklik
ve kararlilig1 verilecek. Eger integral terim yok ise bu metotlar, Crank-Nicolson ve
Geri-Euler metotlarma indirgenir. Daha yiiksek mertebeden kesme hatalar1 veren
dikdortgenler metodu tarafindan her bir durumda integral terimine yaklagilir, boylece
metodun daha kullanishi olmasi amaciyla dikdortgenler metodu i¢in genis zaman

adimlari kullanildi.

4.1. Giris

u, + Au :jK(t,s)Bu(s)ds+f(t), t>0 (4.1.1)

A sinirlt olmayan pozitif A Hilbert uzayi igcinde D(A) tizerindeki bitigik operatordiir.
B, D(B) o D(A) Hilbert uzayi iizerinde bir operatordiir. Bu esitlik u(0)=v baslangig
sart1 verilsin. K(t,s), 0<s<¢ arasinda her ikisinde degisebilen gercek degerli diizgiin
stirekli bir fonksiyondur. u(x,z) Qx R" {lizerinde tanimlanan tipik durumdur.

Eliptik form,

9 0
A :2 — | a. 4.1.2
. o, {a” ou ] ( )

bi¢giminde verilir.

Bu diger diferansiyel operator iki veya daha az mertebedendir. H=L,(Q),

D(A)= H)(Q)NH*(Q).
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Bu caligmada, Geri-Euler ve Crank-Nicolson metotlarin1 sirasiyla (4.1.1)
denklemine dayandirarak iki farkli zaman ayrmmmin yakinsaklik sonuglar1 ve
kararlhiligini elde edecegiz.

Pratikte x-uzay ve t-zaman degiskenleri oldugundan A4 ve B operatorleri gergek
diferansiyel operatorler degildir. Bu operatdrler h parametresine bazi noktalarda bagli
oldugu gosterilecektir. Eger, elde ettigimiz tiim hesaplamalar h i¢ginde ayni ise,
sonuclarimiz kullanisl olacaktir.

Zaman araligmin bu niteligi bu calismada incelenen integral teriminin ele alinig
biciminde yatiyor. £ zaman adimi sifira yakimsadiginda, Geri-Euler veya Crank
Nicolson gecerliyken, gittikge seyrek olan integral teriminin zaman araliklarmni
kullanacagiz. Ozellikle Crank-Nicolson metodu igin bazi farkli nitelikleri analizin

icine kullanmak amaciyla integral teriminin bu ekonomik davranisi goriilecektir.

4.2 PARABOLIK VOLTERRA INTEGRO-DIFERANSIYEL
DENKLEM

4.2.0. Tanim

t

%(x,t) = Au(x,t)+ /1_[ K(t,5)Bu(x,s)ds + f(x,f) D=BxL (4.2.1)
0
D= {(x,t) O<x<m, 0<t<T } u baglangic ve sinir-deger sartlarina sahip ve

0<x<7m u(x,0)=f(x)

u(0,¢) =u(rw,t)=0 (4.2.2)

olsun. Burada D’nin kapamist D seklindedir. 4, ikinci mertebeden eliptik kismi
diferansiyel operator ve B, ikinci mertebeden kismi diferansiyel operatdrdiir. Burada,
her ikisi de siirekli fonksiyonlar olsun. (4.2.1) esitligine (4.2.2) baslangi¢ ve smir
deger sartlarini uygulanarak ¢oziilecektir. Cekirdek K(s,?) siirekli, 0 <s <¢ i¢in her
deger igin gercel degerli bir fonksiyon, f(x,7) x ve ¢ nin silirekli bir fonksiyonu
olsun. Bu tipteki integro-diferansiyel denkleme parabolik tipteki integro-diferansiyel

denklemler denir.
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4.2.1. Dikdortgenler Metodu

Niimerik metotlar £ zaman adimiyla dikdortgenler metodunun bir bilesimi olacaktir.

D ’nin tamimim diisiindiigiimiizde, biz m ve n’yi pozitif tamsayilar i¢in tanimlansmn.

p=L

T
m n

h:

Diy ={(ih, jk)| i =012, m 5j=0,12,....,m |

51.’]. lizerinde tanimlanmis herhangi bir U fonksiyonu i¢in, U, ; = U(ih, jk) olsun.

Biz (4.2.1) igindeki farkli ayrisimi ile zaman tiirevini yer degistirilip, integral terime

U, =U(ih, jk) ve a, dikdortgen noktalarini oldugu u(x,s)’ye yaklastig1 yerlerde

dikdortgenler metodu kullanildiginda,

nk n—1
| K(t5) uCes)ds =k Y o, K (1. jk)U (ih, jk) (4.2.3)
0 j=0

seklindedir. Boyle bir metottaki en biiyiik sorunlardan biri eger j<n i¢in «, #0

olmasidir. Daha sonra U (ih, jk) nin tiim degerleri korumak zorundadir. Sloan ve
Thomee (1986) birka¢ nokta iizerine dayandirdigi verilerin saklanmaya ihtiyag
oldugu zaman seviye sayis1 azaltilarak dikdortgenler metodu one siiriildii.

Dikdortgenler metodunun en genel formu

n—1 t,
o"(g)=ky a,gt)~[g(s). t =jk (4.2.2)
Jj=0 0
seklindedir.
— n—1
Yol gy, + > a,K(t,.t,)U (ih, jk) (4.2.3)
Jj=0

Geri-Euler metodunun dogruluk mertebesiyle olusan en basit dikdortgensel metot,

ni:anj:nk:tn:T

J=0

olsundiye 0< j<n-1 i¢ine,; =k segilerek

o"(g)= ng(tj), t, = jk metottur.
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4.2.1. Ornek

( 1) = K' (x t)+/1_[exp( (t—7))u(x,7)dr (4.2.4)

0<t¢t, 0<x<rmicgin, wu(x,0)=sinx, u(0,¢)=u(r,t)=0 baslangig sartlariyla
verilsin. Bu denklemin ger¢ek ¢oziimiiniin (3.2.4) esitliginin Laplace doniisiimiinii

alirsak,

L {%(x, t)} =L {K‘g—:;l (x,0)+ lleXP(—(f —T))“(X’T)df}

{—( t)} % ve L{%(x,t)}=sL{u(x,t)}—u(x,0)}=sU(x,s)—u(x,0)

olmasindan faydalanarak,

L{u(x,t)} =U(x,s)=U oldugu yerlerde

U(x,s)
s+1

+A

2
sU(x,s)—u(x,0)=K d ZZZ()ZC’S)

(4.2.5)

s > a oldugunda (4.2.5) bulunur.

L{exp(at)} = {

(4.2.5) denklemi yeniden diizenlenerek ve u(x,0)=sinx baslangi¢ sart1 kullanilarak
biz

2 _ 2_
k4 Y Uxs) AZS S Ging (4.2.6)
dx s+1

veya K tarafindan her iki taraf boliinerek,

2 <2 :
dU+U(x,s)(/l : s]:—smx (4.2.7)

dx’ K(s+1) K
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0zel ¢oziim i¢in,
V(x.s) = Asin x + Bcosx her iki tarafin tiirevi alinarak, (4.2.8)
V'(x.s) =—Asinx —Bcosx elde edilir. (4.2.9)
U"(x,s) ve U(x,s)yerine (4.2.7) esitligi icindeki V' (x,s) ve V"(x,s) koyarsak
asagidaki esitligi elde ederiz.

2 .
—Asinx — B cos x+(Asin x + Bcos x) AosTos - Sy (4.2.10)
K(s+1) K

(4.2.10) esitliginden B=0 oldugu goriilir. (4.2.10) tekrar diizenlenip ve B=0

konulduktan sonra biz

2 .
—sinx| A—A4 M __smX ve
K(s+1) K

s+1

A:s2+s(K+l)+K—/1 4211
oldugunu goriiriiz.
(4.2.11) ’ in ¢Oziimii
a,peC (4.2.12)
t ¢ yi iceren sinir sartlarmin Laplace doniisiimii alinarak biz,
L{u(0,0)}=U(0,s)  L{u(m,s)}=U(m,s) (4.2.13)
elde ederiz.
(4.2.12) icindeki (4.2.13) *iin ilk sart1 kullanilarak, C, +C, =0 (4.2.14)

Ikinci baslangig sart1 [U (m,s)= 0] kullanildiginda,

A—s"—s M—sz—s
Clexp[ m}'FCZ exp[— m}—o (4215)

(4.2.14) ve (4.2.15)’denC, = C, =0 elde ederiz ve boylece (4.2.7) ¢oziimii
U(x,s)=V(x,s) halini alir.
Eger (4.2.8) esitligini (4.2.11) denkleminde kullanirsak,

s+1 )
Vix,s)=
(x.5) (s2+s(K+l)+K—/1]8mx

K +1 N-K?+2K —1-42
o= - ve = 5 koyalim.
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Esitligi tekrar yazdigimizda

V(x,S)ZL(S-'_a)-F(l_a)}sinx

(s+oc)2+[32

o, B € C oldugu yerde

Vix,s)= (”f‘ ) (=) b sin x (4.2.16)
(s+a) +p° B (s+a) +p°

(4.2.14) esitligine ters Laplace doniisiimii uygulandiginda,

AT IR | G N ) N S NS (4.2.17)
(s+a) +p° B (s+a) +p°

a > 0oldugu zaman s+a >0 igin,

+
L {((S—Za)} =exp(—at)cosat ve L {%} = exp(—at)sinat olur.

s+a) +a’ (s+a) +a

Bu nedenle biz,

v(x,t)= exp(—at)(cos Bt +  sin ﬁt]sinx oldugunu gérmiis oluruz.

Bu yiizden,

(4.2.4) bizim ana problemimizin gercek ¢céziimii bdylece,

u(x, 1) = exp(—oct)(cos pr+—%sin ﬁt] sin x (4.2.18)

Gergek ¢oziim boylece tamamlanmis olur.

4.2.2. Niimerik Co6ziim

Eger u,i¢in Geri-Farklar uygularsak, (4.2.4) i¢indeki u_ merkezi farklar ve integral

terimi i¢in dikdortgenler metodu uygularsak,

Uiy =V - K U, =2U, +U,
k n?

+/1§exp(—(t—r))u(x,r) j=1

v=0




22

2 —_— f—
= —K2+1 e f= VoK 42K 142 oldugu yerde
u(x,t)= exp(—at)(cos Bt + ;}a sin ﬁt] sin x (4.2.19)

elde edilir.
A>0 icin u(x,t)=exp(-t) cosh+/2 sin x
(4.2.18) esitliginde K =1 alinarak,

A>0 icin u(x,t)=exp(-t) cosh+/2 sin x (4.2.20)
(4.2.18)esitliginde benzer sekilde K =1 ve A =—1 konularak,
u(x,t)=exp(—t) costsinx (4.2.21)
(4.2.21), (4.1.20)’deki problemin en basit formuna benzetilmistir. Simdi

(4.2.18)’deki 6rnegi Crank-Nicolson ve Geri-Euler metoduyla ¢ozecegiz. Oncelikle
(4.2.18) esitliginde integral terimi boyunca dikdortgenler metodu kullaniriz.

Eger u,i¢in Geri-Farklar uygularsak, (4.2.18) i¢indeki u _ merkezi farklar ve integral

terimi i¢in dikdortgenler metodu ile,

Uiy =V - K U, —2U, +U,
k n?
I
+2) exp(-(t—t)u(x,r) j=1
v=0

ifadesini elde ederiz.
Ornek (4.2.1)’in dikdortgenler metodu hata tablosu

T

h=—"_
100

7=0.5 k=0.005 k=0.0025 k=0.00125
x GERCEK| HATA'1 HATA 2 HATA 3

0.31 ]0.16448 | 0.109841e-03| 0.584606e-04| 0.274675e-04
0.63 |0.31287 | 0.208929¢-03| 0.111199¢-03| 0.522463e-04
0.94 |0.43062 | 0.287567e-03| 0.153052e-03| 0.719108e-04
1.26 | 050623 | 0.338055e-03| 0.179923e-03| 0.845362¢-04
1.57 ]0.53228 | 0.355452e-03] 0.189182¢-03| 0.888866e-04




23

4.3 GERI-EULER METODU

k zaman adimi ise, Geri-Euler yaklagik metoduyla,

_ n-1
% +Au, =k> w K, Bu, + f,,n>1, 43.1)

J=0
u, € D(A), u(nk)‘ya yaklagik oldugu ve f, = f(nk), k, =k(nk, jk), baslangi¢ sart1
u, =u(0)=v, sag taraftaki toplam ¢ =nk’ya esit olan ¢ ile (4.2.1)’in integral

teriminin  dikddrtgensel yaklagimidir. Bu nedenle w,, dikdortgensel metodunun

agirlik noktalaridir.
nk n-1
[ g(s)ds ~ kY w,g(jk) (4.3.2)
0 Jj=0

Bu 6zel dikdortgensel formiil 6zel durumlarda da devam eder.

Geri-Euler metodunun tam O(k) ile tutarli olan en basit metot dikdortgensel metottur,

yani 0<j<n-1 ig¢in w,=k oldugu noktalar i¢indeki kuraldir. Bununla beraber

giriste agiklandig1 gibi 6zellikle k£ kiiclik oldugunda oldukga fazla seyrek olan bir
dikdortgensel metodu kullanmanin pek ¢ok sebebi vardir. Bu nedenle, bunun yerine

biz miimkiin oldugu kadar daha genis k, = mk zaman adimlarina sahip dikdortgensel
bir metot bulmaya ¢alisiyoruz. (m’nin k’ye bagimli oldugu bir pozitif tamsay1 oldugu
ve drnegin mZ[k’”z] k, = O(k”z) oldugu yerde).

I=1(n) en bilyiik sifir olmayan tamsay1 ki, /k, < nk ‘y1 biz[0,lk,|U[lk,,nk] alalim.
Integral araligi ve k, adim arahig: ile dikdortgensel kurali tarafindan ilk dnce alt

araliklar tlizerinde integral yaklasimi ve kadim araligi ile dikdortgensel metodu
yazariz. ikinci parca icin dikdortgenler metodu yeterlidir ancak ilk kisim icin daha

yiiksek mertebeden kurala ihtiya¢ duyulur. j, & ’dan dan daha yavas sifira yaklastigi

igin k, telafi edilebilirdir. Ik terim igin yamuklar metodu 6ne siiriiyoruz.

_[ g(s)ds = k, [% g0)+glk)+.......... + g((l —l)kl)}
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+le +k] gUlk)+k| g (ki +k)+........ +g((n-1)k)]. (4.33)

Yukaridaki gibidir ki eger /=0 ise, yamuklar metodu yok sayilacaktir.
Acikgast bu ¢ok sayida degeri sifir yapan agirlik noktalart ile (4.3.2) denkleminin bir
formiiliidiir. Eger biz nk’yi sabit tarafindan yukaridaki gibi smirlandirildigini

varsayarsak, yeterli diizenli fonksiyon olan g i¢in kesme  hatasi

O(k + k,k) mertebedendir. Bu nedenle, eger k, = O(k” 2) ise, Geri-Euler metoduyla

tutarlilik basarihidir. Eger k, = mk ile mZ[k’” 2] icin bu durumu gésterir. j >0 igin,

w,; (4.3.3) dikdortgensel kuralin noktalari, yeterince biiytik i¢in, yalnizea & adim

uzunlugunun yamuklar kurali i¢cindekilerdir ve bu yiizden » ’den bagimsizdirlar.

w'ln>i(j),
W, :{ ' (4.3.4)

w;, j <n<i()),

Daha kesin bigimde w; ve w? her ikisi de 7 ’den bagimsiz oldugu yerlerde ve j ’den
daha biiyiik ise, k,/k=m ’nin en kiiciik ¢arpanidir. w} noktalar1 &, adim uzunlugu
icin yamuklar metodunun noktalaridir. j, sifir, m 'nin sifir olmayan ¢arpani, m ’nin
carpant olup olmadigina gore sifir veya k,,1/2k, degerlerine sahiptir. wf. noktalar1
n, j’nin yakminda oldugu zaman uygulanabilir. 1/2k +k degeri m’nin sifir
olmayan ¢arpan1 j olmadik¢a k& dikdortgensel degerine sahiptir.

n’nin bagimsiz ve j <n i¢in elde edilebilir toplama sahip niceligi tarafindan w,,

smirlandirilir ki, bu bize daha sonra yardimeci olacaktir. Ozellikle, (4.3.4)’dan elde

ettigimiz

< ! 2):
Wi = max(wj Wi )= Wis

(4.3.5)

oldugu yerlerde ( £ <1 farz edilerek) kolayca goriiliir.
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n—1
D ow, <2nk+1 (4.3.6)

=0
Simdi (4.3.1) esitliginin kararliligini diistinelim.

u,=Eu,_,+kEh, (4.3.7)
olarak (4.3.1)’tin sag taraftaki toplami yazildiginda ve wu, icin (4.3.1) acik¢a
¢oziilldiigiinde, biz E, = (I +kA)”" oldugu yerlerde, A’nin 6zdegerleri 0°dan uzakta
smirlandirildigi igin A gercekte pozitif tanimlilig1 sayesinde H {izerinde sinirlt bir

operatordiir, biz |E, | <1 elde ederiz. »’nin r(A)=(1+A)" rasyonel fonksiyon

oldugu yerlerde, E, = r(kA) yazmak kullamslidur.

u(0)=v baslangig sart1 kullanilarak ve tekrarlanilarak biz
u,=Ev+kE™" (q]. +f ), elde ederiz.

bu nedenle

n

Z Ey imq/’

J=1

£l (43.8)

u,| < ||v|| +k

+ kzn:
j=1

Suanda ikinci terim

n n j—1 n—1 n
n—j+l1 _ n—j+l1 _ n—j+l1
Z E g, = Z £y Z Wk Bu, = Z Z Wk i By Uy,
Jj=1 Jj=1 s=0

s=0 \ j=s+1

ve bu nedenle,

k <

n
n—j+l1
Z Eq;
Jj=1

K, ve c bazi sabitleri i¢in

”z‘w,-sk_,.qE:f“kAHuAlBus
5=0

[47'Bg| < cle] g < D(4) 43.9)
vE
[K(t.5)] <K, (4.3.10)

uygun olarak kabul edilir. Sonrakinden ve (4.3.5)’den takip edildiginde,
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Z w, K E7 <sup z w, K, (1) 2
Jj=s+1 AeR Jj=s+l1
" i Ar (A
<K,w, sup ]ZS;] r(A)  A<Kw, Sfigr((/l)) =K,w, olur.

Bu nedenle, (4.3.8) denkleminden asagidaki ifade elde edilir:

n n—l
| <+ 2 1]+ Ko o
Jj=1 s=0

Asagida, ispatlarimizda kullanacagimiz Gronwall Lemmasini verelim.

Lemma 4.3.1. {wn}negatif olmayan reel sayilarin bir dizisi olsun.
w,<a, +Zﬁsws,n>0
B, > 0 ve negatif olmayan azalmayan dizi {an} oldugu yerlerde belirtilir. Daha sonra,

n-1
w, <a, exp(ZﬁS],nZO
s=0

Lemma 4.3.1 yardimiyla (4.3.6) sinirinin son adimda kullanildig: yerlerde,

<3307 oo eS| < I3 Jennlre o)

elde ederiz.

Teorem 4.3.2. (4.3.8) esitligi farz edilsin. Daha sonra eger nk<T ise, (4.3.3)
dikdortgensel metodu ile Geri-Euler metodu (4.3.1) iiretir.

<) 4] < 6 ()l msn

Daha sonra ki adimda zaman ayrimmdan sonug¢lanan hata ig¢in bir hesap elde
edilir.§, =u, —u(nk) almip, (4.3.1) ve (4.2.1) den takip edilebilir ki, &, bu esitligi

belirtir.

moon

2 5"‘+A§ ZwKBg +T,,n>1 (4.3.11)
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Gergek ¢Oziimiin,

r, :u,(nk)—u(nk)_uk((n_l)k) Tk(nk s Bu ds+2w k Bu ]k

njnj
0

u,| <|v|+c, sagladig1 varsayilirsa, ilk iki terimin farki normu iginde ck/2 ile
23 1

smirlanir. Dikdortgensel yaklasimdan kesme hatasina yapilan katki, ilki 4, adim

uzunluguna sahip yamuk metodundan, ikincisi ise dikdortgen kuralindan kaynaklanan

iki kistmdan meydana gelir.

Eger  biz ‘ (g)(l( (s,t)Bu(t)|<c, ve <c oldugunu

‘(g—;)(K (s,8)Bu(t)

varsayarsak, daha sonra %nkcgkf +%klczk. dikdortgensel hata ile sinirlandirilir. Bu

yiizden, ek olarak k&, = O(k ) varsayarsak, sonradan toplam kesme hatasi bazi sabit
c,’ler igin,
||Fn|| < nkce,k, (4.3.12)

saglar.

Yukarida, K her yerde yeterince diizgiin siirekli farz edildigi i¢cin, kBu tizerindeki
yukaridaki kosullar, Bu ’da ki uygun kosullarla degistirebilinir.

(4.3.11) (4.3.1) ile ayn1 ama &, tarafindan u, ve I', kesme hatasi tarafindan f,

Teorem 1 den hemen takip edilir (v=&,=0).

Teorem 4.3.3. (4.3.8) denklemini elde ettigimizi

|Bu,|| [0,T7]

smirlandirildigmi varsayalim. Hatta k, = O(k"?) oldugunu farz edelim. Daha sonra,

the Geri-Euler metodundaki hata

Bu yiizden, eger ¢oziim u yeteri kadar diizenli siirekli ise, [0,7] smirli bir zaman

araliginda, Geri-Euler metodu O(k) mertebesi ile yakinsar. (Giriste belirtildigi gibi,

h ’nin iginde, ¢esitli sinirlar benzer olmalidir.
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Teorem 4.3.3’deki diizenlilik kosullar1 olduk¢a katidir. Problemin parabolik

karakterinden kaynaklanan diizgiin siireklilik niteligi sayesinde, bunun biraz

hafifletilebilecegi beklenir. Ayrica, |Bu,| smurh olmasa da, k =O0(k'?) vyi
kiimeleyerek, O(k )’nin yakinsama oraninin yinede devam ettirebilecegine dikkat

edilmelidir. Eger integral in ilk tiirevleri ile siirlanirsa, bu yamuklar kuralinin O(k )

mertebesinden bir kesme hatasina sahip olmasindan dolayidir. Tabi ki bu durumda,
yamuk kurali & adim uzunlugunun dikdortgen kurali iizerinde herhangi bir 6nemli

avantaj ortaya ¢ikarmaz.

4.4 CRANK-NICOLSON METODU

(4.2.1)’in zaman ayrimli versiyonu,

A _N Ny K Bu+ (4.4.1)

1
u,— unfl —
n
k 2 Jj=0

n

Sag taraf iizerindeki toplam ve j;n = f((n —l)k),IN( = ((n —l)k,jk)

%jk ile(4.2.1)’in integral terimine

O{(n —l)k,(n —%j k} oldugu yerlerde = (n -~

dikdortgensel bir yakinsamadir. Bu nedenle bu w,, noktalar1 dikddrtgensel formun

noktalardir.

Dikdortgensel kurali agik bir sekilde belirtmek icin 2/k, <nk Oyle ki, en biiylik
negatif olmayan tamsay1 / = /(n) olsun. Integral araligni {(n—l)k,(n—%j k} olarak

yazalim. {lk aralikta k, adim uzunluguyla Simpson kuralini, ikinci kistmda yamuklar

k adim araligrtyla yamuklar kurali ve son adimda £ /2 adim arahigiyla tek bir

dikdortgenler kurali kullanilir. Bu nedenle bu yaklagim,
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eger [=0 veya n=2lm+1 ise uygun degisimlerle saglanir. (Birinci durumda

Simpson kuralmin katkis1 yoktur. ikincisinde, yamuklar metodunun katkis1 yoktur,

yukarida T ile sirlandirilirsa daha sonra kesme hatast  O(k‘kk’ + k%)
mertebedendir. Bu nedenle kesme hatasi O(k”)mertebedendir. Bu nedenle eger,

k, = O(k'?) ise, Crank-Nicolson ydntemi ile tutarlilik saglanir.

4.4.1. Crank-Nicolson metodu analizi
Crank-Nicolson metodu bize (4.2.4) denkleminin O(k*) yerel kesme hatasi verir.

Oncelikle bu problemi, integral terim igin dikdortgenler metodu ile kapali metot ile

¢oziip bu metot igin kesme hatasmin O(k) oldugunu gordiik. ikinci olarak, bizim asil

amacimiz kesme hatasmin O(k*) oldugunu, parabolik kisim i¢in Crank-Nicolson,
integral terim boyunca Simpson + yamuklar + dikdortgenler uygulayarak
gostermektir. Bu hesaplamalar benzer durumlarda da devam eder. Bu metot i¢in
niimerik ¢odziimlemeler Crank-Nicolson metodu igin hata tablosunda verilmistir.
Tablodan anlasilacagi {iizere integral terimi i¢in uygulanan metotlar (4.2.4)
denklemini ikinci mertebeden yakinsatir.

Bu nedenle, istenilen O(k”) saglanmus olur.

Hata analizi  tablosunu elde etmede MATLAB programi kullanildi. Program
sirasiyla theta yerine 1 ve 0.5 alindiginda  iki yontemin (Geri Euler ve Crank-

Nicolson metodu) de hata analizi sonucunu elde edebiliriz.
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solve parabolic volterra egn, file parvol.m
k=time-step, g=no of time-steps, th=theta, la=coeff

oo

% (x1,x2)= space interval, 2*nl=no of steps in x
% u(l:nl+2) gives initial values of u (symmetrical)
% u(i) = u at x1+(i-1)*h, u(l)=0

oo

b=0 gives u in integral, b=1 gives uxx
it=0 gives rect rule, it=1 gives mixed rule
q=400;k=0.5/g;th=0.5;1la=-1;x1=0;x2=pi;nl=50;b=0;it=1;
h=(x2-x1)/(2*nl); r=k/h"2;
for i=1:51;s=h*(i-1);for j=1l:g+1;t=k*(j-1);
uexa (j,i)=exp (-t) *cos (t) *sin(s);
end
end
for j=l:g+1l;uexa(j,52)=uexa(j,50);end
for i=1:51;u(i)=uexa(l,1i) ;end
m=fix (1/sqrt(k)); kl=m*k;
% set up and factorize matrix in A
for i=1:nl
A(i,1l)=-r*th; A(i,3)=A(i,1);
A(i,2)=1+2*r*th; end
A(nl,1l)=-2*r*th;
for i=2:nl
A(ll 1)=A(ll 1)/A(l_1r2);
A(i1,2)=A(1i,2)-A(i,1)*A(i-1,3); end
% time-loop, solutions stored in US
il=round(g/m)+m+l; % no of time steps to be stored
u(nl+2)=u(nl); US=zeros (il,nl+2); US(Ll, :)=u;
ct=0; time (1)=0;
for j=1l:qg; t=j*k; jl=j-ct*m;
% calculate rhs of egns, including integral
for i=1:nl
d(i)=r*(1-th)* (u(i+2)+u(i))+(1-2*r* (1-th))*u(i+l);
%$inrtegration simp/ trapezium/rec
sum=0; for c=l:ct+jl; st=time(c);
f=US (¢, it+1l); if b>0
f=(US (c,1+2)-2*US(c,1+1)+US(c,1))/h"2; end

oo

if c<ct+l if c== cf = k1/3; end

if c== ctf = (4/3)*kl; end

if c>2 cf = 2*kl-cf; end; end
if c==ct+l 1if ct== ct = k/2;

else cf = k1/3 + k/2; end; end

if c>ct+l cf = k; end
sum=sum+cf*exp (st-t) *f; end
d(i)= d(i)+la*k*sum; end

Q

% solve equations

for i=2:nl

d(i)=d(i)-A(i,1)*d(i-1); end
u(nl+l)=d(nl)/A(nl,2);

for i=nl-1:-1:1
u(i+l)=(d(1)-A(i,3)*u(i+2))/A(1i,2); end
u(nl+2)=u(nl); cend=ct+jl+1;

% test j for multiplies of 2*m, reduce storage
if j1==2*m ct=ct+2;

US(ct, :)=US(ct4+m-1,:); time(ct)=time (ct4+m-1);
cend=ct+1;end

US (cend, :)=u; time (cend)=t;

end; % of time-loop



Ornek (4.2.1)’in CN metodu hata tablosu

h=_"_

200
t=2.0 k=0.005 k=0.0025
X GERCEK HATA 1 HATA 2
0.31 | -0.017403636| 0.201115e-04| 0.500248e-05
0.63 | -0.33103683 | 0.382544e-04| 0.951528e-05
0.94 | -0.045563311| 0.526527e-04| 0.130967e-04
1.26 | -0.053562885| 0.650823e-04| 0.161884e-04
1.57 | -0.056319350| 0.650823e-04| 0.161884e-04

er/'

(4.4.2) kurali i¢in dikdortgensel noktalar1  j’den daha biiylik olan

2k, / k =2m ’nin en kiiglik kat1 olan i(j) ve n’den her ikisi de bagimsiz olan wjlve

4. 2

w/.2 ile (4.2.6)’nin formlar1 agiklanabilir. wil,n>i(j) icin,0 veya %kl,gkl,gkl bu

degerlere sahip olan, j 'nin 0 ,m ’nin tek katt 2 m ’nin 0 olmayan bir kat veya m 'nin

bir kat olup olmadigina gore Simpson kuralinin noktalaridir. w/.2 noktalar1 n jye
, .1 NPT | 1 . : e .
yakin ve j=0 i¢in Ek ve j# 01(;1n§k1 +5k degerine sahip olan j m ’nin ¢ift kat1

olmadikg¢a k degerine sahiptir.
(4.3.6) esitliginden kolayca takip edilebilir ki, w, =max(w,,w?) tarafindan w’

verilirse, Crank-Nicolson metodu i¢in belirtilir.
r(2)

(re32) (1-32). e=(1+52)
ile

-1 -1
Ek:(1+lkA] (1—11@4] = r(kd),
2 2
l -1
Gk:(I+EkA] = g(k4),

oldugu yerlerde, u,=FE,u, +kG,ﬁj, n>1,u, i¢in ¢oziim iizerinde, (4.3.1)’in sag

tarafindaki Crank Nicolson esitligi tarafindan
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~ n71 ~ ~ ~
hy=> w, KyBu,+f,=q,+f, gosterilir.

J=0

Kolayca goriilebilir ki,

E <1,

G| <1.

Tekrarlanirsa ve u(0)=v baslangi¢ sart1 kullanilarak
u,=Ev+kY EG, h,, (4.4.3)
J=
elde ederiz.

Bu nedenle

] <M+ £|2 BG4, + R, (4.4.4)
J=

+ kzn:
j=1

olur. Tkinci terimi iiretir, toplammn mertebesi degistikten sonra

n n—1 - )
Y EG g, = Z(Wﬂ K E7G, ]Bu

Jj=1 s=0

Ve bu nedenle,

n

S 56,

J=1

(4.3.8) diisliniiliirse, &

o |

n-l1
< cz

s=0
Geri-Euler metodu tartigildiginda, biz

{ > ow, K E,f-"GkkA]

Jj=s+1

{ > w, K E,f-kakA]

J=s+1

n

<sup z
A€R

w, Kir(2)" g(2) /1‘ yazariz. Bu noktada
J=s+1

Geri-Euler durumundan ilging bir fark vardir. Ciinkii , 4 > 2 i¢cin (1) negatif deger

aldigindan dolayr bu toplam biiyilk A i¢in toplam alterne serileri olur ve

boylece w) ve K js *nin st sinirlar tarafindan yerine gecerek elde edilen hesaplamalar
artik kullanigh degildir, sonu¢ olarak A biiyiik oldugunda toplam biiyiik ihmaller
icerir.

Cekirdek K icin varsayilan siireklilik ve dikdortgenler metodunun ‘siireklilik’ niteligi

sebebiyle daha ileriye gidebiliriz. (Sabit ;j i¢in w, katsayisi » nin iki arahi§min her

biri iginde 7 ’den bagimsizdir). (4.2.4) denklemi yardimiyla, bu

5w nr(a) (21 |

> w, Ky EGkA

Jj=s+1

Jj=s+1

<sup| w,
A€R
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J=s+1

z w,, K r( 7'/' g(/l)/l‘
i(s)<n saglanir (eger i(s)>n ise, benzer ve kolay bir tartisma elde edilir). Sag

taraftaki toplami degerlendirmek ve |r[<1 esitsizligini elde etmek i¢in pargalarla

toplami elde ederiz.

9 q ) q p-1
za/’rnﬂ - aqz r - z (ap _apfl) i
j=l j=l p=l+l j=l
2
e L |
p=I+1
(1 — r(/l))fl g(/l) A =1 oldugu i¢in, (4.3.10) tarafindan belirtilir ki
Zn: w, Kjs E{7GkA| < 4wk, +2w, Z K,-K, ., (4.4.5)
J=s+1 p=s+2

K her iki degiskenin stirekli fonksiyonu farz edildiginden dolayn,
Jlot
0

Daha sonra (4.4.5) denklemindeki toplam nk<T7 i¢in C,(T) tarafindan

k(t, s dt <C,(T) oldugunu varsayabiliriz

sinirlandirilir. Bu durumda (3.4.3) kullanilarak asagidaki durumu elde ederiz.

Yukarida verilmis oldugumuz Gronwall Lemmasi, (4.3.6) ile birlestirildigi zaman

+c(4K, +2C,(T) ZW |

teorem 3.4.2°1 elde ederiz.

Teorem 4.4.2. (4.3.8) denklemini goz Oniine aldigimizda daha sonra eger nk < T ise

(4.4.2) dikdortgensel formiilii ile (4.4.1) Crank-Nicolsan metodu iiretir.
| il

Teorem 4.4.3. (4.3.8) ele alindiginda ve

; ] <c, (T)[||V|| +max

1t ttt ||

[0,77] iizerinde smirlandirildigini ve &, = O(k'*) oldugunu farz

e ]| 2 et ”
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edelim. Daha sonra (4.4.2) dikdortgensel formiilii ile (4.4.1) Crank-Nicolson metodu

icin hata,

u, —u(nk)||SC6 (T)k*, nk<T

icin karsilanir.

Geri-Euler metoduna benzer bir yolla, daha az diizenlilik halinde bile, k’y1 £"* den
daha hizli olan 0’a yaklasmasi i¢in zorlayarak yakinsama mertebesi korunabilir.

Ornegin, tiim kosullar saglanirsa, |Bu,,|disinda, yakinsama mertebesi devam

et
ettirilir, eger k, = O(k*”)ise, (Bu Simpson kuralinin O(k’) kesme hatasma sahip

olmasindan kaynaklanir.)

4.5 UYGULAMA

Bu kisimda ikinci paragrafta gosterilen A’nin ikinci mertebeden bir eliptik, B nin iki
veya daha az mertebeli bir diferansiyel operator oldugu durumu ele alacagiz. Baslica
amacimiz kosul (4.3.8)’i ve teorem (4.3.2) ve (4.3.3)’deki diizenliligi neyin
sagladigini gérmektir

(4.3.8) durumun tam diferansiyel operatorii karsiladigina dikkat ederek basliyoruz.

Gergekte,
|3+ < el

2 S c||Av

,  veD(A)=H)Q)NH(Q)

elde ederiz. (Bu kisimda c farkl olaylarda, farkli degerler alan bir sabittir. Boylece,

BA’lg” < c||g

v=A"g yazdigimizda, , gel,

elde ederiz. Ayni1 sonug, (4.3.8) ’de gosterilen B* yerine konan B ile elde edilir.

Yinede, pratikte A ve B’nin uzay ayirimli bazi sekillerden elde edilen operatdrleri
temsil ettigini ve /4’ye gore hesaplarin benzerlerini saglamak i¢in daha sonra gerekli
oldugunu hatirlariz.

Ozel olarak, sonlu-elemanlar metodunu ele aliriz ve bir standart iicgensellestirme

tarafindan S, H,(Q) parcali-lineer yaklagimi ile birlikte yeniden boliinen bir

digbiikey bolge varsayariz. Eger A ve B operatorleri ile ilgili bi-lineer sekiller, her biri
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ayrt ayrt a(y,X) ve b(y,X) ile belirtilirse 4, ve B, yaklasik operatdrlerini S,
icinde
(4w ,)=a(y,X), By X)=by.X)  y,XeS5,

sekillendirerek tanimlayabiliriz

Boylece, bu durum i¢in D(4,)=D(B,)=H =,

Simdi, 4, ve B, ile yer degistiren, A ve B ile (4.2.8)’i ispat etmeye ¢alisacagiz.
Burada, o bir sabit oldugunda, B=a A diisik mertebeli terim oldugu ek bir

varsayimda bulunacagiz. Bu yiizden, sadece B’nin sifirinc1 mertebeden veya birinci

diferansiyel operator oldugu durumu ele alamiz gerekir. Bu durumda, tiim tiirevleri

ilk degiskendeki (¥, X) nin igine yerlestirebiliriz ve (B, X)<c|v|, ., [X] elde

H, (Q)

ederiz.

Boylece,

[By| = Bw.By ey, o|Bv]

ve

”Bhw” < c||l;/||Hl @ S ca(y,p)"? =c(A,y,w)A"* < c”Ahw” olur.

W=4,'¢g yikullanarak inceledigimizde, g € S, oldugu sonucuna variriz.

Yukarida verildigi gibi, bu h’ nin bagimsiz bir sabit olan (4.3.8)’1 belirtir.Sonug
olarak, ¢ok kisa bir bigimde teoremdeki diizenlilik kosullarini ele aliriz, 3.3.3
teoremdeki f{z) =0 durumunda, Geri-Euler durumu i¢in en az zor olanlara

odaklanarak. (4.2.1) ’in ¢0zlimii

u(t)=E(t)v+ jE(t —S)(jK(S,G)Bu(G)dG )ds ;

= E(t)v+_t[(_t[ AE(t—5)K(s,0)ds)4A'Bu(c)do ) ; (4.5.1)

yi karsilar, {£(¢);tr0} nin A tarafindan {iretilen bir semi grup oldugu yerde.
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t
<sup||Ae " K(s,0)ds|< K, ; oldugu
0
0

AeR”

jAE(t -5)K(s,0)ds)

igin, (4.3.8)’i ve Gronwall Lemmasi kullanilarak, (4.4.5) *den
(<T icin [u(t)|<C(T)|v| sonucunu gikartiriz.
A’y1(4.2.1)e veya (4.4.5) ye uygulayarak ve ayrica

Ip"s] <l

, g€H, (4.5.2)

varsayarak, Au(t) ile sinirlanan bir tartisma buluruz, ve D(A) ise, t ye gore

farklilastirildiginda, elde ederiz

Yukaridaki diferansiyel operatér durumuna donersek, (4.4.6)’in bu durumda
saglandigimi hatirlariz. Onceden ele alman sonlu elemanlar yaklasik operatorleri igin,
benzer kosulun saglanip saglanmadigi, ilk bastaki v, € s, degerinin se¢ildigi yola
baghdir.

Benzer hususlar daha yiiksek diizenleme gereksinimlerine kadar uzamr. Onceden
belirtildigi gibi, bu diizenlilik gereksinimlerini zayiflatan oldukg¢a biiyiik tesvikler

vardir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu caligmada amag, Volterra tipindeki integro-diferansiyel denklemleri ikinci
mertebeden  yakmsatabilmektir. Bunun i¢cin  Oncelikle, integro-diferansiyel
denklemlerin tanimi yapilip, literatiirde hangi alanda ne ¢aligmalar yapildigina ve
integro-diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimlerine yer verilmistir. Volterra
tipindeki integro- diferansiyel denklemlerin niimerik ¢ozliimlemeleri i¢in farkl
metotlara deginilmistir. En son Crank-Nicolson metodu kullanilarak, bu tip

denklemlerin ikinci mertebeden yakinsak oldugu goriiliir.
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