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OZET

Yiksek Lisans Tezi

Bazi Nonlineer Ciftlenimli Salmicilarin Ozelliklerinin Incelenmesi

Ozlem TAN

Adnan Menderes Universitesi

Fen Bilimleri Enstitistu
Fizik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Halil YARANERI

Bu tezde nonlineer ¢iftlenimli salinicilar arasindaki etkilesim incelenmistir. Konu
kimyasal reaksiyonlardan , siirlingenlerin gozlerinin hareketine , deprem dalgalariyla
binalarm etkilesimine kadar genis bir alanla ilgilidir. Ozellikle ¢iftlenim yapan nonlineer
salinicilarin hareketlerinin davranmigini degistiren bazi parametrelere bagli olarak aniden
degismesi , baz1 kiplerinin kararli iken kararsiz hale gelmesinin (¢atallanma) incelenmesi
onemli ¢alisma konusudur. Ornek olarak atlarin yiiriiyiis sekilleri hizlarinm bir fonksiyonu
olarak aniden degisir. Hiz arttikga normal yiirliylisten tiris yiiriiylisiine gegerler , hiz daha
da artarsa artik tiris yiirliylisiine devam edemezler ve dortnala kogsmaya baslarlar. Tiris
hareketi kararsiz hale gelir ve kararsiz olan dortnala hareket bu hizda kararli olur. Bu

hareket ¢iftlenimli dort nonlineer salinicinin etkilesimi olarak incelenebilir.

Calismada  nonlineer iki ¢iftlenimli sarka¢ arasindaki etkilesmeler ele alinmistir.
Salinicilardaki enerjinin birinden digerine aktarilmasi ve enerji aktarilan salinicinin
genliginin artarak artik salimim yapmayacak sekilde kararsiz hale gelmesi Enerji Aktarim

Hizi Metodu (Energy-Rate Method) kullanilarak incelenmistir.
Nonlineer ¢iftlenimli salinicilardan enerjinin tek yonlii aktariminin artmasmin saglanmasi
icin asimetrik olanlar ele alinmistir. Enerjinin dogrudan zorlanim veya parametrik

rezonansla aktarimmin incelenmesi i¢in degisik nonlineer ¢iftlenimli salinict 6rneklerinde

v



hareketlerin genliklerinin ve hizlarinin zamanla degisimi sayisal olarak hesaplanmistir. Bu
genlik ve hiz degerlerindeki degisimler kullanilarak incelenen saliniciya aktarilan enerji ,
frekans-genlik (w, ) uzaymnm belli bdlgelerinde hesaplanmigtir. Aktarilan enerjinin
pozitif degerlerinde salinicinin kararsiz hale geldigi ve belli bir genlikten daha biiytlik
genlikler icin kararsiz hale geldigi goriilmiis ve kararli oldugu bolge ile kararsiz oldugu
bolgeler bulunmustur.

Incelenen her bir nonlineer ciftlenimli salinicida nonlineerli§in , zorlanmanin ve

parametrik rezonansin etkisi gosterilmistir.

Incelenen son 6rnekte sabit frekansh bir salmici ile ¢iftlenimde olan , salmmmin genligi ile
frekans1 azalan bir nonlineer salmicinin hareketi depremin etkisinde olan bir binaya
aktirilan enerji ve binanin kararliligini incelenmesi i¢cin  model olarak secilerek
incelenmistir. Binanin titresim frekans1 depremin frekansindan biiyiik se¢ilmis ve binanin

da esnekliginin genlikle azalacagi varsayilmaistir.

Bu kosullar igin w zorlanim frekansi ve [ genlik olmak tizere (w, ) uzayinda kararl
ve kararsiz bolgeler bulunmustur. Etkilesimin normal zorlanimin yaninda parametrik
rezonans Ozelligi de bulunmaktadir. Hem analitik hem de sayisal ¢oziimlemelerden ,

etkilesimde parametrik rezonansin ve nonlineerligin daha baskin oldugu anlagilmistir.

Herhangi bir 6rnek frekans (w=0.5) ile degisik genlikler (= 0.133 ve f=1.225) igin
salmicinin  (binanm) genliklerinin  zamanla degisimi  hesaplanmistir.  Bunlarin
incelenmesinden binanin kararsizliga dogru yaklastikga genliginin gittikge arttigi salinim

frekansinin azaldig1 ve sonunda binanin kararsiz bolgeye gectigi tespit edilmistir.
Bundan sonraki calismalarda bu modelin gelistirilmesi ve deprem-bina etkilesiminin
degisik durumlar i¢in incelenmesi planlanmaktadir.

2009, 56 sayfa

Anahtar Sozciikler
Ciftlenimli salinicilar, nonlineer salinicilar, parametrik rezonans, enerji aktarim hizi
metodu



ABSTRACT

M. Sc. Thesis

INVESTIGATION OF PROPERTIES OF SOME COUPLED NONLINEAR
OSCILLATORS

Ozlem TAN

Adnan Menderes University

Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Physics

Supervisor: Prof. Dr. Halil Y ARANERI

Interaction between nonlinear oscillators are investigated in this thesis. Subject covers vast
area from chemical reactions,the movements of eyes of some reptiles to moving styles of
horses and the effect of earthquakes to the buildings. Especially the abrupt changing of
behaviour of nonlinear coupled oscillators as a function of some parameters and
appearance of unstability of some modes of motion and stability of others (bifurcation) are
subject of great concern. For example the way motion of horses change as a function of
their velocity. As their velocity increase , at some critical velocity , normal walking
horses abruptly start trotting. With further increase in velocity horses stop trotting and
start galloping. At this moment it is said that trotting loses stability and galloping are
stabilized. This motion can be analysed as a coupling of four nonlinear oscillator (Jacobus,
2001).

Interaction between only two nonlinear oscillators are investigated in this thesis. Transfer
of energy from one coupled oscillators to other and increasing of amplitude of other
oscillator due to this energy tranfer and becoming unstable is investigated. Energy transfer
is calculated by Energy-Rate Method (Jazar, 2008).

In order to make one way only energy transfer possible , nonlinear coupled asymmetric
oscillators are taken into consideration. Effect of parametric and normal resonances and
their influence on energy transfer various different nonlinear couplings are investigated by

chosing different coupling mechanism and change of amplitude and velocity of each
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oscillator in time are calculated by numerical integration. This amplitudes and velocities
are used to calculate energy transfer in some parts of (w, ) frequency-amplitude space.
Positive values of energy transfer correspondes to unstable and the rest is stable part of
this space. For every coupled oscillator taken into consideration the effect of nonlinearity ,

forcing and parametric resonance are interpreted.

In the last example of nonlinear coupled oscillator , an oscillator of constant frequency
coupled to an oscillator of soft nonlinearity are investigated as a model ofnonlinear
interaction between eartquake and a building. Transfer of energy from one oscillator
(eartquake) to the other (building) are calculated. In the model frequency of building are
chosen a lithe higher then eartquake’s and frequency of building is assummed to decrease

as its amplitude increases.

For this assumptions for forcing frequency w and amplitude S stable and unstable areas

in (w,f) space are determined by calculating energy transfer integral. Interaction

between oscillators show dominant parametric resonance features. This is also worked out

from analitical analysis of differential equation of the system under consideration.

To investigate the nature of motion of oscillator (building) as one crosses in to unstable

region from stable one , an arbitrary (w= 0.5) forcing frequency are chosen and change
of amplitude in time of forced oscillator for different forcing amplitudes (5= 0.133 ve f

= 1.225) are calculated. From analysis of these results it is found that , as it is moved
nearer to unstable region amplitude increases and frequency of oscillation decreases and at
the border it becomes unstable. It is a reminecent of period doubling of parametric

resonans.

In further work other cases of earthquake-building interaction and development of more

general model is planned

2009, 56 page

Key Words :

Coupled Oscillators, Nonlinear Oscillators, Parametric resonance, Energy-Rate Method

vil



ONSOZ

Sevgiyle ¢calismak ;

Bir kumast , sevdiginiz kiginin giymesi i¢in dokur gibi ,
Kalbinizden ¢ikardiginiz ipliklerle dokumaktir.

Bir evi, sevdiginiz kisinin oturmasi i¢in yapryormus gibi ,
sevgiyle ve dzenle insa etmektir.

Bir meyveyi sevdiginiz kisinin yemesi i¢in yetistiriyormus gibi,
tohumlarim sefkatle atmak , iiriinii neseyle toplamaktr.
Tasarladigimz her seye kendi ruhunuzdan bir soluk katmaktir.

Halil Cibran

Bilinenleri ve kesfedilmeyi bekleyen giizellikleriyle , uzun , zorluklarla dolu bir o kadar
da zevkli fizik diinyasindaki yolculugumda , ikinci duragim olan yiiksek lisans egitimimde
destegini , bilgi birikimini , zamanimni ve zaman zaman umutsuzluga distiigiimde
sitemlerime goOsterdigi sabrin1 benden esirgemeyen c¢ok degerli hocam Prof.Dr. Halil
YARANERI ye kendisindeki fizik ruhundan bana da soluk kattig1 icin tesekkiir ederim.
Sayesinde her dakikasinin benim a¢imdan verimli gectigini diisiindiigtim bir yiiksek lisans
egitimi gecirdim. Ayn1 zamanda kendilerinden ders alarak degerli bilgilerinden faydalanma
firsatin1 buldugum Dog.Dr. Cesur EKIZ ve Yrd.Dog.Dr. Nuray HORASAN’a ve de zaman
zaman benden yardimini esirgemeyen arkadasim Ars.Gor. S.Gok¢e ZENCIRCI’ye de
tesekkiir ederim. Tabi ki , 6gretmenlik hayatimla birlikte stirdiirmeye ¢alistigim bu egitim
siirecinde ve hayatim boyunca zamanimin yetersiz oldugu , kaygi diizeyimin yiikseldigi ,
stresli oldugum donemlerde bana gosterdikleri sabir , ilgi ve 6zveriden dolay1 anneme ve
babama cok tesekkiir ederim. Son olarak ta zamanim yok bahanesiyle , zaman zaman onu
gezdirmeye ¢ikaramadigimda , bana olan sevgisinde en ufak bir azalma olmayan ,
duygusal terrierim Nazli” ya ¢ok tesekkiir ederim.
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1. GIRIS

Dogada hareketlerin 6nemli bir boliimii periyodik hareketlerdir. Kalp atiglar1, gece giindiiz
degisimi , her tiirli donme hareketi , deprem , 151k ve ses gibi dalgalar , hayvanlarin
ylirime hareketleri gibi. Bunlarm bazilar1 basit bazilar1 ¢ok karmasik hareketlerdir.
Bazilar1 kararli ve zamanla degismez iken bazilari1 da zamanla degisir ve hatta kararsiz
duruma gelen hareketlerdir. Bunlarda en 6nemli konu enerji aktarimidir. Basit salinim
hareketi bile sistemin toplam enerjisinin kinetik ve potansiyel enerjiye siirekli doniisiimi
oldugundan karmasiktir. Bundan baska salinim hareketi yapan sistemler birbirleriyle
etkilesirler ve aralarinda enerji aktarimi dogar. Bir salinicidan digerine enerji aktarilir.
S6zgelimi viicudumuzdan kalbe stirekli enerji aktarilir ve o da salinimma devam eder. Bir
diger ornek te atlarm yiiriimesidir. Yavas yiirlirken hizlandiklarinda ayaklar1 salinim yapan
ve birbirleri ile etkilesen dort salinic1 gibi alindiginda : bunlarin birbirleri ile etkilesimi
sonucu , normal ylriiylisten tiris ylriiylistine gecerler. Daha da hizlandiginda ise tiris
yiiriiylisiinden dort nala kogsma durumuna gegerler. Bu her degisim bir hareket durumunun
karasiz olduguna , digerinin kararli duruma gegtigini gosterir. Boylesi salinim hareketleri
ciftlenimli ve nonlineer hareket bigimleridir (Rabinovich, 1989; Jacobus, 2001; Camacho,

2004).

Bir baska ornegi herkes deneyebilir. iki elin isaret parmaklarmi ileri dogru uzatip ,
birbirine ters yonde asagi yukar1 dogru sallarken , bunun frekansi arttirilirsa (yani : daha
hizl1 salindirilirsa) iki parmagimmizin zit yonde degil de , bir asamadan sonra biz istemesek
te ayni yonde hareket etmeye basladigi goriilir. Bu da karmasik bir salinim hareketidir.
Ustelik burada sistem bir hareket tiiriinden digerine geger. Buna , catallanma denir. Faz

gecislerine benzer (Leise et al., 2007).

Ciftlenimli salmicilar , birbirlerine zorlanimli ve parametrik olarak iki sekilde enerji
aktarirlar. Bunlar da fizikte zorlanimli rezonans ve parametrik rezonans olarak adlandirilir.
Bu calismada parametrik rezonans ile enerji aktarimi iizerinde durulacaktir (Denardo,

1999; Gendelman, 2001).



Burada basit salinim hareketinden baslanip swrasiyla zorlanimli , nonlineer , ciftlenimli
salinimlara kisaca deginilecek ve bunlara gerek goriildiigiinde kisa ornekler verilecektir.

Boliimiin sonuna dogru da ciftlenimli salinicilarin  birbirine parametrik
etkilesmelerle enerji aktardigi 6rnekler iizerinde durulacaktir (Hayashi, 1985; Manevitch,

1999).

1.1. HARMONIK SALINICI

Salimim hareketi fizikte ¢ok yaygin periyodik bir harekettir. Basit salinim hareketi yapan
en basit sistemlerin hareket denklemi (Crawford, 1968).

X

Sekil 1.1 Basit lineer salinict
mi =- w’x (1-1-1)

seklindedir. Burada w, =k/m ve w, m,k srasiyla agisal frekans , kiitle ve yay

sabitidir. Bu m kitleli bir cismin
1 >
V(x)=§ k x (1-1-2)

potansiyelinde hareketini gostermektedir. Kiitleye etki eden kuvvet
F=-kx (1-1-3)

seklinde x yer degistirmesinin lineer fonksiyonudur . O nedenle lineer salinici olarak

adlandirilir. Denklemin ¢6ziimii



x(t)= ACos(w,t) +BSin(w, t) (1-1-4)
veya

x(t)= ACos(w, t+¢) (1-1-5)
seklinde yazilabilir. A ve ¢ salinimin genligi ve fazidir.

Bu lineer diferansiyel denklemin ¢6ziimii st liste gelme (sliperpozisyon) ilkesine uyar. Bir
diger onemli nokta da lineer salinicilarda w acisal frekanslar1 A genliginden bagimsizdir

(Hayashi, 1985; Strogatz, 1994; Thompson et al., 2002).

Eger m Kkiitlesi

V(x)= %k x? +% x3+§ x* (1-1-6)

gibi nonlineer potansiyeli ve

F=-kx-ax-fx° (1-1-7)
gibi nonlineer geri ¢agirici kuvvetin etkisi altinda hareket ederse , hareket denklemi
mx =-wx —ax’-pBx (1-1-8)

seklinde olur. Burada a ve [ nonlineerlik katsayilaridir. F(x) kuvveti , artik x
konumunun lineer bir fonksiyonu degildir. Bu nedenle hareket denklemi nonlineer bir
diferansiyel denklemdir ve ¢oziimleri iist iiste gelme ilkesine ( sliperpozisyon ) uymazlar.

Ayrica salmimm w agisal frekans1 A genligine bagh hale gelir.

Sekil 1.2 ve Sekil 1.3 de lineer(mavi) ve nonlineer (kirmizi) potansiyel ve kuvvetin x e

gore degisimi gosterilmistir.



Vix)

H

Sekil 1.2 Lineer(mavi) ve nonlineer (kirmizi) harmonik salinict igin potansiyel enerjinin degisim

egrisi

Fiz)

Sekil 1.3 Lineer(mavi) ve nonlineer (kirmiz1) harmonik salinici i¢in kuvvet (F) nin konum ( x)

ile degisim egrisi

Bunun en iyi 6rnegi | uzunlugundaki bir ipe baghh m kiitlesinden olusan sarkactir. 1
uzunlugundaki bir ipe bagli m kiitlesinden olusan sarka¢ ve hareketini veren denklemi

(Rizaoglu ve ark., 2006).
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Sekil 1.4 Harmonik salinici

é=—§ Sin.(0) (1-1-9)

seklinde olur. Burada Sin(#), @ nin nonlineer bir fonksiyonudur ve denklemi nonlineer
yapar. Salmimin frekansi genlige bagh olarak degisir ve sistemde {ist iiste gelme ilkesi (

siiperpozisyon ) gecersizdir.

1.2. ZORLANIMLI SALINIM HAREKETI

Salmim hareketi yapan Sekil 1.4 deki gibi bir sisteme disardan FCos(wr) kuvveti
uygulanirsa (Crawford, 1968).

F Coswt

Sekil 1.5 Zorlanimli salinim hareketi.

Lineer harmonik saliniciin ( genlik — frekans ) grafigi Sekil 1.6 deki gibi olur :



Genhlk

@0

Frekans (Hertz)

Sekil 1.6 Zorlanimli salinicinin rezonans egrisi

w saliniciya uygulanan kuvvetin frekanst ve w, salmicimin dogal frekansidir.
w = w, oldugunda sisteme maksimum enerji aktarilir. Bu lineer harmonik salinic1 i¢in

genlik frekansa bagl degildir.

Birbirinden bagimsiz fakat aralarinda az ya da ¢ok etkilesim olan iki veya daha fazla
harmonik salmicidan olusan sistemlere ¢iftlenimli sistemler denir. En basit sekliyle bir
ciftlenimli salinict modeli , iki sarka¢ ve bu iki sarkaci birbirine baglayan yaydan olusan

bir sistem olarak hayal edilebilir.

Ciftlenimli salinicilarin incelenmesi  kipler arasindaki enerji aktariminin gézlenmesi

acisindan 6nem tasimaktadir.

1.3. CIFTLENIMLI SALINIM HAREKETI

Ciftlenimli salinicilar aralarindaki kuvvetin nonlineer / lineer olmasma bagl olarak
nonlineer / lineer olabilir. Lineer salinicilarin anlasilmasi oldukc¢a kolaydir. Bunlarin
kipleri arasinda etkilesim olmaz. Sistem hangi kipte hareket ederse , o kipte hareketine
devam eder. Kipler arasinda enerji aktarimi olmaz. Eger salimim nonlineer ise problem
biraz daha karmasik hale gelir. Kipler arasinda etkilesimler meydana gelir. Bir kipteki

hareket zamanla diger kiplere gecebilir boylece kipler kararsiz hale gelebilir.



2 serbestlik dereceli lineer ve nonlineer ¢iftlenimli salinicilarin bir 6rnegi Sekil 1.7 de
gosterilmistir. Burada X ve Y Kkiitlelerin yer degistirmelerini, k ve « ise yay sabitleri

ve nonlineerlik katsayilarini gostermektedir.

% k.o b'e I
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Sekil 1.7 Nonlineer ¢iftlenimli salinici

Ciftlenimli salinicilarin hareket denklemleri
"=—w§x—ax3+ k(y—x) (1-3-1)

J=-wey —a y +k(x—y) (1-3-2)

seklinde yazilir ve o =0 ise sistem lineer olur (Rand, 2002).



2. KAYNAK OZETLERI

Lineer ciftlenimli salinicilarda sistemin bir biitiin olarak ayni frekansta hareket etmesine
kip(mod) denir. Bu hareketler sistemin yapabilecegi hareket icinde 6zel konuma
sahiptirler. Bunlar lineer sistemlerde birbirleriyle etkilesmezler ve sistem bir veya birkac
kipte harekete baslarsa : hareket o kiplerde devam eder , diger kipler gézlenmez. Kipler

arasinda etkilesme olmaz. Kipler kararhdir.

Sistemde nonlineerlik varsa durum degisir. Kipler arasinda enerji aktarimi olur ve bazen
kipler sistemin belli parametreleri icin kararliligmi kaybeder. Bu degisime catallanma

(bifurcation) denir (Gendelman, 1999; Strogatz, 1997; Leise et al., 2007).

Ciftlenimli salinicilar konusunda yapilmis arastirmalardan birkag¢ 6rnek sunlardir :

2.1.ISI DEPOSU iLE ETKILESEN iKi VAN DER POL
SALINICISININ DINAMIGI

Bir siiriingenin sahip oldugu iki goziin bagimsiz olarak yaptiklar1 hareketlerin bu iki goz
icin ortak olan bir parametreye bagli olarak birbirlerine olan etkileri ve sonuglari
diferansiyel denklemlerle incelenmistir. Burada gozlerin birbiriyle direk bir baglantisi
yoktur. Is1 deposu olarak isimlendirilen kavram iki gézde de bulunan ve i¢cinde melatonin
hormonu bulunan kandan olusur. Gozlerin i¢inde dolasan kandaki melatonin hormonu
yoluyla iki goz arasindaki baglant1 saglamaktadir. Incelemede baslica iki durum soz

konusudur. Bunlar , gdzlerin ayn1 veya zit fazda hareket etmesi durumlaridir.

Z

2 NRVATRN
‘ Y \ : N ;
NN %

Sekil 2.1 ( Z) Is1 deposu ile etkilesen iki van der pol salinicisi



Gozlerin ikisi de ayni tarafa ve ayni miktarda hareket ediyorsa , sistem 1.kipte hareket
eder. Bu durum normal bir insan goziiniin davranisidir. Gozler zit tarafa ve ayni miktarda
hareket ediyorsa , sistem 2. kipte hareket eder. Bu , sasilik durumudur ve siiriingenlerin

gozlerinde goriilen davranis bicimidir.

Stirtingenlerde belli kosullar altinda birinci kip kararsiz olur ve gozler ikinci kipte
birbirinin tersi yonde hareket ederler. Sistemin hareket denklemleri x ve y gozlerin

hareketini , z ise ara bolgenin etkisinin belirtmek {izere

¥ =ce(-x)x-x+K(z-x) (2-1-1)
y o =e(-yHy-y + K(z-y) (2-1-2)
z = K(x-z)+K (y—-z) (2-1-3)

seklindedir. K gozler ve 1s1 deposu arasindaki ciftlenimdir. & bu denklem sistemini
nonlineer yapar ve hareket 1.kipte basladiginda genlik kiiclikse : aym kipte kalir , ancak

biiytikse : ikinci kipe geger (Camacho et al., 2004).

2.2. CIFTLENIMLI NONLINEER SARKAC

Birbirine yayla bagl olan ¢iftlenimli sarkag sisteminin incelenmesi , dogada bir¢ok olayin
anlasiimas: i¢in &nemlidir. Ornegin dort ayakli atlarmn hizlar1 arttikca Once normal
yliriiylisten tirisa hizin daha da artmasiyla dortnala kosmaya baslamalariin anlagilmasinda
bir baslangi¢ noktasi olusturdugundan onemlidir. Burada tistten birbirine bagl iki sarkac
Q) frekansiyla asag1 yukar1 hareket -ettirilmektedir. Sistem disaridan parametrik
zorlamanin etkisi altindadir. O nedenle sistem parametrik rezonans davranis1 gosterir ve

denklem ¢iftlenimli bir Mathieu denklemidir. Sistem Sekil 2.2 de gosterilmistir.



Sekil 2.2 Ciftlenimli nonlineer sarkag

Gosterilen sistemin hareket denkleminde sarkaclar arasindaki nonlineer ¢iflenim

f(91’92)= K(HI_HZ) + 1-4(91_92)3 (2'2'1)

biciminde yazilir. Sistemi ifade eden denklemler

0, +y86 + % (g+aQ*Coswt ) Sin0, +K (0, —0,) + L(0,-0,)°=0 (2-2-2)
0, +y0,+ % (g+aQ*Coswt)Sin@, —-K (6, —0,)-L (6, —0,)*=0 (2-2-3)
seklinde yazilir. Sekil 2.3 sistemin hareketinin , (o,€2) uzaymda kararhiligmni

gostermektedir. Uggenin disinda sistem yukardan uygulanan kuvvetin etkisiyle kararl
sekilde hareket ederken , ok yoniinde hareket edildiginde : ¢izgiyi gecerken sistem salinim
hareketi yapmaya baslar ve genligi gittik¢e biiyiir , frekansi yariya iner , enerjiyi sogurur ve
kararsiz hale gelir. Bu mekanizma canlilardaki bir ¢cok olaym altinda yatan parametrik

rezonanstir (van der Weele et al., 2001; Banning et al., 1997).
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Sekil 2.3 (a,Q) uzayinda sistemin hareketinin kararlilig:

2.3. CIFTLENIMLI iKi NONLINEER SALINICIDA PARAMETRIK
KARARSIZLIK

Bir 6rnegi tarafimizdan olusturulan ve deney olarak yapilan bir bagka nonlineer ¢iftlenimli

sarkac da Sekil 2.4 de gosterilmistir.
Buradaki ¢iftlenimin biiylikliigii diiglim noktas1 , asag1 — yukar1 kaydirilarak degistirilebilir.
Bu sistemin hareket denklemleri yazildiginda Sekil 2.5 de gosterilen birbirine yayla

baglanmis nonlineer ¢iftlenimli kiitle - yay sisteminin esdegeri oldugu goriiliir. O nedenle

hareket denklemi

+.j2-r-%-l—|j1—|-§

Sekil 2.4 Ciflenimli iki sarkacin hareketi
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Sekil 2.5 Birbirine yayla baglanmis nonlineer ¢iftlenimli kiitle - yay sistemi

jé+w§x=—£(x—y)+ ax’ (2-3-1)
m
. 2 k 3
yt+wy = ;(x—y) +ay (2-3-2)
olur. Bu denklem sisteminde £ , k, , a , (x—y), m sirastyla  yay sabitleri

nonlineerlik katsayis1 , ¢iftlenim katsayis1 ve kiitleyi ifade eder.

Aynisistem i¢in x* ve )’ nonlineerligi belirler. Eger kiitleler arasindaki ¢iftlenimi yok

etmek istiyorsak , k=0 olmalidir.

jé+w§x=—£(x—y)+ ax’ (2-3-3)
m
joawiy = L)+ (2-3-4)
. . ,  ky . . . (x+y)
Denklem sisteminde w; = — seklinde tanimlanmustir. Bu sistem i¢in & = S ve
m

n = @ doniisiimii yapilirsa , sitemin birinci ve ikinci kiplerinin zamanla degisimi

incelenir. Bu durumda hareket denklemleri
E+wé =al’ +3an*E (2-3-5)

i +win =an’ +3aé’n (2-3-6)

12



olur. Burada & ve m birinci ve ikinci kipin genligini gostermektedir. Bu modelde sadece

1. kipin uyarilmas1 durumunda n =0 ve & = A cos(wr) olur. Ayni sekilde ikinci kipin
uyartlmast durumunda 7 = A cos(wt) ve & =0 olur. ifadelerde w* =w] —370[/12

almir. Bu denklem sisteminin her biri Mathieu denklemidir ve

¥+ [Q° +acos2wt)]x =0 (2-3-7)
formundadir.

Yukarida denklemde Q ve w , swasiyla salinicinin dogal salinim frekansi ve siirticli

frekansidir. Salinicinin dogal salmim frekansi ile siiriicii frekans arasindaki iligki Q =

2w seklindedir.

2.0

1.5

unstable

Uy kararsiz

05

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Sekil 2.6 Mathieu Denklemi i¢in parametrik rezonansi gosteren egri

Yukaridaki ¢iftlenimli nonlineer denklem incelendiginde eger sistem yeteri kadar biiyiik

genlikte ise :

o>0 oldugunda (genlik arttikca yumusayan yay) birinci kipte harekete baslarsa : karasiz
oldugu ve sistemin ikinci kipe gectigi , fakat ikinci kip uyarildiginda : her zaman kararh

oldugu ,
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o<0 oldugunda (genlik arttikca sertlesen yay) ikinci kipte harekete baslarsa : kararsiz
oldugu ve sistemin birinci kipe gectigi , fakat birinci kip uyarildiginda : her zaman kararh

oldugu gozlenmistir.

Sekil 2.8 a<0 Sert (hard) nonlineerlik i¢in kararsiz 2. kip

Bu sistemin benzerini olusturup cesitli salinim deneyler yapildiginda , 60 ° ve daha
biliylik baslangi¢c acilarlarinda  sarkaglar 1. moda salmima baslatildiginda : 1. mod
kararsizlasir , salinim 2. modda devam eder. Bunun sebebi sarkaglarin nonlineer olmasidir.
Sarkaclar liner olsayd: : 1. kipte baglayan hareket uyarilsa da , hareket 1. kipte devam
ederdi.

60° ve daha biiyiik baslangic acilarlarinda sarkaclarda kipler birbiriyle etkilesmez ve

kararlh kalirlar. Burada iki sarkag¢ arasinda etkilesim olduguna gore vuru olayr meydana
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gelmelidir. Vuru olaymai net bir sekilde gozlemleyebilmek i¢in ya da bagka bir ifade
bi¢gimiyle vuru olayma ulagma siiresini kisaltmak icin : sarkaglarin birbirine baglandigi
diiglim noktasimi asagiya ¢ekerek ¢iftlenimi azaltmak gerekmistir (Denardo ef al., 1999;

Rand, 2002).
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3. MATERYAL METOD

Bu calismada , Mathematica yazilim programi , Runge-Kutta Metodu , Pertiirbasyon

Yontemi ile Enerji Aktarim Metodu kullanilmastir.

3.1. MATHEMATICA YAZILIM PROGRAMI ve RUNGE - KUTTA
METODU

Fiziksel problemlerin ¢o6ziimlerinde bilgisayar alanindaki gelismelerle birlikte daha kolay
ve daha hizli islem yapabilmek amaciyla c¢ok cesitli bilgisayar programlar:
kullanilmaktadir. Bu programlar sayesinde fiziksel olarak gercek hayatta olusturulmasi ¢cok
emek ve maliyet gerektiren laboratuar ortamlari dahi bilim insanin kendisinin yapacagi bir
yazilim programu tarafindan bilgisayar ortaminda olusturulabilmektedir. Bu yazilimlarda
sadece degisik veriler yiikleyerek adeta gercek bir  laboratuar ortaminda kosullari
degistirerek deneysel ¢alismalar yapryormuscasina bulgular elde edebilme sansma sahip
olunabilmektedir. Ozellikle fizik alaninda kullanilan bu bilgisayar programlarindan bazilar
: Fortran , Matlab , Mathematica vb. olarak sayilabilir. Bazi nonlineer ciftlenimli
salinicilarin 6zelliklerinin incelenmesi konulu bu c¢aligmada diferansiyel denklemlerin
sayisal ¢oziimlelirinde de Mathematica yazilim programi kullanilmigtir. Mathematica

yazilim programimin 6zge¢misi hakkinda kisa tanitic1 bilgi asagida verilmistir :

Mathematica yazilim programi , Stephen Wolfram tarafindan yapilmistir (Wolfram,
1993). Wolfram 1n , Mathematica yazilim programmin gelisimi 1986 yilinin sonlarma
dogru olmus ve ilk defa 1988 de bilim diinyas1 Mathematica yazilim programu ile
tanigmistir. Bu program ortaya ¢ikmadan once her biri farkli fonksiyonlari olan paket
programlar kullanilmaktaydi. Mathematica yazilim programi ise kendinden onceki biitiin
bu programlarin fonksiyonlarini bir araya toplayan bir bilgisayar programi olma 6zelligi

ile bilim insanlar1 i¢in tam bir kesif olarak kabul edildi.
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Mathematica yazilim programi zaman igerisinde tasidigr genis fonksiyon kapasitesi
sayesinde fizik bilim dalindan sonra kimya , biyoloji ve 6zellikle mithendislik alaninda da

hak ettigi yere kisa siirede yerlesmistir .

Mathematica yazilim programi sahip oldugu ozelliklerinden dolayr basit bir hesap
makinesi gibi kullanilabilecegi gibi diferansiyel denklemlerin ¢éziimiinde ya da nonlineer
diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde de kullanilabilir. Cok genis bir islem yelpazesine
sahip olan Mathematica yazilim programu istenilen islemi yapar en yaklasik ve uygun
cOzlimleri verir , veri analizleri yapar , kendisine verilen fonksiyonlarm sonuglarini
istenilen her bir deger i¢in animasyonlu grafik olarak bilim diinyasinin hizmetine
sunabilir. Ayrica Mathematica yazilim programi sayesinde bir¢ok matematiksel terim ve
islem hakkinda bilgi edinebilir ve uygulamali oOrneklerine ulasilabilir. Mathematica
yazilim programinin ileri diizeyde islem kapasitesine sahip olma 6zelliginden dolay1 , ¢ok
zaman gerektiren yogun islemleri bile ¢ok kisa siirede yapabilecek sekilde gelistirilmistir.
Bu c¢alismada gerek nonlineer diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimiinde gerekse

Perturbasyon metodlarmin sembolik hesaplamalarinda bu yazilim kullanilmistir.

Runge — Kutta Metodu , esas olarak Euler Yontemi ile ayni felsefe ile caligmaktadir .
Runge — Kutta Metodu , Euler Yontemine gore cok daha hassas hesaplama
yapabilmektedir. Bunun nedeni hesaplama yaparken , ardisik iki adim arasimi Euler
Yontemine gdre cok daha kiigiik parcalara bolerek taramasidir. Iki nokta arasinda egimi
hesaplarken bu aralikta birkac farkli yerde egimi hesaplayip asil hesaplamada bunlarin
ortalamasini kullanmasidir. Ardisik iki adim arasmin ¢ok daha kii¢lik pargalara bolerek
hesaplama yapmak hata payini da azaltmaktadir. Hata paymi kii¢iiltmesi bu metodu tercih
edilir kilar. Ancak sunu da belirtmek gerekir ki bu metodun uygulanmasi sirasinda ,
ardigik iki adim aras1 ne kadar kiiciik parcaya boliiniirse adim sayis1 o kadar artar. Hata
pay1 adim sayis1 mertebesinden ifade edilir yani adim sayis1 kadar hata pay1 kiiciiliir ve de
her adim i¢in fonksiyon ardisik iki adim arasindaki parca sayis1 kadar hesaplanir. islemin
duyarhilig1 , ardisik iki adim arasindaki parga sayisi kadar artarken hesaplanma siiresi de o
kadar uzar.

x, y(x), f(x,y) srasiyla bagimsiz degisken ve reel fonksiyonlar olsun.

Baslangi¢ kosulu y (x=0)= y, olarak verilen
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y(x)=1(x,y) (3-1-1)

seklinde bir diferansiyel denklemi sayisal olarak ¢cozmek x ekseninde konumu

Xp s Xy oy oeeeeinenn , X, olarak tanimlanan her biri birbirinde h uzaklikta olan
noktalarda aldigr  y,, v, ,.....c.., Yy degerlerini hesaplamaktir.
y(x)=1(x,y) (3-1-2)

Denkleminin baslangic kosuluna gore basit Euler metoduyla tiirevin tanimi kullanilarak

yaklasik ¢oziimii

% +O(h) = £(x,,,) (3-1-3)

formiiliinden bulunabilir. Bu denklem yazilirken x, gibi bir noktadan x,, gibi
kendisinden h kadar uzakliktaki bir nokta i¢in hesaplama yapilmis ve hata payr Q(h)
olarak yazilmistir. Biraz diizenleme yapilir ve bu denklem y,, icin ¢oziiliirse

i+1

yi+] = yi +f(xj’yi) + Q(h2) (3-1-4)
Burada bir adimdaki hata  Q(h*) iken N admm i¢in hata pay1 NQ(h*) = Q(h) olur.

Runge — Kutta Yontemi ise yukarida anlatilan Euler Yontemi ne gore biraz daha

detayl1 bir hesaplama yapar. Euler metodunda oldugu gibi direk x; noktasindan

x,., noktasma gecgerek hesaplama yapilmaz , ara degerler i¢in de hesaplama yapilir.

i+1

Herhangi bir x;, noktasindan x,, noktasina ge¢mek i¢in kullanilacak ara degerler k, ve

k, olup asagidaki gibi ifade edilir :
Iki adimli Runge-Kutta Metoduna gore

k] = hf(xjayj) (3-1-5)
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h k.
k, =hf(x. +—,y, +—+ 3-1-6
2 (x, Y 2) ( )

h araliginda iki noktada egimler hesaplanarak : y fonksiyonundaki artis hesaplanir.

Swrastyla &, , k, ,(x,,y;) ve ondan yarim adim sonraki (x

i

k,
+ h ,¥; +—) noktalarinda
2 2

y deki artis miktarlarmi1 vermektedir. iki adimli Runge-Kutta Yontemini ifade eden

formil :
Via = i+ ky + O(h7) (3-1-7)
seklinde olur. Burada 2Q(%°) ~ Q(h*) dir.

Biraz daha hassas hesaplama yapilirsa yani adim sayisi arttirilir. Dort adimli metod i¢in

k,=f(x,,y,) (3-1-8)
h k

k, =f(x, +=,y, +— 3-1-9

2 (xl 2 yz 2) ( )
h k

ky,=f(x,+—=,y, +—= 3-1-10

s =Hn 42, 2) ( )

k, =f(x,+h,y, +hk;) (3-1-11)
h 5

Via =¥ t g(k] +2k, + 2k, +k,) + Q) (3-1-12)

alinir. Burada 4Q(h’) = Q(h*) olur (Karaoglu, 2004).
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3.2. DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN BASIT GEOMETRIK
YONTEMLE INCELENMESI

Nonlineer fizik diferansiyel denklemlerin dogrudan ¢6ziimii yerine parametre veya faz
uzaylarindaki ¢6ziimiinii geometrik olarak da inceler. Bu , dinamik sistemin zamanla nasil
degisecegini degismeden kaldigr denge noktalarin1 ve bunlarin karalikararsiz durumdan
kararsiz/kararli hale déniisiip ddniismeyecegini gérmek olanagi verir. Ornegin , genel

sekilde

dx
— =1 veya x =1
7 (x) ya x =f(x)

biciminde yazilabilen bir diferansiyel denklem ele alinsin. Bunlar

= ¥=—kx (3-2-1)

gibi lineer ya da

dx?
dt’

=¥=—kx + ax’ (3-2-2)

seklinde nonlineer diferansiyel denklem olabilir. Burada x ve x , x degiskeninin
zamana gore birinci ve ikinci tiirevini gostermektedir. x = f(x) =0 esitligini saglayan
biitlin noktalara denge noktas1 denir. Denge noktas1 x " seklinde gosterilir. Buna  sabit
nokta da denilebilir. Bu noktalarda x zamanla degismez. ikinci dereceden denklemler igin

ise denge noktalari

x=f(x,y)=0 (3-2-3)

y=g(x,y)=0 (3-2-4)
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kosullarindan bulunur. f'(x") denge noktasindaki egimi ifade etmek iizere o noktada

f'(x") negatif/ pozitif ise denge noktasina kararli/ kararsiz denge noktasi denir.

Sistemin hareketi : kararli noktalara yaklasmak , kararsiz noktalardan uzaklagsmak

egilimindedir.
Diferansiyel denklem x = f (x, r) seklinde r gibi bir parametreye bagli ise bunun

degisik degerleri icin denge noktasmin karali iken kararsiz veya karasiz iken kararli

olmasina ya da denge noktasinin tamamen degismesi durumuna catallanma denir.

Catallanma ¢esitleri

X =r-X Blue-Sky

X =r+x Saddle-Node

¥ =rx-x Transcritical

X =rx-x Pitckfork

¥ =rx + x° Subcritical Pithfork

Tablo 3.1 Bir degisken parametreli nonlineer denklemlerde catallanma gesitleri

seklinde adlandirilir. Bu siiflandirilmalar iki parametreli ve ikinci dereceden diferansiyel

denklemler i¢in de genellestirilebilir ( Strogatz, 1994).

Ikinci dereceden diferansiyel denklemlerin incelenmesi biraz daha zordur. Ancak bunlar da
kolayca birbirleriyle etkilesen 1iki birinci dereceden denkleme doniistiiriilerek
incelenebilirler.

Boylesi bir denklem sistemi

X=ax +by (3-2-5)

y=cx +dy (3-2-6)
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seklinde gosterilir. Buradaa, b, ¢ ve d katsayilardir ve bu durumda sistem lineerdir. Bu

denklem sisteminin katsayilarindan olugsan matris

a2 ? 3-2-7
e d (3-27)

seklinde yazilabilir. Burada A  bir operatér (islemci) , v de vektordir. Buna gore

yukaridaki denklem sistemi

Av=Av (3-2-8)
Ozdeger sistemi seklinde yazilabilir. Burada 1  6zdeger v de A  matrisinin
ozvektoridir.

Oz degerler ve 6z vektorler

[A-TIA)lv=0 veya

Det [A—1A4]=0 (3-2-9)

Denkleminin ¢dziimiinden bulunur. Burada I birim matrisi gostermektedir. A matrisi

burada yerine konularak

A —(a+d)A+(ad-bc)=0 (3-2-10)

o
@
1

N}
(oY

RN
QU

[~
RN
1
Il

olur. T=a+d ve A=ad->bc, A matrisinin izini ve diskirminantini tamimlar

ve Ozdegerler

4 - [ +(I? —4A) (32-11)

1,2
2
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ifadesinden bulunur. 4, ve A, in aldig1 degerlere gore sistemin durumlar1 asagida

verilmistir :
A, = T iw Merkez
A,= atiw a <0/ a >0 ise kararli/kararsiz odak
A £ A, ve A < A,<0 kararli diiglim stable node)noktasi

Az, ved <0< 4, Eger noktasi(saddle)

Kararsiz diigiim noktasi (unstable node)
Az A, ve 0< A < A4,

A <0 Kararli y1ldiz noktasi (stable star node)
A>0 Kararsiz yi1ldiz noktasi (unstable star node)
=0 Her nokta denge noktasidir

Tablo 3.2 Ikinci dereceden diferansiyel denklemlerin denge noktalarinim 6zellikleri

. . . o 1 1
Ornek olarak kiitlesi m=1 ve potansiyel enerjisi , V(x) =- > x*+ 2 x*  olan

nonlineer bir sistem alinirsa hareket denklemi

—6—V=F=ma=m)'é =x - x (3-2-12)
ox

seklinde yazilir. Yukarida kuvvet denkleminde m=1 ise denklem

¥=x-x (3-2-13)
olur. Bu ikinci dereceden diferansiyel denklemi

x=y=f(x,y) (3-2-14)
y=x-x=g(x,y) (3-2-15)
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Seklinde , birinci dereceden iki denklem halinde yazariz. Sistemin denge noktalar1

x =0 (3-2-16)
y=20 (3-2-17)

ya da

f(x,3)=0 (3-2-18)
g(x,y)=0 (3-2-19)
kosulundan bulunur. Denge noktalar1 y * = ve x*=0 , x*=1, x3*=-1

seklinde olur. Bu denge noktalarinin durumlari sistemin Jacobian matrisi

a 4
A = dx dy kullanilarak bulunur. Sistemde bu ,
dg  dg
dx dy
A 0 ! 3-3-20
o 1-3x* 0 (3-3-20)

olur. (0,0) noktas1 igin 6z degerler

T2 -4A

(3-2-21)

ifadeleri kullanilarak A, =1, 4, =—1  olarak bulunur.

Yukarida verilen 6z degerlerin biri pozitif digeri negatif oldugundan bu denge noktasina

eger (saddle) adiverilir. Simdi bu noktalar i¢in 6z vektorler hesaplanirsa
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G-
[A-IA] -0 = v (3-2-22)
Y Y

ifadelerinden (0,0) noktast ve A =1 0Ozdegeri i¢in 6z vektor

S B el - ! 3-2-23
1 -1 |yl e T (3-2-23)

olur. Ayn sekilde ifadelerinden (0,0) noktast ve A, = -1 0z degeri olarak

bulunur.

e : (3-2-24)
— x —_—- — - -

11 |y d L

Benzer islemler (x*, y*) = (£1,0) denge noktalari i¢in de yapildiginda A, ve

A, 0Oz degerleri A, = iv2 A, = —i2 seklinde bulunur. Yukarida verilen 6z

degerlerin ikisi de komplekstir ve gergcek kisimlari olmadigindan bu nokta merkezdir

(center). Bunlara karsilik gelen 6z vektorler ise

(1,0) noktast , A, =iv2 ve A, —_i2 &z degerleri i¢in

-2

—iv2 i\ 2
Vi = |: l\/_:| ve V) = |:l\/_:| (3-2-25)
(-1,0) noktast , A =iv2 ve A, —_i2 &z degerleri i¢in 0z vektorler

vi= {iﬁ} ve v4= {_iﬁ} (3-2-26)

2 2

olur (Strogatz, 1994).
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3.3. PERTURBASYON ( TEDIRGENME ) METODU

Pertiirbasyon yonteminde , denklemin ¢dziilmesi sirasinda Onerilen ¢éziim bir seridir.
Denklemin 6nerilen ¢6ziimii pertiirbasyon katsayisinin serisi olarak yazilir ve denklemde
yerine konulur. Onerilen bu seri ¢dziim agilarak yerine konuldugunda ilk yaklagim olarak
g, &, .... gibi daha biiyiik dereceden pertiirbasyon (tedirgenme) parametresi igeren
terimler ihmal edilir. Igerisinde ayn1 dereceden & terimleri bulunduran ifadeler ayr1 ayri

sifira esitlenir. Boylece denklem grubu olusturulur. Igerisinde & katsayr bulunmayan
terimlerin katsayilar1 toplama sifira esitlenir ve

bunun i¢in bir ¢dziim 6nerilir. Onerilen bu ¢dziim bir sonraki denklem sistemin de yerine
konarak c¢oziiliir. Bu ¢6ziim sirasinda rezonans teriminin katsayilar1 sifira esitlenir.
Buradan onerilen ¢oziimdeki degiskenler arasida bir iliski bulunur. Bu yontem bir sonraki
denklemlere ayni sekilde uygulanarak biitiin denklem sistemi ¢oziilir (Nayfeh, 1993;
Rand, 2002).

Kisa bir 6rnek olarak

dx?
dt’

+(6 +eCoswt)x=0 (3-3-1)

Mathieu denklemi ele alinirsa £ hizli zaman ,  yavas zaman olmak iizere & = wt  ve
n=¢t degisken degistirilmesi yapildiktan sonra yukarida verilen denklemde yerine

konarak x c¢Oziimii seriye agilarak

x(5,n)=x,(5,n)+ex (&,m)+....... (3-3-2)

seklinde tanimlanabilir. Seriye acilmis olarak onerilen x ¢ozUmi ,
degisken degistirme isleminden sonra yukarida verilen
denklemde yerine vyazilir ve Q (e?) ve daha yiksek dereceli
katsayilari iceren terimler ihmal edilir. Denklemde vyukarida
bahsedilen dizenlemeler vyapildiktan sonra ayni ¢ katsayisi

iceren terimler ayr1 ayr sifira esitlenerek
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oot (3-3-3)
2 62

I S . I— (3-3-4)

08 oéon

denklem sistemi elde edilir. Ik denklem igin
X, (E,1)= A (1) cos/S & +B (1) sin/5 & (3-3-5)

¢Ozlimii 6nerilirse ve bu ikinci denklemde yerine konularak , diizenlenirse

2
2)22 +6 X, =246 Z—Asin\/gé —245 Z—Bcosx/gf — Acos+/6 Ecosé -
n n

B sin/8 Ecosé (3-3-6)

seklini alir.

2
2)22 +6 X, =246 Z—Asin\/gé ~25 Z—Bcos\/g‘f — Acos+/8 EcosE —
n n

B siny/5 &cosé (3-3-7)

Denklemin sag tarafindaki siniis ve cosiniislii rezonans terimlerinin katsayilar1 rezonans

. . , . 9 o dA
terimleri pertiirbasyon varsayimini gegersiz kilacagindan sifira esitlenir. Buradan an ve
n

Z—B terimlerinin denklemleri bulunur ve bu denklemlerin kullanilarak olusturulacak olan
n
jacobian matristen faydalanilarak bulunacak olan 6z deger ve 6z vektorler , denge

noktalarmin karalilig1 ya da kararsizlig1 hakkinda bilgi verir.
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3.4. ENERJi AKTARIM HIZI METODU

Salinim yapan sistemlerin kararlilig1 biiyiik oranda disaridan onlara aktarilan enerji ile
orantilidir. Rezonans da zaten sisteme maksimum miktarda enerji aktarilmasi kosuludur.
Bu yOntem parametrik diferansiyel denklemlerin kararliligimin incelenmesi amaciyla
gelistirilmis bir yontemdir ve sisteme aktarilan enerjinin pozitif /negatif olmasina gore

sistemin kararsiz / kararli olmasini belirler.

Parametrik diferansiyel denklem iki parametreye baghdir. Bu parametrik diferansiyel
denklem tizerinde cesitli diizenlemeler yapilarak , bu sistemin sahip oldugu enerji : bu
parametrik diferansiyel denkleme bagli bir fonksiyon olarak ifade edilmeye ¢alisilir. Bu
fonksiyon enerji aktarim fonksiyonu olarak isimlendirilir. Baslangicta verilen parametrik
diferansiyel denklem iki parametreye bagli olarak ifade edilmisti. Son olarak enerji aktarim

fonksiyonunun , bu iki parametreden olusan uzayda kararlilig1 incelenir.

dx?

dt

+ax —2bx Cos 2wt)=0 (3-4-1)

2

seklinde zorlanimsiz Mathieu denklemi incelenirse bu

dx?

dt®

+f(t)x =0 (3-4-2)

seklinde Hill denklemi olarak ifade edilebilir. Zorlanimsiz Mathieu denklemi daha genel
bir diferansiyel denklem olarak (Rand, 2002).

dx?

t2

+i(x)+g(x,x,t)=0 (3-4-3)

gibi de yazilabilir. Bu diferansiyel denklemde yer alan f(x) ve g(x,x,t) siwrasiyla

tek degiskenli fonksiyon , diizgiin ve periyodik degisen fonksiyondur.

Bu denklemde g (x,x,t) fonksiyonunu
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I-)x=0 ve x=0 de g(,0,t)=0 ve
2-)g(x,x,t)=g(x,x,t+T) vyani g(x,x,t), dizgin periyodik fonksiyon

olma kosullarmi saglar.

2
Simdi dx2 +f(x)+g(x,x,t)=0 denkleminde kiiciik bir diizenleme yapilirsa :
t
2
0 +f(x)=—-g(x,x,t) olur. Buesitligin sol tarafi kuvvet olarak tanimlanabilir.
t

Yukarida verilen sistemin enerjisi yani mekanik enerji kinetik enerji ile potansiyel
enerjinin toplamidir. T (x)= x°/2 ve V(x)= J. f(x)dx swrastyla kinetik enerji ve

potansiyel enerji olarak ifade edilebilir.

Sistem i¢in mekanik enerji ise

E=T(x) +V(x) (3-4-4)
olur. T(x) ve V(x) ifadeleriyerine yazilirsa

E = %2 + j F(x)dx (3-4-5)

olur. Enerjideki degigim ise

dE

t [%2/2+ j F(x)xdt ] (3-4-6)

YN

olur. Bu enerjideki degisim sisteme birim zamanda aktarilan P = ccll_t: E  giicii verir.

Giig de :

P=F x kuvvet ile hizin ¢arpimidir.
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dx?

t2

+f(x)=-g(x,x ,t) (3-4-7)

Denkleminde esitligin sol tarafinin kuvvet olarak tanimlandig hatirlanirsa

2

F:

x dx
+f(x ada F=-g(x,x ,t) ve ic P=-—g(x,x ,t
0 (x) vy g( ) gue dtg( )

olarak yazilabilir.

aE = E olmak lizere giic ifadesi

E = % [X*/2+ J. f(x) x dt ] denkleminde yerine kondugunda

E:% (/24 [f() dkdi]= % g(x.% 1) (3-4-8)

olur.

Bu denkleme gore sistem tarafindan alinan ya da ani olarak verilen enerji

. dx
E:__ x’x ’t 3-4'9
i g ( ) ( )

seklinde ifade edilebilir. Goriildiigli gibi sistem tarafinda verilen ya da alinan enerji bazi

parametre degerlerine , zamana , x konumuna ve X hizina baghdir. Sistemde iiretilen ya

da absorbe edilen enerji ifadesinin T periyotluk siire i¢in ortalamasi yani integrali alinirsa

1 (7dE

T
r-— S ar = % [ig(x.x.0.at (3-4-10)
0

Th dr’
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olur.

Daha once genel olarak ifade edilen ve tlizerinde calisilan diferansiyel denklem

dx?

t2

+f(x)+g(x,% ,t)=0 (3-4-11)

seklindeydi. Bu denklem aslinda zorlanimsiz Mathieu Denklemi nin genellestirilmis hali

olarak yazilmist1.

2

+ax —2bx Cos 2wt)=0 (3-4-12)

dt®

biciminde ifade edilmisti. Bu denklemin a ve b gibi iki parametreye bagh oldugu

goriilmektedir.

Sistemde iiretilen ya da absorbe edilen enerjinin T periyotluk siire i¢in ortalamasi yani
integralinin niimerik degeri I" 1ile ifade edilir. Bunun degeri pozitif ise sistem disaridan
enerji alir ve kararsizdir. Negatif ise sistem disar1 enerji verir ve enerjisi azalarak kararl
duruma geger. a ve b nin degisik degerleri i¢in I' nun degerleri hesaplanirsa bu parametre
uzayinda sistemin kararli ve kararsiz oldugu bolgelerle gegislerdeki catallanma cizgileri
bulunur. Asagidaki sekilde bu bolgeler U kararsiz , S kararli bolgeleri gostermektedir.

Boylece sistemin karakteristigi bu yontemle kolayca elde edilebilir (Jazar et al., 2008).

Lo U Y Uhnstable
" : Y {Kararsiz)
_ _ |'
L. h ) T -\'-. |
21 l"'. ce,
\ I
B ._'-"ll I!II oa, g |
T o, ! f i
U o 17 g 52, | i
. e, ] It /
R A { Kararh

Stable |

=) ] & 5 m 1¥ Ll il M 35 il

Sekil 3.1 Mathieu denklemi nin (a ,b) parametre uzayinda enerji degisiminin niimerik degerinin

kararlilik digrami

31



4. BULGULAR ve TARTISMA

Frekanslar1 w, ve w, , yaysabitleri k&, ve k, genligi y, ve y, olan iki salmicidan

olusan ciftlenimli salinic1 arasinda etkilesim incelenmistir. Burada 6zellikle sistemdeki
enerjinin paylagimi , bir salmicidan digerine enerji akisi ve enerjinin bunlardan birinde
yerellesip yerellesmeyeceginin  arastirilmasit amaclanmistir. Problem bir¢ok disiplinler

arasi caligmanin ortak konusudur (Gendelman, 1999; Hayashi, 1985).

Birinden digerine enerji aktarimi olmasi ve sistemin enerjisinin bu salmicilardan birinde
toplanmas1 yani yerellesmesi (localization) i¢in , incelenecek ciftlenimli salinicilarin
simetrik olmamas1 gerekir. Bununla c¢iftlenim halinde bulunan salinicilarin frekanslari ,
genlikleri , baslangic kosullar1 gibi 6zelliklerinin birbirine benzememesi kastedilmektedir.
Bu calismada o nedenle asimetrik (simetrik olmayan) bir yapida olan salinicilar

incelenmistir.
Srrasiyla ;

a) Lineer bir salinici ile tamamen nonlineer bir salinicinin lineer ¢iftlenimi ,

b) Lineer bir salmici ile nonlineer bir salinicinin lineer ¢iftlenimi ,

c¢) Lineer bir salinici ile nonlineer salmiciin parametrik ¢iftlenimi ,

d) Lineer bir salinici ile nonlineer salinicinin parametrik ve zorlanimli ¢iftlenimi ,

ele alinacaktir.

¥l ¥2

Sekil 4.1 Nonlineer c¢iftlenimli sarkag

4.1. LINEER BIR SALINICI iLE TAMAMEN NONLINEER BIR
SALINICININ LINEER CIFTLENIMI
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Incelenecek ilk sistemin denklemi

d
o + C yf -ey, =0 (4-1-1)
d2
dty; +wly, =0 (4-1-2)

seklindedir. Burada ¢ , C ve w, srasiyla : c¢iftlenim ve nonlineerlik katsayilar: ile

birinci salinictya enerji aktaran ikinci salinicinin agisal frekansidir.

Sistemin hareketi Runge-Kutta metodu ile sayisal olarak baglangi¢ kosullarna gore

¢oziilmiis ve birinci salinicinin genliginin zamanla degisimi Sekil 4.2 de verilmistir.

Genlik

10k

A AUAU%AU&U% AUAWUAM |

—-0.5 -

i

IR
i i

Ui

i —

Sekil4.2 a=1.15 ve w,=1 i¢in birinci salinicinin genliginin zamanla degisimi

Baslangicta birinci salinicida enerji yokken zamanla ona enerji aktarildigi genligin
artmasindan anlasilmaktadir. Ayrica sistemdeki nonlineerlikten dolayr salmimin
frekansinin genlikle arttig1 da anlasilmaktadir. Genligin hemen artmadig1 ve enerjinin belli
bir zamandan sonra birinci salmiciya aktarildig1 da gériilmektedir.

Sistemin (w,,o) yani frekans baslangi¢ genligi , uzaymdaki kararli ve kararsiz bolgeler
de Materyal ve Metot boliimiinde verilen Enerji Aktarim Hizi metoduna gore

hesaplanmis ve Sekil 4.3 de verilmistir.
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Sekil 4.3 Agisal zorlanim frekansi ve genlige gore enerji aktarimi

Burada ikinci saliicinin birinci saliciya enerji aktardigi bolge I' nin isaretinin arti
oldugu beyaz renkle gdsterildigi bolgedir. Enerji aktarimi zorlanimli salinim seklindedir ve
aktarim hizi o ve c¢iftlenim sabitine bagli olarak degisir. Bunlar ayrica grafiklerle

gosterilmemistir.

4.2. LINEER BIR SALINICI ILE NONLINEER BiR SALINICININ
LINEER CIiFTLENIMI

Bu boliimde
d2
B Wiy +C v e _ 4-2-1
i 1 M Y )
d’y
E Wiy =0 (4-2:2)

sistemi incelenecektir. Bunun bir dnceki sistemden farki birinci salmicinin w, lineer
frekansinin sifirdan farkli olmasidir. Sekil 4.4 de birinci salmicinin genligi denklemin
Runge-Kutta metodu ile ¢éziimiinden hesaplanmistir. Sonug bir dnceki béliimdekine ¢ok
benzerdir. Ancak burada sistem w, frekansiyla kontrol edilebilir. Bir de enerji aktarim
mekanizmasinin 6nce vuru olayr ile basladigi ve belli zaman gectikten sonra enerji

aktariminin tam etkili olmaya basladigina dikkat edilmelidir.
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Sekil4.4 o=1.15 ve w,=1 ve w,= 0.5 igin birinci salinicinin genliginin zamanla degisimi

Enerji aktarim hizina gore de sistemin (w,, o) yani frekans baslangic genligi uzayindaki
kararl ve kararsiz bolgeleri de hesaplanarak sonuglar1 Sekil 4.4 de verilmistir. Burada da
enerjinin aktarildig1 bolgeler beyaz olarak gosterilmistir. w,=1 ve w= 05

frekanslarindaki rezonanslar agikc¢a goriiliir. Bu bolgeler sistemin kararsiz oldugu bolgelere

de karsilik gelir.

Sekil4.5 ao=1.1.5ve w,=1 ve w,=0.5i¢in birinci saliniciya enerji aktarmm
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4.3 LINEER BiR SALINICI iLE NONLINEER SALINICININ

PARAMETRIK CIFTLENIMI

Bu boliimde
d2
2t Wiyt C 2 oy -6 =0
dt
d2y2 2
+w =0
e 2 Vo

(4-3-1)

(4-3-2)

denklemi incelenecektir. Sistemin genel bir durumu gosterdigine dikkat edilmelidir.

a) €=0, C#0 durumu : parametrik ( Mathieu ) rezonansa

b) €¢#0,C=0 durumu : zorlaniml rezonansa

c) €20 , C#0 durumu : hem zorlaniomli hem de parametrik rezonansa karsilik

gelmektedir.

Diger olast durumlar burada ele alimmayacaktir. C = 0 oldugu durum dogrudan lineer

ciftlenimli sarkag¢ ve bilinen zorlanimli salinima karsilik geldigi i¢in ilging degildir.

Frekanslar , ¢ ve C nin farkli degerleri icin Enerji Aktarim Metoduna gore hesaplamalar

yapilmis ve €= 0.1 ve C = 2 i¢in sonuglar

grafiklerinde verilmistir.

Sekil 4.6 , Sekil 4.7 ve Sekil 4.8
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Sekil 4.7 w,= 0.5 i¢in birinci salinictya enerji aktarimi
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Sekil 4.8 w,= 1 i¢in birinci salmiciya enerji aktarim

4.4. LINEER BIR SALINICI iLE NONLINEER SALINICININ
PARAMETRIK VE ZORLANIMLI CIiFTLENIMI

Sistemin hareket denklemi

d2

_dtfl + wiyi-eCy ey, = 0 (4-4-1)
d2

dtyzz Wy, =0 (4-4-2)

seklindedir. Bu modelde w, > w, olarak alinmistir. Srrasiyla, w,  ve w, 1. ve

2. salmicinin dogal frekanslaridir ve C nonlineerlik katsayisi , € ise salinicilar arasindaki
etkilesimin bir 6l¢iisiidiir. Denklemde diizenleme yapilirsa

d2
1 (4-4-3)

2 3
7"‘ lel-SCyl =€),

38



d2y2

di? + Wz2 Y, =0 (4-4-4)

seklini alir.

Bu denklem sistemi i¢in Onerilen uygun bir y, (t) ¢oziimiiniin

y,(t) = ASin(w,t+0) (4-4-5)

olacag goriiliir. Bu ¢6ziim yukarida denklem sisteminde yerine yazilirsa

d2y1

e wiyi- €C ) —e ASin(w,t+0)=0 (4-4-6)

seklinde ilk salinicinin hareket denklemi bulunur. Yukarida verilen denklem sistemi

d2
dl‘J;] + W]ZY1 -eC y]3 = e ASin(w,t+0) (4-4-7)
d2
G (4-4-8)

halinde yeniden yazilabilir. Buradaki birinci denklem , birinci salmicimin ikinci salinict

tarafindan harekete zorlanmasini gostermektedir. Bu denklem i¢in
y,(t) =y Sin(w,t+6)+ @ (1) (4-4-9)

seklinde iginde hem homojen hem de zorlanim terimleri olan ¢6ziim dnerilebilir. Onerilen
y , ySin(w,t + ) ve @(t) swastyla siiriicii kuvvetin (ikinci salinicinin) etkisi ,

zorlanimli hareketin ¢6ziimii ve homojen kismin ¢oziimiidiir.

d d’
y,(t) ¢dziimiine bagh olarak % ve J;‘
t

ifadeleri
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dy, d¢
— =y w,Cos (w,t +0 )+ — 4-4-10
i YW, (w, ) dr ( )
d’y . d’¢
dﬂ] = —y wi Sin(w,t +0 )+ . (4-4-11)
seklinde yazilabilir. Onerilen ¢dziim ,
II 4 W eC oyl = eASin(w,140 4412
i wi- eCy; = eASin(w,t ) (4-4-12)
denkleminde yerine yazilirsa

2 q: d2¢ 2 .
-y w, Sin(w, t+0) + % +w, [y Sin(w,t+0)+¢ (t)] -

eC [y Sin(w,t+0)+ @ (t)]° = eA Sin(w,t+6) (4-4-13)

ifadesi elde edilir (Gendelman, 1999). Bu denklemdeki [y Sin (w,t +6 ) +¢(t)]°

ifadesi , binom ag¢ilimina gore acilir ilk terimleri alinir ve yukarida denklemde yerine

yazilirsa denklem

d%¢

—y w; Sin(w,t+0) + —— + w y Sin(w,t+0)+ & ¢ (t) —
t

eC [P (t) + 3y >Sin*(w, t+0) P (t) +7  Sin’(w, t+ 6)] = eASin(w,t+6) (4-4-14)

haline gelir.

Denklem sisteminde esitligin her iki tarafinda da  Sin(w,t + 8 )  igeren terimlerin
katsayilar1 toplanirsa bunlarin toplamlarinin sifir olmasi gerektiginden (harmonic balance)

katsayilar arasinda

—y w; + wiy —3eCy ¢(t) = €A (4-4-15)
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bagintis1 elde edilir (Rand, 2002). Bu bize hareketin genligi ve frekanslar1 ile nonlineerlik
ve c¢iftlenim Olciisii arasinda bir iligki verir. Ayn1 denklemde esitligin her iki tarafinda da

Sin(w,t+6) icermeyen terimler yazilirsa

d2¢
dt?

+w @ (t)—eCP (t)+3eCy’Sin® (w,t+6)d(t)+

eCy Sin’(w,t+6)=0 (4-4-16)

seklinde bagka bir denklem elde edilir. Burada yer alan Sin’( w,t+6) ifadesi

Sin>( w,+6) = —[1-Cos 2(w,t + 6)] (4-4-17)

1
2
seklinde acilabilir. Bu ifade , denklemde yerine yazilirsa
d’¢
dt’

+w P(t)—eCPi(t) - %SCyz[l—Cos2(W2t + 6)] P (t) -

eCy Sin’(w,t+6)=0 (4-4-18)

denklemi elde edilir. Bu haliyle ¢6ziim olduk¢a karmasik goziiktiigiinden denklem uygun

sekilde diizenlenirse

d2¢
dt?

+ Wf¢(t)—sC¢3(t)—%sC;/2[l —Cos2(w,t +6)]e (t) -

eCy Sin’(w,t+6)=0 (4-4-19)

seklinde biraz daha anlasilir bir forma doniistiiriilebilir. Bu denklem nonlineer zorlaniml1

Duffing - Mathieu denklemidir.

eCg(t) (4-4-20)
%SC;/Z[I—COS 2(wyt + 6)] (4-4-21)
eCy’Sin*(w, t+6) (4-4-22)
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terimleri sirasiyla Duffing , Mathieu ve zorlanim terimlerini ifade eder. Boylece
sistemdeki birinci salinictya hem parametrik (Mathieu teriminden dolayi) hem de
zorlanimdan dolay1 enerji aktarildigi goriilebilir (Pandey, 2005; Pandey, 2007; Rand,
2002).

Ancak yine de denklemi nonlineer standart denklem haline doniistiirmek i¢in

w,=1 (4-4-23)
w, =w (4-4-24)
3 2

5 eCy” =2p (4-4-25)

degisken degistirmesi yapilarak denklem

d’¢

t2

+(1-2B¢> +2B Cos Qwt)¢ = 2B Sin’(wt) (4-4-26)

seklinde nonlineer diferansiyel denklemler arasinda anlagilan bir forma getirilebilir.
Burada < ¢ > genligin karesinin ortalamasidir ve bu terimin isareti — oldugu icin
salmicinin frekansi genlikle azalir. Yani sistemin frekans1 genlikle azalir. Bu da birinci
salinicinin enerjisinin yani genlik arttik¢a sertliginin azaldigmi ve sistemin yumusadigini
belirtir. f teriminin hem nonlineerligi , hem ¢iftlenim sabitini , hem de genligi i¢ine alan

bir degisken olduguna dikkat edilmelidir.

Bu denklem sisteminde ikinci salinicidan birinciye aktarilan enerjiyi sayisal olarak enerji

aktarma hiz1 integrali I yu hesaplarsak (w, ) hesaplanirsa Sekil 4.9 grafigi elde edilir.

Sekildeki diiz mavi bdlge kararsiz bolgeleri gosterir.
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Sekil 4.9 (w, B ) uzaymnda T enerji aktarim hizimin integrali

Sekil 4.9 da sistemin genligi arttikca ara bolgede frekasin azaldigi goriiliiyor. Bu da

yumusak Mathieu denkleminin 6zelligini veriyor.

Kararli ve karasiz bolgelerden ve ara bolgeden gegiste ne oldugunu kolaylikla gérmek igin
:w=0.5, B =0.133 ve B = 0.225 gibi farkli degeri i¢in Sekil 4.10 (a) ve (b) de

gosterilmistir.

Kararli bdlgeden kararsiz bolgeye gecerken birinci salinicinin enerji alarak genligini
arttirdig1 ve bu arada salinicinin zorlanmali hareketin frekansina mi1 , kendi frekansina mi1
gore hareket edeceginde kararsiz kaldigi sonug¢ olarak vuru gozlendigine ve kararsiz
bolgeye gecerken sistemin frekansinin diisiip periyodunun arttigma dikkat edilmelidir.

Buna periyot ¢iftlenmesi (period dubling) denir.

Sekil 4.10 daki w= 0.5 degeri icin f =0.133 ve S = 0.225 de salinicinin genliginin ara
bolgeye yani c¢atallanma bolgesine yaklastikga arttigi sistemin kararsizliga dogru gittigi

goriiliiyor. w=0.5 icin S nin kritik degerinin £ = 0.23 oldugu da buradan bulunabilir.
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Sekil 4.10 daki grafiklerde : w ve B nin degerleri degistirilerek birinci salmicinin hangi
w ve [ degerleri i¢in kararli hangileri i¢in kararsiz oldugu goriilebilir. Ayrica salinimin
icindeki frekanslar da kararsizlik-kararlilik bolgesine ne kadar uzakta olundugu hakkinda

bilgi verir.

w M
J
05 =D [+][BI=]=]
M
o u
0.133 =D [+][BI=]=]
Genlik (Keyfi)
05k N
—-0.5

Sekil 4.10 a-) (w, ) uzayinda, w=0.5 ve f=0.133 degerleri i¢in birinci salinicinin
genliginin zamanla degisimi
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© M
J
0.5 =D [+BrI=]=]

M
B »

0.225 =D [+ [rI=]=]

Genlik (Keyfi)
6 —

STV VT

N
™

\S]

Sekil 4.10 b-) (w, ) uzaymnda, w=0.5 ve [ =0.225 degerleri i¢in birinci
salmicinin genliginin zamanla degisimi
Yukarida verilen diferansiyel denklemin denge noktalar1 ve bunlarin durumlari

pertiirbasyon metodu (multiscale perturbation) ile incelenebilir (Nayfeh, 1993).

Budenklemde ¢= wt ve n = ¢t degisken degistirilirse

dg _ 09 d o9 dn

— = (4-4-27)
dt o0& dt on dt
dg _ 04 9% (4-4-28)
dt o0& on
2 2 2 2
d?zwzaerzws o9 +826¢25 (4-4-29)
dt o0& o&on on
seklini alir. ¢ ve 1 sirasiyla hizli zaman ve yavas zaman
degiskenleridir.
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Denklemde yer alan zorlanim frekanst w,= w , dogal frekans w, =1 etrafinda seriye

acilarak

w=1+¢k +0(&? (4-4-30)

seklinde yazilabilir. [fade de k&, , sistemin dogal frekansi ile zorlanim frekansi arasindaki

farktir. ¢ , kuvvet serisine acilirsa

$=do(c,n) +edi(c,n) + Os?) (4-4-31)
olur.

ﬁ ve dz? ifadeleri ,

dt dt

d’¢

i +P(t)—eCht)— aey’[1—Cos2(wt+0)] ¢(t) -

Fey ’Sin'(wt+6) = 0 (4-4-32)

denkleminde yerine yazilir ve diizenlenirse

w? % +2we 665;377 + & 27:25 +P(t)—eChi(t) -
aey’[1-Cos2(wt+0)]d(t)—3Fey’ Sin’(wt+6) =0 (4-4-33)
olur.

w ve ¢ ifadeleri ,

w? % +2we 665;377 + & 27:25 +P(t)—eChi(t) -
aey’[1-Cos2(wt+0)]d(t)—3Fey’ Sin’(wt+8) =0 (4-4-34)
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denkleminde yerine yazilir diizenlenir ve pertiirbasyon yontemi uygulanarak ¢oziiliirse ,

A ve B icin

.3 3, 3. 3
4= —5F7/3 - B - S CAMBM) - o€ B*(n) - B(n) k, (4-4-35)

Bt A + SC A <3 CAm) B0+ AG) (4-4-36)

ifadeleri bulunur (Rand, 2002). Denklemlerin denge noktalari : A= 0, B= 0 kosulunu
saglayan noktalardir ve denklem sisteminin sag tarafi sifira esitlenerek bulunur. Bu
diferansiyel denklem sistemi bize salinimin genliginin zamanla birbirlerine bagh ve diger
parametrelere bagl olarak nasil degisecegini gosterir. Bu degisim , (A,B) uzayinda kapali
bir egri ¢izerse : sistem kararli , (0,0) noktasi odak olmak {izere kararsiz spiral ¢izerse :
kararsiz demektir. Buradaki A ve B genlikleri R*=(A*+B?) seklinde yazilirsa ve R belli
bir deger araliginda degisirse , periyodik salimimin genligini verir. Bu genlik zamanla
biiytirse : sistem kararsiz olur. Bu denkleme benzer sistemin kararlilik durumu Matcont
yazilimi ile incelenmis ve sistemin denge noktalari ile bunlarin tizerindeki dallanma yerleri

calismasinda verilmistir (Rand, 2002).
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5. SONUC

Fiziksel sistemlerin birinden digerine enerji aktarmasi kimyadan biyolojiye kuantum
fiziginden astronomiye kadar genis bir alanda Onemli bir yer tutmaktadir. Bu enerji
aktarimmimn epeyce bir kismini salinim hareketi yapan sistemler arasindakiler

olusturmaktadir.

Belli bir frekansta basit harmonik hareket yapan bir salmiciya disaridan periyodik bir
kuvvet etki ederse kuvvetin frekansi1 salinicinin frekansina esit oldugunda ikisi arasinda
maksimum enerji aktarimi olur. Bu kuvvet ikinci bir salicinin birinciye etkisi seklinde
olursa enerji ikisi arasinda gidip gelir ve vuru olay1 denen olay meydana gelir. Halbuki
doga sistemlerinde enerji akisinin tek yonlii de oldugu goriiliiyor ve enerji salmicilardan

birinde birikiyor. Buna enerjinin lokalize olmas1 deniyor.

Bu calismada salmicilar arasindaki enerji aktarimi incelenmistir. Basitlik olmasi a¢isindan
yalnizca iki salinicinin (¢iftlenimli salinici) arasindaki enerji aktarimi ele alinmistir. Enerji
hareketinin tek yonlii olmasi i¢in : bunlarin asimetrik olmasi gerekir (Gendelman, 2001). O
nedenle enerji aktariminin tek yanli olmasmin olasiligini arttrmak i¢in de ¢iftlenimli
salinicilarin asimetrik olanlar1 ele alinmistir. Bunun yaninda sistemin dogal ve gercek
durumlara karsilik gelmesi i¢in bazen salinicilarin bazen de sarkaglarin ¢iftlenim
terimlerinin nonlineer olmasi saglanmistir. Ciftlenimli salmicilarin asimetrik olmast demek

bu salmicilarin diferansiyel deklemlerinin formunun birbirlerinden farkli olmasi demektir.
Sistemdeki ciftlenimin ve salmicilardaki nonlineer terimin nonlineerligine goére enerji
aktariminin bazen zorlanimli , bazen parametrik rezonans nedeniyle oldugu bazen de
ikisinin de bu aktarimda rol aldig1 gozlenmistir.

Enerji aktarimi , Enerji aktarim Hiz1 (Energy-Rate Method) metoduna gore incelenmistir
(Jazar, 2008). Enerji aktarimmin degisik durumlar icin temel Ozelliklerinin  degisik

durumlarda s6yle oldugu gozlenmistir.

a) Lineer bir salinic1 ile tamamen nonlineer bir salinicinin lineer ¢iftlenimi :
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Enerji aktarilan sistem tamamen nonlineerdir (w ;= 0). Nonlineerlik katsayis1 C pozitif
oldugu icin genlik arttik¢a frekansi da artmakta ve ikinci saliniciin frekansina esit hale
geldiginde , zorlanimli kuvvetle rezonansa gelmektedir. Genligin zamanla degisiminden

sistemin ( w,b) uzaymdaki genlik degisimi de goriilebilir.

Sekil 4.2 de etkilesmenin baslama aninda baslamadigi , belli bir zaman sonra genligin
arttig1 ve enerjinin paketler halinde aktarildig1 goriilmektedir. Burada gosterilmeyen ama
birinci salinicinin enerjisinin ikinciden daha fazla oldugu ve bu oranin belli bir zamandan
sonra ayni kaldig1 gozlenmistir. Bir de genlik arttig1 zaman frekansin da arttigma dikkat

edilmelidir. Bu da nonlineer salmicmin frekansinin genlikle arttigini agikca ifade ediyor.
b) Lineer bir salinic1 ile nonlineer bir salmicinin lineer ¢iftlenimi :

Bunun bir 6nceki sistemden farki birinci salinicinin w, lineer frekansmin sifirdan farklh

olmasidir. Sekil 4.2 de birinci salmicinin genligi denklemin Runge-Kutta metodu ile
¢Oziimiinden hesaplanmistir. Sonug¢ bir 6nceki bolimdekine ¢ok benzerdir. Ancak burada

sistemin davranis1 w, frekansiyla kontrol edilebilir. Bir de enerji aktarim mekanizmasinin

once vuru olayi ile basladig1 ve belli zaman gegtikten sonra enerji aktariminin tam etkili

olmaya basladigina dikkat edilmelidir.

Bir diger 6nemli nokta da enerji aktariminin burada w = i , % ve 1 de de olduguna

dikkat edilmelidir. Bu ana frekansin kesirlerindeki enerji aktarimlari (rezonanslar) Mathieu
denklemlerindeki rezonanslardir. Bu , enerji aktariminin 6zelliginin degistigini ve bunun

parametrik rezonansla oldugunun isaretidir.

c¢) Lineer bir salinic1 ile nonlineer salinicinin parametrik ciftlenimi :

Parametrik etkilesmenin etkisini daha iyi gdzlemlemek igin : Cy’ — gy, giftleniminin

. 1 1
yerine , Cy, y, — gy, kullamlmistir. Burada WZE, I ve W:Z rezonanslarinin
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kalintis1 acik¢a goriilmektedir. Ayrica kararsiz bolgelerin nonlineerliginin : genlikle
frekansin artmasindan dolayr , frekansin artis yoniine dogru egildigi rahatlikla

goriilmektedir.

d) Lineer bir salinici ile nonlineer salinicinin parametrik ve zorlanimli ¢iftlenimi

2
dy1+

e wiyi—gCyl —gy, = 0 (5-1)
d2
RRACEAR (5-2)

denklem sistemi incelendiginde hem zorlanimli hem de parametrik enerji durumu agikga

goriiliiyor. Birinci salinict gy, terimi nedeniyle nonlineer ve enerji soguran sistemdir.

Frekanst wy; — gCy; terimi nedeniyle genlikle azalmaktadir.

Bu haliyle y, deprem genligini , y; de depremin etkisindeki binanin genligini gostermek
iizere , incelenen sistemin : depremde sallandik¢a esnekligini kaybeden ve depremden daha
da fazla etkilenen binaya aktarilan enerjiye karsilik geldigi diisiintilebilir. Sistem o nedenle
de ele alinmistir. Bu sistem , ilerde yapilacak ve diger durumlar1 da ele alacak ¢alismanin

baslangici olmasi agisindan da galisilmistir.

Sisteme aktarilan enerji , Sistemin Enerji Aktarim Hizi metoduna gore (w,f) yani
uygulanan frekans ve genlik uzayinda incelenmistir. Sekil 4.9 da w=1 deki parametrik
rezonans agikca goriilmektedir. Kararsiz bolge diiz mavi bdlgedir. Burada enerji aktarilan
salmicinin genligi gittikge artmakta ve sistem kararsiz hale gelmektedir ( Bu bina ise bu

bolgede yikilacak demektir ).

Sistemin nonlineerliginin , karasiz bolgenin frekansla genliginin azalmasindan dolay1 (w
ile C ters isaretli) sola dogru egik oldugu goriliiyor. Kararli bolgedeki sistemin frekansi ,
kararsiz bolgeninkine gore iki kat fazladir (Rand, 2002). Belli bir sabit w degerinde
genlik f arttikca karasiz bolgeye yaklasilir. Sekil 4.10 (a) ve (b) de w =0.5 i¢in S=1.33
ve [=1.225 degerlerinde salmimin genliginin nasil degistigi verilmistir. Kararsiz bolgeden

uzaktayken £ =1.33 i¢in : salmicinin daha biiyiik frekansla hareket ettigi , ancak kararsiz
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bolgeye yaklastikca S=1.225 igin : salmimin ikinci fakat daha kiigiik bir frekansda

g6zlendigi , bunun vuruya neden oldugu goézleniyor.

Bu deprem-bina sistemine gore diisiiniiliirse su anlama gelir :

Deprem etkisini hissettirmeye basladiginda genlikteki kiigiik artis bile binanin frekansini
diisiirmeye baslar. Bu da genligi biraz daha fazla arttiracagindan binanin frekansi daha da
diiser ve depremin frekansina yaklasir. Parametrik rezonans sonucunda deprem daha diisiik
frekansla fakat daha biiyiik genlikle salinima baslar. Bu modele gore binanm frekansi

azaldikc¢a genligi artar ve sonunda bina yikilir.

Bu ¢alismanin en azindan bdylesi bir olayin daha iyi anlasilmasi agisindan bir baslangig
olacagi disliniilmektedir. Calismada binanin serbest salinim frekansinin depremin
frekansindan biiylik oldugu kabul edilmistir. Binalarin frekanslarmin ytiksekleriyle ters
orantili oldugu bilindiginden bu ¢alisma depremle orta boy bir binanin etkilesmesine bir

acgiklama olabilir.
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