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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

DORTGENSEL NEC GRUPLARI

Mustafa DURMAZ

Adnan Menderes Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Ana Bilim Dali

Danisman: Yrd. Dog. Dr. Adnan MELEKOGLU

H ve D hiperbolik diizlemin iist yari diizlem modeli ve birim daire modeli
olarak adlandirilan iki farkli modelidir. Hiperbolik diizlemin izometrileri otelemeler,
donmeler, yansimalar, Otelemeli yansimalar ve limit rotasyonlar olarak adlandirilan
homeomorfizmalardan olusur. Bunlardan yansimalar ve 6telemeli yansimalar yonlenmeyi
korumayan izometriler, digerleri ise yonlenmeyi koruyan izometrilerdir. Yonlenmeyi
koruyan izometriler cift sayida yansimanin, yonlenmeyi korumayan izometriler tek
sayida yansimanin bileskesi olarak yazilabilirler. Hiperbolik diizlemin biitiin izometrileri
fonksiyonlarin bilegke iglemine gore bir grup olusturur ve bu grup PGL(2,R) ile gosterilir.
PGL(2,R) grubunun boliim uzay1 kompakt olan herhangi bir ayrik alt grubu bir NEC
grubudur.

. T T T

I¢c agilan; k, [, m € Z" ve k, I, m > 2 olmak lizere —, — ve — olan bir hiperbolik
m

ticgenin kenarlar iizerindeki yansimalar bir NEC grubu iiretir. Bu sekilde elde edilen

NEC grubuna bir iiggensel NEC grubu denir. Benzer sekilde i¢ acilart; s, ¢, u, v € Z" ve

s, t, u, v > 2 olmak ilizere —, —, — ve — olan hiperbolik dortgenin kenarlar1 tizerindeki

yansimalar da bir NEC grubli iiretir%l Bu §‘ékilde elde edilen bir grup dortgensel NEC grubu
olarak adlandirilir.

Yukaridaki 6zelliklere sahip bir hiperbolik dortgeni ele alalim. Bu dortgenin kenarlari
tizerindeki yansimalar tarafindan iiretilen dortgensel NEC grubunun elemanlar1 altinda
bu dortgenin goriintiileri ele alinirsa hiperbolik diizlem dortgenlere ayrilmig olur. Bu
ozellikteki dortgenlerin kiimesine hiperbolik diizlemin bir kaplamasi denir. Benzer
sekilde bir iicgensel NEC grubu yardimiyla da hiperbolik diizlemin bir kaplamas1 elde
edilebilir.

I vel gruplart sirasiyla dortgensel ve licgensel NEC gruplart olsunlar. Eger I'
grubu r grubunun k indeksli bir alt grubu ise hiperbolik diizlemin dortgenler ile elde
edilen kaplamasinin herbir hiicresi k tane ticgene boliinebilir ve hiperbolik diizlemin bu
ozellikteki iki kaplamasina boliinebilir kaplama ikilisi denir.
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Bu tezde dortgensel NEC gruplari tanimlanmusg, iicgensel ve dortgensel NEC gruplari
arasindaki bazi cebirsel ve geometrik iligkiler incelenmistir.

2009, 57 sayfa

Anahtar Sozciikler
Hiperbolik diizlem, Izometri, NEC(Non-Euclidean Crystallographic) grubu, Ayrik alt
grup, Ucgensel grup, Dortgensel grup, Kaplama.



ABSTRACT

M.Sc. Thesis

QUADRiLATERAL NEC GROUPS
Mustafa DURMAZ

Adnan Menderes University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Asst. Prof. Dr. Adnan MELEKOGLU

H, D are two model of the hyperbolic plane they are called the upper-half plane
model and the unit disc model. The isometries of the hyperbolic plane consist of
homeomorphisms which are translations, rotations, reflections, glide reflections and limit
rotations. Reflections and glide reflections are orientation preserving isometries while
the others not. Orientation reversing isometries can be written as the composition of even
number of reflections. Orientation preserving isometries can be written as the composition
of the odd number of reflections. All isometries of the hyperbolic plane form a group
under composition of functions and this group is denoted by PGL(2,R). Any discrete
subgroup of the group PGL(2,R) with compact quotient space is an NEC group.

T T T
The reflections in the sides of a hyperbolic triangle with angles T ve — generate a
m

NEC group where k, [, m € Z* and k, [, m > 2, and a NEC group obtained in this way

is called a triangle NEC group. Similarly, the reflections in the sides of a hyperbolic
T T 7.
quadrilateral with angles —, —, — ve — generate an NEC group where s, ¢, u, v € Z™" and

s, t, u, v>2. Sucha grosup is cualledva quadrilateral NEC group. Consider a hyperbolic
quadrilateral with the above properties. If we consider the images of this quadrilateral
under the elements of the quadrilateral NEC group generated by the reflections in the sides
of the quadrilateral, we obtain a tessellation of the hyperbolic plane by quadrilaterals. The
set of quadrilaterals with this property is called a tiling of the hyperbolic plane. Similarly,
a tiling of the hyperbolic plane can be obtained by means of a triangle NEC group.

Let T and I be quadrilateral and triangle NEC groups, respectively. If the group I' is a
subgroup of the group I with index , then any cell of the tiling of the hyperbolic plane
by quadrilaterals can be divided into k triangles and two tilings of the hyperbolic plane
with this property are called a divisible tiling pair.

In this thesis quadrilateral NEC groups have defined, some algebraic and geometrical
relations between triangle and quadrilateral NEC groups have been investigated.
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1. GIRIS

/72 2
M uzaklik

y
fonksiyonu ile hiperbolik diizlem i¢in bir modeldir ve iist yar: diizlem modeli olarak

H={x+iy|xy € R,y > 0} kiimesi, iizerinde tanimli ds =

adlandirilir. Aym zamanda, D = {z € C | |z| < 1} kiimesi de hiperbolik diizlem i¢in bir

1
modeldir ve birim daire modeli olarak adlandirihir. J(z) = il
z

doniislimii yardimiyla

i
bu iki model arasinda gecis daima miimkiindiir.

Hiperbolik diizlemin yonlenmeyi koruyan izometrileri (Oteleme, Rotasyon, Limit
Rotasyon) bileske islemine gére bir grup olusturur ve bu grup PSL(2,R) notasyonu ile
gosterilir. PSL(2,R) grubunun herhangi bir ayrik alt grubuna bir Fuchs grubu denir. Fuchs
gruplart ile ilgili ilk ¢alisma Poincaré (1882) tarafindan yapilmistir. Poincaré, L. Fuchs’un
bir makalesini okuduktan sonra bu gruplar1 Fuchs gruplari olarak adlandirmustir.
Hiperbolik diizlemin yonlenmeyi koruyan ve korumayan izometrileri (Yansima, Otelemeli
yansima) bir grup olusturur ve bu grup PGL(2,R) notasyonu ile gosterilir. PGL(2,R)
grubunun herhangi bir ayrik alt grubuna bir NEC grubu denir. NEC gruplari, yonlenmeyi
korumayan izometriler de igerdikleri i¢cin Fuchs gruplarindan daha genistirler ve bu
gruplarin boliim uzaylari kompakttir. Bir Fuchs grubunun boliim uzayr kompakt olmak
zorunda olmadigindan her Fuchs grubu bir NEC grubu degildir. Bununla birlikte, bir NEC
grubunun yonlenmeyi koruyan tiim elemanlart bu grubun bir veya iki indeksli alt grubudur
ve bu alt grup bir Fuchs grubudur.

T TT
S, i¢ acilar =T m (k, I, me€ Z* ve k, [, m > 2) olan bir hiperbolik ii¢gen olmak
m

)

lizere, bu iiggenin kenarlar iizerindeki ¢, B, y yansimalari bir NEC grubu iiretirler.
Bu grup iiggensel NEC grubu olarak adlandirilir. Benzer sekilde i¢ agilari g, %, %, %
(s, t, u, v € Z*) olan bir hiperbolik dortgenin kenarlar1 iizerindeki yansimalar bir NEC
grubu iiretirler. Bu gruba bir dortgensel NEC grubu denir. Bu ¢alismada dortgensel NEC
gruplar1 tammlanmus, liggensel ve dortgensel NEC gruplan arasindaki bazi cebirsel ve

geometrik iligkiler incelenmistir.



2. TEMEL BILGILER

Bu boliimde, daha sonraki boliimlerde sikga karsilagilacak olan bazi temel bilgiler

verilecektir.

2.1 Grup Etkisi

Tamm 2.1.1 X bos kiimeden farkli bir kiime ve G bir grup olmak iizere asagidaki sartlari
saglayan

0:GxX—X

doniisiimiine G grubunun X kiimesi iizerine bir etkisi denir.

(i) ¢(e,x) =x (VxeX)

(i) ¢(g182,%) = ¢(81,9(82,x)) (Vx€xveVgr, g2 €G).

Burada e, G grubunun birim elemanidir.

Ornek 2.1.2 X bir topolojik uzay ve G = {g | g : X — X homeomorfizma} olsun. G
kiimesi fonksiyonlarda bilegke islemine gore bir gruptur. Bu durumda her x € X ve her
g € Gicin;

¢$:GxX—X, ¢(g,x)=g(x)
seklinde tanimlanan ¢ doniisiimii G grubunun X kiimesi iizerine etkisidir. Grup etkisi

ozelliklerinin saglandig1 kolayca gosterilebilir.

Tanmim 2.1.3 X bir kiime, a € X ve ¢ : G X X — X doniisiimii, G grubunun X kiimesi
tizerine bir etkisi olsun. Bu durumda, G(a) = {¢(g,a) | ¢ € G} kiimesine a noktasinin

yoriingesi ve S(a) = {g € G | ¢(g,a) = a} kiimesine de a noktasinin sabitleyeni denir.
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Tamim 2.1.4 X bir kiime, G bir grup ve ¢ : G X X — X doniisiimii , G grubunun X kiimesi
tizerine bir etkisi olsun. Eger her x,y € X icin ¢(g,x) = y olacak sekilde bir g € G varsa,

G grubunun X kiimesi iizerine etkisi gecislidir denir.

Tamim 2.1.5 X bir kiime, G bir grup ve ¢ : G X X — X doniisiimii , G grubunun X kiimesi
tizerine bir etkisi olsun. Eger, x # y ve u # v 6zelligindeki her x,y,u,v € X elemanlar
icin ¢(g,x) =u, ¢(g,y) = v olacak sekilde bir g € G varsa, G grubunun X kiimesi {izerine
etkisi ¢ift gecislidir denir.

Tanim 2.1.6 X bir topolojik uzay ve G = {g | g : X — X homeomorfizma} olsun. G
kiimesi fonksiyonlarda bileske islemine gore bir gruptur. Bu durumda, her x € X ve her
g € G igin;

9:GxX =X, ¢(g,x) =g(x)
seklinde tamimlanan ¢ doniisiimiiniin G grubunun X kiimesi tizerine bir etkisi oldugunu

biliyoruz. Bu sartlar altinda, X uzayinin asagidaki 6zellikleri saglayan kapali bir K alt

kiimesine G grubu i¢in bir femel bolge denir:

(i) Ugegg(K) =X

(ii) Her g € G— {1} i¢in IO(ﬁg(K) =0

2.2 Boliim (Yoriinge) Uzaylan
X bir topolojik uzay ve G bu uzaya etki eden bir grup olmak iizere Gy, x € X noktasinin
yoriingesi olsun. Her x,y € X i¢in,

xBy & ye Gy

olarak tanimlanan (3 bagmtis1 bir denklik bagintisidi. Bu denklik bagintisina gore
bir x elemaninin denklik sinifi x in yoriingesidir ve denklik smiflarimin kiimesi

X/B ={G,|x€ X} olarak gosterili. X /B, X kiimesinin bu bagintiya gore boliim



kiimesidir.

m:X — X /B, n(x) = G, bolim fonksiyonu olmak iizere;
“A C X/B aciktir < 71(A), X uzayinda aciktir"

seklinde tanimlanan A acik kiimeleri X /8 kiimesi {izerindeki boliim topolojisini olugturur.
Bolim topolojisi ile birlikte ele alindiginda X /B bir topolojik uzaydir ve bu topolojik
uzaya boliim uzayi veya ydriinge uzayt denir. X /B bolim uzaymin elemanlar1 G grubuna

gore yoriingeler oldugundan X /B yerine X /G gosterimi kullanilacaktir.

Ornek 2.2.1 f, g karmagik sayilar kiimesi iizerinde f(z) = z+ 1, g(z) = z -+ seklinde
tanimli doniisiimler olsunlar. Bu doniisiimler C iizerine etki eden bir G grubu iiretirler. Bu
grubun C iizerine etkisi diisiiniiliirse, koseleri 0, 1, i, 1 4 olan kare bu grup i¢in bir temel
bolgedir. Bu bolgenin kenarlar {izerinde bulunan ayni yoriingeli noktalar birlestirilirse

grup i¢in boliim uzay olarak bir tor yiizeyi elde edilir.

Sekil 2.1: G grubunun béliim uzayi olan tor yiizeyi

Ornek 2.2.2 f, g, h, k doniisiimleri C iizerinde f(z) = —z, h(z) = —2+2,8(2) = -2 —2,
k(z) = z+ 2i seklinde tanimlansinlar. Bu doniigiimler tarafindan iiretilen grup igin bir
temel bolge Sekil 2.2°de gosterilmistir. Temel bolge tizerindeki ayn1 yoriingeli noktalar
birlestirilirse grubun boliim uzay1 elde edilir. Boliim uzayi topolojik olarak bir diske

homeomorftur.
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Sekil 2.2: NEC grubunun temel bolgesi ve boliim uzay1

2.3 Topolojik Gruplar

Tanmm 2.3.1 (G, *) bir grup ve 7, G iizerinde bir topoloji olsun. Her g, & € G igin,
o:GxG— G, a(g,h)=gxh

B:G—G,B(g=g"

seklinde tanimlanan o ve 3 doniisiimleri siirekli ise G grubuna bir topolojik grup denir.

Ornek 2.3.2 Reel sayilar kiimesinin toplama islemi ile bir grup oldugu biliniyor. Oklid

topolojisi ile ele alindiginda, R bir topolojik gruptur. «, B doniisiimleri bu 6rnek i¢in;
o:RxR—-R, alx,y)=x+y

B:R—=R,B(y)=—y

seklindedir. Simdi o, B dontisiimlerinin siirekli olduklarini gosterelim. a, b € R
ve a < b olmak iizere (a,b) araligi reel sayilar kiimesinin acik bir alt kiimesidir.
B~ '(a,b)] = (=b,—a) ve o '[(a,b)] = {(x,y) ERxR |a < x+y < b} alt kiimeleri
de sirastyla R ve R x R carpim uzayinda agiktir. (a,b) bigimindeki agik araliklar Oklid
topolojisi i¢in bir taban olusturdugundan diger agik alt kiimelerin de o ve B doniisiimleri
altinda 6n gortintiileri agiktir. O halde, o ve B doniisiimleri siireklidir ve reel sayilar

kiimesi, Oklid topolojisi ve toplama islemi ile ele alindiginda bir topolojik grup olur.
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G bir topolojik grup olmak iizere bu grubun biitiin tek noktali alt kiimeleri acik ise
G topolojik grubuna bir ayrik grup denir. Bu durumda, ayrik topoloji ile birlikte

diisiiniildiigiinde her grup bir ayrik grup olur.

Tanim 2.3.3 X bir topolojik uzay ve A C X olsun. V a € A noktasinin U NA = {a} olacak
sekilde bir U komsulugu varsa A kiimesine X topolojik uzaymin bir ayrik alt uzayidir

denir.

Tamm 2.3.4 G bir topolojik grup ve H, G topolojik grubunun bir alt grubu olsun. H, G

topolojik uzayiin ayrik bir alt uzay: ise H grubuna G grubunun bir ayrik alt grubu denir.

Ornek 2.3.5 (7Z,+) grubu (R, +) grubunun bir ayrik alt grubudur.

2.4 Mobius Doniisiimleri

Tamm 2.4.1 a, b, ¢, d € C ve ad — bc # 0 olmak {iizere,

_az+b
" cz+d

T(z)

seklindeki doniisiimlere Mébius déniisiimleri denir. Bu doniisiimlerin kiimesi PGL(2,C)

notasyonuyla gosterilir ve ad — bc sayisina T doniisiimiiniin determinanti denir.

_az+b
" cz+4d

T(z) (a,b,c,d € R ve ad —bc = 1) (24.1)

seklindeki dontigtimlerin kiimesi de 6zel olarak PSL(2,R) notasyonuyla gosterilir.
PSL(2,R) kiimesinin doniisiimleri ile birlikte,

B az+b
Ccz+d

T(z) (a,b,c,d € R ve ad —bc = —1) (2.4.2)

seklindeki Mobius doniisiimleri bir grup olusturur. PSL(2,R) bu grubun iki indeksli bir
alt grubudur ve bu grup PGL(2,RR) notasyonuyla gosterilir.



B az+b

T(@)=_— (@becdeRveA=ad—be>0) (2.4.3)
)+ ()
olsun. T(z) doniisiimiinde pay ve paydayr vA ya bolersek T(z) = CA ‘{5
] , (\/—Z)ZﬂL (73)
a c
doniisiimiinii elde ederiz. Buradan (—)(—=) —(—=)(—=) =1 oldugu ve (2.4.3
; ()~ (GR)(7) = 1 oldugu ve (24.3)
doniigiimiiniin PSL(2,R) kiimesinin eleman1 oldugu gériiliir. PSL(2,R) kiimesi,
z—az+b (a,b € Rvea>0) (2.4.4)
vaz+ \/%

seklindeki doniisiimleri de igerir. Ciinkii, az+b = " ]7 ve A= (\/5)(\/#6) =1 dir.
a

(2.4.3) doniisimii
(az+Db)(cz+d) (aczz+bd)+ (adz+ bcz)

T(z)= = 2.4.5
@) lcz+d|? lcz+d|? (24.5)

biciminde yazilabilir. z = x+ iy olmak tizere T'(z) = u+ iv karmagik sayisinin sanal kismi

(ad — bc)y

olarak bulunur. H = {x+iy € C |y > 0} kiimesi iist yar1 diizlem olmak iizere, ad — bc > 0

oldugundan 7" doniistimiiniin H kiimesini kendi iizerine resmettigi aciktir.

Teorem 2.4.1 PSL(2,R) kiimesi fonksiyonlarda bileske islemine gore bir gruptur.

ispat: [3]. O
Teorem 2.4.2 PSL(2,R) grubu H iizerinde ge¢islidir, R U {0} iizerinde ¢ift gecislidir.
Ispat: [4]. O

Teorem 2.4.3 Mobius doniisiimleri ¢cemberler ve dogrulari, ¢cemberler ve dogrulara

resmederler.

ispat: [3]. O



2.5 Bir Cember Uzerindeki Yansima (inversiyon)

Sekil 2.3: Bir cember iizerinde yansima (inversiyon)

C karmagik diizlemde merkezi p, yaricapt r olan bir cember ve z € C — {p} olsun.

(Sekil 2.1) p noktasindan baslayip z noktasindan gegen yar1 dogru iizerinde,
2= pllw—p| =71 (2.5.7)

olacak sekilde bir tek w noktasi vardir. Boylece, z noktasi C ¢emberi iizerinde
yansitildifinda goriintiisii (2.5.7) denklemindeki kurali saglayan w noktasi olur. C
cemberi iizerinde bu sekilde elde edilen yansimaya bu cember iizerindeki yansima
(inversiyon) denir ve I, notasyonuyla gosterilir. I. : C — {p} — C — {p} bir fonksiyondur
ve cemberin merkezi hari¢, i¢indeki noktalar1 disindaki noktalara, disindaki noktalari
icindeki noktalara resmeder. Bu durumda, z — p iken w — o ve w — p iken 7 — o

olur. /. doniisiimii cember tizerindeki noktalar: sabit tutar. z # p olmas1 durumunda,
(@=P)w—p)|=z=Ppllw—pl =lz—plw—p| =1

dir. Bu esitlikte arg (z — p) = arg (w — p) oldugundan arg (Z—p)(w — p) = 0 dir. Boylece,

(z—p)(w— p) = r? olur ve sonug olarak I,(z) doniisiimiiniin denkemi,

72

w=1I.(z)=p+ (2.5.8)

-7
seklinde elde edilir. Eger p = 0, r = 1 olarak alinirsa birim ¢ember iizerindeki yansima

elde edilir ve doniisiimiin denklemi;
1
I.(2) = = (2.5.9)

dir.



3. HIPERBOLIK GEOMETRI

3.1 Hiperbolik Diizlem

Oklid diizleminde bir L dogrusu ve bu dogru iizerinde bulunmayan bir p noktasi
verildiginde, bu noktadan gecen ve dogruyu kesmeyen bir ve yalniz bir dogrunun var
oldugu biliniyor. Uzerinde bir L dogrusu ve dogru diginda bir p noktas: verildiginde,
p noktasindan gecen ve dogruyu kesmeyen birden fazla dogruyu iizerinde bulunduran
diizlem arayislar1 sonucunda hiperbolik diizlem ve hiperbolik geometri ortaya ¢cikmustir.
Bu konudaki ilk calismalar, birbirlerinden bagimsiz olarak Fredrich GAUSS, Nicolai
Ivanovich LOBACHEVSKY ve Janos BOLYAI tarafindan yapilmustir.

F

1

Sekil 3.1: Yalanci kiire

Hiperbolik diizleme bir 6rnek olarak yalanci kiire (pseudosphere) verilebilir.
Yalanc kiire;

x=6—tan6, y=sech(0), 0 € [0,+) (3.1.1)

parametrik denklemi ile verilen ve cekme egrisi (tractrix) olarak bilinen egrinin x ekseni
etrafinda dondiiriilmesi ile elde edilen yiizeydir. Bu yiizeyin her noktasi bir eyer noktasidir
ve her noktasindaki Gauss egriligi —1 dir.

Hiperbolik diizlem i¢in degisik modeller gelistirilmistir. Bunlardan en ¢ok kullanilan iki

model iist yar1 diizlem modeli ve birim daire modelidir. Ust yar1 diizlem modeline gére
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hiperbolik diizlem;
H={x+iyeClx,yeR, y>0}

kiimesidir. Bu modele gore hiperbolik diizlemdeki dogrular, reel eksene dik olan Oklid

dogru ve ¢emberlerinin H kiimesi i¢inde kalan kisimlaridir. Birim daire modeline gore

Sekil 3.2: Ust yar1 diizlem modelinde dogrular

hiperbolik diizlem;
D={zeC||z] <1}

kiimesidir. Bu modele gore hiperbolik diizlemin dogrulari, karmagik diizlemde D

Sekil 3.3: Birim daire modelinde dogrular

kiimesinin smirin1 dik kesen Oklid dogrular1 ve c¢emberlerinin D kiimesinde kalan
kisimlaridir.
Bu tezin genelinde iist yar1 diizlem modeli kullanilacak ve aciklamalar bu model temel

almarak yapilacaktir.

3.2 Hiperbolik Metrik

I =10,1] ve x,y: I — R tiirevlenebilir fonksiyonlar olmak iizere y: I — R? egrisi

y(t) = (x(¢),y(t)) seklinde verilsin. y egrisinin Oklid uzunlugu, ds*> = dx? 4 dy* formiilii
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yardimiyla

me= [ (&) (2) a

olarak verilir. B :1 — H ve B(r) = (x(t), y(t)) olmak iizere B egrisinin hiperbolik
dx? 4 dy*

uzunlugu, ds* = 32

formiilii yardimiyla

Bl = V il gy

o y()

olarak verilir.

Ornek 3.2.1 b > a > 0 olmak iizere, sanal eksen iizerindeki ia ve ib noktalarim birlestiren

Oklid dogru pargasinin Oklid uzunlugunun b — a birim oldugunu biliyoruz.

ib

¥ ia

Sekil 3.4: Hiperbolik dogru pargasi

I=10,1] i¢in B : I — H egrisi yukaridaki noktalar1 birlestiren dogru parcast olmak iizere,
bu egri B(¢t) = (0,(b — a)t + a) parametrik denklemine sahiptir. Bu egrinin hiperbolik

uzunlugu;

o =, W‘f)*(%)}

:/m

b—a)t+a
1 b—a )

olarak bulunur.

Teorem 3.2.1 y: I — H biregrive T € PSL(2,R) ise |T oy|g = |Y|u dir.
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. b

Ispat: T'(z) = Zi—d (a, b, ¢, d € R, ad —bc = 1) olsun. O halde,
dT  a(cz+d)—claz+b) 1
dz (cz+d)?  (cz+d)?

dir. z=x+1iy, T(z) = u+iv olarak alinirsa (2.4.6) denklemi geregince

-y
lcz+d?
elde edilir ve buradan
4T 2
dz'
olur. O halde;
4T| |47 d
|To\—/t _/dzdt
N = % N \%
0 0
dz dz
Ly|—|dt 1 |—|dt
B /vdt _/dt —Iy
v y H
0 0
bulunur. O

Simdi, z; ve z» hiperbolik diizlemde iki farkli nokta olmak iizere bu iki noktay1 birlestiren
ve hiperbolik uzunlugu en kiiciik olan egrinin tek oldugunu gosterecegiz. Bu ozellikteki

bir egriye z; ve z; noktalarini birlestiren hiperbolik dogru parcasi denir.

Teorem 3.2.2 Hiperbolik diizlemde iki farkli noktay: birlestiren bir tek hiperbolik dogru

pargast vardir.

ispat:

1. Durum: z;,z; € H ve bu noktalarin reel kisimlar1 sifir olsun. O halde noktalar a,b € R
olmak iizere z; = ia, zo = ib seklindedirler. Genellik bozulmayacagindan » > a kabul
edebiliriz. Sanal eksenin z; ve z> noktalarim birlestiren Oklid dogru parcasina y diyelim.
Bu dogru parcasinin hiperbolik uzunlugunun In (g) oldugunu biliyoruz.

Y" egrisi z; ve zp noktalarini birlestiren y dan farkli bir bagka egri olsun. Bu durumda,
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Y 01] = H, v (1) = (x(2),y()), (r €10,1])

seklindedir ve en az bir 7y € [0, 1] i¢in x(zp) # 0 dir. O halde;

dx 2 dy 2 dy 2
Ve = /0] \/<d[>y(;<d¥> dt>/lﬂdt

dy dy

Uldr 1(%) Ldy b
[ty Ay by,
o y(1) o () 0y a

bulunur ve |yY*|g > |y|m oldugu goriiliir. O halde, z; ve z; noktalarini birlestiren hiperbolik

dogru parcasi bu iki noktay birlestiren Oklid dogru parcasidur.

Eger z; ve zp noktalart hiperbolik diizlemde reel kisimlar1 ayn1 fakat sifirdan farkli olan
noktalar ise bu noktalar 7(z) = z+ a, o € R seklinde bir doniisiim ile sanal eksen
tizerine taginabilirler. 7 € PSL(2,R) oldugundan yukaridaki agiklamalar ve Teorem 3.2.1
geregince, z; ve zp noktalarm birlestiren hiperbolik dogru parcasinin bu noktalar
birlestiren Oklid dogru pargasi oldugu goriiliir.

2. Durum z; ve z» noktalar1 hiperbolik diizlemde reel kisimlar1 farkli olan iki nokta
olsun. Bu durumda, merkezi reel eksen iizerinde bulunan ve bu noktalardan gecen
bir tek C ¢emberi vardir. Bu ¢emberin reel ekseni kestigi noktalar zj ve z; olsun.
Teorem 2.4.2 geregince T(zj) = 0 ve T(z5) = oo olacak sekilde bir T € PSL(2,R)
doniigtimii vardir. Ayrica, Mobius doniisiimleri ¢emberler ve dogrulari, cemberler ve
dogrulara resmettikleri i¢in 7 (C) sanal eksenin hiperbolik diizlemde kalan kismidir ve
T(z1) ile T(zz) noktalarini birlestiren hiperbolik dogru pargasi bu noktalari birlestiren
Oklid dogru parcasidir. T, hiperbolik dogru parcalarimi hiperbolik dogru parcalarina
resmettigi i¢in zj ve zp noktalarini birlestiren hiperbolik dogru parcasi C ¢embernin bu
iki noktay1 birestiren yayidir.

Yani, her iki durumda da bu iki noktay1 birlestiren bir tek hiperbolik dogru parcasi vardr.

O

Sonug 3.2.1 Ust yan: diizlem modeline gore hiperbolik dogru parcalar, reel eksene dik

olan Oklid dogru parcalari ve reel ekseni dik kesen Oklid cemberlerinin yaylaridir.
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Sekil 3.5: Iki noktay: birlestiren hiperbolik dogru pargasi

z ve w hiperbolik diizlemde iki nokta olmak iizere bu iki nokta arasindaki hiperbolik
uzaklik bu noktalar1 birlestiren hiperbolik dogru parcasinin uzunlugu olarak tanimlanir
ve p(z,w) ile gosterilir. Bu sekilde elde edilen p : H x H — [0, ) fonksiyonu H tizerinde

bir metriktir ve hiperbolik metrik olarak adlandirilir.

Teorem 3.2.3 H iizerinde hiperbolik metrik ile Oklid metrigi aym topolojiyi iiretirler.

ispat: [5]. O

3.3 Hiperbolik Dogrular

Reel ekseni dik kesen cemberler ve Oklid dogrularmin hiperbolik diizlemde kalan
kisimlarina hiperbolik dogrular denir. Sekil 3.6’da gosterilen d> dogrusunun bir ucu reel

eksen iizerindedir, diger ucunun ise sonsuzda oldugunu kabul edilir.

Sekil 3.6: Hiperbolik dogrular
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Tanim 3.3.1 d; ve d; iki farkli hiperbolik dogru olsun. Bu durumda,

(i) di ve dp dogrularinin hiperbolik diizlemde bir tek ortak noktalari varsa dogrular

kesisirler. (Sekil 3.7)

(ii) d; ve dp dogrularinin R U {e} iizerinde bir tek ortak noktalari varsa dogrular

paraleldirler. (Sekil 3.7)

(iii) dy ve dp dogrularinin H ve RU {eo} da higbir ortak noktalar1 yoksa bu dogrular ayrik
paraleldirler. (Sekil 3.7)

Sekil 3.7: Kesisen, paralel ve ayrik paralel hiperbolik dogrular

3.4 Hiperbolik Diizlemde Izometriler:

H = {x+iy|x,y € R, y > 0} hiperbolik diizlemin iist yar1 diizlem modeli olmak iizere bu

kiime iizerinde tanimli p fonksiyonunun bir metrik oldugunu biliyoruz.

Tanmm 3.4.1 f : H — H fonksiyonu her z;,z; € H i¢in p(f(z1),f(z2)) = p(z1,22)

esitligini saghyorsa f fonksiyonuna hiperbolik diizlem iizerinde bir izometri denir.

Hiperbolik diizlemin izometrileri yansimalar, dtelemeler, donmeler, 6telemeli yansimalar
ve limit rotasyonlardir. Bunlardan yansimalar ve Otelemeli yansimalar yonlenmeyi
korumayan izometriler, 6telemeler, donmeler ve limit rotasyonlar yonlenmeyi koruyan

1zometriler olarak adlandirilirlar.

Teorem 3.4.1 Hiperbolik diizlemin yonlenmeyi koruyan izometrileri ¢ift sayida

yansimanin, yonlenmeyi korumayan izometrileri tek sayida yansimamn bilegskesi olarak

ifade edilebilirler.
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Ispat: [8]. O

Yansima: d hiperbolik diizlemde bir dogru olsun. d reel ekseni dik kesen bir yari
dogru veya bir yarim ¢emberdir. d bir yar1 dogru ise bunun iizerindeki yansima Oklid
diizlemindeki yansima ile aymidir. d bir yarim ¢ember ise bunun iizerindeki yansima d
tizerindeki inversiyondur.

Oteleme: d, ve d, hiperbolik diizlemde ayrik paralel iki dogru olsun. Bu durumda d; ile
dy dogrularinin birtek ortak dikmesi vardir, buna ds diyelim. d;, d» ve d3 dogrularinin
konumlar1 Sekil 3.8’de goriildiigii gibi olsun ve C, D noktalar1 arasindaki uzakliga o
diyelim. 77, T, doniistimleri sirasiyla d; ve dp dogrular iizerindeki yansimalar olsunlar.
T =T, o T; doniisiimii d3 ortak dikmesi boyunca bir 6telemedir. 7" hiperbolik diizlemde A
ve B noktalar1 disindaki hi¢bir noktay1 sabit tutmaz. zg, d iizerinde bir nokta olmak iizere
T, zo noktasini dz dogrusu iizerinde 2¢¢ kadar oteler. T doniisiimii d3 ortak dikmesini
kiime olarak sabit tutar. 7 doniistimiiniin tersi olan T-'=TioD doniisiimii de d ortak
dikmesi boyunca bir dtelemedir ve T ile benzer 6zelliklere sahiptir. Ancak 7T 6telemesi d3
dogrusu iizerindeki noktalar1 A noktasindan B noktasina dogru 6telerken 7! 6telemesi

tam tersi yonde oteler. Her iki 6telemede de oteleme mesafesi 2¢r dir.

Sekil 3.8: Hiperbolik diizlemde 6teleme

Rotasyon: d; ve d, dogrulari hiperbolik diizlemde aralarindaki ag1 ¢ olacak sekilde bir
A noktasinda kesissinler. 77 ve T, swrasiyla d; ve d> dogrulan iizerindeki yansimalar
olmak tizere T = T} o T, doniisiimii A noktasini sabit tutan bir rotasyondur. T-'=noT
doniigiimii bu doniisiimiin tersidir ve T rotasyonu ile benzer 6zeliklere sahiptir. Bu
rotasyonlar hiperbolik diizlemde A noktas: haricindeki noktalar1 bu nokta etrafinda

birbirinin tersi yonde, 2¢ kadar dondiiriirler.
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Sekil 3.9: Hiperbolik diizlemde rotasyon

Limit Rotasyon: d; ve d; hiperbolik diizlemde paralel iki dogru olsun. Bu dogrularin
sonsuzda kesistikleri nokta A noktasi olsun. d; ve d> dogrular {izerindeki yansimalar
sirastyla 77 ve T, olmak tizere, T = Ty o T, doniisiimii A noktasimi sabit tutar ve bu
doniisiim A noktasini sabit tutan bir limit rotasyon olarak adlandirlir. 7-! = T o T}
doniistimii 7 doniisiimiiniin tersidir ve yine A noktasini sabit tutan bir limit rotasyondur.
Bu doniisiimler A noktasindan gecen hiperbolik dogrular1 yine bu noktadan gecen

hiperbolik dogrulara resmederler ve hi¢cbir hiperbolik dogruyu sabit tutmazlar.

d ds

Sekil 3.10: Hiperbolik diizlemde limit rotasyon

Otelemeli Yansima: d; ve d, hiperbolik diizlemde ayrik paralel iki dogru ve ds,
bu iki dogruyu sirastyla C ve D noktalarinda dik kesen bagka bir hiperbolik dogru olsun.
Ayrica d3 dogrusunun ug noktalar1 A ve B olsun. 71, T, ve T3 doniisiimleri sirasiyla dy, d»
ve dz dogrular iizerindeki yansimalar olmak iizere T = T o 7> o T3 doniisiimii d3 dogrusu
boyunca bir 6telemeli yansimadir. Bu doniisiim, dz dogrusunu kendi iizerine resmeder ve
bu dogrunun ug¢ noktalarini sabit tutar. zo, d3 dogrusu tizerinde bir nokta ise 7' (zp) noktasi
da dz dogrusu lizerindedir ve bu iki nokta arasindaki uzaklik C ve D noktalar1 arasindaki
uzakligin iki kat1 kadardir. 7 doniisiimii hiperbolik diizlemde d3 dogrusu haricinde hicbir
dogruyu sabit tutmaz. 7! doniisiimii 7 doniisiimii ile benzer 6zelliklere sahiptir fakat

oteleme yonleri birbirlerinin tersidir.
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Sekil 3.11: Hiperbolik diizlemde 6telemeli yansima

3.5 Hiperbolik Alan ve Gauss-Bonnet Formiilii

A C H olsun. A kiimesinin hiperboik alani;

pa = [ [ 53

olarak tanimlanir.
Teorem 3.5.1 A C H olsun. Bu durumda, T € PSL(2,R) i¢cin u(T(A)) = u(A) dir.

ispat: [5]. O

n kenarli bir hiperbolik cokgen, n tane hiperbolik dogru pargasiyla smirlanan ve
HUR U {eo} kiimesi i¢inde kalan kapali bir kiimedir. Bir hiperbolik ¢okgenin higbir
kenar1 R iizerinde bulunamaz. Koseleri ise hiperboik diizlemde veya R U {eo} kiimesi
tizerinde bulunabilir.

Bir hiperbolik iiggenin R U {eo} kiimesi iizerinde kalan kogesine karsilik gelen i¢ acinin

Olciisii sifirdir.

Teorem 3.5.2 A, i¢c acilarimin dlgiileri o, B,y olan bir hiperbolik iicgen olsun. Bu

durumda, A ticgeninin hiperbolik alani,

ud)=r—a—-p—-y

formiilii ile bellidir.
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Ispat: 1. Durum:

A, iki kenar1 reel eksene dik yar1 dogrular ve ligiincii kenar1 reel eksene dik bir yarim
cember iizerinde bulunan bir hiperbolik {icgen olsun. Bu yarim ¢embere, gerektiginde
72— 7+ Kk (K € R) ve z— Az (A > 0) doniisiimleri uygulanarak yari¢api bir birim,
merkezi orijin olan yarim ¢cember elde edilebilir. Teorem 3.5.1 geregince bu doniisiimler

altinda A tiggeninin alan1 degismez. Sekil 3.12°de gosterilen A ve B noktalarindan gecen

C a 0 b D

Sekil 3.12: Hiperbolik iiggen

hiperbolik dogrular sirasiyla x = a ve x = b dogrular1 olmak iizere,
dxdy b © dy b dx
wa= [ [ 5= [y = | e
Ay a 1-x2 Yy a 1—x

0 < ¢ < 7igin x = cos ¢ degisken degistirmesi yapilirsa A ticgeninin alani,

B —sin
e

T—0 sin (P

elde edilir.

olarak bulunur.

2. Durum:

A hiperbolik iicgeni, bir kosesi reel eksen iizerinde bulunan bir iicgen olsun. Bir izometri
doniisiimii ile tiggenin bu kosesi sonsuza taginabilir. Teorem 3.5.1 geregince iiggenin alan
ve i¢ acilarinda bu déniisiim altinda bir degisiklik olmaz. Ucgenin sifirdan farkli olan i¢
agilar1 0 ve B olmak iizere, liggenin alani birinci durum geregince U(A) =7 — 6 — 3
seklinde bulunur.

3. Durum:

A hiperbolik ticgeninin R U {eo} kiimesi iizerinde higbir kdsesi bulunmasin. Bu iiggen,
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Sekil 3.13’te gosterilen koseleri A, B, C olan licgen olmak iizere, iicgenin AB kenarim
iceren hiperbolik dogrunun R U {e} kiimesi ile arkesiti D noktasi olsun. O halde, A
koseleri A, C, D olan hiperbolik ii¢cgen, Ay, kosleri B, C, D olan hiperbolik liggen olmak

tizere A hiperbolik tiggeni A = A} — A, olarak ifade edilebilir. Birinci durum geregince bu

D
Sekil 3.13: Hiperbolik iiggen
hiperbolik iicgenin alani,
na) = uAr)—p(d)
— T—¢—(0+¢)—[1—6—(1—B)]
= 1—p-B-9¢
olarak bulunur. a

Yukaridaki teorem Gauss-Bonnet formiilii olarak ta bilinir.

Tanmm 3.5.1 Y C H ve yg € Y olsun. Y kiimesinin herhangi bir noktasin1 bu noktaya
birlestiren hiperbolik bir dogru parcasi tamamen kiimenin i¢inde kaliyorsa bu ¥ kiimesine

yvuldizildir denir.

Sonuc 3.5.1 F, i¢c ac¢t olciileri oy,0,03,...,0, olan n kenarli bir hiperbolik yildizil

cokgen olsun. F ¢cokgeninin hiperbolik alani,
‘Ll(F) = (n—2)7'L'—(X1 —0)—...— Oy

drr.

Ispat: Teorem 3.5.2 nin ispatinin genellestirilmesi ile elde edilir. a
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4. NEC (NON-EUCLIDEAN CRYSTALLOGRAPHIC) GRUPLARI

Daha oOnce belirtildigi gibi, PGL(2,R) hiperbolik diizlemin tiim izometrilerinin
fonksiyonlarin bileske igslemine gére olusturdugu gruptur. Simdi PGL(2,R) grubunun

bir topolojik grup oldugunu gosterelim. R*, Oklid topolojisi ile birlikte ele alindiginda,
X ={(a,b,c,d) € R* | ad —bc = +1}

kiimesi R* topolojik uzayinin bir alt uzayidir. ¢: X — X, ¢(a,b,c,d) = (—a,—b,—c,—d)
seklinde tanimlanan ¢ doniisiimii bir homeomorfizmadir. Birim elman ile birlikte ¢
doniisiimii X kiimesine etki eden bir G grubu olusturur.
az+b (—a)z+ (—b)
PGL(2,R) grubunda z - —— ve z — ———————= elemanlar1 aymidir. Bu nedenle
cz+d (—c)z+(—d)
PGL(2,R) ile X kiimesi arasinda birebir bir esleme kurulamaz. Eger X /G boliim uzayini

az+b
le alip, PGL(2,R) grub
ele alip ( )gruununz—>cz+d

elemant X /G bolim uzaymn (a,b,c,d) =
{(a,b,c,d),(—a,—b,—c,—d)} elemanna karsilik getirilirse, PGL(2,R) ile X /G arasinda
birebir bir esleme elde edilir. Boylece PGL(2,R) bir topolojik uzay olur. Ayrica,

¢: PGL(2,R) x PGL(2,R) — PGL(2,R) , g(a,) = a0
h:PGL(2,R) — PGL(2,R), h(at) = o~ !
doniistimleri stireklidir. O halde PGL(2,R) bir topolojik gruptur.

Tanm 4.0.1 T, PGL(2,R) grubunun ayrik bir alt grubu ve H/I" boliim uzay1 kompakt ise
I' grubuna bir NEC grubu denir.

4.1 NEC Gruplarmin Simgeleri
Herhangi bir I' NEC grubu,

(g,j:,[ml,...,mr],{(nn,...,nlsl),...,(nkl,...,nksk)}) (411)

seklinde bir simgeye sahiptir. [6].

Yukaridaki (4.1.1) simgesinde g, negatif olmayan bir tamsayidir ve H/T" bolim uzayinin
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cinsini verir. Grubun bolim uzay1 yonlendirilebilir ise simgede +, yonlendirilemez ise

— isareti kullanilir. Simgedeki my,...,m, sayilar1 birden biiyiik tamsayilar olup gruptaki

tiretici durumundaki donmelerin mertebelerini gosterirler. Benzer sekilde, nyy, ..., n,

sayilar1 da birden biiyilik tamsayilardir ve grupta iiretici durumunda olmayan déonmelerin

mertebelerini gosterirler.

Simgesi,

(g7+7[mla'"7ml‘]7{(nlla--'7nlsl)7-

(g, s ) })

biciminde olan bir NEC grubunun ifadesi asagidaki sekildedir.

Ureticiler:

X1,%2,...,%x, (Donmeler)

e1,ez,...,ex (Otelemeler)
C10,C115+++5Clsyy- -, Ck0>Ckls - - -, Cks, (Yansimalar)
ay,by,...,ag, b, (Otelemeler)

Bagintilar:

X}inl :x';zzmzx’r”’:l

Clsy = el_lcloel,. oy Chy, = e,:]ckoek

clo=ciy =+ =iy, = (cr0e11)™ = (cr1e12)"2 =

xlxz...xrel...ekalblaflbl 1...agbgaé71b;1 =1

Eger NEC grubunun simgesi,

(g7_7[m17"'7mr]7{(n11;"'7n151)7'

seklinde ise grubun ifadesi su sekilde verilir.
Ureticiler:

X1,X2,...,%x, (Donmeler)

e1,ea,...,ex (Otelemeler)
C105C115--+»Clsys+++sCk05Ckly - - + s Cksy, (Yans1malar)

ai,...,ag (Otelemeli Yansimalar)

— (Ckskflcksk)nkSk =1

..,(I’lkl,---;nksk)})

4.1.2)

(4.1.3)
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Bagntilar:
my __  my _ e
_xl _xz _..._xrr_l
_ ,—1 _ -1
Clsy = €1 C10€1;---,Cks;, — €, Ck0€k
2 _ 2 _ _ 2 _ _ _ _ —
Clo=Ccj1 == Cksk — (0106‘11)”” — (CllCIZ)nlz e (Cksk_lcksk)nksk =1

xlxz...x,el...eka%a%...af, =1

4.2 NEC Gruplarimin Temel Bolgeleri

I' bir NEC grubu ve F bu grup icin bir temel bolge olsun. F, kompakt bir hiperbolik
cokgendir. Eger I" grubunun bir eleman1 F' ¢okgeninin bir kdsesini (kenarini), baska bir
kosesine (kenarina) gotiiriiyorsa bu iki kose (kenar) denktir denir.

Grup elemanlarn tarafindan temel bolgenin bazi kenarlar1 noktasal olarak sabit tutulur,
bazi kenarlar1 yonlenmeyi koruyacak, bazi kenarlar1 ise yonlenmeyi korumayacak sekilde
bagka kenarlara eslenirler. Bu esleme ile temel bolge iizerindeki denk olan kenarlar ve
koseler uygun sekilde birlestirilirse grubun F /I" boliim uzay1 elde edilir. Temel bolgenin
yonlenme korunacak sekilde eslenen kenarlar1 7, ’}/ ve yonlenme korunmayacak sekilde
eslenen kenarlar o, o* seklinde adlandirilirsa bu bolgeye bir yiizey sembolii karsilik
getirilebilir.

(4.1.2) simgesine sahip bir NEC grubunun temel bolgesi olan ¢okgen asagidaki sekilde

bir yiizey semboliine sahiptir.

! !/ li !/ !/ i i I ! I
1816285 &:8, 1110+ V15, €182720- Va5, €5 - Ek Y0+ Vi € 01 By Oy B - 0 B, 06, B

Bu sembol ile gosterilen temel bégenin, &; kenari 6; kenarma x; (i =1,...,r) donmesi ile,
€; kenari 8;- kenarma e; (j=1,... k) 6telemesi ile, ¢, kenarlar Oc,/ ,[3,/ kenarlarina a;, b,
(t=1,...,g) otelemeleri ile eslenir. Aym zamanda Y10, %i1,---,%20;-- -, Yks, kenarlar1 da
€10,C115-+++€20, - - -, Cks, yansimalari tarafindan sabit tutulur.

Simgesi (4.1.3) seklinde olan bir NEC grubunun temel bolgesi,

/ ! ! ! ! !/
161828,---&:E€1110--- Y15 €18220-+- Vs, &+ EkYVh0 -+ Vis, € U1 Q.00
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seklinde bir yiizey semboliine sahiptir. Bu cokgen i¢in de yukaridaki ozellikler
gecerlidir, ancak yukaridaki ¢okgenden farkli olarak bu cokgenin ¢; kenar1 ;" kenarina

a; (i=1,...,g) otelemeli yansimasi ile eglenir.

Tanim 4.2.1 I" bir NEC grubu olmak iizere bu grubun herhangi bir temel bolgesinin

hiperbolik alani;
Si 1
/,L(F)_Zit(ag 2+k+2(1——)+22 ( — ))
i=1j= 1 ij
formiilii ile bulunur. Grup simgesinde + isareti kullaniliyorsa o = 2, — isareti

kullaniliyorsa o = 1 olarak alinir. Q, I' grubunun N indeksli bir alt grubu olmak iizere,

n() =Nu()

dir ve bu esitlik Riemann-Hurwitz Formiilii olarak bilinir.

Tanim 4.2.2 Yukarida PGL(2,R) kiimesinin bir topolojik grup oldugunu gostermistik.
Benzer sekilde, PSL(2,R) kiimesi de bir topolojik gruptur. Bu grubun ayrik bir alt grubuna
bir Fuchs Grubu denir.

g >0vemy,my,...,m, > 2 tamsayilar olmak iizere bir Fuchs grubu,

(g;m17m27"'7mr)
seklinde bir simge ile gosterilir.  xi,x3...,x, donmeler ve ay,by,az2,by,...,ae,bg
otelemeler olmak iizere, grup,
== xr= biay'by .. agheay'by ' =1
xl = =X, = X1X2...Xprd] 1611 1 ...04g gag g =

seklinde ifade edilebilir.

Bir Fuchs grubunun boliim uzayinin her zaman kompakt olmasi gerekmez. Bu nedenle
her Fuchs grubu bir NEC grubu degildir. Bununla birlikte, bir NEC grubunun yonlenmeyi
koruyan biitiin elemanlar1 bu grubun bir veya iki indeksli bir alt grubunu olusturur. Bu alt

grup 6zel olarak bir Fuchs grubudur.
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4.3 Ucgensel Gruplar

S, Sekil 4.1°de gosterilen koseleri A, B, C, kenarlar1 a,b,c ve i¢ acilar1 k, [, m birden
1 1 T
biiyiik ve %—1—7—1—— <1 ozelligini saglayan pozitif tamsayilar olmak iizere R
m
T
— olan hiperbolik bir liggen ve bu iicgenin kenarlar1 lizerindeki yansimalar sirasiyla
m

o, B ve y olsun. § hiperbolik iicgeninin b kenar iizerindeki  yansimasi altinda

Sekil 4.1: Hiperbolik bir iiggenin kenarlar iizerindeki yansimalar

goriintiisii B(S) hiperbolik ii¢genidir. Ayni sekilde S ii¢geninin diger kenarlar1 iizerindeki

yansimalar altinda da goriintiileri hiperbolik tiggenlerdir. Bu liggenler kenarlar tizerinde
T TT
kK 1’ m
olan iiggenlerle kaplanir. S hiperbolik iiggeninin bu yansimalar altinda hareketleri

tekrar yansitilir ve bu sekilde devam edilirse hiperbolik diizlem i¢ acilar

diistiniildiigiinde o3 doniisiimii B kogesini sabit tutan m mertebeli, yor doniisiimii A
kosesini sabit tutan k& mertebeli, By doniisiimii de C kosesini sabit tutan / metebeli bir
donmedir.

S ticgeninin kenarlar iizerindeki bu yansimalar sonlu olmayan bir I'* grubu {iiretir. Bu
grubun lreticileri olan doniisiimler yonlenmeyi korumayan doniisiimler olduklar i¢in bu

grup bir Fuchs grubu degildir. p hiperbolik diizlemde herhangi bir nokta olmak iizere,

(p)={f(p) | feT"}

kiimesi p noktasinin yoriingesidir. Bu kiimenin elemani olan noktalardan herbiri
yukaridaki iicgenlerden biri iizerinde yer alir. Bu nedenle I'*(p) kiimesi hiperbolik
diizlemin ayrik bir alt kiimesidir. Yukaridaki iicgenlerden herbiri I'™* grubu i¢in bir temel

bolgedir ve bu grubun boliim uzayi topolojik olarak bir disktir. O halde I'* grubu bir
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NEC grubudur. Ozel olarak bu grup bir iicgensel NEC grubu olarak adlandirilir ve grubun
simgesi,
(0,4, [, {(k;[,m)})

seklindedir.

['=T"NPSL(2,R) alinarak elde edilen I" grubu sadece yonlenmeyi koruyan elemanlardan
olusur ve I'* grubunun iki indeksli bir alt grubudur. Bu grup yukarida soz edilen a3, By
ve Yo donmeleri tarafindan iiretilen grup ile aymidir ve bir iicgensel Fuchs grubu olarak
adlandirilir. I" grubu i¢in yukaridaki ticgenlerden ortak kenara sahip olan herhangi ikisi
veya bazi 0zel durumlar i¢in herbiri bir temel bolge olarak alinabilir ve grubun boliim

uzay1 topolojik olarak bir kiiredir. Bu grubun simgesi,
(0sk,1,m)

seklindedir.

Ornek 4.3.1 i¢ acilan g, g,

yansimalar, simgesi (0,+, [ |,{(3,3,4)}) olan bir iiggensel NEC grubu tiretir. Sekil 5.1°de

Y/
2 olan hiperbolik bir ticgenin kenarlar1 {izerindeki

gosterilen iicgenlerden herhangi birisi bu grup icin bir temel bolgedir.

Sekil 4.2:
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4.4 Dortgensel Gruplar

Sekil 4.3: Hiperbolik bir dortgenin kenarlari iizerindeki yansimalar

T, Sekil 4.3’de gosterilen koseleri A, B, C, D; kenarlart a, b, ¢, d ve i¢ acgilar

1 1 1 1
s, t, u, v birden biiyiik ve — + " + — 4+ — < 2 dzelligini saglayan tamsayilar olmak iizere
s u v
T TTTX
e e olan bir hiperbolik dortgen ve bu dortgenin kenarlan iizerindeki tanimli
s u' v

yansimalar sirasiyla o, 3,7,& olsun. T dortgeninin & yansimasi altindaki goriintiisii
Sekil 4.3’te goriildiigii gibi &(T) hiperbolik dortgenidir. Ayni sekilde, bu hiperbolik
dortgenin diger kenarlar1 tizerinde tanimli yansimalar altinda da goriintiileri hiperbolik
dortgenlerdir. Bu islem yeni dortgenler ile tekrarli olarak yapilirsa, hiperbolik diizlem i¢

T T T T
acilar1 —, —, —, — olan dortgenlerle kaplanabilir.

st u v

T hiperbolik dortgeninin kenarlar tizerinde tanimli bu yansimalar sonlu olmayan bir Q*
grubu iiretir. Yukaridaki dortgenlerden herhangi biri bu grup icin bir temel bolgedir ve bu
grubun boliim uzay1 topolojik olarak bir disktir. Bu durumda, Q* grubu bir NEC grubudur

ve 0zel olarak bir dortgensel NEC grubu olarak adlandirilir. Bu grubun simgesi,
(07 +7 [ ]7 (s7l7u7v))

seklindedir.
Bu dortgenin hareketleri ele alindiginda o8, B kosesini sabit tutan ¢ mertebeli; B¢,
D kosesini sabit tutan u mertebeli; 7y, C kosesini sabit tutan v mertebeli ve yo, A

kosesini sabit tutan s mertebeli bir donmedir. Bu donmelerin tirettigi grup Q grubu olmak
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tizere bu grup sadece yonlenmeyi koruyan elemanlari icerdiginden, Q = Q* N PSL(2,R)
seklinde ifade edilebilir. Q grubu Q* grubunun iki indeksli bir alt grubudur ve bu grup bir

dortgensel Fuchs grubu olarak adlandirilir. Q grubunun simgesi,
(05s,2,u,v)

seklindedir.

4.5 Oklid Diizleminde Ucgensel ve Dortgensel Gruplar

Oklid diizleminde de iicgensel ve dortgensel gruplar tanimlanabilir. Bu diizlemde

ticgensel grularin temel bolgeleri olacak olan ticgenlerin i¢ agilari; k, [, m birden biiyiik

I 1 1 T T
pozitif tamsayilar ve —+ —+ — =1 olmak lizere —, —, — olarak secilmelidir. Bu
) k | m k'l m
nedenle Oklid diizleminde sonlu sayida ticgensel grup tanimlidir.
Ornegin, Oklid diizleminde i¢ acilar 333 olan bir eskenar ii¢cgenin kenarlari

tizerindeki yansimalar bir iicgensel grup iiretirler. Bu grubun elemanlari altinda
Sekil 4.4’te gosterilen A {icgeninin goriintiileri olan iiggenler Oklid diizlemini kaplarlar.

Grup icin bu iiggenlerden herbiri bir temel bolgedir ve grubun simgesi; (0,+,[ 1,{(3,3,3)})

™3
[3 a
A
A3 4 TN
Y

Sekil 4.4: A eskenar liggeninin kenarlar1 iizerindeki yansimlar

seklindedir.

.. T T T T T T
Benzer sekilde Oklid diizleminde i¢ acilar > 71 ve 33§ olan iiggenlerin
kenarlari tizerindeki yansimalar da birer ticgensel grup iiretirler ve bu gruplarin simgeleri



29

sirastyla (0,+,[],{(2,4,4)}), (0,+,[],{(2,3,6)}) seklindedirler. Oklid diizleminde bu
gruplarin diginda iicgensel grup yoktur.

Oklid diizleminde iiggensel gruplar icin gecerli olan kosullar, dortgensel gruplar igin de

T .
> olan dortgenin kenarlar

{(2,2,2,2)}) seklinde olan

gecerlidir. Bu nedenle Oklid diizleminde i¢ agilart g, g

T
)
iizerindeki yansimalar tarafindan iiretilen ve simgesi (0, +, [ |

Y
Y

grubun disinda dortgensel grup yoktur.
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5. HIPERBOLIK DUZLEMIN KAPLAMALARI

5.1 Giris

A, kiire yiizeyinde, Oklid diizleminde veya hiperbolik diizlemde bir cokgen ve bu

T
cokgenin biitiin koselerindeki i¢ agilar s; herhangi bir pozitif tamsay1 olmak iizere — olsun.
Si

Bu c¢okgenin kenarlart iizerinde tanimli yansimalar tekrarli olarak yapilirsa, cokgenin

tizerinde bulundugu diizlem i¢in bir kaplama elde edilir.

Ornegin, Oklid diizlemi Sekil 5.1°deki i¢ agilari g, %, g olan iiggenler ile kaplanabilir.
T T 7T
537 olan iicgenler ile kaplanabilir. Bu kaplama 6zel olarak

kiirenin icosahedral kaplamasi olarak adlandirilir. Sekil 5.1 de yapilan kaplamaya benzer

Kiire yiizeyi ic agilari

Sekil 5.1: Oklid diizlemin iiggenlerle kaplanmasi

olarak diizlem farkli sekillerde de kaplanabilir. Merkezinde birlesen dort dik tiggenden
veya hipoteniislerinden yapistirilmis iki dik tiggenden olusan bir kare ile diizlemin farkl
bir kaplamasi olugturulabilir. Bu iki durumda da kaplamada kullanilan kareler bir biri
izerine binmeyen iiggenlerden olustugundan kareler ile elde edilen bir kaplama iiggenler
ile elde edilen bir kaplamaya boliinebilir. Bu durumda kareler ile elde edilen kaplama
boliinebilirdir denir ve A, Q soz edilen 6zellikte icgen ve kare kaplamalar olmak iizere
(A, Q) ikilisi boliinebilir kaplama ikilisi olarak adlandirilir. Kiire yiizeyinin boliinebilir
bir dortgensel kaplamasi yoktur. Oklid diizleminde sonlu sayida, hiperbolik diizlemde ise

sonsuz sayida boliinebilir dortgensel kaplama vardir. Bu boliimde boliinebilir dortgensel
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kaplamalar yoniinden zengin olan hiperbolik diizlem iizerinde caligmalar yapilacak ve

aciklayici olmasi i¢in 6klid diizleminden de ornekler verilecektir.

5.2 Kaplamalar ve Kaplama Gruplari

Tamim 5.2.1 Diizlemi birbirleri iizerine binmeden ve hi¢c bogluk birakmadan kaplayan
cokgenlerin kiimesine bu diizlem i¢in bir kaplama denir.  Kaplamayi olusturan

cokgenlerden herbiri kaplamanin bir hiicresi olarak adlandirilir.

Hiicrelerin kogeleri ve kenarlar1 ayn1 zamanda kaplamanin da koseleri ve kenarlaridir.

Genellikle, kaplamanin koseleri kiimesi €, kenarlar1 kiimesi 7 ile gosterilir.

Tamim 5.2.2 .7 diizlemin bir kaplamasi olsun. Her e € € igin e kenart iizerinde tanimli
r. yansimasi ortak kenarlari e olan iki hiicreyi birbirine gétiiriiyor ise .7 kaplamasina
simetrik kaplama denir.

Bir 7 simetrik kaplamasinin e kenarindaki r, yansimasiin sabit biraktigi dogru
{x | re(x) =x} o6zelligindeki noktalarin kiimesidir. Bu dogru, kaplamanin kenarlarinin

birlesimi seklinde bir dogru ise .7 kaplamasina geodesik kaplama denir.

Simetrik bir kaplama her zaman geodesik bir kaplama olmak zorunda degildir. Ornegin,
Sekil 5.2°de gosterilen OKklid diizleminin altigenler yardimiyla elde edilen kaplamasi

geodesik olmayan bir simetrik kaplamadir.

Sekil 5.2: Oklid diizlemin altigenlerle kaplanmasi
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Onerme 5.2.3 A = P\P> ... P, bir ¢okgen olmak iizere bu cokgenin i¢c acilart n; pozitif
tamsayr olmak tizere —7[ seklinde ise diizlemin bu ¢okgen ile elde edilen kaplamasi
simetrik bir kaplamadlr.l Bununla birlikte, eger n; tamsayisi n; = 2m; seklinde bir ¢ift
tamsayi ise ¢okgenin i¢ agilar E olur ve diizlemin bu ¢cokgenler ile elde edilen kaplamasi

1

geodesik bir kaplamadir.

T

Bir P P,...P, cokgeninin P, kosesindeki i¢c acis1 — ise bu cokgen kisaca
mi

(my,my,...,my,)-cokgeni olarak adlandirilir ve bu cokgenin P; kosesinde kaplamay1

olusturan 2m; tane hiicre birlesir.

Tamim 5.2.4 .7 diizlemin bir kaplamast olsun. Bu kaplamayi olusturan hiicrelerin
kenarlar1 iizerindeki yansimalar hiicrelerin izometrilerinin bir grubunu olusturur bu grup

diizlemin bir kaplama grubu olarak adlandirilir.

Bir kaplama grubu, temel bolgesi hiicrelerden herhangi biri ve boliim yiizeyi topolojik
olarak bir disk olan bir NEC grubudur.

Bu grubu iicgensel bir hiicre ile tanimlayalim. Daha sonra genel bir ¢okgen icin benzer
yoldan tantmlama yapilabilir.

Ucgensel hiicrelerden olusan bir kaplama igin tanimlanan kaplama grubu baglangic
hiicresi (bakimiz Sekil 5.3) olarak adlandirilan ticgenin kenarlar1 iizerindeki yansimalar
tarafindan iretildigi i¢in diizlem iizerindeki herhangi bir hiicre, grup elemanlar altinda
baglangic¢ hiicresinin bir goriintiisiidiir. Sekil 5.3’de gosterilen Ay baslangic hiicresinin
kenarlar1 ve bu kenarlar iizerinde tanimli yansimalar p, ¢, r olmak iizere bu kenarlarin
karsisindaki koseler sirasiyla P, Q, R olarak verilsin. Baslangi¢ hiicresi k, [, m > 2 olmak
tizere bir (k, [, m)-tiggenidir. Bu ii¢ggenin kenarlar1 tizerinde tanimli p, ¢ yansimalarinin
carpimi olan a = p.q doniisiimii R noktasi etrafinda saat yonii tersinde 2% radyanlik bir
donmedir. Benzer sekilde b = ¢g.r ve ¢ = r.p doniisiimleride P, Q noktalar1 etrafinda
a donmesi ile aynm yonlii ve sirasiyla 277’: % radyanlik donmelerdir. Aq baslangic

hiicresinin hareketleri incelendiginde grup elemanlar1 arasindaki iligkiler ve grubun ifadesi

kolayca bulunabilir.
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Sekil 5.3: Baslangig hiicresi ve T, T* gruplarinin iiretegleri

P, q, r yansima doniisiimleri olduklarindan,

Pef=r=1

dir. D6nme doniistimlerinin yukarida ifade edilen 6zellikleri geregince,
dla)=k,db)=1,d(c)=m
ve
abc = pgqrrp =1

dir.

Yukarida tanimi verilen kaplama grubunu 7™ ile gosterelim. Bu grup yansimalar
tarafindan iretilen ve 7* = (0,+,[ |,{(k,/,m)}) seklinde bir simgeye sahip olan bir
iicgensel NEC grubudur. a, b, ¢ donmeleri tarafindan iiretilen grup 7 = (0;k,l,m)

seklinde bir simgeye sahip olan tiggensel bir fuchs grubudur ve 7' grubu 7* grubunun

iki indeksli alt grubudur.

Onerme 5.2.5 T* ve T gruplar yukardaki 7 kaplamasindan elde edilen gruplar

olsunlar.

i) T* ve T gruplari,

T" = <p,q,r | P =q*=r*=(pg)* = (qr)' = (rp)" = 1>
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ve

T = <a,b,c|ak:bl:cm:abc: 1>
seklinde ifade edilebilirler.

ii) T* grubu, J kaplamaswun hiicreleri kiimesi iizerinde gecislidir.

ispat: [2]. O

Gegislilik ozelliginden dolayr .7 kaplamasinin herhangi bir A hiicresi igin g(Ag) = A
olacak sekilde bir g € T* izometrisi vardir. Bu nedenle hiicreleri diizgiin olan bir
kaplamanin herhangi bir hiicresinin kenarlar1 ve koselerinin baglangi¢ hiicresinin hangi
kenar1 ve kogesinin goriintiisii oldugu kolaylikla belirlenebilir.

Benzer 6zellikler (s, ¢, u, v) dortgensel baslangi¢ hiicresi ile elde edilen Q ve Q* kaplama

gruplari icin de gecerlidir. Bu gruplar, sirasiyla

Q>‘< = (0v+v [ ]7{(S7t>uvv)})

ve
0 = (0;s,t,u,v)

simgelerine sahiptirler ve Q* grubu dortgensel NEC grubu, Q grubu dortgensel Fuchs
grubu olarak adlandirilir. Ayrica bu gruplar, dortgensel hiicrenin kenarlari tizerinde tanimli

X, y, Z, w yansimalart i¢in,
Q' = (wx 3 2w =2 =y =22 = (w2)" = () = (v2)" = (w)" = 1)
ve d = wx, e =xy, f =yz, g = zw olmak lizere,
Q=(d, e, f, g|d' =e' = f' =¢" =defg=1)

seklinde ifade edilebilirler.
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5.3 Boliinebilir Kaplamalar

Tanmim 5.3.1 Q diizlemin simetrik bir kaplamasi olsun. Bu kaplamanin hiicreleri daha
kiiciik hiicrelere boliinerek diizlemin yeni bir simetrik kaplamasi olusturulabiliyorsa Q
kaplamsina béliinebilir kaplama denir. Bu durumda, Q kaplamasinin boliinmesiyle elde

edilen kapalama A olmak tizere (A, Q) ikilisine boliinebilir kaplama ikilisi denir.

Yardimci Teorem 5.3.2 Q diizlemin simetrik bir kaplamast ve A, bu kaplamanmn
hiicrelerinin boliinmesiyle elde edilen diizlemin baska bir simetrik bir kaplamasi olsun.

Y/
Bu durumda Q min herbir hiicresinin i¢ agilart m; € 7 olmak iizere — seklindedir ve

m;
(A, Q) boliinebilir kaplama iklisidir.

Uyan 5.3.1 Q, diizlemin (s, ¢, u, v)-dortgenleri ile olusturulan bir kaplamasi ve A,
diizlemin (k, I, m)-iiggenleri ile olsturulan kaplamasi olmak iizere (A, Q) ikilisinin
boliinebilir kaplama ikilisi olabilmesi i¢in s, ¢, u, v sayilarindan herbiri k, [, m

sayilarindan birini bolmelidir.

Q ve A diizlemin yukaridaki 6zellikte iki kaplamasi olmak iizere kaplamay1 olusturan A;

liggenleri ve A, dortgenlerinin alanlar1 Sonug 3.5 geregince,

veE

formiilleri ile bulunabilir.
Q kaplamasim olusturan herbir dortgenin, A kaplamasini olusturan K tane ii¢genin
birlesimi seklinde oldugunu kabul edelim. O halde bir dortgenin alani, liggenin alaninin

K katidir. Bu nedenle,
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ve

yazabiliriz.

Onerme 5.3.3 Q, diizlemin (s, t, u, v)-dortgeleri ile olusturulan kaplamast ve A,
diizlemin (k, 1, m) iicgenleri ile olusturulan kaplamast olmak iizere (A,Q) boliinebilir

kaplama ikilisi olsun. Bu durumda,

dir.

Ispat: k, [, m sayilarini sabitleyelim. K sayisimn en biiyiik olabilmesi icin dortgenin
alan1 en biiyiik degerini almal1 yani s, 7, u, v sayilart miimkiin oldugunca biiyiik olarak
secilmelidir. s, #, u, v sayilarindan herbiri k, [, m sayilarindan birini bolmek zorunda
oldugundan b says1 k, [, m sayilarinin en biiyligii olmak iizere secilebilecek en biiyiik
alana sahip dortgen (b, b, b, b)-dortgenidir. Hiperbolik diizlemde en kiiciik alanli iiggenin
(2, 3, 7)-tiggeni oldugunu biliyoruz. [2, Ek A] O halde yukaridaki sartlar altinda dortgen
(7, 7, 7, 7)-dortgeni olarak alinirsa, K = 17—0 /4 = 60 olaraka bulunur. Hesaplamadaki

ticgen (2, 3, 8) ii¢geni olarak alinirsa,

olarak bulunur. O

Simdi K sayisinin bazi degerleri igin hangi sartlar altinda (A, Q) seklinde bir boliinebilir
kaplama ikilisinin elde edilebilecegini ve bu ikilinin olusturulabilmesi icin hiicre
elemanlarinin i¢ ac¢ilarinin nasil secilmesi gerektigini inceleyelim.

K = 2 olsun. Bu durumda,
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ve buna bagli olarak

2.2 2 1 1 1

k I m s t wu v
olmalidir. Elde edilen bu sart ve yukarida verilen sartlar altlnda kaplamay1
L
olusturan dortgenlerin i¢ acilart d, e, f pozitif tamsayilar olmak iizere E i f

alt kaplamay1 olusturan iiggenlerin i¢ acilar seklinde seglleblhr. Bu

T T T
d’ 2e’ 2f
durumda diizlemin (d, d, e, f)-dortgenleri ve (d, 2e, 2f)-ticgenleri ile olusturulan
kaplamalar1 igin elde edilen (A, Q) ikilisi bir béliinebilir kaplama ikilisidir ve
kaplamalar i¢cin K = 2 dir. (Sekil 5.4). Diizlemin bdliinebilir bir kaplamasini, K =2

. N . .. 2 1 1 .

icin olusturan dortgen ve {liggenlerin i¢ acilari E+_+J_‘ < 2 sartin1 saglamalidir.
e

Diizlemin (d, e, e, f) C (2d, e, 2f) ve (d, e, f, ) C (2d, 2e, f) 6zelligindeki dortgen

Sekil 5.4: K =2, (d, 2e, 2f) C (d, e, d, f)

ve iiggenlerle olusturulan Q ve A kaplamalar igin elde edilen (A, Q) kaplama ikilisi i¢in
de ayn1 sonuclar gecerlidir.
K = 3 olsun. Bu durumda, diizlemin kaplamalar1 icin iki farkli dortgensel hiicre ve buna

bagli olarak iki farkl iiggensel hiicre secilebilir. K = 3 olmas1 durumunda,

ve buna bagli olarak

dir.

Bu sartlar altinda kaplamay1 olusturan dortgenlerin i¢ agilart d > 2, e > 2 6zelliginde
T T

itif t lar olmak {
pozitif tamsayilar olmak iizere — AT

—; alt kaplamay1 olusturan iicgenlerin i¢ agilari
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T T 7

3 23 3 seklinde secilebilir. Bu 0zellikteki dortgenler ve iicgenler icin olusturulan
e

kaplamalar i¢in elde edilen (A, Q) ikilisi boliinebilir kaplama ikilisidir ve bu kaplama

icin K = 3 tiir. (Sekil 5.5).

Sekil 5.5: K =3, (2, 2d, 3¢) C (2, d, 2d, e)

T T W T
Ayni K degeri i¢in diizlemin kaplamasini olusturan dortgenlerin i¢ acilari 2 20 d e
e e

T T
seklinde ve alt kaplamasini olusturan iicgenlerin i¢ agilari 24 3 2% seklinde secilebilir.
e

Ik durum ile benzer olarak bu kaplamalar icin elde edilen (A, Q) sirali ikilisi bir

boliinebilir kaplama ikilisidir. (Sekil 5.6).

Sekil 5.6: K =3, (2d, 3, 2e¢) C (2d, 2e, d, e)

Benzer islemler tekrar edilir ise hiperbolik diizlemin farkli K degerleri i¢in boliinebilir

kaplama ikilileri elde edilebilir. Tablo 5.1°de bu kaplamalar ve bazi ek ozellikler

verilmigtir. [2].



Cizelge 5.1: Hiperbolik diizlemin boliinebilir kaplamalari

’ A \ Q \ Kisitlama \ K ‘
(d,2e,2f) | (d,e,d,f) teti<2|2
(2,2d,3e) | (2,d,2d,e) d>2,e>2 |3
(3,2d,3¢) | (d,e,2d,2e) T+1<4 3
(2,2d,2e) | (d,e,d,e) d>2,e>2 |4
(2,2d,4e) | (d,2d,e,2d) d>2,e>2 |4
(2,3d,3e) | (d,3d,e,3e) T+l 4
(2,4,2d) | (2,2,d,d) d>?3 4
(3,3,2d) | (3,d,3,d) d>?2 4
(3,3,3d) | (3,d,3,3d) > 4
(2,4,6d) | (2,4,2d,3d) d>1 5
(2,5,2d) | (2,d,d,2d) d>?2 5
(2,3,3d) | (2,d,2,d) d>?2 6
(2,3,4d) | (2,2d,2,d) d>?2 6
(2,4,3d) | (4,4,d,d) d>?2 6
(2,4,6d) | (2,3d,6d,2d) |d>1 6
(2,6,2d) | (d,d,2d,2d) d>?2 6
(2,3,10d) | (2,5d,3,2d) d>1 7
(2,3,12d) | (2,3d,3,4d) d>1 7
(2,3,4d) | (3,d,3,d) d>?2 8
(2,3,6d) | (3,d,3,3d) d>?2 8
(2,4,2d) | (d,d,d,d) d>3 8
(2,4,2d) | (2,2,d,d) d>?3 8
(2,4,3d) | (d,3d,d,3d) d>1 8
(2,4,4d) | (d,4d,2d,Ad) |d>2 8
(2,3,12d) | (2,4d,6d,3d) |d>1 9
(2,3,15d) | (2,3d,15d,5d) |d>1 9
(2,3,6d) | (2,d,6d,3d) d>?2 9
(2,3,14d) | (3,d,14d,7d) | d>1 10
(2,3,20d) | (3,4d,20d,5d) | d>1 10
(2,3,30d) | (3,10d,15d,6d) | d > 1 10
(2,3,4d) | (d,2d,d,2d) d>?2 12
(2,3,5d) | (d,5d,d,5d) d>?2 12
(2,3,6d) | (d,6d,2d,3d) |d>2 12
(2,3,84) | (d,84,2d,8d) |d>1 12

39



6. SONUC

Hiperbolik diizlemi birbiri iizerine binmeden ve hi¢ bosluk birakmadan kaplayan
cokgenlerin kiimesine bu diizlem icin bir kaplama denir.  Kaplamaya olusturan
cokgenlerden herbirine kaplamanin bir hiicresi denir.

Kaplamanin hiicrelerinin kenarlar1 iizerindeki tekrarli yansimalar temel bolgesi
hiicrelerden birisi ve boliim uzay1 topolojik olarak bir disk olan bir NEC grubu iiretirler.
Bu grup iiggensel bir baglangi¢ hiicresi ile olusturulursa grup iicgensel NEC grubu olarak
adlandirilir.

Ancak grup s, ¢, u, v > 2 olmak iizere ic acilari g, g, %, % olan bir dortgensel baglangi¢

hiicresi ile olusturulursa grup dortgensel NEC grubu olarak adlandirilir ve
(07 +7 [ ]7 (s7t7u7v))

simgesi ile gosterilir.
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