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OZET

DUZGUN AGLAR UZERINDE
BiR SINIR DEGER PROBLEMININ
£— YAKINSAKLIGI

Mustafa BARDAK

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danismani: Yrd. Dog. Dr. Ali FILIZ
2011, 60 sayfa

Bu tezde tekil noktada pertiirbe edilmis iki nokta sinir deger problemi i¢in diizgiin
bir ag iizerinde bir tam ¢dziim olan £—diizgiin yakinsak sonlu farklar metodu 6ne
siiriiliir. Ilk olarak yerel bir simir deger problemi ile sorunun tekil pertiirbasyon
dogasini yansitan uygun bir operatér yontemi ile baglanir. Ancak yerel simir
deger problemini gercekten cozmek yerine yerel bir Shishkin Oriintiisii ile geri
fark yontemi kullanilir. Bdylelikle tamamen yerel dii§iim noktalarinin nerelerde
oldugu bilinmeden ve tam olarak herhangi bir diferansiyel denklemi sonlu farklar
metodu yardimiyla ¢ozmeden, £ —diizgiin bir yontem gelistirmenin miimkiin oldugu
gosterilir.

Dogada bir nehrin kiyisindan yayilmakta olan bir atikli kirli su birikintisini ya da bir
bardak saf suyun igerisine birakin bir miirekkep damlasini diisiiniin her iki durumda
da kirli suyun ve bir damla miirekkebin icerisinde bulunduklari1 ortama yayildiklari
gozlemlenir. Temiz suyun birden bire mi yada nasil bir gekilde bulanmaya
baglayacagini hi¢ diisiindiiniiz mii? Dogada bu tiir problemlerin incelenmesi
demek, matematiksel olarak konveksiyonun yani sira difiizyonun da gerceklesmesini
gerektirir. Gosterilmig olan bu problem ile taginim ve difiizyon hizinin € hassas bir
sabit ile diizgiin bir sekilde nasil gerceklestigine bir kanit tegkil edilmistir.

Anahtar Sozciikler
Sonlu farklar, e-diizgiin, Diizgiin aglar, Tekil pertiirbasyon, Sabitlenmis operator
metodu, Shishkin ag1.
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ABSTRACT

AN e—-UNIFORM METHOD FOR A BOUNDARY VALUE PROBLEM ON
EQUIDISTANT MESHES

Mustafa BARDAK

M.Sc. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Yrd. Dog. Dr. Ali FILIZ
2011, 60 pages

In this thesis we propose a fully discrete €—uniform finite difference method on
an equidistant mesh for a singularly perturbed two-point boundary value problem.
We start with a fitted operator method reflecting the singular perturbation nature
of the problem through a local boundary value problem. However, to solve the
local boundary value problem we employ an upwind method on a Shishkin mesh
in local domain, instead of solving it exactly. Thus we show that it is possible
to develop €—uniform method, totally in the context of finite differences without
knowing location of the layer a priori and without solving any differential equation
exactly.

Imagine a river-a river flowing strongly and smoothly. Liquid pollution pours into
the water at a certain point or Imagine a drop of ink dropped into a glass of water.
What shape does the pollution stain form on the surface of the river or ink in the
glass of water? In real life, we need diffusion to explain this problem near by the
convection. We further study the convergence properties of the numerical method
proposed and prove that it nodally convergence to the true solution for any &.

Key Words
Finite differences, Uniform convergence, €-uniform, Singular perturbation, Fitted
operator method, Shishkin mesh.
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1. GIRIS

g, difiizyonun konveksiyona gore bagil miktarin1 6lgmek icin kullanilan kiigiik bir
parametre olmak tizere Q = [0, 1] aralif1 tizerinde

u(0) = up, u(l)=u; ve u(x) € C*(Q)
(1.0.1)
Yxe Q icin Lu= —eu' (x)+b(x)u (x) +c(x)u(x) = f(x)

konveksiyon-difiizyon problemi i¢in hem es uzunluklu hemde parcali diizgiin aglar
tizerinde niimerik ¢6ziim teknikleri incelenecektir. Burada b(x), c(x) ve f(x)

fonsiyonlar diizgiin fonsiyonlar ve ayrica b(x) fonksiyonu
b(x)>a>0

mutlak esitsizligini saglar.  (1.0.1) konveksiyon-difiizyon problemi; giinliik
hayatimizda, akigkanlarin incelenmesi, kuru toprakta nemin taginmasi, demirin
paslanmasi, bir kimyasal reaksiyonun adim adim duyarliliginin dl¢iilmesi (Demir
icine Karbon difiizyonu: TMS, Warrendale, Pennsylvania, 1994 yilinda Poirier,
DR ve GH Geiger), bir EKG cihazinin daha hassas 6l¢iimler yapabilmesi, gelisen
teknolojik aletlerin (RF ve mikrodalga antenleri. Mikrodalga linklerinde kanal
modelleme ve link analizi, konumlama (GPS) ve uydu sistemleri vb.) daha hassas
sonuclar iiretebilmeleri ve bunlara bagl uygulamalarin gelisimi acisindan 6nem
kazanmistir. Akigkan ve dalga hareketlerinin 6nemli bir rol oynadig1 problemlerde,
konveksiyon etkisi dikkate alinmalidir. Dogada konveksiyonun yaninda daima
difiizyon olay1 gerceklesir. Bu nedenle; konveksiyon ve difiizyonu birlikte ele
alan sayisal ¢oziimleme yontemlerine yani yakinsak metodlara ihtiya¢ duyulur. Bu
anlamda konveksiyon-difiizyon problemleri giiniimiize kadar bir cok matematik¢inin
aragtirma konusu olmugtur. Bu konuda en genis calismalardan biri ilk olarak Varga
(1962) daha sonra (1976) Tobiska ve Shishkin (1988; 1989; 1991; 1992; 1995; 2000)
tarafindan verilen problemin bazi sinir degerleri i¢in uygun €-diizgiin hata analizleri
yapilarak ¢oziimlere ulagilmaya ¢aligilmistir. Bununla birlikte kullanilan algoritma

ve yazilimlarin giinimiiz bilgisayarlariyla kiyaslandiginda daha hassas sonuglar
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verebilecegi diistiniilemez. Bu tezde sinir degerleri verilen bir konveksiyon-difiizyon
probleminin gercek ¢ézlimiine en yakin olan sayisal yaklagimlara alternatif bir metod
geligtirilerek diizgiin aglar lizerinde €-yakinsak bir metod elde edilecektir. Elde
edilen bu yeni metodun daha sonra farkli degiskenler kullanilarak analizi yapilacak
ve sembolik hesaplama yazilimlarindan MATLAB programi yardimiyla €-diizgiin

yakinsayan metodun esaslarina dayanan kodlar olusturulacaktir.

Tez icerisinde, diizgiin bir ag iizerinde konveksiyon-difiizyon probleminin niimerik
yaklasimlari aragtirilacaktir. Tezde agsagidaki gibi bir yol izlenecektir:

Ikinci boliimde konveksiyon-difiizyon problemlerine genel bir bakis olarak
konveksiyon-difiizyon probleminin analitik davranig1 incelenecek ve tekil noktada
pertiirbe edilmig problemler i¢in niimerik metodlar verilecektir.

Uciincii boliimde, konveksiyon-difiizyon ve sinir deger problemleri icin var olan
standart niimerik metodlar g6z Oniine alinarak bunlardan merkezi fark ve geri
fark metodlar1 ile 6rnek problem iizerinde ¢oziimlerinin yakinsama grafikleri
sunulacaktir.

Dordiincii boliimde, diizgiin aglar {izerinde bir sinir deger probleminin yeterince
kiiciik bir € degeri i¢in yakinsakligi incelenecek ve diizgiin aglar iizerinde
e£—yakinsak bir metod gelistirebilmek i¢in yararlanacagimiz Green fonksiyonundan
bahsedilecek ve ozellikleri verilecektir.

Besinci boliimde, Shiskin ag1 olarak adlandirilan pargali diizgiin bir ag tanitilarak,
diizglin bir ag orne8ine deginilecek ve diizensiz kaynak fonksiyonunun analizi
yapilarak diizensiz yeni bir fonksiyon elde edilmesi i¢in calisilacaktir .

Altinct boliimde, diizgiin aglar izerinde bir sinir deger probleminin ¢oziimii i¢in
elde edilen diizensiz kaynak fonksiyonundan yararlanilarak gelistirilen yeni niimerik
¢Oziimiin Oncelikle elde edilmesi ve matrislerinin olusumu daha sonra sembolik
programlama dillerinden herhangi biri yardimiyla sekiz bilinmeyenli sekiz denklem
ile olusturulan lineer denklem sisteminin ¢oziimii verilecektir.

Yedinci boliimde, yakinsaklik 6zellikleri sunulacak, limit durumlari incelenecek ve

yardimci teoremler yardimiyla yeni algoritmanin gercek ¢oziime diigiimsel olarak



yakinsaklig1 ispatlanacaktir.
Sekizinci boliimde ise elde edilen yeni metod icin drnek bir problem ele alinarak

niimerik ¢oziim ¢iktilar1 farkli € degerleri i¢in tablolar halinde sunulacaktr.
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2. KONVEKSIYON-DIiFUZYON PROBLEMLERI

2.1 Bir Konveksiyon-Difiizyon Probleminin Incelenmesi

Bu Dbolime konveksiyon-difiizyon olgusunun nerede ortaya c¢iktiginin
aciklanmasiyla baglanir ve sonra [0,1] aralifi iizerinde bir boyutlu bir
konveksiyon-difiizyon denklemi tam ¢6ziimiin davramisiyla birlikte verilir.
Konvektif ve difiizif islemlerin bir kombinasyonunu i¢eren matematiksel modeller;
biitiin bilimlerde, miihendislikte ve matematiksel modellemenin 6nemli oldugu
diger alanlarda en yaygin olanlar arasindadir. Su kalitesi problemleri, konvektif 1s1
transfer problemleri ve yar iletken cihazlarin simiilasyonu bu modellere birer 6rnek
olarak verilebilir. Ayrica Navier-Stokes denkleminin dogrusallagtirilmasi ve yari
iletken cihaz modellemenin drift-difiizyon denklemi 6nemli 6rneklerdir.
Cogu kez yayilmanin bagil giiclinii 6lcen boyutsuz parametre oldukga kiiciiktiir;
dolayisiyla ince sinir ve i¢ katmanlarin mevcut oldugu durumlarla sikg¢a karsilagilir
ve tekil pertiirbasyon problemleri ortaya ¢ikar. Q = [0, 1] birim aralig1 iizerinde
asagidaki problem yardimiyla, bir boyuttaki problemin analitik davranigi anlagilir.
b > 0 olmak iizere ve C?(Q), Q iizerinde iki kez diferansiyellenebilir fonksiyonlarin
uzayini gostermek {izere
u(0) = uo, u(1) =u; ve u(x) € C*(Q)
) , (2.1.1)
VxeQ igin Lu=—eu (x)+b(x)u (x)+c(x)u(x) = f(x)

denklemini goz 6niine alalm (Filiz, 2010). (2.1.1) sinir deger probleminin b(x) =

1, ¢(x) =0 ve f(x) = 2x i¢in gercek ¢oziimii

1— /€ —x2 4 eex2 426 — 26" _2xe 4+ 2etxe
u(x): e X~ +eex”+ le XE+ Zleex (212)
—1+4e¢

olarak bulunur. Coziimdeki iistel fonksiyon —1 + et argliimanina sahip oldugundan
¢oziim (1 — €, 1) araliginda hizla degisir. Yani € sifira yaklagirken, x = 1 civarinda

bir sinir katmani vardir ve bu, € genisligindedir. Sekil 2.1; uyp =0, u; =0, b=1 ve
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Sekil 2.1: Farkli € degerleri i¢in (2.1.1) probleminin tam ¢6ziimii

¢ =0 alinarak € = 101,102,103 degerleri icin cizilmistir.
Bu durum, siir katmani kalinliginin € kiigiildiikce inceldigini gosterir. Ancak,
problemin niimerik ¢6ziimlerini bulmak zordur. Dolayisiyla, konveksiyon-difiizyon

problemlerinin yaklasim i¢in etkin algoritmalar gelistirmek onemlidir.

2.2 Tekil Noktada Pertiirbe Edilmis Problem icin Niimerik Yontem

Bu boliimde, tekil olarak pertiirbe edilmis problemleri ¢ozmek icin kullanilan
niimerik metotlar gézden gegirilir ve sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi
gosterimler, sonlu fark operatorleri, fonksiyon uzaylari, normlar ve yar1 normlar
tanitilir. D, R’de siirli bir bolge olsun. Q sinirli bir agik aralik olmak {izere
genel olarak D = Q veya D = Q olur. C°(D), D iizerinde, herhangi bir f € C°(D)

fonksiyonunun normu

I£llp = sup|f(x)| VxeD
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ile tanimlanmak {izere siirekli fonksiyonlarin uzaym gostersin. Her bir £ > 1
tamsayis1 icin C¥(D), D iizerinde k-inci mertebeyi de iceren siirekli tiirevlerle
k kez tiirevlenebilir fonksiyonlarin uzayini gostersin. S0z konusu olan tanim
bolgesi biliniyorken, gosterimlerde D kullanilmayabilir. Keyfi bir Q' = {x,-}g’ ag1

tizerindeki herhangi bir V ag fonksiyonu i¢in ayrik maksimum norm
[V|lgv =max[Vi[ 0<i<N

ile tanimlanir. Q iizerinde tanimlanan biitiin ag fonksiyonlarimin [-/l5¥ normuyla
donatilmis lineer vektor uzayi V(QN) ile gosterilir. Agin o oldugu biliniyorsa, bu
kisim gosterimden atilabilir.

Ilerleyen boliimlerde ele alinacak olan niimerik yontemleri olusturmak icin asagidaki
ag tanimlamalarina, sonlu fark operatorlerine ve tanimlara gerek duyulur.

Q = (0,1) arahig1 tizerinde, her N > 2 tamsayist igin o = {x;}) diizgiin ag1,

birbirinden diizgiin bir
0<i<Nigin h=x;—x;—1 =1/N
adim uzunluguyla ayrilmis olan
0<i<N igin x; =i/N

N 41 tane ag noktasi alinarak tanimlanir. Ayni sonuca ulagmanin alternatif bir yolu
Q araligini & = 1 /N uzunlugunda N adet Q; = (x;_1,x;) ag elemanina bolmektir. Bu

diizgiin aglar tizerindeki birinci ve ikinci mertebeden sonlu fark operatorleri

Vi1 — Vi V-V
D+V[: z+lh z’ DV,: i hz 17
DY +D- Vier —V, (223
oy, _ _ i+1 — Vi—-1
b ( 2 > K 2h

seklinde tamimlanmir. D™ ve D~ herhangi bir fonksiyonun ilk tiirevine birinci
mertebeden bir yaklasim verirken D° ikinci mertebeden bir yaklagim verir. Ikinci
mertebeden fark operatorii D? ileri ve geri fark operatorleri diizenlenerek elde edilir

ve herhangi bir fonksiyonun ikinci tiirevine ikinci mertebeden bir yaklagim verir.

Dt —D~ Vie1 =2Vi+ Vi
( - )Vz: i+1 hzz i—1 (2‘2‘4)

DV, =
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Sonraki boliimlerde aglar artik diizgiin olmayacagindan yukaridaki tanimin diizgiin
aglardan diizgiin olmayan aglara genigletilmesi gerekir. Eger 1 <i < N i¢in Q; =
(xi—1,x;) N alt aralifiyla verilen keyfi bir diizgtin olmayan agdaki ag noktalar1 Q' =

{x;}Y ile gosterilse, ag noktalar
1 <i<N 1§1n ]’l,' =Xi—Xj—1

uzakligi ile ayrilir. Diizgiin olmayan aglar i¢in birinci ve ikinci mertebeden sonlu

fark operatéorleri, 1 <i <N —1i¢in

— hio1+h;
hi _ 1+ > 4
olmak tizere
prv Vi =Vi . ViV
hit hi
. . (2.2.5)
hi 1D h,D~ DT —D™
poy, = Ml Dy g (fi)v,-
2h,‘ hi

ile verilir. Tekil olarak pertiirbe edilmis diferansiyel denklemleri iceren problemlerin
niimerik ¢oztimleri, diizgiin bir ag iizerinde (2.2.3) ile tanimlanan standart sonlu
fark operatorii kullanilarak ve daha sonra singiiler pertiirbasyon parametresinin
biiytikliigii azalirkken smir veya i¢ katmanlart yakalamak icin ag daha fazla
inceltilerek elde edilir.  Boylece bir-boyuttaki problemler icin bile metotlar
etkin degildi ve yliksek mertebelerdeki problemler icin isabetli ¢oziimler elde
edilemiyordu. Gelecek boliimde bu yontemlerin isabetli sonu¢ elde etmede neden
basarisiz olduklariyla ilgilenilecektir. Bu durumda dogal bir soru ortaya ¢ikar:

Ne kadar kiiciik olduguna bakilmaksizin tekil pertiirbasyon parametresinin biitiin
degerleri i¢in diizglin olarak davranan niimerik metotlar olusturmak miimkiin
miudiir?

flerleyen boliimlerde bir niimerik metodun £—diizgiin yakinsakliga sahip oldugunu
soyleyebilmek i¢in agagidaki tanim gereklidir.

Tanmmm 2.1 0 < € < 1 yar-acik aralifinda yer alan bir € tekil pertiirbasyon

parametresiyle parametrelenmis matematiksel problemlerin bir ailesi goz Oniine
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almsm. Ailedeki her problemin u ile gosterilen tek bir ¢oziime sahip oldugunu ve
U, a" ag1 iizerinde tanimli olmak iizere ve N diskretizasyon parametresi olmak
iizere her u ¢oziimiine {(U ,ﬁN)}R‘}: | niimerik ¢oziimlerin bir dizisiyle yaklagildig1
varsayilsin. Bu durumda eger Ny, C ve p; N ve € degerinden bagimsiz olmak iizere
her N > Ny i¢in

sup [|[U —ullgy <CN™*

olacak sekilde bir Ny pozitif tam sayisi, C ve p pozitif sayilart varsa «’nun niimerik
¢Oziimiiniin #’nun tam ¢ézlimiine £€—diizgiin yakinsadig1 sdylenir. Burada p sayisina
€—diizgiin yakinsaklik oran1 ve C sayisina da € —diizgiin hata sabiti denir.

Bir sonlu fark metodunun iki temel bileseni vardir: Birincisi L diferansiyel
operatdriine yaklasmak icin kullanilan LV sonlu fark operatorii ve ikincisi Q siirekli
tanim bolgesiyle yer degistiren QV agidir. Standart sonlu fark metotlar1 dendiginde,
tekil olarak pertiirbe edilmemis problemlere basarili bir sekilde uygulanan sonlu
fark metotlarinin hemen hemen hepsi anlasilir. Bu metotlarin bir ¢ogu iyi bilinir
ve bu metotlar1 geligtirenlerden bazilarinin adlariyla anilir. Genellikle bu metotlar
kararl1 ve isabetlidir ve dolayisiyla N — o giderken bunlarin ¢6ziimleri tam ¢oziime
yakinsar. Diger taraftan bu metotlarin hicbiri €—diizgiin degildir ve bazi yeni
nitelikler gereklidir.

e£—diizgiin metotlarin olugsturulmasinda genellikle iki yaklasim giindeme gelir.
Bunlardan ilki standart sonlu fark operatériiniin yerine, diferansiyel operatoriin tekil
pertiirbe dogasin1 yansitan bir sonlu fark operatoriiniin alinmasini icerir. Genelde
boyle sonlu fark operatorlerine sabitlenmis sonlu fark operatorleri denir. Bunlar
bazi durumlarda, 6rnegin lineer problemlerde, katsayilar1 diferansiyel operator veya
onun parcasinin sifir uzayinda bulunan iistel fonksiyonlarin tiimii veya bazilar
yine diferansiyel operatoriin sifir uzayinda kalacak bicimde se¢ilerek olusturulabilir.
Boyle durumlarda sonlu fark operatoriine iistel olarak sabitlenmig bir sonlu fark
operatorii denir. Buna kargilik gelen niimerik metot, uygulamada genellikle bir
diizglin ag olan standart bir ag iizerindeki sonlu fark denklemlerinin bir sistemini

elde etmek icin sabitlenmis sonlu fark operatorleri uygulanarak elde edilir. Daha
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sonra bu sistem, yaklasik ¢oziimleri elde etmek i¢in kullanigh bir yontemle ¢oziiliir.
Sabitlenmis sonlu fark operatérlerinin olusturulmasindaki diger yaklagimlar (Roos,
1994) te gosterilmistir.

e—diizglin niimerik metotlarin olusturulmasinda ikinci basarili yaklagim tekil
pertiirbasyona uyarlanmig bir agin kullanimina dayanir. Boyle metotlar sabitlenmis
ag metotlar1 olarak adlandirilir. Daha sonra, yaklagik ¢oziimler elde etmek i¢in
alisilmig yontemle ¢oziilen sonlu fark denklemlerinin bir sistemini elde etmek igin
sabitlenmis ag lizerinde bir standart sonlu fark operatorii uygulanir. Bir parcali
diizglin ag; yani farkli a§ parametrelerine sahip olan sonlu sayida diizgiin aglarin
birlesimi olan bir ag genellikle yeterlidir. Bu parcali diizgiin sabitlenmis aglar
ilk olarak Shishkin tarafindan tanmitilmig (Shishkin, 1998) ve (Shishkin, 1992)
ile sonlanan bir dizi makaleyle ilgili niimerik metotlar daha da gelistirilmis ve
e—diizgiin olduklar1 gosterilmistir.  Bir sabitlenmis a§ metodunu kullanan ilk
niimerik sonuglar (Millet et al, 1991) de sunulmustur. Ag: uyarlamak igin,
ag noktalarmin karmagik dagilimlarim igeren farkli yaklagimlar (Liseikin, 1983;
Vulanovic, 1986; Gartland, 1988; Bakhlavov, 1996) da ele alinmistir, ancak hig biri
parcali diizgiin sabitlenmis aglarin basitligine sahip degildir.

Yukaridaki diislinceler hem sabitlenmis operatorlerin hemde sabitlenmis aglarin
gelistirilmesi gerektigini gosterir. Dordiincii ve besinci boliimde her bir teknigin
ornegi sunulur. Uygulamada, sabitlenmis aglar1 kullanan metotlar sabitlenmig
operatorleri kullanan metotlardan genellikle daha basit uygulanabilir oldugu i¢in
tavsiye edilir. Ayrica bunlar1 birden ¢ok boyuttaki problemlere ve lineer olmayan

problemlere genellestirmek daha kolaydir.
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3. STANDART NUMERIK METOTLARA ORNEKLER

Bu boliimde, bir diizgiin ag {iizerinde (2.1.1) problemi icin standart niimerik
metotlar kullanilir ve bu metotlarin problemin analitik ¢6ziimiine yakinsamakta
neden basarisiz olduklar agiklanir. Ilk tiireve sirasiyla D merkezi fark operatorii
ve D™ geri fark operatériiyle yaklagilir. (2.1.1) denkleminde c¢(x) =0, f(x) =0 ve

stnir kosullart olarak Uy = 1 ve U; = 0 alinmaktadir.

3.1 Bir Konveksiyon-Difiizyon Problemi icin Merkezi Fark Metodu

Ornek 3.1 (0,1) araliginda u(0) = 1 ve u(1) = 0 sumr degerleri ile verilen
—eu" +bu' = f(x) (3.1.1)

ikinci mertebeden diferansiyel edenklemin gercek ¢oziimii b = 1 ve f(x) =0
alindiginda

1 _e—(l—x)/s

elde edilir.

'nn Q" diizgiin parcalanisi i¢in
LN =—eD*+bD"

ayrik operatdrii g6z Oniine alinsin.  Bu, (3.1.1) probleminde D° merkezi fark
operatdriiyle ilk tiireve ve D? ikinci dereceden fark operatoriiyle ikinci tiireve
yakinsar. U; =~ u(x;) olmak iizere

w(0)=1, u(1)=0, UeV(@Q") ve Vx, € Q" icin
(3.1.3)

Uip1 —2U0;+ Uiy U1 —U;
€ b
h? + 2h
elde edilir. (3.1.3) denkleminde ayni indisli terimler bir araya getirilerek p = bh/e

INU; = — L 1<i<N-—1

olmak iizere

(=14p)Uis1 +2U;+ (=1 = p)Ui_1 = f; (3.1.4)
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fark denklemi elde edilir. Bu durum bize N — 1 bilinmeyenli bir denklem sistemi
verir. (2.1.1) probleminin yaklagik ¢6ziimii, sistem ¢oziilerek elde edilebilir. Bazi
niimerik sonuclar; N = 50 ve b =1 ile € un farkli degerleri i¢in asagidaki sekillerde,
tam ¢6ziim ile birlikte verilir. Bunlar niimerik sonuclarin €’un biiyiik degerleri i¢in

tam ¢oziim ile tutarli olduklarin1 gosterir. Ancak € = 1072 igin salinim yapar.

—O— Merkezi Fark Metodu ile Cozim

Gergek Cozim

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 3.1: € =2.1072 icin Merkezi Fark Metodu ile Coziim



1.8

1.6

0.8r

A

0.6

0.4

0.2}| =—©=— Merkezi Fark Metodu ile C6zim
Gercek Cozim

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 3.2: £ = 107! icin Merkezi Fark Metodu ile Coziim
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Bu durum, (3.1.4) fark denklemi tam olarak coziilerek agiklanabilir.  Fark

denkleminde U; = r secilir ve ¢ikan ifade ! ile béliiniirse
(=14p)r?+2r4(=1-p)=0

karakteristik denklemi elde edilir. Karakteristik denklemin kokleri

_1+p
=1,

rn=1, )

olarak bulunur. Boylece (3.1.4) fark denkleminin genel ¢6ziimii

‘ . 1 J
Ui=arr +arrh —a)+a (:5) (3.1.5)

ile verilebilir. Sinir kosullari, yani Uy = 1 ve Uy = 0 uygulanilarak (3.1.4) fark

denkleminin tek ¢6ziimii biitiin 0 < i < N igin

1 i
1+ (122
Ui = —PN (3.1.6)
(P
l1-p
olarak bulunur. Eger p < 1 ise niimerik ¢Oziimiin iyi sonug¢lar verdi8i goriiliir.
Bununla birlikte (3.1.6) ¢coziimii, p > 1 (¢ < 0.01) ise, bu durumda r, kokii negatif

olabileceginden niimerik ¢oziimlerin salinim yapabilecegini agikca gosterir. Boylece

merkezi fark metodunun (2.1.1) problemi i¢in saglam olmadig1 sonucuna varilabilir.

3.2 Konveksiyon-Difiizyon Problemleri icin Geri Fark Metodu

Geri Fark yontemi icin Ornek (3.1) sinir deger problemini tekrar ele alalim. Bu

boliimde ilk tiireve D~ geri fark operatoriiyle yaklagilir. Biitiinlesmis ayrik operator
LV =—-eD*+bD"

ile verilir ve (3.1.1) denklemine upwind uygulanirsa

w(0)=1, u(1)=0, UeV(@") ve ¥x Q" icin

(3.2.7)
Uiy —2Ui + Ui Ui —U;_ ,
LNU,:—e< il it 1)+b<’1>:0, 1<i<N-—1

h? h
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olmak iizere, gercek ¢oziimii (3.1.2) olan (3.1.1) siur deger probleminin Upwind

(geri fark) yontemiyle niimerik ¢oziimii, U;—; = U (x;—1) ve Uy = U (xo) kabulii ile

L —2U . i—U,;_
_8<U,+1 Ui+ U, 1>+<U1Ut1> —0 (3.2.8)

h? h

bulunur. (3.2.8) upwind (geri fark) acilimi diizenlenirse,

€ 2¢ 1 e 1
*UiJrl (ﬁ) +U; <hz+h) + Ui <hz - h> =0 (3-2-9)

denklemi elde edilir. Burada parantez icerisindeki ifadelere sirasiyla ap, b, ve ¢;

£ 2e 1 e 1
doniistimil uygulanirsa, a, = R by = 7 + A ve cy = “2 olmak tizere (3.2.9)
denklemi tekrar yazilirsa,
—aQUi-H +b2Ui+C2U,'_1 =0 (3.2.10)

elde edilir. (3.2.10) denkleminde U; = r doniisiimii yapilarak tekrar yazilirsa,

et b ey =0 (3.2.11)

(3.2.11) fark denklemi elde edilir. U; =r' esitliginde i = 1 alinirsa, elde ettigimiz
(3.2.11) fark denklemi,
—azrz +byr4+c;=0 (3.2.12)

olup, ikinci dereceden bir polinom halini alir. ikinci dereceden (3.2.12) denkleminin

kokleri,
—by £/ b?+ dasco

—2a,

ra=

seklindedir. Burada,

b% +4aycr = (ap — cz)2 +4arcr) = a% +2asrcy + c% = (ar+ 02)2

olup,
b} +4arcr = (ay — ¢2)? +4axcr = (az +¢2)? (3.2.13)

ve

2e 1 € e 1
b2=a2—62:>h2+h=hz—<—hz—h> (3.2.14)
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olmak iizere (3.2.13) ve (3.2.14) esitlikleri r1 » de yerine yazilirsa,

—by, +
r, = —2El@tao) (3.2.15)
’ —2as
—(ar—c2) %
G )t C el (3.2.16)
—2a,
olmak tizere (3.2.12) denkleminin kokleri sirasiyla,
n = —@za)-lmta) (3.2.17)
—2a,
- TRte a6 (3.2.18)
—2as
. (3.2.19)
—2612
— 1 (3.2.20)
ve benzer sekilde,
p = —@za)tlate) (3.2.21)
—2612
) +crtax+c; (3.2.22)
—2612
2
- 2 (3.2.23)
—2612
S (3.2.24)
a

olarak bulunur. r; i¢in ¢, ve ap degerleri yerine yazilirsa,

€ 1

7_'_7

2 h

= h:1+<8>
2

h
olup, p = p doniisiimil yapilirsa, r, = 1+ p elde edilir. (3.2.12) denkleminin kokleri

olan ry ve rp ifadeleri

U; = dir| +darh (3.2.25)
(3.2.25) fark denkleminde yerlerine yazilirsa,
Ui=d (1) +dy(1+p)’ (3.2.26)

denklemi elde edilir. Uy =U(0) =1 ve U(1) = U(xy) = 0 sinir degerleri igin, fark

denklemleri,
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Up=1 iken dy+dr(1+p)°=di+dy=1 (3.2.27)

U =0 iken di+dy(1+p)N=di+dy(1+p)¥ =0 (3.2.28)

olur. (3.2.27) ve (3.2.28) denklem sisteminden d; ve d, katsayilar1 ¢éziimlenerek,

dy=—dr)(1+ p)N olmak tizere (3.2.27) denkleminde yerine yazilirsa,

1
—dy(1 Nodh=1 = dp=—— 3.2.29
2(1+p)" +dy 2= T W ( )
dy = —d>(1 N o =————— (1 N 3.2.30

| >(1+p) 1 1—(1+p)N( +p) ( )

elde edilir. (3.2.30) ve (3.2.29) ifadeleri, (3.2.26) de yerlerine yazilirsa,

(1+p)¥
1—(I+p)¥ "1-(1+p

U= — )N(l +p) (3.2.31)

olarak bulunur. (3.2.31) esitligi (1 +p)~ ile carpilirsa,

()N 1-(14p)"Y
o (I+p) V=1 1-(1+p)N

(3.2.32)

elde edilir. (3.2.32) denklemi (3.2.7) sinir deger probleminin niimerik ¢oziimiidiir.
O halde (3.2.7) probleminde elde edilen bu gercek ve niimerik ¢dziimlerin ne kadar
ortiistiiklerini incelemek i¢in, her iki ¢oziimiin farkinin limit durumuna bakilirsa,

(3.2.7) denkleminin U(0) =1 ve U(1) =0 smur degerleri icin 1 =& =h = &

N
olmak tizere,
1=Nh=1=h ! 1= —¢ !
X = = = — Ve = —& = ——
NP N
dir.
. 1_2N—1—N l_e—(l—xN,l)/é‘
i=N—1=(U-u)x, , = N =
h
h —l+l+==p
olup, P l,1=e=hve e € oldugundan,
1 _271 1 _ef(lf(Nfl)h)/S
(U—u)x,_, = (3.2.33)

1—2-N 1—eN
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denklemi elde edilir. (3.2.33) denkleminin limit durumu incelendiginde,

lim (U —u)y, , = %—l_e_l—l—l;éo (3.2.34)
N MXN*'_l—ziN l—e N 2 e -

(3.2.33) denkleminin limiti sifirdan farkilidir. O halde limit durumunda gercek
¢Oziim ve nlimerik ¢6ziimiin 6rtiismedigi goriilir. Bu durumda Up =1 ve U; =0
sinir degerleriyle ele alinan problemin, niimerik ¢oziimiiniin uygulanan yontemlerle
elde edilemeyecegi goriiliir. Tezin bundan sonraki asamasinda gercek ¢oziime daha
yakin sonuglar elde edebilmek icin farkli ve yeni niimerik yontemler bulmak ve
uygulamak icin caligilacaktir. Bulunacak yeni niimerik metot ile elde edilecek
verilerin analizi yapilarak bulunan degerleri tablolar halinde hata analizi yapilarak

niimerik yontemlerin algoritmalar1 da yazilip son olarak grafikleri de elde edilecektir.

0.1 || —©— Geri Fark Metodu ile Cézim
Gergek Cozim

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 3.3: € =2.1072 icin Geri Fark Metodu ile Coziim
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0.1} | =€©=— Geri Fark Metodu ile Coziim
Gergek Cozim

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 3.4: € = 107! icin Geri Fark Metodu ile Coziim
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4. DUZGUN AGLAR UZERINDE SINIR DEGER PROBLEMI iCIN
¢ - YAKINSAKLIK

4.1 Green Fonksiyonu ve Local Green Fonksiyonunun Ozellikleri

Sinir deger problemi olarak asagidaki ikinci dereceden

Lu=—¢eu"+bu' +cu=f, u(0)=0, u(l)=0 (4.1.1)

denklemi icin Green fonksiyonu bir tekil noktada siireksiz olan ve tiirevlenebilir
fonksiyonlarin integralleri alinirken, denklemi tekil noktadan parcalayarak
ozellikleri geregi kolaylik saglayacak ve bizi siireksiz noktalardan kurtaracaktir.
Bu durumda Green fonksiyonundan yararlanilarak niimerik ¢oziimde diizenli bir
ag lizerinde integraller gecis noktalarindan parcalandifinda €- diizgiin yakinsak bir
metod kullanilarak (4.1.1) sisteminin nasil ¢oziildiigii gosterilecektir. Ilk olarak

Green fonksiyonunun 6zellikleri asagidaki sekilde verilsin;

i) gi(xi-1) =0 (4.1.2)
ii) gi(xiy1) =0 (4.1.3)
i) e(gi(x) — &) =1 (4.1.4)

Green fonksiyonunun soldan ve sagdan yaklasimi i¢in ilk tiirevlerindeki degerlerinin

farki 1/¢€’a esittir.

=0 (4.1.5)

iv)  L'gi=—eg —bg;
(4.1.1) denkleminde u yerine local Green fonksiyonu uygulanir ki singiiler noktada
siireksiz olan adim atlansin. Diger bir ifade ile niimerik ¢6ziimiimiiziin ag

oriintiisiinde

(xi—1,x:) U (23, Xi41) (4.1.6)
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ifadesi
‘xi
L L e L A
\Y I s LAY 7
Xi-] Tekil Nokta X;+1

Sekil 4.1: integral sinirlarinin pargalanigi

x; noktasim1 arali§in diginda birakir. O halde ¢6ziim icin singiiler nokta dahil

edilmeyecek ve Lu denklemin integrali bu araliklara gore parcalanacaktir.

Xit1

/ " (Luygidx = fgidx

Xi—1 Xi—1

integrali siireksiz oldugu noktadan parcalanip. Lu’u yerine yazilirsa;

Xit1 Xi Xit1
/ (Lu)gidx = / (—eu" +bu')gidx + / (—eu” +bu')gidx

Xi—1 Xi—1

olup, kismi integrasyon uygulanirsa;
Xi
= (—eu" +bu')gix[§ —/ (—eu' + bu)gidx
Xi
/ - Xit+1 f
+(—eu' +bu)gi(x)| ;" —/ (—eu' + bu)g;dx

Xi

integral sinirlarini yerine yazilirsa;

= [(—&u' (x;7) +bu(xi)gi(xi)) — (—&u' (xi—1) + bu(xi-1)gi(xi-1))]

+[(—eu (xi1) +bu(xis1)gi(xir1)) — (—eu (x77) + bu(xi)gi(x:))]

Xi , Xit1 , Xi , Xit] ,
—/ (bu)gidx—/ : (bu)gidx+/ (Su’)gidx—l—/ ' (eu')g;dx
i1 Xi i1 xi

Burada Green fonksiyonunun 6zelliklerinden ;

gi(xi-1) ve  gi(xit1)
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degerleri sifira esit olur. O halde ;
= e (7 )gi() + e () i) + eu)g ()7 + eux) g () [

integralinde sinirlar yerine yazildiginda tekrar Green fonksiyonunun 6zelliklerinin

elde edildigi goriiliir ve kismi integrasyon uygulanirsa;
Xi I , Xit+1 " ’
+/ (—eg; _bgi”)dx+/ (—eg; — bg;u)dx
Xi—1 Xi
elde ederiz. Burada Green fonksiyonun 6zellikleri geregi;
(—€g; —bgiu) =0

oldugundan bu integrallerin toplami O olur ve ", (xi—1,xi1+1) arasinda siireklidir.

Buradan;
= [eu(xi)g;(x; ) — eulxi-1)g;(x;_,)]
+leu(xiir)g;(x;y ) — eulxi)g;(x)]
elde ederiz. Bu esitlikte , u(x;11) yerine u; 1 ve u(x;—) yerine u;_; yazilirsa,
= —88;(%71)(]#1 +Ui+ gg;(xiJrl)UHl

elde edilir. Sonug olarak;
l i Xit+1
—&g;(xi-1)Ui1 + Ui+ €g;(xi11)Uip1 = (f—C”)/ gidx

Xi—1

olmak iizere, yerel green fonksiyonun (4.1.5) dzelligi ele alindidinda,
—eg; —bg; =0

diferensiyel denkleminin fark denklemi yazilirsa;
—em® —bm=0
—m(em—b) =0

¢oziimiinden , m; = 0 ve mp = —b/€ bulunur, m; ve my’i denklemde yerine

yazildiginda;

—bx
gilx; )= cre” +cre € (xi—1,%;)
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araliginda bir degerdir. Ozel olarak ¢, nin yanina (7%) carpam eklenecek olursa.

’ y  —&_ —bx
gi(x;r) :Cl‘FCz(?)e e € (xj,Xiq1)

arasindaki ¢oziimii; g; Green fonksiyonun ozelliklerinden , g;(x;—1) =0, g;i(xi+1) =0

ve siireklilikten g;(x; ) = g;(x;") limitleri esittir ve
e(gi(x;) —gilx) =1
8i\X; 8i\X;

olmak tizere fark denklemlerinin ¢dziimleri bu denklemlerde yerlerine yazildiginda,

¢oziilebilir bir denklem sistemi elde edilir.

O halde
—bx; 1
gi(xi-1) = cl—l—cz(—g)e € =0, 4.1.7)
—bxiy1
gi(xis1) = c’1+c’2(—§)eT:o 4.1.8)

(4.1.7) ve (4.1.8) ifadeleri kullanilirsa bir sonraki denklem icin g;’nin tiirevi

alindiginda,
bx,- bxi
v e, b —— -—
gi(x;) :C2(_Z)(_5)e € =cre €
b bxl bxi
/ / & —_—— , ——
gi(x) :Cz(—z)(—g)e € =cre &

elde edilir. Bu tiirevlerin fark: alinip € ile ¢arpilirsa,

bxi
bx; ;. —
E(cre™ e —cre € )=1 4.1.9)
denklemini elde edilir. Buradan;
’ bx;
C2—Cy=—e¢c
bulunur ve
8l ) = gi(x)
esitliginden de
E. _ by ’ ’ E. _ by
C]"‘Cz(—E)e € —(C1+C2(—Z)€ € ):0
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olup;

ry,—E by

(c1—c)+ (=) (S5)e # =0

b
elde edilir. Elimizde dort denklem ve dort bilinmeyen oldugundan bu denklem
sistemi coziilebilirdir. O halde denklem sistemini ¢6zmede kolaylik saglamasi
acisindan;

bx; bh
o =—, pi = "y

olmak iizere ve x;1 ile x;1; adim uzunluklart gosterilsin. Bu durumda;

bxiy bxip
e € —e¢ £ —0itpi
ve
bxi_y bxi_p,
e €& =e¢ €& = eai _pl
olup denklemler;
—&
cl—}—cz(?)e*aﬁp" =0 (4.1.10)
/ 1, —&
C1+C (T)e_a"_p":() (4111)
o1,
C2—C2:E€ i 4.1.12)
ve
’ ’ —& o
(cl—cl)+(cz—cz)(7)e =0 (4.1.13)
olarak bulunur. Bu sistem sembolik programlama dillerinden birisi ile
¢oziildiigiinde;
1, & —1 e%(l—ePi)
A=l o) 2T g —em)
/ 1( e, —1 s e%(1—ePi)
=7 (F——) g=—7—""-"<
L7 b epi—epi/ 727 g(ePi—ePi)
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sonuglari elde edilir. Bu ¢oziimler g;(x~) ve g;(x") fonksiyonlarinda yerine

yazilirsa;
ro oy e%(l—eP) by
sl )=l = e €
ve Q; = % oldugundan,
L _ by 606"(1—67’)") _ by
8ils) =coe e = eleri—eP)C "
olup,
' e? e*%(l—e_p")
gi('xl ) = e(ePi —e‘Pi)
buradan;
r, l — e_p’
bulunur .
ok e (1—eP) by
gt('xi ) =G g(ePi — ePi)
oldugundan;
’ 1-— epi
+) —
A e ) (4.1.15)
elde edilir. g; fonksiyonun tiirevleri sirasiyla,
o 1-— €7p" "4 1— ep"
gilx; ) = m7 gilx") = m
_bh o b
pi= P =
olmak tlizere,
! _ —& —b ﬂ / r , —E& _b ﬂ
gilx; ) = 02(7)(?)6 £ gi(x") = 02(7)(?)6 ¢

olarak almirsa (4.1) denklemi daha sade sekilde elde edilir. O halde Green

fonksiyonunun tigiincii 6zelligi yazilirsa;

e(gi(x) —gi(x) =1 (4.1.16)



olacaktir. Buradan;

! —bx; 1

— — £ — —
(c2—cy)e -

1 1

= (62 76/2) bx; -
ee €

1 bx;

= (cz—c,z) = EeT

olarak bulunur. O halde;

.1 ePi—1 e (1—eP) —&  _u
8§ ) =70t (e
b(epr_e Pz) £ (gpl_e Pz) b
1 ePi—1 e% (1—ef) —& i
(V= ——— — = &~ " (e
&) b(ep,-_efpi)—'— € (ep,-_efpl-)( b Je

ve o = % oldugundan;

b e% (1—e Py —e  —b by

L (=P oy
gi(xi)—gme e ¢
ve
1 ePi—1 e% (1—eP) —& _m
gl ) =2 Q ——)e ¢
b(ept—e Pz) Fe] (ePt—e Pz) b
1 ePi—1 e% (1—efi) —&. i
(Y= 22— = N " (e e
8i(x;") b(ePi—ePi) & (ePi—ePi)' b Je
ve Q; = % oldugundan;
o €% (l—eP) —g —b  _by
8l )= ey U e )
r, 1 (l—efp") o _ by
gi(xi)—gme e
o; _ P — — i
oy e (I=ef) —e —b b
/ 1 1* pi bx;
) =2 U= a,t

e (epi — e*Pi)

25
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1 _bx by (1 —ePi)

gi('xi ) = Ee € (€pi _e_p’.)
! 1 bx | bx; (1 —epi)
e Y
gi(xi ) — Se (ePi _e,pi)

Burada x~ ~ x; 1, x" > x;,1 alirsa ;

1 _%+% (1 —efp")

gi—]('xi—l) = Ee (epi_efpi)

Burada —% + bx;,l = (bxil)g_ (bxi) diizenlenirse ;

_@_’_ b-xi—l . b((x,-_l) —)Cl') . bh

E &€ € E

burada, x;_; —x; = h adim uzunlugudur. Bu durumda ;

| bh Y
’ € (l—e ‘)

i) = € (P —ePr)

elde edilir. Benzer sekilde ;

1 e*bxsm s (1 —ef)

gi(xitl) =7 m

Bu esitlik de diizenlenirse ;

= 1e%((xi*xwrl)) (1—eP)
€ (epi—efpi)
ve p; = % oldugundan;
’ 1 __bh (l—ep")
+ V2,2 L TC)
gi(xi—H) - ge (ePi —e*Pi)
bulunur.
ro_ 1, (1—eP) 1 (ePi —ePi=Pi)
gilxi )= el —— = —
E (ept e Pt) E (epz e Pz)
r,o_ 1 (€pi—1) "4 1 (e’p"—l)
gilxi_y) = € (P —ePr) ve g(xjy) = € (eP—ePr)

esitliklerini bulduktan sonra gl.+ ve g; fonksiyonlar1 kullanilarak ;

’ ’ Xit1
—&e8i(xi—1)Ui1 + Ui+ €8;(xi11)Uip1 = (f—CM)/ gidx

Xi—1
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integrali hesaplanirsa,

Xit1 Xi Xit1
e [ ate=r-ai [ [ g [ g
X, Xi—1 Xi

i—1

dir. p; = bg—h ve o = % olmak tizere ;

= (f — cu)) [/xx {1 AN et ) (—Z)e’?}dx

b (gpi — efpi) £ (epi — e*pi)
i [ e Pl e% (1—ePi) £, i
- e Fld
T ~/Xi |:b (epi — e_Pi) + £ (epi — e—Pi) ( b)e :| X:|

Burada x’e gore integral alindig i¢in ilk terimler sabit oldugundan x ile ¢arpimlari

elde edilir, siurlar yerine yazilir ve ikinci terimlerde sabitler integral disina

——X b
atildiginda e € ’inintegrali k = s olmak {iizere;

esitligi ile hesaplanir. O halde ,

1 efi—1 . % (l—eP) —&e 1 o
= (f —cuy) [b(epi_e_pi)xx,-ﬂr c W(T)Ee ¢,
t
—pi , iy —bx
l ¢ P:_l xx[+| Lal (l_e pl) ;8)68 Xit+1
b(epi—gfpi) Xi £ (epi—e*pi) b %b Xi
o

—£
integralleri diizenlenirse, ( 7) ifadeleri carpim durumunda oldugundan €’ lar

Q;

sadelesir ve integralin negatif isareti buradan gelir. O halde katsay1 — eb olacaktir.

O halde

by

Xit] 1 pi_l L0 1— —p; a
(f—CLtl‘) [/ : gid.x:(f—cui)feixxi + e ( e ) e Xi

Xi-1 b (ePi —e=pPi) M-t b (ePi—ePi) —?b Xi-1

bx;
1 ePi—1 _ —e% (1—ePi) e i
b (ePi—e‘Pi) ;b Xi
€
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elde edilir. Integral sinirlari yerine yazilirsa (kx; — kx;_ ) olacagindan, k((x; —x;_1))

bize x; — h ve x; + h olan adim uzunluklarini verir. Burada (x;) — (x;—) = h dir.

e 2 (xi—h)
ePi — b ——(xi—
= (f—aw) | 3 ooy T (ke ke €70 )
h ePi—1 b by b
:(f—cu,-) Bm"‘(ke e —ke ¢ 65)

ke=% — ke~ %TPi = ke~ % (1 — eP) olmak lizere, k sabiti yerine yazilirsa,

h efi—1 —e%e (1—eP) _, Py
N (f_cui)E (ePi —e—Pi) R— (ePi —e_Pi)e (1=¢)
—e%e (1—eP)
—b? (gPi — e_Pi)

h efi—1 € (I—eP) :

= — : — J— 1_ Pi

(f CM,) |:b (epi — efpi) T b2 (gpi — efpi) ( ¢ ):|
ayni iglemler ikinci integral i¢in de yapilirsa,
h Pi 1 x (1 —ePi

= (f —cu) [e +£e°‘"e*b? (1=¢P) ] et - 1)}

b (epi — e*pi) b2 (epi — e Pi

bulunur. Burada k =

dir. Son ifade sadelestirilirse,

burada % = p; dir. Ikinci parca sinirlari x; den x;4’e olan denklem diizenlenirse;

+ﬁ (e—§(Xi+1—xi) — 1)
b (egh _e—’gh)

ve

. . . by
+1ﬁ7_]xxi+l+_eal (l_epl) € ¢ Xit1
b (ePi —e—pi) i b (ePi—ePi) =b i

€

denkleminin integral sinirlar1 yerine yazildiginda,

1 (eipi o 1) 1 (efrho,- _ 1) € e%‘(] _ePi>€*§Xi+1 o € (] _epi)efgxi
X — Xi+ — —et S
bler—e ) T r—e ) TR (e P (e )

elde edilir. Burada adim uzunlugu olan x; | yerine x; + & alinip ilk iki toplami tekrar
h (e Pi—1)

)
b (epi — e*Pi) ﬁ (epi — efpi)

yazilir ve diger terimleri de ortak parantezine alinarak denklem diizenlenirse ;

eai(l — epi) (e*gxﬁl _ e*%)ﬁ)




Ch(eP—1)
b (epi _ e—Pi)

€ e%(1—ePi b bk
+ 5 ( - .)(6’_ "
b (ept—e Pt)

b
i on —*)C,’)
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__ bh _ bx;

=G vea;= ?x

h(eP—1) ee(l—ef) _»  m

" . et € —1
b (ePi —e=Pi) T (P —eP)© € )

- h (e—Pifl)

b (epi — e*Pi) +

ve e%e % = ¢¥ = | oldugundan ;

esitliklerinden yararlanilirsa;

€ e%e %(l—elPi)(ePi—1)
b*

(epi — e*Pi)

_heP =) e (1—ef)(e P 1)
"~ b(ePi—ePi) b2

(epi — e_Pi)

elde edilir. ikinci terimin payi diizenlenirse (1 —eP)(e P —1) = (1 —e~P)? oldugu
goriiliir. O halde denklemin ikinci kisma ;

_h (e P

L E (ePiePi—2)
b (epi — efpi) b2 (epi — efpi)
olarak elde edilir. Integralin sonucu tekrar yazilirsa;

h (ePi—1) € (1—eP)(1—eP)
= (f —cu;) b (ePi —e=Pi) + b2

h (ePi—1)
—— + -
(epl — e Pz) b
parantezler agilip toplama iglemleri yapilirsa;

+ i (epi _|_e*Pi — 2)
(epi — efpi) b2 (epi — efpi)
h(ePi+e P —2)
= |3
bulunur.
Burada (P +e P —2) = (e7 —e )2 ve (P —eP) = ((e7 )2 — (e2')?) olarak
yazilirsa;
Pi —Pi
h e? —e2 )?
= (f—C ’)Z Pi ( —Pi Pi ) —Pi
(e —e2 )(e2 +e2)
elde edilir. Gerekli sadelestirme yapildiginda ,

= (ffcui)h

b

Pay ve payda e? ile carpilirsa;
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Pi _ Pi o
Burada e? ~2 = ¢® = 1 oldugundan;

B (h(ePi—1)
_(f_cu’)z(epi+l)

bulunur. O halde baglangictaki integralin sonucu;

Xit1 h (epi — 1)
(f —cus) /x,-l gidx = = eui) (o)

4.1.17)

olarak elde edilir. Son olarak (4.1.17) denklemi elde edilen integralin sonucu ile

tekrar yazilirsa;

f f Xit1
—€g;(xi1)Ui-1 + Ui + €g;(xi+1)Ui1 = (fi — CiUj) / gidx (4.1.18)
Xi-1
ve (4.1.17) denkleminin sonucu
ePi—1 l—ePi h(efi—1)
_mUz’—l +Ui_mUi+l = (ﬁ—CiUi)Em (4.1.19)

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa yukaridaki (4.1.19) denklemi

ePi 1 h(efi—1)
— U_14+U———Uip1 = (fi —ciUi)—
ePi £ 1 1+ Ui ePi+ 1 +1 (fl Ci l)b(epi—l—l)

(4.1.20)

(4.1.20) denklemi ile en sade bi¢imde tekrar yazilabilir. (4.1.20) denklemi
El-Mistikawy-Werle semasi ( Ross, Styres, Tobiska, 2008)’da verilen sekli ile birebir

elde edilmistir.
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5. PARCALI DUZGUN AGLAR UZERINDE DUZGUN YAKINSAK
BIR YONTEMIN OLUSTURULMASI

Bu béliim konfeksiyon-difiizyon problemi i¢in € —diizgiin sabitlenmis a§ metodunun
olusturulmasi iizerine olacaktir. Bu tiir bir metot icin (1.0.1) problemi yeniden
ele alimir (Filiz, Neslitiirck ve Ekici, 2009). Bir parcali diizgiin sabitlenmig
araligin bir £—diizgiin metodun olusturulmasi i¢in yalniz bagina yeterli oldugu iyi
bilinir. Elbette daha karmasik sabitlenmis aglarda kullanilabilir. Bununla beraber,
kolay anlagilmasi acisindan pargali diizgiin a8lar en cazip secimlerden biri olarak
diigtiniiliir.  Pargali diizgiin bir agmn basit bir 6rnegi Q = (0,1) aralig1 iizerinde
asagidaki gibi olusturulabilir. 0 < 7 < % araligin1 saglayan bir 1 — 7 noktasi
segilir ve r > 2 igin N = 2" oldugu kabul edilir. 1 — 7 noktast Q’y1 (0,1 — 1) ve
(1 —1,1) seklinde iki alt araliga boler. Karsilik gelen pargali diizgiin ag, (0,1 — 1)
ve (1 —7,1) araliklarimin her ikisini de QY ile gosterilen g esit alt araliga bolmekle
elde edilebilir.

T— min{l, glnN} (5.0.1)

2" by

olmak iizere Q¥ diizgiin agi1 gosterir.

Sekil 5.1: Q3 pargali diizgiin ag1

Bununla birlikte, T nun hem € a hem de N ye bagh olduguna dikkat edilmelidir.
Bu durum € veya N degistiginde ag noktalarinin konumlarinin degisecegi anlamina
gelir. Ayrica N yeterince biiyilk alindiginda 7 nun 1/2 degeri aldigina ve boylece
QY agmin N alt aralikh diizgiin aga doniistiigiine dikkat edilmelidir. Bu durum, N
nin

1 1
€InN > 3 veya N > exp (28>
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esitsizlikleri saglandiginda olur. 7 degerinin, 0 < 7 < %, diger biitiin izin verilebilir
degerleri i¢in (1 — 7,1) alt aralig1 (0,1 — 7) alt araligindan daha kiiciiktiir. Bu
durumlarda (1 — 7,1) araligiin N/2 diizgiin ag elemanlarinin her biri, (0,1 —
7) araliginin N /2 diizgiin a8 elemanlarinin 2(1 — 7)/N uzunlugundan daha kisa
olan 27/N uzunlugundadir. Boyle durumlarda global ag, diizgiin olmak yerine
parcal1 diizgiindiir ¢iinkii 1’in bir komsulugundaki alt araliklar, T degeri sifira yakin
oldugunda daha kiigiiktiir, aga x = 1 sinir noktasinin bir komsulugunda yogunlasan
veya kisaca x = 1 noktasinda yogunlasan denir. 7’nun degeri ne olursa olsun
biitiin aglar N ag elemanindan olusur ve sonugta x; noktalari bu N ag elemanlarinin
uc noktalar1 olmak iizere ag noktalari ﬁ;v = {x[}g dir. 1 — 7 gecis noktasinin
Xy /2 ag noktasma denk geldiginin ve ﬁjfv = {x;}} a1 icin agagidaki esitsizliklerin
saglandiginin goriilmesi zor degildir.

h; <2/N, 1<i<N

hi>1/N, 1<i<N/2
(5.0.2)
hi<2t/N, N/2+1<i<N

L hi > hi/2, I1<i<N-1

5.1 Diizensiz Kaynak Fonksiyonu

f kaynak fonksiyonunun diizgiin bileseni ve &, degistirilmis Dirac—delta
fonksiyonu; d € (0,1) ve 0 < € < 1 ile birlikte §;(x) = 8(x — d) olmak iizere,
asagidaki konsantre kaynakli tekil pertiirbasyon problemi ele alinir:

u(0) =up, u(l) =u; ve Vx € Q icin u € C*(Q)

(5.1.3)
Lou= —eu (x) —bu (x) +cu= f(x) + 8,(x).

Bu kaynak gelecek boliimdeki niimerik metodun gelisiminde onemli olacaktir. u
¢Oziimii tipik olarak konsantre kaynaktan kaynaklanan x = d de bir i¢ katmana ve x =
0 tagma sinirinda bir {iistel sinir katmanina sahiptir. (5.1.3) problemine yaklasmak

icin bir Shishkin ag1 kullanilir ve bu ag, hem sinir1 hem de i¢ katmanlar1 ¢6zmek icin
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0zel bir sekilde tasarlanir. Boyle bir ag1 kurmak igin 7,
1 ¢
=minq —, —InN 5.14
T = min { 4 by n } ( )
kosulunu saglamak iizere Q bolgesini
I = [O,T], L= [T,d], L= [d,d—l—l’] ve Iy = [d+T, 1]

dort alt aralifina bdlen 7, d ve d + T noktalar1 alimir. Karsilik gelen parcali diizgiin
ag her bir alt aralig1 N/4 es uzunluklu alt aralifa bolmekle kurulur. Ortaya ¢ikan
QITV_ 4 81

0 T d d+T 1

Sekil 5.2: (5.1.3) probleminin ayriklastirilmasi i¢in alt araliklar

4 4(d —
hlzl ve h2: ( T)
N N

olmak tizere

hi, 0<i<N/4 veya N/2<i<3N/4
x=0 ve xj—xi_1=
hy, N/4<i<N/2 veya 3N/4<i<N
(5.1.5)

ile tarif edilir.

1

, de [xl-,x,url) ise

Agi= it1

h
0, diger durumlarda

degistirilmis Dirac—delta fonksiyonunun bir yaklasimi ve b; = lim,_, - b(x) olmak
tizere (5.1.3) denklemine (5.1.5)’de tamimlanan parcali diizgiin ag tizerindeki geri

metot kullanilarak yaklagilir.

Up=0, Uy=0 ve UeV(QY)
(5.1.6)
—8D+D_Ui—biD+Ui—|—C,'Ui:ﬁ+Ad7i, i=1,2,..,.N—1,

(5.1.6) niimerik metodun ¢oziimii (5.1.3) denkleminin ¢6ziimiine diigtimsel olarak

yakinsar.
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Teorem 5.1 er\c 4 parcali diizgiin sabitlenmis agu ile birlikte (5.1.6) sabitlenmis ag
sonlu fark metodu, T’nun yukaridaki (5.1.4) kosulunu saglayacak sekilde secilmis
olmast sartiyla (5.1.3) problemi icin €—diizgiindiir. Ayrica (5.1.3)’in u ¢oziimii ve
(5.1.6)’in Up ¢oziimii C, €’dan bagumsiz bir sabit olmak lizere
sup ||u—Up|lgv <CN“'InN
0<e<l o

€—diizgiin hata tahmini saglar.

ispat: (Linss, 2002).
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6. NUMERIK YONTEMIN CIKARILMASI

6.1 Sekiz Bilinmeyenli Sistemin Elde Edilmesi ve Coziimii

Bu boliimde (1.0.1) denkleminin niimerik c¢oziimiinii arastirilip, uygun metodlar

yardimiyla hata analizi yapilacaktir. Oncelikle;
—eD"D™G;—bD"G; = AX;, j=12,..m—1 (6.1.1)

Denkleminin, ileri fark ve geri fark formiillerinden yararlanilarak niimerik
¢Oziimiiniin elde edilebilmesi i¢in asagidaki formiiller yazilirsa;

_Gi—=Gj

, D G; I

bu tiirevler diizgiin ag parcalarimizin adim uzunluklarina gore farkli AX degerlerine

kargilik gelecektir. Bu durum, parcali tanimli olarak asagidaki gibi tanimlanirsa;

. e ( )
) Xi Xj,Xj+1
AXi ;=1 hjii PE
0 ,  Diger durumlar

AX; ; ifadesi, x;’nin aralifa ait bir nokta olup olmadigma gore farkli degerlere

karsilik gelir. Bu durumda;
—eD"D™G;—bD"G; = fi+ LAXi

denkleminde tiirevler yerine yazilirsa;

_8<Gj+1—Gj_Gj—Gj_1>1_b<Gj+1—Gj) _ax,,
hj+1 hj hj hj+1 '

denklemi elde edilir.
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Buesitlik j =0 yada j=N, Gyo=0 yada Gy =0 sartlarinda gecerlidir. O halde

[0, M] araligim x; tekil noktasina gore pargalanirsa,

M/4 2M/4 3M/4
| 1 I 1 |
| 1 1 1 | |
h

Sekil 6.1: Integral sinirlarinin pargalanist

verilen aralikta adim uzunluklar1 indislere gore diizenli bir oriintii olugturur. Bu

oriintiide adim uzunluklari;

o, 1 < j < M/4-1
hoodm M/4 < j < M/2-1
T Y, M2 < j < 3M/4-1

h, , 3M/4 < j < M-1

esitsizlikleri ile elde edilerek, niimerik formiillerde yerine yazilirsa;

G,‘—ZGj—i-Gj_] Gj+1—Gj
—& —b|——— ] =0
< h3 > ( ha

ve bu denklem ortak paydalara gore agilarak, G;,1, G; ve G, ifadelerine gore

diizenlenirse;
—SGj_H SGj _ £Gj_1 _ bGj_l +bGj+1 —0
h% h% h hy hy
—-& b 2e b —&
G; ———|+Gi| 5+—|+Gi-1| — | =0
(G =) ror e ) o ()
2

bu denklem, ?1 ile carpilirsa;

e b\HK 2¢ b\ K —e\ 12
—-G; I [t SN it dyg =12 =0
’+l<hf+h1>e+ ’<h%+h1>8+ jl(h%>£

gerekli sadelestirmeler yapilirsa;

bh bh
—Gjn <1+<€l> +G;j <2+ 81) +Gj-1(-1)=0
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denklemi elde edilir.

Bu denklemde G;,| = r, G =rveGj| = O alirsa, denklemde yerine

—r? <1+bh1> +r<2+bhl) +2(=1)=0
€ £
bh

esitligi elde edilir. Son durumda parantez icerisindeki ifadelere de 1+ — = A;

yazdildiginda;

doniisiimii uygulanirsa;

—FZQL] —I—}"(l —|—l1) —1=0
ikinci dereceden polinomu elde edilir. Bu denklem carpanlarina ayirilirsa;
(I—rA)(r—1)=0
esitligi elde edilir. Denklemin kokleri sirasiyla ry =1 ve r, = — olarak elde

M
bh
edilir. Benzer gekilde 1+ ?2 = A, doniisiimii almirsa —r?Ay +7(1+24;) —1=0

1
ikinci dereceden polinomunun kokleri r3 =1 ve ry = ™ bulunur.
2

ayr{ +ayry ,  0<j<¥
asrj+agry , M/A<j<¥
asri +aery M/2§j§3TM
ary+agry , 3M/A<j<M

G = (6.1.2)

Yukaridaki iki denklemin ry, o, 3 ve r4 kokleri (6.1.2) ifadesinde yerlerine yazilirsa;

ar+adl , 0<j<M
- <j<M
o Jatak, T, MASI<S (6.1.3)
a5—|—a6ll 5 M/2§J<
ar+agd, !, 3M/A<j<M
pargali tammli G; fonksiyounu elde edilir. Bu fonksiyonun sinir noktalarinin

esitliginden;

a —i—azﬁ,liJ = a3 +a47L;J
as+asd, ! =as+agh;’

as+ a6ll_j =ay +ag7Lz_j
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ifadeleri yazilabilir. Bu esitliklerden ii¢ farkli denklem yazilabilir. Denklemimizin
siir degerleri olan Gy = Gy = 0 ifadelerinin de G; fonksiyonunda yerine yazilmasi
ile

al+wmAl = 0 (6.1.4)

aztagh,’ = 0 (6.1.5)

denklemleri elde edilir. G; fonksiyonunun gecis noktalarinda tanimlanan denklemler

de sirasiyla;

ar—az+ad; T —ah,’ = 0 (6.1.6)
a3 —as+ash;, ' —agh;’ = 0 (6.1.7)
as+agh; ' —az—agh;’ = 0 (6.1.8)

burada j = M/4 olmak iizere gecis noktalaridan ti¢ farkli denklem sistemi

olusturulur.

W W
(=M1)Grryas1 + <hi +M> Gyys+ <_h§) Gpa-1=0
1 1

eger, j=M/4ise j =M /4 igin G; fonksiyonunda indislere gore denklemler yerine

yazilirsa,

. h* . * .
(=) (az +ash ') + <hz +7n) (a1 +a2d )+ <—2> (a14aA; ) =0
1

denklemi elde edilir. Bu denklem acilarak sadelestirilirse,

i h I/ i
—azy —042,112 / +alh75 +a M +a27tlll_1 7a1h7$ —azhfill T=0
1 1 1

elde edilen bu ifade a;, a», a3, as katsayilarina gore diizenlenirse,

hy h ha , - ~J
o (o) e (b A v i) =0

h .
a M +ay <1 _AIhZ> —azM —a4117Lz 7 =0
1
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elde edilen bu denklemde ise lfw p K1, léw 4 _ K, MA, ' = k3 olarak
segilirse, k; ' = A, M/% e K =2, M/4 doniisiimleri yapilabilir. Bu doniigiimler

denklemde yerine yazilirsa;
1 —19—-M/4
al(ll)—kaz(Kl (1—12—}-%1))—61311—}-614112,2 A’Z =0

a1 (Ay) —i—az(K‘l_l (I—A+A)) —azh +a4K‘2_1K‘3 =0 (6.1.9)

h .
elde edilir. (6.1.1) denkleminin ?2 "a esit oldugu durumda da G degerlerine karsilik

gelen sinirlara gore denklem tekrar yazilirsa;

. h .
(1) <ds +agh, (M/z“)) + <h; +/12> (a3 +asd, ™) (6.1.10)

h —(M/2— h
+ (—1) (a3 +aqh, /2=y - 22
hy £

bu denklem a3z ,as ,as ,as katsayilarina gore diizenlenirse,

“M/2— h hy ., _ _
as(—2) + ag (-M% /2 1) +a3 (h; -1-12) +ay <h;)‘2 M/2 + 24, M/2>

—h —h1 . —mj2+1 hy
M M _n
+ a3<h2>+a4<h2 9 €

a3(%—%+lz> + a4(%l{wz*-lzl{wz—%l{MﬂH) + as(—h) +

_ _ hi
a3 (A2) +as (12 M2, M/ZH—}T;% Mﬂ*‘) (6.1.11)

_M/2— h
+as(—A2) +ae (—lzll M/2 1) = ;2

h
ifadesinde a4 katsayili terim h—l ortak parantesinde yazilirsa, denklem
2

diizenlendiginde,

hy (o _ _
as (A2) + ag <1 (/12 M2 _ 3 M/z“)MQM/Z“) (6.1.12)

h
vy h
Vas(—A2) +ag (—12/11 M2 1) -2
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ay katsayili terim A, MI2 ortak parantezine alimip, A, M2 ifadesi pargalanirsa,

as (M) +as <h1 (A;M/Z(l _/12)) +A,2_M/2/12> (6.1.13)

h
_M/2— h
+as(—A2) +ag (*Mll M/ 1) = ?2

h A—1
Bu denklemde h—; yerine k;—l

daha once tanimlanmis olan x» k7 ve k3 sabitlerine bagh denklem sistemi elde

yazilirsa, denklem bu katsay1 ile ¢arpildiginda

edilecektir. Fakat daha Once bir ka¢ on tamimlama yapilmas: gereklidir. Bu

tanimlamalar denklemin sadelegebilmesi icin gerekli olan katsayinin bulunmasina

h A1 bh
yardimci olacaktir. O halde, h—l = )Ll 1 esitliginden yola ¢ikilarak, ; = 1+ ?1
2 2—
bh
=1+ 72 olmak iizere,
bh bh
M—1="1 h—1="2
£
alinirsa,
hz 12 —1 h2 1— 12
— = ve — =
h] A] —1 h] 1— ll
h
olarak denklemi sadelestirecek olan carpan elde edilir. (6.1.1) denkleminde h—l
2
yerine (1-4) yazilirsa,
(1-22)
1-2 _ _
4y (Ao) +ag (LZ2) (Az M/Z(l—lz))—i—lz M2y, (6.1.14)
(1-2)
—M/2— h
+a5(—12) +ag (—lzll M/2 1) = ?2
_ _ _M/2— h
as () +as (1= )2, ™24 2,0, ) + as(—1a) + a6 (~224, 7 7) = 2

/

ay katayili denklem A, MI2 ortak paeantezine alinirsa,

_ _M/2— h
ay (ha) +as (2 M2(1= 2 +20) ) +as(~ ) a6 (—22A M) = ;2

elde edilir. Burada A, M2 _ K 2 g = lfw/ * ve Ky = /’LM{I oldugundan, ag

katsayili denklemi x’a gore diizenlendiginde;

-M/2—-1 _ -2 -1
—AA, =—K K



41
olarak yazilirsa

h
a3 (A2) +as (152 (1= M+ 42)) +as(—A2) +ae (—Kk; 25 ) = ?2 (6.1.15)

denklemi elde edilir.Sinir degerlerinin bir digeri olan ;

. h .
(=) (a7 +aghy M) 4 (hj +/11> (as +agh, (SM/“)) 6.1.16)

hy —(3M/4-1)\ _
]’Tl (as +a67tl ) =0

denklemi ele alinirsa, denklem as, ag, a7, ag katsayilarina gore ,

_ _ h h B
a7(=A1) + as (—1112 M 1) + as (;—&-11) + ag (h?l] ML A, 3M/4) +

hy hy , —3m/4+1
M 2, —0
a5< h1>+a6< 2

kiiciikten biiyiige diizenlenirse,

h h hy , - hy , —
as 72+)’1 _m + ag 7211 3M/4+llkl 3M/4_72)’1 3M/4+1 + d7(—kl) +
hl hl h1 hl

as (—/11 12731\4/471) —0

gerekli sadelestirmeler yapilip,

as(Ar) + a (Z? (Al‘w/“ —AI‘W/“*‘) +7Ll_3M/4+1> (6.1.17)
ar(~h)+as (~aaay M) =0

-4

h
denkleminde h—? yerine s yazilirsa,
h _ _
as(A1) +ag <hf ()Ll M —Al)) +A 3M/4“) (6.1.18)

—l—a7(—/l]) +ag (—l] },{3M/471) =0

as(Ar) +ag <8 :?j; ()L;3M/4(1 —Al)) +/11‘3M/4+1> (6.1.19)

Var(—M) + a (—11/1;3’”/4‘1) —0

olup, (1 — A;) ¢arpani sadelestirildiginde,

as(h) +as (1= 22)A "4 27 ) an(= ) +as (2 M) =0
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uygun ¢6ziime ulagsmak icin A; ve A, ’lerin iisleri diizenlendiginde,
as(A) +ag ((1 — Ap)A; M +Af3M/4A]) Far(—Ar) +as (—xl /1;3M/4;L;1) —0
burada A, M4 parantezine alinarak,
—3M /4 —3M /44 —1
as(h)+as (474 (1= 20) +2) ) +ar(=20) +as (~d; M251) =0

denklemi ki, K», k3 tiirlinden yazilabilir.

k=A==
olmak {izere,
as(A) +ag ((Af”/4)‘3 (1 —)Lz+7Ll)> +ag(—A) +as (—ﬂtlk{](ﬁzM/4)‘3) =0
denklemi;
as(M) +ae (k7 (1= + ) +ar(—A) +as (— k3K, °) =0 (6.1.20)

olarak elde edilir. Elde edilen denklemlerin katsayilar matrisini olusturmak i¢in aj,

a», as, as, as, dg, a7 ve ag Katsayilarina baglh denklemler yazilirsa

a + ax’=0 (6.1.21)
a4+ a=0 (6.1.22)
ar — az+ar ™t —a™t =0 (6.1.23)
ar — ak' —az—ag ™t =0 (6.1.24)
a7+ asio™ =0 (6.1.25)
as — as+as, " —agh M =0 (6.1.26)
as — as+as, " —agh M =0 (6.1.27)

denklemler katsayilarina gore diizenli olarak yazilirsa sekiz adet dogrusal

denklemden olugan bir lineer denklem sistemi elde edilir.
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aj+ay=0 (6.1.28)

a—axyk; ' —az —agi; ' =0 (6.1.29)

a7 +agk; * =0 (6.1.30)

az +asks 2 —as —agk; > =0 (6.1.31)

as +agky Ja7 —agk, > =0 (6.1.32)

ar(M) +ax (7 (1= 2+ A1) —azhy —ask; 'k3 =0 (6.1.33)
a3(M) +as(iy (1= + A1) —ashy — agk; 215 ' = % (6.1.34)
as(M) +as(k> (1= + A1) —arh) —agksk, > =0 (6.1.35)

yukaridaki denklem sisteminde x; = lfw 4,1(2 = kéw / 4, Ky = )LIZ{I olmak iizere,
denklem sistemi tekrar diizenlenirse,

ar+a,=0

ap —i—aszl —as —aﬂ({l =0

as +a4K2_2—a5 —a61<1_2 =0

as +a6K1_3 —ay —agK2_3 =0

a M —I—az[lcfl(l AL +A)]—azh —a4K{1K3 =0

azy —I—a4[K‘2_2(1 M +A)]—askr —a6K‘1_2K3_1 = %2

asA +a6[l<]_3(1 — L+ A)]—arh —ag(K'3K2_3) =0

a7 +agk, 4 = 0 elde edilir. Elde edilen lineer denklem sisteminin katsayilar matrisi

olusturulursa
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1 10 0 0 0 0 0 1la] 0
1okt -1 -t 0 0 0 0 a 0
M C] —A —K’2_1K'3 0 0 0 0 as 0
0 0 1 K2 -1 -—K* 0 0 ay 0

2.1 |

0 0 ),2 Cz —/12 —K; K3 0 0 as —

€

0 0 0 0 1 K> e B as 0

0 0 0 0 M G —M —K3Ky® ar 0

L0 0 0 0 0 0 1 Kt ] | as 0
(6.1.36)

seklinde yazilabilir. Burada {; = K]_I(l —bh+A), 6= K2—2(1 —M+A)ve &=
k> (1 — 22+ A1) alinmaktadir. Bu sistem Ax = B bigiminde de yazilabilir. (6.1.36)

lineer denklem sistemi sembolik hesaplama programlama dillerinden biri yardimiyla

¢oziiliirse
A T A T
ay = , ay=— _
e (A (14 A0) + (M—/} + )M A (A (14 f//% F (=144, ™M
R2(A(=14+24,"7)+ 1) h22,
613 == s a4 —
A (A (14 Ag) + (= 1+ )4, M e(—1+A +2M10 +A;11)/12M/4)
M/4 1+
as = 7h212+h2ﬁ24/4 (M +A§4)/4 3 ag = MJ4 _hzll : —M/4
e(—14 A+ A (14 a) A oA+ 2) + (— 14+ ),
h2 h2AM
a7 == ) aS -
e(—14 A+ A (142404 e(—14 A+ A (14 2) A1

ai,i=1,2,3,...,8 bilinmeyenleri elde edilir. & = 2*, 1, = AM/* 15 = 44,7,
n=¢eA —1)(14+A4M/42,M/4) olmak iizere, a;,i = 1,2,3,...,8 bilinmeyenleri
tekrar yazilirsa,
a) = %21('1 K> K3

h
ay = —#K’leKg



45

h
asz = #(—K‘zl@ + KKK+ K'z)
h 2
aqg = _FZKZ

as = —%(ﬂq — o+ A Kz)l{l

ag = @(K?K2K3)

n
—_M
ay = n
__h_ 4
ag—ﬁKz

kokleri elde edilir. ~ Bu kokler G; fonksiyonunda yerine yazilarak limitleri
hesaplanacaktir. Bu limitler g;(x;_;) ve g;(x;+1) fonksiyonlarindan elde edilecektir.
Bunun i¢in G; parcal1 tanimli fonksiyonu kullanilirsa,

!

i(Xie1) = DGy = Dt

(. ~ N+ _ Gi1-Gy
gi(xi-1) =D GO—T 8 75

Bu gelismis niimerik metod bize (4.1.18) nolu denklemin ¢dziimiinii verecektir.

_ _ ~ o Xitl
—eDTGyU;_ + Ui+ €D GyUiyy = (f;i — cU) G'dx
Xi—1
Bu denklem ancak € - Diizgiin Yakinsak metodu kullanilarak ¢oziilebilir. Bunun i¢in
Bir sonraki bolimde G fonksiyonunun indislerine gore 71, 1>, T3 ve T degerleri

elde edilecek ve yakinsaklik durumlari incelenecektir.
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7. YAKINSAKLIK OZELLIKLERI

(6.1.1) niimerik metodunun yakinsaklik ozelliklerini arastirmak icin; diisiiniilen
bu metodun & da diizgiin yakinsadigini ispatlamak i¢in gereken iyi bilinen bazi
sonuglar hatirlatilacaktir. Oncelikle problem (4.1.1) icin tiirevi (4.1.18) yerel Green

probleminin tam ¢6ziimiinii kullanan Sekil (6.1) geri formda yeniden yazilir:

Bp(pi) = epp_ ]
Be(pi) = 1
Br(pi) = 1

olmak tizere

Up=ug, Uy =uy, UeV(QV) ve 1 <i<N-—1

(7.0.1)
—&Bp(p;) DD~ Ui+ b Bc(pi, ¥i) D~ Ui+ ¢; Br(pi) Ui = f;.
Diger taraftan 6; > 0, 7); > 0 ve 6; > 0 olmak iizere
U() = U, UN =up, ve U S V(QN)
(7.0.2)

—e6; DD U+ Eb;D Ui+ 60;¢;0;=f;, 1<i<N-—1,
formunda bir fark semas: ele alinir. (Farrell, 1982)’de (7.0.2) formunda yazilmig
semalarin diizglin yakinsakligi icin yeter sartlar tiiretilmistir ve katsayilart (7.0.1)
metodunun katsayilarina yakin olan (7.0.2) tipindeki semalarin da diizgiin yakinsak

oldugu gosterilmistir. Bu baglamda (7.0.2) denlemini yeniden ifade edildiginde

—eD*U;0;+ EbD U + 6;Us.c = f; (7.0.3)

Ui_y —2U; + U Ui —Us_
—eo( ‘ 2 + i ) +bE <h‘> +0.c.Ui=f (7.0.4)
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denklemi U;, U;—;, Uy katsayilarina gore diizenlenirse,

€o  bé 2ec bE —€0\

Q= % olmak iizere, (7.0.5) denkleminin parantez icerisindeki terimlerinin paydalari

esitlenip, gerekli kesirler %—g ifadesi ile ¢arpilirsa ,

€o bh.2¢e 2e0 2b.h2¢e bi? €0
U,~1< _6 >+U,~( 46 +092£>—U1~+1( ):f,-

R h22e W2 h22e W2 3
(7.0.6)

bu denklemde, ¢ = % ifadesi olusturulup, yerine yazildiginda (7.0.6) denkleminin

katsayilar1 € carpanina gore tekrar diizenlendiginde,

c+2 c+Ep+6.5L c
—&Uj—1 <hz€(p> +2eU; (}1223 —&Uin1 (ﬁ) = fi (7.0.7)

_o (12
—Ui1 019 7 | TU+ 2¢ 7 | Uiv1 = Silk/2€) 7
c+&.0+c6.5 c+&8.0+c.6.5 c+&8.0+c.6.5

yukaridaki denklemde A =6+ &.¢ + c.O.% olmak iizere (7.0.7) denklemi yeniden

yazilirsa

_ 0o (1,2
~Uiy (Gf"’) U+ <A28> Uit = f’(hA/zg) (7.0.8)

denklemi elde edilir. (7.0.8) denkleminde parantez icerisindeki ifadelere sirasiyla 7;

T, ve T3 doniisiimii uygulanirsa,

F+&.0
T = 2 7.0.9
1 A ( )
o
T = — 7.0.10
2 A ( )
h2
5 = — 7.0.11
3 N ( )
olmak iizere
T 2% (o2 ]’lz T
- = V= —=—= 7.0.12
T; % 2N 2Ne T ( )
o h2 T
2 7.0.1
T 2T 2T (7.0.13)
W T
- 2 (7.0.14)

€Ty
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bulunur. Bu esitliklerden yararlanilarak 77 7> ve T3 denklemleri tekrar yazilirsa,

c T
T = ﬂ—i-x(p (7.0.15)
c c &p o
h=— = NIhT-Th=—+"——— 7.0.16
TN 1mREOATA T (7.0.16)
e T —Ty— Z‘” (7.0.17)
Q= % olmak lizere sadelestirmeler yapilirsa,
co
h? Ti—-Th A
L= = 1T 2= (7.0.18)
3 20
PT—T,
= &p=1_ 1T3 (7.0.19)
WP T, —T
£ = 260 ng 2 (7.0.20)
P nh-T hTh-T
=t — (7.0.21)
Y T RN T
p= % olmak iizere, (7.0.18) denklemi en sade sekli ile
T —T
E= o 1T3 2 (7.0.22)
olarak elde edilir.
ch?
20 h?
A = 7+1§.<p+9.cz—g (7.0.24)
seklinde yazilirsa,
h? 20
e.%g = A- <2 +§<p) (7.0.25)
h? P (1+c¢Ts—T —T
0.5 = 5 ( te 3T3 1 2) (7.0.26)

0 bilinmeyenini elde edebilmek icin (7.0.26) denklemi uygun sekilde

diizenlendiginde,

(7.0.27)

1 (1—|—C.T3—T1—T2>
C

6=-— B
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olarak elde edilir. O halde (7.0.27) denkleminde 77 7> ve T3 denklemleri, G;

fonksiyonu kullanilarak,

eG eGy— Yit]
=" =M1 e 1= Gidx (7.0.28)
hl hz Xi—1
olarak yazilabilir.
]’lz T2 h2 Tl_T2 1 1+CiT3—T1—T2
== - , 0 = — 7.0.29
T e T S epi T _— T; ( )

ve
Ti(g,bi,ci,h,M) = e D' Gy,
Tz(S,bi,C,',h,M) = —EDiGM,
Xit+1 .
E(e,bi,ci,h,M):/ " Gidx (7.0.30)
Xi—1

olmak tizere (7.0.1) niimerik metodu bazi cebirsel islemler yapilarak (7.0.2)

formunda yeniden yazilir:
—e0;D'D U+ &b, DU+ 6,¢;U; = f;, I<i<N-1. (7.0.31)

Bu durumda (7.0.31) metodunun diizgiin yakinsak oldugunun ispatlanabilmesi
icin (7.0.2) denklemindeki o;, & ve 0; katsayilarinin (7.0.1) niimerik metodunun

katsayilarina keyfi sekilde yakin yapilabilmesi yeterlidir. Yani diizgiin yakinsaklik

i¢in,
lim o;(€,b;,ci,h, M) = Bp(p), (7.0.32)
M—>o0
lim &;(&,bi,ci,h,M) = Bc(pi), (7.0.33)
M—o0
lim Gi(S,b[,C,',]’l,M) = BR(p,') (7034)
M—»o0

oldugununun gosterilmesi gerekir. G’, x;,_; noktasindan x;,| noktasina kadar

integralide kesin pozitif olan bir fonksiyon oldugundan ilk olarak (7.0.30)te

sirastyla i = 1,2,3 icin A}Iim T; degerleri bulunabilir ve sonra bunlar (7.0.32)-(7.0.34)
—»00

limitlerini bulmak i¢in bir araya getirilir.
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Lema 7.1 Ti(€,b;,ci,h,M) degeri (7.0.30) denklemindeki gibi verilsin; yani
Ti(g,b;,ci,h,M) = eD" Gy (7.0.35)

olsun. Eger p; degiskeni sabit ise

epi
1 +ePi’

lim Ti(g,b;,ci,h, M) = (7.0.36)
M—so0

Ispat: 7 ya gore iki durumun gz oniine alinmasi gerekir. T = /2 olan ilk durumda
2b;h

ag hi =hs =2h/M ve Ay =2, =1+ M—’g ile birlikte diizgiindiir. Bu gercekler

kullanilarak 77 degeri, yeniden diizenlenilerek ve (6.1.3) denklemindeki G' nin tam

¢Oziimii kullanilarak yeniden yazilabilir.

GGy _ b W s -

T, m A . (7.0.37)
ve Go = 0 oldugundan G| = a; +aA; /" denkleminden
M/4+1, M/4—1 M/4+1 7 M/4—1
GIZE ll/ﬂlz/ +@ AIHA?/ A7l (7.0.38)
e M —D)1+Ma)M4 " e (4 —1)(1+ (LA)M/4H ™
M/4+1 4 M/4—1
G = hZW(l—Al—l) (7.0.39)
M/4,M/4 )
G = M M b o (7.0.40)
& (ll — 1)(1—1—(112/2)1‘/[/4)
M/4, M/4 .
G - M M ATk (i —1) (7.0.41)
£ )Lz(l] — 1)(1 —F()L]lz)M/“) A
G, = T ! (7.0.42)

£ Aa(1+ (MAy)—M/4)

1 G h 1
(7.0.42) denkleminde her iki taraf I ile carpilirsa, h—ll = h—? 71+ OnAa) M%)

olarak yazilabilir. Burada

bh,  bh
/11=1+71:s?1=7n—1 (7.0.43)
bhy,  bhy

hh=1+-——7=—"—==h-1 (7.0.44)
£ £
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hy -1
esitliklerinden ; h% = ;i —
_Gi—Gy -1 1

T i —le(1+ (M) M4

elde edilir ve (7.0.37) denkleminde yerine yazilirsa,

T

(7.0.45)

2h
olarak elde edilir. hp = h = ” olmasi durumunda denklem en sade seklini alacaktir.
Bu da diizgiin pargalanmig araliklara kargilik gelir.

Her x € R i¢gin A}Iim (1+ ﬁ)M = ¢* oldugu gercegi kullanilarak bir hesaplamayla
—>00

. G1—Gy 1 ePi
lim =— .
M=o h} e1l+ePi

elde edilir.

Lema 7.2 T(&,b;,ci,h,M) degeri (7.0.30) denklemindeki gibi verilsin; yani
Tz(&‘,bi,ci,h,M) =—eD Gy (7046)

olsun. Eger p; degiskeni sabit ise

1 1
el+er

lim T>(g,b;,ci,h,M) = — (7.0.47)
M—so0

Ispat: Lemma (7.1)’in ispatindakilerle aym akil yiiriitmeler kullanilir. T = h /2 olan

durum igin yine (6.1.3) denklemindeki G' fark ¢oziimii ve h} = h} = 2h/M degeri

kullanilirsa 7, = G’”_hif"“ degeri i¢in,

_ h
a7+ag7t2]:—ﬁz

h .

+ A (7.0.48)
n

esitligini diizenlersek,

= %2(—1 +A, Iy esitligine Gy fonksiyonu uygulanirsa,

Gy = 0 olmak {izere,

Gy —Gu-
T, = M h2M1
I G T i I W T (1)
- hy - n N E(ll—l)(l—l-(}tllz)MM)
—(L—1) —1h 1

e —D(I+MA)MPA ~ & by (1+ (M da)M/%)
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olarak yazilirsa,

_ Gu—Gu_i _ (1) ~1h 1

ms eI+ uM)MA T e by (14 (M)A

b

ve buradan

Gu—Gu 1 1
M—e R} elder’

(7.0.49)

oldugunu gosterir.

Lema 7.3 T;3(e,b;,ci,h,M) degeri (7.0.30) denklemindeki gibi verilsin; yani
Xitl
Ty(e, by, ci,h, M) = / Gidx (7.0.50)
Xi-1

olsun. Eger p; degiskeni sabit ise

_ heli—1
A}IILHNT,%(&bi,Cnth) T biePi+ 1

(7.0.51)

Ispat: (7.0.50) integralini hesaplamak icin (6.1.3) denklemindeki G’ nin tam ¢6ziimii
ve yamuklar yontemi kullanilirsa

Xi+l Xi—1+T Xi . Xi+T Xivl
G'dx= / G'dx+ G’dx+/ G'dx+ G'dx. (7.0.52)
X

Xi—1 Xi—1 Xi—1+7T Xi+7T
T = h/2 olan ilk durumda (7.0.52) ifadesi dikkate deger bir sekide

Xi

+1
lim Gdx = limL+Lh+hL+1
M—5o0

M—roo Jx;
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olmak iizere 73 integrali, /1 I, I3 ve I integrallerinin toplami olarak yazildigindan,

Xitl 1 2bh
A}lim ) Gldx = 252 (bh_ 26k \M/2
e L+ (1 3)
| DR =2) = 2eM 4 2(bh - eM) ()™
M)2
M (1+ (552) ")
1
+ (2bh+eM)™ (

e (1+ ()"’
— 222 (eM)M — bheM(eM)™ —2¢(eM)' T (2bh + eM)M/4
— 2bhe(eM)F (2bh+eM)M/* — 2bhe (eM)M/*(2bh + eM)?M/*
— 2e(eM)" T (2bh+eM)™M/* 1 2beh(2bh + eM)M

+ 2&’M(2bh+ eM)M + (eM(2bh+ eM))™/%(2bh(g — bh)

+ e(2e—bh)M)))

olup,
bh
, htanh (bh> -
im [ Gldx= 2¢) _b-lte®
M=o Jy B b h bh
1+e€
Xitl . hePi—1
;= li Gdx= —
3T o T T et

olarak gdsterilmis olur.

Sonug 7.1 Eger p; degiskeni sabit ise, (7.0.31) denklemindeki o;, &; ve 6; katsayilart

(7.0.1) niimerik metodunun katsayilarina yakinsar. Yani;

lim o;(e,b;,h,M) = B(p;), (7.0.53)
M—so0
lim &(e,bj,h,M) = 1, (7.0.54)
M—so0
lim 6;(e,b;,h,M) = 1. (7.0.55)
M—eo

ispat: (7.0.29) denkleminden o; degiskeninin tanimi hatirlanir ve Lemma 7.2 ve

Lemma 7.3 kullanilirsa
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BT, prim g e
ket B(pi)

lim ;= lim — = = — = == e =
M—oo M=o € Tj £ A}}m T3 eeli+1befi+1
—>00

W 1 befi+1 1
— - =p; 7.0.56
gefit1heri—1 "epi—1 ( )

oldugu goriiliir. (7.0.54) ve (7.0.55) in ispatlar1 da benzerdir fakat bunlar1 ispatlamak

icin ayn1 zamanda Lemma 7.1 de kullanilir.

lim (T] — Tz)
lim & = lim —— = = Be(pi).
Mlinoc él Mlinoc b,‘ T3 bi A}[lm T3 C(pl)
—>00

lim (1T, — )

1 (1-T,—T 1
lim 6; = lim — | — L "2} = M2 = Br(p;).
M—so0 M—oo Cj T; Ci A}Ilm T3
—>00

Teorem 7.2 (7.0.31) fark denkleminin ¢oziimii maksimum normda (2.1.1)

probleminin tam ¢oziimiine € da diizgiin olarak yakinsar.

Ispat: (Farrell, 1982).
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8. ORNEK PROBLEM

8.1 Niimerik Coziim ve Tartisma

Kullanmig oldugumuz niimerik metodun giivenirligini 6lgmek icin (0, 1) araliginda

u(0) = u(1) = 0 sinir degerleri ile verilen
—eu +u =2x (8.1.1)

sinir deger problemi ele alindiginda, Green fonksiyonun ozelliklerinden
yararlanilarak, (8.1.1) problemi (0,1) aralifinda diizenli araliklara pargalanarak
uygun bir ag olusturulursa, bu ag iizerinde diigiim noktalart M ve N ile temsil
edildiginde, 4 < m <7 ve 3 < n < 16 olmak iizere, M = 2™ ve N = 2" ile
olusturulan diizenli bir ag iizerinde € = 1, £ = 1072, ve € = 107% olacak sekilde &

degerleri i¢in hata analizi yapilarak asagidaki tablolar ile verilmektedir.

Yerel Ag Noktalarinin Sayist (M)

N| 16 32 64 128 256 II’in
24 1.2122e-004 | 9.9112e-005 | 8.9119e-005 | 8.4424e-005 | 8.2073e-005 | 2.1709e-005
2’ 4.2366e-005 | 3.0481e-005 | 2.4882e-005 | 2.2311e-005 | 2.1122e-005 | 2.8356e-006
26 1.6759e-005 | 1.0623e-005 | 7.6372e-006 | 6.2271e-006 | 5.5802e-006 | 3.6219e-007
27 7.2976e-006 | 4.1943e-006 | 2.6575e-006 | 1.9099e-006 | 1.5572e-006 | 4.5761e-008
28 3.3832e-006 | 1.8255e-006 | 1.0489e-006 | 6.6450e-007 | 4.7752e-007 | 5.7508e-009
2° 1.6258e-006 | 8.4602e-007 | 4.5645e-007 | 2.6225e-007 | 1.6613e-007 | 7.2076e-010
2101 7.9651e-007 | 4.0649e-007 | 2.1152¢-007 | 1.1411e-007 | 6.5563e-008 | 9.0224e-011
211 | 3.9417e-007 | 1.9913e-007 | 1.0163¢-007 | 5.2884e-008 | 2.8522¢-008 | 1.1274e-011
212 | 1.9609e-007 | 9.8541e-008 | 4.9814e-008 | 2.5376e-008 | 1.3198¢-008 | 1.4222e-012
213 1 9.7669¢-008 | 4.8885¢-008 | 2.4662¢-008 | 1.2467¢-008 | 6.3709e-009 | 2.8032¢-013
21% | 4.8865¢-008 | 2.4206e-008 | 1.2010e-008 | 6.2972e-009 | 3.2516e-009 | 2.1770e-013
215 | 2.5499¢-008 | 1.2208¢-008 | 5.7307¢-009 | 1.5420e-009 | 1.4740e-011 | 4.5766e-013

Cizelge 8.1: M ve N nin artan degerleri icin hata tablosu (¢ = 1)
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Yerel Ag Noktalarinin Sayist (M)

N 16 32 64 128 256 I’in
2% | 5.8592e-002 | 5.8592¢-002 | 5.8592e-002 | 5.8592e-002 | 5.8592¢-002 | 5.8592e-002
25 | 3.0272e-002 | 3.0272¢-002 | 3.0272e-002 | 3.0272e-002 | 3.0272¢-002 | 3.0272e-002
26 1.5379e-002 | 1.5379e-002 | 1.5379e-002 | 1.5379e-002 | 1.5379e-002 | 1.5379e-002
27 | 7.7495e-003 | 7.7495¢-003 | 7.7495¢-003 | 7.7495¢-003 | 7.7495e-003 | 7.7495¢-003
28 | 3.8890e-003 | 3.8890e-003 | 3.8890e-003 | 3.8890e-003 | 3.8890e-003 | 3.8890e-003
2° 1.9473e-003 | 1.9473e-003 | 1.9473e-003 | 1.9473e-003 | 1.9473e-003 | 1.9473e-003
210 1 9.7361e-004 | 9.7361e-004 | 9.7361e-004 | 9.7361e-004 | 9.7361e-004 | 9.7361e-004
211 | 4.8604e-004 | 4.8604e-004 | 4.8604e-004 | 4.8604e-004 | 4.8604e-004 | 4.8604e-004
212 | 2.4209¢-004 | 2.4208e-004 | 2.4208¢-004 | 2.4208e-004 | 2.4208e-004 | 2.4208¢-004
213 | 1.20456-004 | 1.2006e-004 | 1.2006e-004 | 1.2006e-004 | 1.2006e-004 | 1.2006¢-004
214 1 6.5135¢-005 | 1.1517e-004 | 5.9032¢-005 | 5.9032e-005 | 5.9032e-005 | 5.9032¢-005
215 | 1.1517e-004 | 2.9680e-005 | 2.8527e-005 | 2.8517e-005 | 2.8517e-005 | 2.8517¢-005

Cizelge 8.2

: M ve N nin artan degerleri igin hata tablosu (¢ = 1079)

(Herceg, 2011)’de —&2y” + uy +y =0, y(0) = y(1) = f(x) smir deger problemini

ele alarak yeni yontemler ile dordiincii mertebeden yakinsatan ¢oziimleri N ve € nun

farkli degerleri i¢in iki tablo halinde verilmektedir.
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9. SONUC

Bu tezde 6nemi iki kat artmig olan, tekil noktada pertiirbe edilmis bir sinir deger
problemi icin &-diizgiin bir niimerik metod diisiiniildii. Bu problem temelde bir 6n
bilgi gerektirmez. Ciinkii tekil noktada pertiirbe edilmis bir sinir deger probleminin
¢oziimil bilinmis klasik uygun oriintiilerle uygulanmig metodlarda giivenilir sonuglar
vermez. Bir bagka ifadeyle daha 6nce bu tiir problemler i¢in uygun Oriintiiler
olusturulmus ve kullanilmig olsa da yerel sinir deger problemi icin bu sonuglar tam
bir ¢dziim icermemektedir. Bu tez ile var olan bu klasik ¢oziime karsin e-diizgiin
yakinsak bir metod detayl1 olarak ispatlandi ve bdylece bu metodun £-diizgiin aglar
iizerinde genellestirilebilinecegi de gosterilerek, tam olarak diizgiin aglar {izerinde
bir e-diizgiin yakinsak metoda genellestirilebilecegi miimkiin kilindi. Son olarak
teorik sonuglar ile niimerik sonuglarin giivenilir bir sekilde ortiistiigii de tablolar ile

gosterildi.
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