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OZET

LiMiT ROTASYONLAR TARAFINDAN URETILEN GRUPLAR
VE BOLUM YUZEYLERI

Eren GUMUSALAN

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal}
Tez Danismani: Yrd. Do¢. Dr. Adnan MELEKOGLU
2012, 35 sayfa

Dort boliimden olusan bu ¢alismanin amaci hiperbolik diizlemde limit rotasyonlar
tarafindan tretilen gruplarin boliim yiizeylerini incelemektir.

Birinci boliimde girig kismu verildi.

Ikinci boliimde tezin ana konusu icin gerekli olan temel bilgilere yer verildi.
Ucgiincii boliimde kisaca hiperbolik geometri tanitilds.

Dordiincti bélimde 6nce limit rotasyonlar tanitildi. Ardindan limit rotasyonlar
tarafindan {iretilen gruplar ve bunlarin boliim ylizeylerinin bazi topolojik ve
geometrik 6zellikleri incelendi.

Anahtar Sézciikler: Hiperbolik geometri, Hiperbolik diizlem, izometri grubu,
Limit rotasyon, Boliim ylizeyi.






ABSTRACT

GROUPS GENERATED BY LIMIT ROTATIONS AND QUOTIENT
SURFACES

Eren GUMUSALAN
M.Sc. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Adnan MELEKOGLU
2012, 35 pages

The purpose of this study, which consists of four chapters, is to investigate the
quotient surfaces of the groups generated by limit rotations in the hyperbolic
plane.

The first chapter is devoted to the introduction.

The second chapter is devoted to the background material.

In the third chapter, hyperbolic geometry has been shortly introduced.

In the fourth chapter, first limit rotations have been introduced. Then the groups
generated by limit rotations and some topological and geometrical properties of
their quotient surfaces have been investigated.

Key words: Hyperbolic geometry, Hyperbolic plane, Isometry group, Limit
rotation, Quotient surface.
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1. GIRIS

Diizlemde bir L dogrusu ve bu dogruya ait olmayan bir p noktasi verildiginde,

p noktasindan gegen ve L dogrusuna paralel bir tek dogru vardir. Bu ifade
Oklid’in bes temel aksiyomlarindan biri olan paralellik aksiyomuna denktir.
Paralellik aksiyomunu saglamayan geometri arayislart sonucunda Hiperbolik

Geometri ortaya ¢ikmistir. Bu geometriye gore, diizlemde bir L dogrusu ve bu
dogrunun iizerinde bulunmayan bir p noktasi verildiginde, p noktasindan gecen

veL dogrusunu kesmeyen sonsuz dogru mevcuttur. Hiperbolik diizlem igin,
tizerinde geometrik caligsmalarin yapilabilecegi degisik modeller kesfedilmistir.

H={zeC|Im(z) >0}

kiimesi, lizerinde tammmlanan

ds = |dz]
Im(z)

metrigi ile hiperbolik diizlem i¢in bir modeldir. Bu model iist yar1 diizlem modeli
olarak adlandirlir. Ust yar1 diizlem modeline gére hiperbolik diizlemdeki dogrular,
reel eksene dik olan dogrular ve merkezi reel eksen iizerinde bulunan ¢emberlerin

iist yart diizlemde kalan kisimlaridir.

D={zeC||z}<1}

kiimesi de tizerinde tanimlanan

metrigi ile hiperbolik diizlem i¢in bir diger modeldir. Bu model ise birim daire
modeli olarak bilinir. Bu modele gore hiperbolik dogrular birim ¢emberi dik kesen

Oklid dogrularinin ve gemberlerinin ) kiimesinde kalan kisimlaridir.

Hiperbolik diizlem i¢in bagska modeller de mevcuttur. Fakat en ¢ok kullanilan
modeller yukarida bahsedilen iki modeldir. izometriler, agilar, cokgenler gibi bazi
geometrik kavramlar Oklid geometrisinden de yararlanilarak daha kolay
belirlendigi i¢in bu iki modeli kullanmak daha avantajlidir.



Ust yar1 diizlem modeline gére konform izometriler

az+b

> (a,b,c,d eR ve ad —bc =1)

cz+d

bicimindeki doniisiimlerden olusur. Konform olmayan izometriler ise

az +b

> (a,b,c,d eR ve ad —bc =-1)

cZ +d

bicimindedir. Dolayisiyla tiim izometrilerin bileske islemine gore olusturdugu
grup PGL(2,R) grubudur.

Bu iki model arasinda

1=
Z+I1

olarak tanimlanan J:H — I doniisiimii bir izometridir. Dolayisiyla, h iist yari
diizlemde bir hiperbolik izometri olmak {izere, birim dairede bir hiperbolik
izometri JhJ " bigimindedir.

Oklid diizleminde oldugu gibi hiperbolik diizlemin izometrileri de yansimalarin
bileskesi olarak ifade edilebilir. Hiperbolik diizlemde sonsuzda kesisen iki dogru
tizerindeki yansimalarin bileskesi bir izometridir ve limit rotasyon olarak
adlandirilir.  Limit rotasyonlarin  hiperbolik  diizlemde sabit noktalar
bulunmamaktadir, ancak sonsuzdaki bir noktayir sabit tuttuklari i¢in bu ismi
almislardir. Hiperbolik diizlemdeki diger izometrilerin aksine bu tiir izometrilerin

benzerleri Oklid diizleminde mevcut degildir.

Hiperbolik diizlemde koseleri sonsuzda olan N kenarli bir ¢okgen gz Oniine
alinsin. Bu ¢okgenin kenarlar1 hiperbolik dogrulardir. Bu dogrularin iizerindeki
hiperbolik yansimalar bir G grubu iretir. Bu grubun konform elemanlari G
grubunun bir H alt grubunu olustururlar. Bu alt grup yardimiyla elde edilen
bolim uzayi, {lizerinden N tane nokta cikarilmig bir kiireye homeomorftur.
Dolayisiyla, bu kiire tizerinde N tane delik bulunur. Bu ise elde edilen kiirenin
kompakt olmadigin1 gosterir. Bu sekilde elde edilen kiireler yerel olarak hiperbolik



diizleme izometrik olduklar1 i¢in bunlar iizerinde hiperbolik metrik tarafindan
iiretilen bir metrik bulunmaktadir.

Bu ¢alismada; limit rotasyonlar ve bunlar tarafindan iiretilen ayrik gruplarin boliim
uzayt olan hiperbolik yiizeylerin bazi topolojik ve geometrik 6zellikleri

incelenecektir.



2. TEMEL BILGILER

Bu bolimde, sonraki boliimlerde karsilasilacak olan bazi temel kavramlar
verilecektir.

2.1. Topolojik Gruplar

Tanmm 2.1.1 G bir grup ve ayni zamanda bir topolojik uzay olsun. Eger her
g,heG ig¢in,

a:GxG—G, a(g,h)y=gh

pf:G—>G, f(g)=9"

olarak tanimlanan o ve f fonksiyonlan siirekli ise G ’ye bir topolojik grup

denir.

Ornek 2.1.1 (R,+) toplamsal grubu Oklid topolojisiyle birlikte ele alindiginda bir
topolojik gruptur. Tanim 2.1.1 de verilen & ve £ fonksiyonlari bu 6rnek igin su

sekilde tanimlanir:

a:RxR >R, a(x,y)=x+y (Vx,yeR)
BR-R, By)=-y (VyeR).

Bu fonksiyonlarin siirekli olup olmadiklarini arastiralim. Bunun igin, Oklid
topolojisinin verilen bir tabaninda bulunan tiim kiimelerin & ve £ fonksiyonlar

altinda ters goriintiilerinin sirasiyla RxR ve R topolojik uzaylarinda agik
olduklarim gostermek gerekir. ¢,d e R ve c<d olmak iizere, (c,d) agik

araliklarindan olusan ailenin Oklid topolojisi i¢in bir taban oldugu biliniyor. Bu
durumda,

£l(c,d)]=(-d,~c) ve

a[(c,d)]={(x,y) e RxR|c<x+Yy<d}



alt kiimelerinin sirastyla R Oklid topolojik uzay1 ve RxR ¢arpim uzayinda agik
olduklar1 kolayca gosterilebilir. Boylece, o ve [ doniistimleri siireklidir ve

(R,+) toplamsal grubu bir topolojik gruptur.

Ornek 2.1.2 Benzer sekilde, (C,+) grubunun bir topolojik grup oldugu

gosterilebilir.
2.2. Ayrik Gruplar

Tammm 2.2.1 G bir topolojik grup olmak fizere bu grubun biitiin tek noktal:
altktimeleri acik ise G topolojik grubuna bir ayrik grup denir. O halde, ayrik
topoloji ile birlikte diisiiniiliirse, her topolojik grup bir ayrik grup olur.

Tamm 2.2.2 X bir topolojik uzay ve A< X bir alt uzay olsun. Her a € A igin
{a} kiimesi alt uzayda acik ise A uzaymna X topolojik uzaymm bir ayrik alt

uzay1 denir.

Tamim 2.2.3 G bir topolojik grup ve H, G topolojik grubunun bir alt grubu
olsun. Sayet G iizerindeki topolojinin H {izerinde {irettigi topoloji ayrik topoloji
ise H grubuna G grubunun bir ayrik alt grubu denir.

Ornek 2.2.1 (Z,+) toplamsal grubu (R,+) toplamsal grubunun ayrik bir alt
grubudur.

2.3. Grup Etkisi

Tamm 2.3.1 G bir grup ve A= bir kiime olsun. Eger ¢:GxA— A
doniisiimii asagidaki sartlar1 saglarsa bu doniisime G grubunun A kiimesine bir

etkisi denir:

i) Her ac A i¢in ¢(e,a)=a

ii) Her ae A ve her g,,9, €G i¢in ¢(9,9,,a) = ¢(9,,¢(9,,a)).

Burada e,G grubunun birim elemamdir.



Ornek 2.3.1 G birgrupve A= olsun. Her a€ A ve her g G igin
p:GxA—> A, ¢(g,a)=a

seklinde tammlanan ¢ dontsimi G grubunun A kiimesi {izerine bir etkisidir.

Buna asikar etki denir.
Ornek 2.3.2 G bir grup olsun. Her g,h e G igin
9p:GxG—>G , ¢(g,h)=gh
seklinde tamimlanan ¢ doniisiimii G grubunun kendi tizerine bir etkisidir.

Cinkii her g € G i¢in ¢(e,g) =g ve her g,,09,,heG igin

¢(9,9,,h) =9,9,h = 9,0(9,,h) = @(9,, ¢(9,,h))

saglanir. Dolayisiyla ¢ doniisimii G grubunun kendi iizerine bir etkisi olur.

2.4. Temel Bolge

Tamm 2.4.1 A bir topolojik uzay ve G={g| g:A—> A homeomorfizma}

olmak tizere, her a€ A ve her g €G i¢in ¢(g,a)=g(a) olarak tammlanan
¢:GxA— A doniigimiinin G grubunun A kiimesine bir etkisi oldugu

gosterilebilir. Bu durumda, A topolojik uzayinin asagidaki 6zellikleri saglayan
kapal1 bir K alt kiimesine G grubu i¢in bir temel bdlge denir:

i) Jak)=A,

geG
(i) Vg e G—{e} icin K ng(K)=2.

Burada; K, K kiimesinin igini, € ise G grubunun birim elemanini
gostermektedir.
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Ornek 2.4.1 f(z)=z+1 olarak tammlanan f :C — C fonksiyonu sonsuz

devirli bir G grubu iiretir. Sekil 2.1 de goriilen F kiimesi bu G grubu i¢in bir
temel bolgedir.

z+1

OV AR

Sekil 2.1. G grubu i¢in bir temel bolge

Ornek 242 @, ve o, sifirdan farkli ve @ # aw, (o €R) ozelliginde iki
karmagik say1 olmak iizere, f(z)=z+w, ve g(z) =7+ w, olarak tammlanan
f:C—>C ve g:C—C fonksiyonlar1 ZxZ grubuna izomorf olan bir G
grubu tretir. Sekil 2.2 de gosterilen K kiimesi bu G grubu igin bir temel

bolgedir.

w, +w,

v

Sekil 2.2. G grubu igin temel bolge



Sekil 2.3 de K temel bolgesi ve bunun G grubunun bazi elemanlar: altindaki
goriintiileri gosterilmistir. Sekildeki paralelkenarlarin her biri G grubu i¢in bir
temel bolgedir.

N

Sekil 2.3. G grubu igin temel bolgeler

2.5. Bolim (Yoriinge) Uzaylar:

Tanmim 2.5.1 A bir kiime, G, A kiimesine etki eden bir grup ve a€ A olsun.
Bu durumda, G, ={g(a): g € G} kiimesine @ noktasinin ydriingesi denir.

Tamim 2.5.2 A bir topolojik uzay ve G, A uzayna etki eden bir grup olsun. G,

kiimesi @ € A noktasinin yoriingesi olmak tizere, her a,b € A igin,

a~bobeG,

olarak tamimlanan ~ bagntist A iizerinde bir denklik bagntisidir. Bu denklik
bagintist A uzaymi denklik simiflarina ayirir ve herhangi bir a € A elemaninin
denklik sinifi @ elemaninin yériingesidir. A/~={G, :a € A} béliim kiimesi ve

7 Ao A~ 7(a) =G,



bolim fonksiyonu olmak tizere,
"O c A/~ actktir <= 77(0), A uzayinda agiktr™

bigiminde tanimlanan O kiimeleri A/~ {izerinde bir 7 topolojisi olusturur. Bu
topolojiye bdliim topolojisi, (A/~,7) topolojik uzayma da bdlim uzayr veya
yoriinge uzay1 denir. A/~ béliim uzayr G grubu yardimiyla elde edildigi igin
A/~ yerine A/G notasyonu kullanilacaktir.

A/G geometrik olarak su sekilde elde edilir. K, G grubu igin baglantili bir temel

bolge olsun. Temel bolge tanimindan dolayr K kiimesinin iki farkli i¢ noktasi
ayn1 yorlingede bulunamaz ama sinir1 iizerinde birden fazla nokta ayni yoriingede

bulunabilir. K kiimesinin sinir1 {izerinde ayn1 yoriingede bulunan noktalar uygun
sekilde birlestirilirse A/G elde edilir.

Bu ¢alismada A uzay1 olarak genellikle Oklid diizlemi ve daha sonra tanitilacak
olan hiperbolik diizlem alinacaktir.

Ornek 2.5.1 Karmasik sayilar kiimesi iizerinde, f(z)=z+1 ve g(z)=z+i
bigiminde tanimlanan f ve g donisimleri C kiimesine etki eden ve ZxZ
grubuna izomorf olan bir G grubu iiretirler. Bu durumda, koseleri 0,1,i ve 1+i
olan kare bu grup icin bir temel bolge olur. Bu temel bolgenin kenarlar iizerinde
ayn1 yoriingede bulunan noktalar birlestirilirse bolim uzaymin bir tor yiizeyi

oldugu goriiliir.

[ 1+i -

Sekil 2.4. Tor yiizeyi

Karmasik diizlemde; kenar uzunluklar 1 birim ve kenarlar1 eksenlere paralel olan
herhangi bir karenin yukaridaki 6rnekte verilen G grubu ig¢in bir temel bolge
oldugu kolayca goriilebilir.
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Ornek 2.5.2 f(z)=z+1 olarak tanimlanan f :C — C déniisiimii, C iizerine
etki eden ve (Z,+) grubuna izomorf olan bir G grubu iiretir. Sekil 2.5 te verilen
F kiimesi G grubu i¢in bir temel bolgedir. Bu temel boélgenin sinirt iizerinde
bulunan ve ayni yoriingeye sahip noktalar uygun bir sekilde birlestirilirse boliim
uzay1 olarak bir sonsuz silindir elde edilir.

Sekil 2.5. Sonsuz silindir

2.6. Bir Cember Uzerinde Yansima (inversiyon)

Karmagik diizlemde p merkezli ve r yarigapl bir C ¢cemberi ele alinsin. z, C

cemberinin tizerinde bulunmayan bir nokta olsun. pz yar1 dogrusu iizerinde,
' 2
|z—p||lz—p|=T (2.6.1)

denklemini saglayan bir tane Z' noktasi vardir. Bu Z' noktast z noktasinin C

¢emberi lizerinde yansitilmasi sonucu elde edilen noktadir. Bu sekilde elde edilen
yansimaya C c¢emberi iizerindeki yansima veya inversiyon denir ve | c

notasyonuyla gosterilir.

|C :C —{ p} —>C —{ p} doniisiimii ¢emberin merkezi hari¢, ¢gemberin i¢indeki

noktalar1 digindaki noktalara, disindaki noktalari ise i¢indeki noktalara gotiiriir. Bu
durumda, z—p iken z'—>oo ve z'—p iken z—co olur. I donisimi

¢ember lizerindeki noktalarin her birini sabit tutar. z # p olmak iizere,

|2—p|[z'—p|=r
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ifadesinden yararlanilarak

2'=1.(2)=p+ (2.6.2)

Z-p

elde edilir (Silverman, 1967).

C

Sekil 2.6. Bir cember {izerinde yansima

Eger p=0 ve r =1 olarak alinirsa, yukaridaki formiil yardimiyla birim ¢gember

tizerindeki yansima

I.(2) = (2.6.3)

Nl |~

olarak bulunur.

Ornek 2.6.1 Sekil 2.7 de verilen d, ¢emberinin disindaki bir z noktasimn bu

¢ember lizerindeki yansimasint veren T, doniisiimiinii bulmak igin,
(i)z—>z-6
.. z
(iyz—>—=
2
1
(i) z—> =
z

(iv)z—>2z
(V)z—>z+6
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doniistimlerinin verilen sirada uygulanmasi gerekir.

Sekil 2.7.

Bu bes doniigiimiin verilen sirada bileskesi alindiginda

y A NG - S () ,2_6 (i) 1 (v) 4 v) 4

> > +6
2 [2—6) 7-6 7-6

elde edilir. O halde,

4
T,(z)=——+6
(D)=

4
olur. T, donisimii C—{ﬁ} kiimesindeki bir z noktasini _—6+6 noktasina
Z —

gotiiriir ve gember iizerindeki tiim noktalari sabit tutar.

) 4
Oregin z =8 noktasim —— + 6 =8 noktasina gotiiriir, yani sabit tutar.

Ornek 2.6.2 Sekil 2.8 de verilen d,ve d,cemberleri iizerindeki yansimalar

sirastyla T, ve T, olsun.
T, doniisiimiinii bulmak igin,
(i)z—>z+1
. 1
(iiyz—>=
Z

(liyz—>z-1

adimlarn sirasiyla uygulanirsa,
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z7— 0 5747 @ >_l DN ! —1=—
z+1 Z+1 Z+1

T,(z) =—= bulunur.
Z+1

Sekil 2.8.

Benzer sekilde, T, déniisiimiinii bulmak i¢in,
MHz—>z-1
.. 1
(iiyz—>=
z

@iyz—-z+1

adimlari sirasiyla uygulanirsa,

T,(2) = fi—l bulunur.
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3. HIPERBOLIK GEOMETRI

3.1. Hiperbolik Diizlem

Oklid’in bes temel aksiyomlarindan bir tanesi asagida verilen paralellik
aksiyomuna dektir:

Paralellik aksiyomu: Diizlemde bir L dogrusu ve bu dogruya ait olmayan bir p
noktast verildiginde, p noktasindan gecen ve L dogrusuna paralel olan bir tek

dogru vardir.

Paralellik aksiyomundaki p noktasindan gegen ve L dogrusunu kesmeyen birden

fazla dogru bulunduran diizlem arayislart sonucunda Hiperbolik diizlem ve
Hiperbolik Geometri ortaya ¢ikmistir. Bu konudaki ilk ¢aligmalar1 Carl Friedrich
Gauss, Nicolai Ivanovich Lobachevsky ve Janos Bolyai yapmustir.

Cekme egrisi olarak bilinen egrinin X ekseni etrafinda dondiiriilmesi sonucu elde
edilen ve her noktasinda egriligi —1 olan yalanci kiire (pseudosphere), hiperbolik
diizlem igin ilk somut érneklerdendir (Beltrami, 1868).

F

1

Sekil 3.1. Yalanci kiire

3.2. Hiperbolik Diizlem i¢cin Baza Modeller

Hiperbolik diizlem igin, iizerinde geometrik caligmalarin yapilabildigi bazi
modeller kesfedilmistir. Bu modellerden en ¢ok kullanilanlari, iist yar1 diizlem
modeli ve birim daire modelidir.
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|dz|

metrigi ile
Im(z)

H= {z eC|Im(z) > 0} kiimesi, iizerinde tanimlanan dS =

hiperbolik diizlem icin bir modeldir. Bu model st yar1 diizlem modeli olarak
bilinir.

2|dz|

Dz{z e<C||Z|<1} kiimesi de tizerinde tanimlanan dS=1 27 metrigi ile
—1Z

hiperbolik diizlem i¢in bir diger modeldir. Bu model ise birim daire modeli olarak
bilinir.

Ust yar1 diizlem modeline gore hiperbolik diizlemdeki dogrular, reel eksene dik
olan dogrular ve merkezi reel eksen iizerinde bulunan cemberlerin {ist yari

diizlemde kalan kisimlaridir (Sekil 3.2).

Sekil 3.2. Ust yari diizlem modeline gore dogrular

Birim daire modeline gére ise hiperbolik dogrular, birim ¢emberi dik kesen Oklid
dogrularinin ve ¢cemberlerinin D kiimesinde kalan kisimlaridir (Sekil 3.3).

Py ..

Sead e

Sekil 3.3. Birim daire modeline gére dogrular

Bu tezde genellikle model olarak iist yar1 diizlem modeli kullanilacaktir.
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3.3. Hiperbolik Diizlemde Dogrular

Ust yar1 diizlem modeline gore hiperbolik dogrularin, reel eksene dik Oklid
dogrulariin ve merkezi reel eksen iizerinde bulunan Oklid ¢emberlerinin iist yar1
diizlemde kalan kisimlar1 oldugundan bahsedildi. Sekil 3.4 de verilen d,
dogrusunun bir ucu reel eksen iizerindedir ve bu nokta hiperbolik diizleme dahil
degildir. Diger ucunun ise sonsuzda oldugu varsayilir.

dy

Sekil 3.4. Hiperbolik dogrular

Tamm 3.3.1 d, ve d, hiperbolik diizlemde farkli iki dogru olsun. Bu durumda;

(i) RuUf{oo} lizerinde d; ve d, dogrularmin ortak bir noktasi varsa bu dogrular

paraleldirler (Sekil 3.5 a).

(ii) R U{oo} ve H kiimelerinde dogrularin higbir ortak noktalari yoksa, dogrular
ayrik paraleldirler (Sekil 3.5 b).

(iii) H de bir tek ortak noktalari varsa, dogrular kesisirler (Sekil 3.5 c).

Sekil 3.5. Paralel, ayrik paralel ve kesisen hiperbolik dogrular

Teorem 3.3.1 Hiperbolik diizlemde bir L hiperbolik dogrusunun iizerinde
olmayan bir P noktasindan ge¢en ve L dogrusunu kesmeyen sonsuz hiperbolik

dogru vardr.

Ispat: (Anderson, 1999).
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3.4. Hiperbolik Diizlemin izometrileri

Hiperbolik diizlemin izometrileri bes gruba ayrilirlar. Bunlar; yansimalar,
Otelemeler, donmeler, Otelemeli yansimalar ve limit rotasyonlardir. Bu
izometrilerden yansimalar ve Otelemeli yansimalar yonii korumayan izometriler;
Otelemeler, donmeler ve limit rotasyonlar ise yonili koruyan izometrilerdir. Bu
kisimda, limit rotasyonlar disindaki izometriler tanitilacak, limit rotasyonlar ise

son boliimde daha detayli olarak incelenecektir.

Teorem 3.4.1 Hiperbolik diizlemin yonii koruyan izometrileri c¢ift sayida
yansimanin, yonii korumayan izometrileri tek sayida yansimamn bileskesi olarak
ifade edilebilirler.

Ispat: (Stillwell, 1992).

Yansima: Hiperbolik diizlemde bir d dogrusu verilsin. Bu dogru reel eksene dik
olan bir yar1 dogru veya bir yarim ¢emberdir. Sayet d bir yarim ¢ember ise d

iizerindeki yansima kendisi iizerindeki inversiyon ile aynidir ve bunun
denkleminin nasil bulunacag ikinci béliimde agiklanmistir. Eger d bir yar1 dogru

ise bu dogru iizerinde tanimlanan yansima Oklid anlamindaki yansima ile aynidir
ve bu yansima T(z)=-Z +a olarak tamimlanir. Burada @, d yari dogrusunu

{izerinde bulunduran Oklid dogrusunun reel ekseni kestigi noktadir.

Oteleme: Hiperbolik diizlemde d, ve d, ayrk paralel dogrulari verilsin. Bu
dogrularin her ikisini de dik kesen bir tane d, dogrusu vardir. X ve Y noktalar
d, dogrusunun sonsuzdaki noktalar1 olmak iizere, d, dogrusu d; ve d,

dogrularin1 A ve B noktalarinda kessin (Sekil 3.6). A ve B noktalar arasindaki
hiperbolik uzaklik q ve d; ve d, dogrulan iizerindeki yansimalar da sirastyla I';

ve I', olsun. Bu yansimalarin bileskeleri alinarak elde edilen I'=I",-I"; ve
[ =T,-I", déniisiimlerinin her biri d, dogrusunu kiimesel olarak sabit tutan bir

hiperbolik 6telemedir. I” ve I'" Stelemelerinin hiperbolik diizlemde sabit
noktalar1 yoktur. Fakat sonsuzdaki X ve Y noktalarin sabit tutarlar. Ayrica, d,

dogrusundan baska higbir dogruyu kiimesel olarak sabit tutmazlar. «,, d,
dogrusu iizerinde herhangi bir nokta olmak iizere, I' ve I'"' &telemeleri ),

noktasim d, dogrusu iizerinde 2¢ kadar otelerler. I Otelemesi d; dogrusu
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iizerindeki noktalar1 X noktasindan Y noktasina dogru telerken, I'™" Gtelemesi
tam tersi yonde oteler. Fakat her iki durumda da Gteleme mesafesi degismez.

d

Sekil 3.6. Hiperbolik diizlemde Steleme

Dénme: d; ve d, dogrulari hiperbolik diizlemde iki dogru olsun. Bu dogrular
£ <90" olacak sekilde bir X noktasinda kesigsinler ($ekil 3.7). d, ve d,
dogrular {izerindeki yansimalar sirasiyla I'; ve I', doniisiimleri olmak iizere,
=T, ve I'' =T, oI, doniisiimlerinin her biri X noktasini sabit tutan bir
dénmedir. T' ve T™" X noktasi disindaki noktalari X noktas etrafinda 2

kadar fakat birbirlerine ters yonde dondiirtirler.

Sekil 3.7. Hiperbolik diizlemde rotasyon

Otelemeli Yansima: Hiperbolik diizlemde d, ve d, ayrik paralel dogrular
verilsin. Bu dogrularin yegane ortak dikmesi de d; olsun. d; dogrusunun
sonsuzdaki noktalar1 X ve Y ve d; ve d, dogrularm kestigi noktalar sirasiyla
A ve B olsun (Sekil 3.8). I';, I', ve I'; doniisiimleri sirasiyla d;, d, ve d,

dogrular1 iizerindeki yansimalar olsun. Bu yansimalarin bileskesi olan
I'=I';oI',oI'; déniisiimii, I';oI", o&telemesi ile I, yansimasinin bileskesi

oldugundan d; dogrusu boyunca bir &telemeli yansimadir. I doniistimii d,

dogrusunu kiimesel olarak sabit tutar fakat bagka hicbir hiperbolik dogruyu sabit
tutmaz. Ayrica, d; dogrusunun sonsuzdaki noktalar1 olan X ve Y noktalarim

sabit tutar. Hiperbolik diizlemdeki hi¢bir noktayi ise sabit tutmaz.
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Eger d; dogrusu iizerinde herhangi bir @, noktasi almirsa, bu noktanin I’
doniisimii altindaki goriintiisii olan I'(@,) noktasi da d; dogrusu iizerindedir.
Ayrica @, ve I'(@,) noktalari arasindaki hiperbolik uzaklik, A ve B noktalari
arasindaki hiperbolik uzakhign iki kat: kadardir. T déniisiimiiniin tersi olan T

doniisiimii de I" doniigiimii ile ayn1 6zelliklere sahip olmasina ragmen Gteleme
yonleri birbirlerinin tersidir.

Sekil 3.8. Hiperbolik diizlemde 6telemeli yansima

Limit Rotasyon: Hiperbolik diizlemde paralel iki dogru tizerindeki yansimalarin
bileskesi olarak elde edilen limit rotasyonlar dordiincii boliimde daha genis olarak
ele alinacaktir.

3.5. Fuchs Gruplan

Hiperbolik diizlemin tiim konform izometrileri fonksiyonlarin bileske islemine
gore bir grup olusturur ve bu grup PSL(2,R) notasyonu ile gosterilir. PSL(2,R)

grubunun bir ayrik alt grubuna bir Fuchs grubu denir.

Ornek 3.5.1 A >1 olmak iizere T(z) = Az doniisiimii hiperbolik diizlemde bir
otelemedir ve (Z,+) grubuna izomorf olan bir G grubu tretir. Bu G grubu bir

devirli Fuchs grubudur.

Ornek 3.5.2 T(z)=2z+1 doniisiimii hiperbolik diizlemde bir limit rotasyondur
ve (Z,+) grubuna izomorf olan bir Fuchs grubunu iiretir.



20

Ornek 3.5.3 Modiiler grup olarak bilinen

az+b
cz+d

PSL(Z,Z):{T(Z): | a,b,c,d eZ,ad—bc:l}

grubu da PSL(2,R) nin bir ayrik alt grubudur ve dolayisiyla bir Fuchs grubudur.

3.6. Hiperbolik Ucgenler

Oklid diizleminde farkl1 biiyiikliikte benzer {icgenler bulunabilir. Fakat hiperbolik
diizlemde bu miimkiin degildir. Hiperbolik diizlemde i¢ agilart belli olan bir
iicgenin kenar uzunluklari ve alam1 asagida verilen teoremler yardimiyla
hesaplanabilir.

Teorem 3.6.1 Hiperbolik diizlemde verilen bir ticgenin kenar uzunluklar: a, b, c
ve bu kenarlarin karsisindaki agilar sirasiyla o, f,y >0 olsun. Bu durumda

asagidaki ifadeler gegerlidir:
(i) cosh ¢ = cosh acoshb —sinhasinhbcos y

COS & COS 3+ COS ¥

(ii) coshc = - -
sina sin g

.... Sinha 3 sinhb 3 sinhc

(i)

sing sing siny
Ispat: (Beardon, 1983).

Teorem 3.6.2 T, i¢ agilarimin élgiileri o, B,y olan bir hiperbolik tiggen olsun.
Bu durumda, T ii¢geninin hiperbolik alant ,u(T) =rx—(a+ P +y) formiilii ile
verilir.

Ispat: (Beardon,1983).
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Ornek 3.6.3 Sekil 3.9 da verilen R iicgeninin i¢ agilarinmn 6lgiisii 0 dir. Bu tiir
tiggenlere asimptotik ticgenler denir. Teorem 3.6.2 kullanilarak R ii¢geninin
alaninin 77 oldugu kolayca goriilebilir.

d1 d3

Sekil 3.9. Asimptotik iicgen
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4. LIMIiT ROTASYONLARIN URETTIGi GRUPLAR VE
BOLUM YUZEYLERI

4.1. Limit Rotasyonlar

Hiperbolik diizlemde dl ve d2 paralel dogrular1 verilsin. Bu dogrular reel eksen
tizerinde bir X noktasinda kesissinler (Sekil 4.1). d1 ve d2 dogrulan tizerindeki
yansimalar sirastyla ', ve T, olmak iizere, ['=I,oI, ve I'"=I 0T,

doniisiimleri hiperbolik diizlemde higbir noktay1 sabit tutmazlar. Fakat sonsuzdaki
X noktasim sabit tuttuklari igin limit rotasyonlar olarak adlandirilirlar. T' ve T
X noktasindan gegen hiperbolik dogrulart X noktasindan gecen bagska
hiperbolik dogrulara gotiiriirler. X noktasinda kesisen sonsuz hiperbolik dogru
cifti bulunabilecegi i¢cin X noktasimi sabit tutan sonsuz limit rotasyon oldugu
kolayca goriilebilir. Ayrica, bu limit rotasyonlar hicbir hiperbolik dogruyu
kiimesel olarak sabit tutmazlar.

Sekil 4.1. Hiperbolik diizlemde limit rotasyon

Ornek 4.1.1 Sekil 4.2 de verilen d, ve d, dogrular hiperbolik diizlemde paralel
iki dogrudur. d, ve d, dogrulari iizerindeki yansimalar sirasiyla T,(z) =—Z ve
T,(2z) =—7 +1 donistimleridir.

dq d>

Sekil 4.2. Limit rotasyon
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Bu durumda,
T@) =T oT,)@-2+1 ve THz)=(T,oT)(2)=2-1
doniistimlerinin her biri hiperbolik diizlemde bir limit rotasyondur.

Ornek 4.1.2 Sekil 4.3 de verilen d, ve d, dogrular iizerindeki yansimalar,

Ornek 2.6.2 de T,(z) = __—Zl ve T,(z) = _L olarak bulunmustu. Bu durumda,
Z+ z

) -z

z Z- — -z

TT)@) =T,(T,(2) =T(—) =—2=L -_2=1 _

z-1  z Z 2z-1
(—)+1 ——+1
z-1 z-1

olarak bulunur. Benzer sekilde,

z

T)(2) =

(TT)(2) =72 —

elde edilir. T,T, ve T,T, doéniisimlerinin her biri bir limit rotasyondur ve

hiperbolik diizleme dahil olmayan O noktasini sabit tutar.

Sekil 4.3. Limit rotasyon

Ornek 4.1.3 Sekil 4.4 te verilen d; ve d, dogrulari hiperbolik diizlemde paralel
1 . .

iki dogrudur. d, dogrusu iizerindeki yansimanin T,(z) = — oldugu inversiyonlar
z

tanimlanirken gosterilmisti. d, tizerindeki yansimanmn ise T,(Z) =—Z +2 oldugu

kolayca goriilebilir.
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dz

Sekil 4.4. Limit rotasyon

Bu durumda,

- 1 1
(TT)(2) =T(T,(2)) =T, (-2+2) = m =5

ve

2z-1

L@ =T,M@) =T, é) _ —é) ioe

dontisiimleri 1 noktasini sabit tutan limit rotasyonlardir.

Uyari 4.1.4 Iki limit rotasyonun bileskesinin bir limit rotasyon olmasi gerekmez.

z2-2 ve g(Z)_18—3z
22-3 9-2z

Ornek 4.1.5 f(z)= dontistimleri reel eksen lizerinde

sirastyla 1 ve 3 noktalarmi sabit tutan limit rotasyonlardir. Fakat (f o g)(2) = 3 z

doniisiimii bir limit rotasyon degildir. Bu doniisiim 0 merkezli 1 ve 3 yaricaph

1 9
yarim ¢emberler tzerindeki yansimalar olan T, (z)=— ve T,(z)=—
4 4

doniistimlerinin bileskesidir. S6z konusu yarim ¢emberler hiperbolik diizlemde
ayrik paralel dogrular olduklari igin bunlarin iizerindeki yansimalarin bileskesi

1
olan z — —z doniisiimii bir hiperbolik 6telemedir.
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Bazi durumlarda ise iki limit rotasyonun bileskesi yine bir limit rotasyondur.
Ornegin, ayn1 noktay: sabit tutan farkli iki limit rotasyonun bileskesi, o noktay1
sabit tutan ve verilen limit rotasyonlardan farkli olan yeni bir limit rotasyondur.

4.2. Bir Limit Rotasyon Tarafindan Uretilen Grup ve Béliim Uzay:

Hiperbolik diizlemde birbirine paralel d; ve d, dogrulari ele alinsin ve bu
dogrular tizerindeki yansimalar sirastyla I, ve I, olsun (Sekil 4.5). Bu yansimalar

tarafindan iiretilen grup G olsun. Sekil 4.5 de gosterilen F kiimesi G grubu igin
bir temel bolgedir. I, ve I, yansimalarinin bileskesi hiperbolik diizlemde bir limit

rotasyondur. Bu limit rotasyon tarafindan iretilen alt grup da H olsun. F
kiimesinin d, dogrusu iizerinde yansitilmasiyla elde edilen FUT,(F) kiimesi

H grubu i¢in bir temel bélge olur (Sekil 4.6).

d1 d2

Sekil 4.5. G grubu i¢in temel bolge

H/H bir yiizeydir ve geometrik olarak su sekilde elde edilir. FUT,(F) kiimesi
H grubu i¢in bir temel bdlge oldugundan, FuUT,(F) temel bdlgesinin sinirt
lizerinde birden fazla nokta aymi yoriingede bulunabilir. FuT,(F) temel
bolgesinin d, ile d'l kenarlar {izerinde sanal kisimlar1 ayni olan noktalar ayni
yoriingededirler (Sekil 4.7). FUT,(F) temel bolgesinin smri iizerinde ayni
yoriingede bulunan noktalar uygun sekilde birlestirilirse H/H béliim uzay elde
edilir. Bir sonsuz silindire homeomorf olan H/H boliim uzay1 yalanci kiire olarak
adlandirilir (Sekil 4.8).
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d1 ':11I

....................................................

Sekil 4.6. H grubu i¢in temel bolge

d1 d1|

Sekil 4.7.

H grubu igin baska temel bolgeler de bulunabilir. Temel bolge tanimi geregince
bunlarin her birinin alani esit olmak zorundadir. Yukaridaki 6rnekte H grubu i¢in
bulunan temel bolge, sonsuz asimptotik tliggenlere boliinebilir. Bir asimptotik
{icgenin alanmin 77 oldugu Ornek 3.6.3 te gosterilmisti. O halde, H grubunun

herhangi bir temel bolgesinin alanimin sonlu olmadig1 ve dolayistyla H/H boliim

yiizeyinin alaninin sonlu olmadig1 kolayca goriilebilir.

eoemccea.
ceceman="

Sekil 4.8. H/H boliim uzay (Yalancikiire)

Benzer sekilde iki limit rotasyon tarafindan tiretilen bir grubun da boliim yiizeyi
elde edilebilir. Ayrica bu yiizeyin alanmin da sonlu olmadigi goriilebilir. Bu

caligmanin amaci sonlu nokta ¢ikarilmis kiirelerin incelenmesi oldugu i¢in iki limit
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rotasyon tarafindan tretilen gruplar ve bunlarin bolim yiizeyleri bu kisma dahil
edilmeyecektir.

4.3. U¢ Limit Rotasyon Tarafindan Uretilen Grup ve Béliim Uzay:

Hiperbolik diizlemde bir asimptotik R tiggeni ele alinsin (Sekil 4.9). Bu ii¢cgenin
kenarlar1 olan hiperbolik dogrular d,,d,ve d,,ve bunlar {izerindeki yansimalar

sirast ile I;,r,ve Folsun. Bu yansimalar tarafindan iretilen grup G olsun. R
tiggeninin G grubu i¢in bir temel bdlge oldugu kolayca goriilebilir. I, I, ve I,
yansimalarindan elde edilen 1r,, I,r; ve I, bileskeleri hiperbolik diizlemde birer

limit rotasyondur. Elde edilen bu limit rotasyonlar tarafindan iiretilen alt grup da
H olsun. R tiggeninin d, dogrusu iizerinde yansimasi almsm. Bu durumda

RUIL(R) kiimesi H grubu igin bir temel bdlge olur (Sekil 4.10).

d1 d3

Sekil 4.9. G grubu i¢in temel bolge

H/H bir yiizeydir ve sdyle elde edilir. RUT,(R) kiimesi H grubu igin bir temel
bolge oldugundan, RUI,(R) temel bdlgesinin sinir tizerinde birden fazla nokta
ayni yoriingede bulunabilir. RUT,(R) temel bolgesinin d, ile d, kenarlari

tizerinde sanal kisimlar1 ayni olan noktalar ayni1 yoriingededirler. Benzer sekilde,
d, ile dzl dogrular tizerinde bulunan ve r; doniisiimii ile birbirlerine gotiiriilen

noktalarin da ayn1 yoriinge olduklari agikardir (Sekil 4.11).
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d‘l d1I

R <« n(R)

Sekil 4.10. H grubu igin temel bolge

d d,'

——

Sekil 4.11.

RUL(R) kiimesinin kenarlarinin iizerinde ayni yoriingede bulunan noktalar
uygun sekilde birlestirilirse H/H boliim yiizeyi elde edilir. Elde edilen H/H
bolim uzayr ii¢ nokta cikarilmis bir kiireye homeomorftur (Sekil 4.12). H

grubunun sekil 4.10 daki temel bolgesinin iki asimptotik liggenin birlesimi oldugu
goriilmektedir. Boylece, RUT,(R) kiimesi ve H/H boliim yiizeyinin alanmimn

27 oldugu goriiliir.

./\i'
i AN

Sekil 4.12. H/H bolim uzayi
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4.4. Dort Limit Rotasyon Tarafindan Uretilen Grup ve Boliim Uzay1

Hiperbolik diizlemde dort kosesi sonsuzda olan bir T dortgeni ele alinsin (Sekil
4.13).

dq tla

Sekil 4.13. G grubu igin temel bolge

Bu dortgenin kenarlari olan hiperbolik dogrular d,,d,,d,ved,ve bu kenarlar
lizerindeki yansimalar siras1 ile I,I,,r;ver,olsun. Bu yansimalar tarafindan

iiretilen grup G olsun. Yukarida verilen T dortgeni, G grubu igin bir temel
bolgedir. I ,r,,r,ver, yansimalarindan elde edilen rr,, Lr, Lr, ve Kr,

bileskeleri hiperbolik diizlemde birer limit rotasyondur. Bu limit rotasyonlar
tarafindan {iretilen alt grup H olsun. T dortgeninin d, dogrusu iizerinde

yansimasi alinsin. Bu durumda, T U1, (T) kiimesi H grubu igin bir temel bolge
olur (Sekil 4.14).

dy

Sekil 4.14. H grubu i¢in temel bolge

Daha 6nce yapilanlara benzer sekilde, T U, (T) temel bdlgesinin sinirt iizerinde
aymi yoriingede bulunan noktalar sekil 4.15 te gosterildigi gibi birlestirilirse H/H

boliim uzay1 elde edilir. Bu ise, iizerinden dort nokta cikarilmis bir kiireye
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homeomorftur H grubunun sekil 4.14 te verilen temel bdlgesinin dort asimptotik
iicgenin birlesimi oldugu goriilmektedir. Boylece, Teorem 3.6.2 geregice
T ur,(T) kiimesi ve H/H bbliim yiizeyinin alaninin 47 oldugu gbriiliir.

d, dy'

Sekil 4.15.

4.5. n Limit Rotasyon Tarafindan Uretilen Grup ve Béliim Uzay

Hiperbolik diizlemde kenarlar1 hiperbolik dogrular olan N kenarli bir T gokgeni
ele alinsin. Bu ¢okgenin kenarlart olan hiperbolik dogrular d,,d,,d,,...,d, ;,d,
ve bu kenarlar iizerindeki yansimalar sirasi ile I,r,,I;,...,I, ., olsun. Bu
yansimalar tarafindan iiretilen grup G olsun. n kenarli T gokgeni G grubu igin
bir temel bolgedir (Sekil 4.16). 1,1, ,f,,...,I,,, I, yansimalarindan elde edilen
nn, Lo, G, ..., r ., rL bileskeleri  hiperbolik  diizlemde birer  limit
rotasyondur. Bu limit rotasyonlar tarafindan iretilen alt grup H olsun. T ¢okgeni

d, dogrusu iizerinde yansitilsin. Bu durumda, T UK (T) kiimesi H grubu igin

bir temel bolge olur (Sekil 4.17). (Burada Sekil 4.16 ve Sekil 4.17 birim daire

modeli esas alinarak ¢izilmistir.)

H/H béliim uzay1 bir yiizeydir ve su sekilde elde edilir. T UF(T) kiimesi H
grubu i¢in bir temel bolge oldugundan, T U, (T) temel kiimesinin sinir iizerinde
ayn1 yoriingede bulunan noktalar uygun sekilde birlestirilirse H/ H boliim uzayi
elde edilir. Elde edilen H/H boliim uzayi, {izerinden N tane nokta ¢ikarilmis bir

kiireye homeomorftur.



Sekil 4.17. H grubu i¢in temel bolge
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Uzerinden N tane nokta cikarilmis bir hiperbolik kiirenin alani asagida verilen

teorem yardimiyla hesaplanabilir.

Teorem 4.5.1 N>3 bir tam sayr olmak iizere, hiperbolik diizlemde N tane limit
rotasyon tarafindan iiretilen grubun béliim yiizeyinin alam 2(n—2)7 dir.

Ispat: n=1 ve n=2 icgin elde edilen yiizeyin alanimin sonlu olmadigi bu
bolimde goriilmiistiir. Dolayisiyla bu iki durum teoreme dahil edilmemistir.

n>3 ve G grubu hiperbolik diizlemde N tane limit rotasyon tarafindan iiretilsin.
Bu durumda, H/G bélim yiizeyi hiperbolik diizlemde iki tane N kenarli
asimptotik ¢okgenin uygun sekilde birlesiminden olusmustur. Her bir asimptotik
¢okgen N—2 tane asimptotik {iggene boliinebilecegi igin H/G bolim yiizeyi
toplam 2(N—2) tane asimptotik iiggenden ibarettir. Teorem 3.6.2 geregince her
bir asimptotik iiggenin alanmin 7 oldugu biliniyor. Boylece, H/G boliim

yiizeyinin alam 2(N—2)7 olarak hesaplanur.
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5. SONUC

Bu tez calismasinda hiperbolik diizlemde izometriler olan limit rotasyonlar
tanitilmisg ve bunlar tarafindan {iretilen Fuchs gruplari incelenmistir. Ayrica, bu
gruplar yardimiyla elde edilen boliim yiizeylerinin bazi topolojik ve geometrik
ozellikleri iizerinde durulmus ve N>3 bir tam say1r olmak iizere, hiperbolik
diizlemde N tane limit rotasyon tarafindan tiretilen bir grubun boliim yiizeyinin N
tane nokta ¢ikarilmis kiireye homeomorf oldugu ve alaninin 2(N—2)7 oldugu

gosterilmistir.
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