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OZET

AGIRLIKLI TOPLANABILIR INTEGRALLER iCiN TAUBER TiPi
KOSULLAR

Sitkran YILDIZ

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Damsmanlari: Yrd. Dog. Dr. Adnan MELEKOGLU
Dog. Dr. Ibrahim CANAK
2011, 35 sayfa

Dort bsliimden olusan bu ¢alismanin amaci agirlikli toplanabilir integraller i¢in
Tauber tipi kosullar1 incelemektir.

Birinci béliimde giris kismi verildi.

Ikinci bslimde (C, 1) toplanabilir integraller igin Tauber tipi kosullar verildi. ilk
olarak reel degerli fonksiyonlar i¢in tek tarafli Tauber tipi teorem verildi. Yavas
azalanlik (artanlik) kavrami gosterildi. Ikinci olarak da kompleks degerli
fonksiyonlar igin iki tarafli Tauber tipi teorem verildi. Yavas salinimhilik kavrami
tanitildi.

Uciincii boliimde R. da agirhikli ortalama toplanabilir integraller i¢in gerek ve
yeter Tauber tipi kosullar verildi. Bu bélimde de ilk olarak reel degerli
fonksiyonlar i¢in tek tarafli Tauber tipi teorem verildi. Daha sonra kompleks
degerli fonksiyonlar diisiiniilerek iki tarafli Tauber tipi teorem verildi.

Dérdiincii béliimde R, agirlikli ortalama toplanabilir integraller i¢in gerek ve yeter
Tauber tipi kosullar II verildi. Agirlik fonksiyonu tanitildi. (W, P) toplanabilme
metodu tanitildi. Boliimiin sonunda da agirlik fonksiyonunun ozel segimleri

verildi.

Anahtar  Sozciikler: Lebesgue Integrali, Riemann-Stieltjes Integrali,
toplanabilmenin agirhikli ortalamasi, Cesaro Metodu, harmonik ortalama metodu,
gerek ve yeter Tauber kosullari, yavas azalanlik, yavas artanlik, yavas salinimlilik,
Landau ve Hardy tipi Tauber kosullar.






ABSTRACT

TAUBERIAN CONDITIONS FOR WEIGHTED MEAN SUMMABLE
INTEGRALS

Siikran YILDIZ

M.Sc. Thesis, Department of Mathematics
Supervisors: Assist. Prof. Dr. Adnan MELEKOGLU
Assoc. Prof. Dr. Ibrahim CANAK
2011, 35 pages

The main topic of this study, which consists of four chapters, is to investigate
Tauberian conditions for weighted mean summable integrals.

The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, Tauberian conditions for (C,1) summable integrals were
given. First, for real valued functions one-sided Tauberian theorem was given.
Then the concept of slow decreasing (increasing) was shown. Second, for complex
valued functions two-sided Tauberian theorem was given. The concept of slow
oscillation was introduced.

In the third chapter, necessary and sufficient Tauberian conditions in the case of
weighted mean summable integrals over R, were given. In this section first, for
real valued function one-sided Tauberian theorem was given too. Later second, for
complex valued functions two-sided Tauberian theorem was given.

In the fourth chapter, necessary and sufficient Tauberian conditions in the case of
weighted mean summable integrals over R, II were given. The weight function
was introduced. (W, P) summability method was introduced. At the end of the

section particular choices of the weight function were given.

Key words: Lebesgue integral, Riemann-Stieltjes integral, weighted mean
methods of summability, Cesaro method, harmonic mean method, necessary and
sufficient Tauberian conditions, slow decrease, slow increase, slow oscillation,
Landau type and Hardy type Tauberian conditions.
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1. GIRIS

(0,t) araliginda Lebesgue anlaminda integrallenebilen kompleks degerli f : R, —
C fonksiyonu f € L},. (R.) ile gosterilecektir. Burada s ve o iki tane fonksiyon
olmak iizere

t
s(t) = f f(x)dx
0

ve

t

o(t) = %f s(u)du
0

olarak tanimlanacaktir. A sonlu bir say1 olsun. Lim;_,, s(t) = A limiti mevcut ise
lim;,, 0(t) = A limiti de mevcuttur. Genelde tersi dogru degildir. Tersinin
gerceklenmesi igin bazi kosullar vardir. Bu ¢alismada tersinin gergeklenmesi igin
bu kosullar gosterilecektir.

Oncelikle A sonlu bir sayr olmak iizere, t — o icin o(t) > A oldugu
varsayilacaktir. Ilk olarak reel degerli fonksiyonlar incelenecektir. t — oo iken
s(t) = A olmasi igin gerek ve yeter kosullar incelenecektir. Eger s(t) fonksiyonu
yavas azalan ya da yavas artan ise bu kosullar gergeklenir. Bu ¢alismada yavas
azalanlik ve yavag artanlik kavramlar1 gosterilecektir. Yavag azalanlik kavrami
reel say1 dizileri igin R. Schmidt tarafindan 1925’te verilmistir. Yavas azalanlik
kavramini Hardy (1949) gerek ve yeter kosullart bulmak igin kullanmigtir. Ayrica
reel say1 dizileri i¢in benzer kosullar 1910°da Landau tarafindan verilmistir.

Daha sonra ikinci olarak kompleks degerli fonksiyonlar igin gerek ve yeter
kosullar incelenecektir. o(t) = A, t = o un s(t) = A, t = c© un gerektirmesi
icin gerek ve yeter kosullar gosterilecektir. Bu kosul s(t) yavas salimiml ise
gerceklenir. Bu ¢alismada yavas salimmlilik kavrami da agiklanacaktir.

Bu tez ¢alismasinda daha sonra R, da agirlikh ortalama toplanabilir integraller i¢in
gerek ve yeter Tauber tipi kosullar verilecektir. Burada 0 # p(x), R, := [0, ) da
p(0) =0veher A > 1igin

lim inf,_, p(At) /p(t) > 1



kosullarint gergekleyen azalmayan bir fonksiyon tanimlanacaktir. Amag t — o
icin o(t) > A mevcut iken s(t) - A olmas1 i¢in gerek ve yeter kosullar
incelemektir. Bu kosullarin ¢ogu esitsizlik seklinde ifade edilecektir. Burada da
kompleks degerli fonksiyonlarda iki tarafli Tauber tipi kosullar, reel degerli
fonksiyonlarda tek tarafli Tauber tipi kosullar gésterilecektir.

Bu c¢aligmada her boéliimde verilen teoremler béliim sonlarinda ispatlanacak olup
gerek ve yeter Tauber tipi kosullar bulunacaktir.



2. (C,1) TOPLANABILIR INTEGRALLER ICIN TAUBER
TiPi KOSULLAR

(0, t) araliginda Lebesgue anlaminda integrallenebilen kompleks degerli f : R, —
C fonksiyonu f € L}, (R.) ile gosterilecektir. s ve ¢ fonksiyonlari

t
s(t) = f f(x)dx
0
ve
o(t) = % f Cs(u)du
0

seklinde tanimlanacaktir.

Bu calismada A sonlu bir say1 olmak iizere t—oo igin o(t)—A oldugu
varsayilacaktir. ik olarak, reel degerli fonksiyonlar goz &niine ahnacaktir.
s(t)—A, t—oo olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar bulunacaktir. Ozellikle, s(t)
fonksiyonu R. Schmidt (1925) anlaminda yavas azalan (artan) ise bu kosullar
gergeklenir. Ozellikle, f(x) fonksiyonu Landau (1910)’un tek tarafli Tauber tipi
kosullarin1 gergeklerse bu kosullar yine gerceklenir.

fkinci olarak, bu sonuglar kompleks degerli fonksiyonlar igin genisletilecektir.
o(t)—A, t—oo nin s(t)—A, t—owo y1 gerektirmesi igin gerek ve yeter kosullar
verilecektir. Ozellikle, bu kosul s(t) yavas salinimli ise ger¢eklenir. Buna ek
olarak, f(x) fonksiyonu Landau (1910)’un iki tarafli Tauber tipi kosulunu
gergeklerse dnceki verilen kosullar yine gergeklenir.

2.1. R,’da Integrallerin (C, 1) Toplanabilmesi

Kompleks degerli f : R, — C fonksiyonu, 0 <t <o olmak iizere (0,t)
araliginda Lebesgue anlaminda integrallenebilir olsun. Bu durum kisaca f €
L},c (R.) ile gosterilir. t > 0 i¢in s ve o fonksiyonlari

t
s(©) = f F)dx
0



Ve

t

o(t) = -:—] s(uw)du
0

seklinde tanimlansin.

2.1.1) Jy f(dx

integrali (Titchmarsh, 1937; Hardy,1949) tekrar hatirlanirsa A sonlu bir say1 olmak
lizere '

(2.1.2) lim;,0(t) =A

ise

fo wf (x)dx

integraline A sayisina (C, 1) toplanabilirdir denir.

Planlanan sudur, eger;

(2.1.3) lim;,,s(t) =4

limiti varsa (2.1.2) limiti de vardir. Fakat genelde tersi dogru degildir.

Bununla birlikte f fonksiyonu R.’da sabit isaretli ise (2.1.2) ve (2.1.3) limitleri
esittir. Bu sonug Fubini teoremiyle kolayca elde edilir:

o) = %Ltdu fouf(x) dx = fot (1 ——%)f(x)dx
2.2. Ana Sonug¢ |

Ik olarak, f fonksiyonu reel degerli fonksiyon olarak diigiiniilecektir. Asagidaki
tek tarafli Tauber tipi teorem ispatlanacaktir.

Teorem 2.2.1 f € L},.(R.) reel degerli bir fonksiyon olsun. (2.1.1) sonlu bir A
sayisina (C,1) toplanabilir ise (2.1.3)’iin mevcut olmasi icin gerek ve yeter
kosullar



2.2.1) SUPas lim infio o [ [5(0) — s()]dx = 0
ve
2.2.2) SUPg<i<ct lim inft_,mt_—llzfltt[s(t) —s(x)]dx >0

gerceklenmesidir. Ayrica her 2 > 1 igin

(2.2.3) lim,e iﬁ ftlt[s(x) —s(®)]dx=0

ve her 0 < 1 <1 igin

2.2.4) lim; o0 ﬁ f;t[s(t) —s(x)]dx =0

dir.

Asagidaki uyarilar1 yapmak uygun olacaktir.

(i) Eger,

(2.2.5) lim,_, 1+ lim infy_, e minggycpe[s(x) —s(t)] = 0

ise R, da tamimli reel degerli s(t) fonksiyonuna yavas azalan denir. Esdeger
olarak bu tanim asagidaki gibi ifade edilebilir:

Here > 0 iginty < t < x < At oldugunda
s(x) —s(t) = —¢
olacak sekilde t; = 0 ve A > 1 vardir.

Hardy (1949) tarafindan bildirildigine gore; yavas azalanlik kavrami reel sayi
dizileri i¢in Schmidt (1925) tarafindan verilmistir.

(i) (2.2.5) kosulu asagidaki sekilde yeniden ifade edilebilir:
(2.2.6) limy_,;- lim inf,_,e minyec,ece[s(t) — s(x)] 2 0.

Gergekten; bazi A > 1 i¢in, L sonlu bir say1 olmak iizere



hrtxl(}onftglclsr/llt[s(x) —-s®)] =1L
ise

lim inf min [s(x)—-s®)]<L.
x—00 A"lxst<x

Bir 6nceki lim inf L’ye esit ise ondan dncekinin L’yi gecemedigi ayrica dogrudur.
Teorem 2.2.1’in asagidaki sonucu agiktir.

Sonug 2.2.1 f € Lj,.(R.) reel degerli bir fonksiyon olsun. Eger (2.1.1) sonlu bir
A sayisina (C, 1) toplanabilir ve s(t) yavas azalan ise (2.1.3) mevcuttur. (Hardy,
1949)

(iii) Ozellikle, H > 0 ve x, > 0 sabitleri i¢in x > x, oldugunda
2.2.7) xf(x) > —-H
ise (2.2.5) gergeklenir.

Gergekten, her xy <t < x < c0ig¢in

du

s(x) —s(t) = fxf(u)du > —fo? = —Hlog% > —HlogA
t t

dir. Buradan da

lim inf min [s(x) — s(t)] = —H log 1, A>1.
t—oo  t<xgAt

elde edilir.

A = 1% igin (2.2.5) esitsizligi kolayca elde edilir.

Reel say1 dizileri igin benzer kogul Landau (1910) tarafindan verilmistir.
Buradan Teorem 2.2.1°in diger bir sonucu agagidaki gibi verilebilir.

Sonug 2.2.2 f € L}, (R.) reel degerli bir fonksiyon olsun. Eger (2.1.1) integrali
sonlu bir A sayisina (C,1) toplanabilir ve (2.2.7) kosulu gerceklenir ise (2.1.3)

mevcuttur.



(iv) (2.2.1) ve (2.2.2) kosullarinin simetrik karsitlar1 agagidaki gibidir:

(2.2.8) infys 1 im supe_e —— J;“[s(x) = s(t)]dx < 0
ve
(22.9) infycpeq lim supt_,oot—_lzf;t[s(t) —s(x)]dx < 0.

Simdi, eger Teorem 2.2.1°de (2.2.1) ve (2.2.2) kosullar1 (2.2.8) ve (2.2.9) kosullar1
ile degistirilirse Teorem 2.2.1 yine dogrudur. Ozellikle eger (2.1.1) integrali sonlu
bir saytya (C, 1) toplanabilir, (2.2.8) ve (2.2.9) kosullar1 gerceklenir ise (2.2.1) ve
(2.2.2) kosullar1 da gergeklenir ve tersi de dogrudur.

)
(2.2.10) lim;_,,+ lim sup;_, MaXececae[s(x) —s(t)] <0

ise R,’da tanimh s(t) fonksiyonuna yavas artan denir. Esdeger olarak bu tanim
asagidaki gibi ifade edilebilir:

Her ¢ > 0i¢in ty < t < x < At oldugunda
s(x) —s(t) <¢
olacak sekilde bir ty = 0 ve A > 1 vardir.
(vi) (2.2.10) kosulu da asagidaki sekilde yeniden ifade edilebilir:

[s(®) —s(x)] <0.

lim lim sup
A-1"

max
t—o0 At<xst
Ayrica, (2.2.5) = (2.2.7) gerektirmesine benzer sekilde her x > x i¢in
(2.2.11) xf(x) <H

olacak sekilde H > 0 ve x, = 0 sabitlerinin varlig1 (2.2.10)’u gergeklemek i¢in
yeter bir kosuldur.

Bu yolla, Sonug 2.2.1 ve Sonug 2.2.2 nin simetrik esdegerleri “yavas artanhik” i¢in
“yavas azalanhk” ve (2.2.7) kosulu i¢in (2.2.11)’in sirasiyla yerine koyulmasiyla
yeniden ifade edilebilir.



(vii) Sonug olarak, Teorem 2.2.1°deki (2.2.1) ve (2.2.2) kosullar1 birbirinden

bagimsizdir.

Bunu gérmek igin, R.’da f(x) fonksiyonu agagidaki gibi tanimlanabilir:

1 , x€e2"-1,2")
f=1-1, x€[2"2"+1) (n=1,.2,..icin).
0o , diger

Buradan

t—2"+1, te2"-1,2™)
s(t)=42"+1-t, te[2"2"+1)
0 , diger

elde edilir.

Acikea, (2.1.2) gergeklenir. Diger taraftan, Boliim 2.3’teki Lemma ile, her 4 > 1
i¢in

At

T—t), [s(x) —s(t)]dx = — lir?_’foup s(t) =-1

lim inf
t—w

ve her 0 < A < 1igin

t
lirtn inf [s(t) — s(x)]dx = lirtn infs(t) =0

t— At
dir.

Ikinci olarak, f’nin kompleks degerli oldugu daha genel durum g0z Oniine
alinacaktir. Simdi iki tarafli Tauber tipi teorem ispatlanacaktir.

Teorem 2.2.2 f € Li,.(R.) kompleks degerli fonksiyonu igin (2.1.1) integrali
sonlu bir A sayisina (C,1) toplanabilir ise (2.1.3) limitinin mevcut olmasi icin

gerek ve yeter kosul
At
inf lim sup f [s(x) —s(t)]dx| =0
Oiiioo t—w At -t t

gerceklenmesidir.



Teorem 2.2.2’nin asagidaki iki sonucu verilebilir.

Sonug 2.2.3 f € L}, (R.) kompleks degerli fonksiyonu icin eger (2.1.1) integrali
sonlu bir A sayisina (C, 1) toplanabilir ve

(2.2.12) limy_, 1+ lim sup;_,e MaXpcx<pe|S(x) —s()| =0
ise (2.1.3) mevcuttur.

R. da tammlanan kompleks degerli s(t) fonksiyonu (2.2.12) kosulunu gergeklerse
s(t)’ye yavas salimmli denir. Esdeger olarak bu tanim asagidaki gibi ifade
edilebilir:

Her € > 0 igin ty; < t < x < At oldugunda
[s(x) —s(t)| <€
olacak sekilde to = 0 ve A > 1 vardur.

(2.2.5) ve (2.2.6) kosullarinin esdegerlerine benzer olarak (2.2.12) kosulu
asagidakine esdegerdir (Hardy, 1949): '

fip lim sup ma [s(8) = sCol =0

t—oo

Sonug 2.2.4 f € Lj,.(R.) kompleks degerli bir fonksiyon olsun. (2.1.1) integrali
sonlu bir A sayisma (C,1) toplanabilir ve H > 0 sabiti ve xy = 0 var iken her
X > xq igin eger

[xf(x)|<H
ise (2.1.3) mevcuttur.

2.3. Ispatlar

Asagidaki Lemma ile ispatlar yapilacaktir.

Lemma 2.3.1 Eger (2.1.1) integrali sonlu bir A sayisina (C,1) toplanabilir ise,
her 0 < A <o, A # 1igin



10

23.1) lime ., s [ s(0)dx = A

dw.

ispat. A > 1 durumu. Tanimla,

ft“s(x)dx = -)112(1 + Ti_l) f:ts(x)dx —

1 t
(A_l)tj;s(x)dx

At—t
1

=a(/1t)—/1_1

[c(At) — o (D)]

dir. Buradan (2.3.1) kolayca (2.1.2)’den elde edilir.

0 < A < 1 durumu. Tanimla,

?——1712 Lis(x)dx = —1,1)t fOtS(x)dx +% (1 _Ttl——i) fOMS(x)dx

= Ti‘i [0(t) — a(AD)] + o (A1)

dir. Buradan (2.3.1) kolayca (2.1.2)’den elde edilir.
Teorem 2.2.1’in ispati.
Gereklilik.

(2.1.3)’iin saglandig diisiiniilirse Lemma 2.3.1 ile,

At

1 M ,
: [s(x) —s(®)]dx = !l_)l’g T ft s(x)dx — }E?Os(t)

lim
t—oo At — t

dir. Bu, 4 > 1 durumunda (2.2.3)’ti ve 0 < A < 1 durumunda (2.2.4)’ii ispatlar.

Yeterlilik.

(2.1.2), (2.2.1) ve (2.2.2) gergeklensin. (2.1.3)’iin gergeklendigi ispatlanacaktir.

& > 0 verilmis olsun. (2.2.1) ile
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(2.3.2) lim inf o T [ s = s(®))dx = —¢

olacak sekilde bir A; > 1 vardir ve

(2.3.3) lim inf,_ t—;t f;zt[s(t) —s(x)]dx = —¢
A2

olacak sekilde bir 0 < A, < 1 vardur.

(2.1.2) ve Lemma 2.3.1°den, her 4 > 1 i¢in,

lim inf

At
m inf-—— tft [s(x) —s(t)]dx = A — hntrl_’iup s(t)

ve her 0 < 4 <1 igin,

t

lim inf—¢ M[s(t) ~s(0)dx = lim infs(t) — A

elde edilir.

Boéylece, (2.3.2) ve (2.3.3) asagidakine esdegerdir:

A—¢e< lirtn infs(t) <lim sups(t) <A +e.

t—ooo

€ > 0 keyfi oldugundan ispat tamamlanmuis olur.

Teorem 2.2.2°nin ispati. Teorem 2.2.2°nin ispatt Lemma 2.3.1 ve Teorem 2.2.1’in
ispatindan elde edilir.
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3. R, DA AGIRLIKLI ORTALAMA TOPLANABILIR
INTEGRALLER iCIN GEREK VE YETER TAUBER TiPi
KOSULLAR

0 # p(x), Ri :=[0,00)’dap(0) = 0 ve her A > 1 i¢in
lim inf;_, p(At)/p(t) > 1
kosullarin1 gergekleyen azalmayan bir fonksiyon olsun.

Reel ya da kompleks degerli f € L},. (R.) fonksiyonu verilsin. t > 0 i¢in
X
s(x) = fo fWadu
ve
1 rt
o(t) = o) fo s(x)dp(x)

seklinde tanimlansin.

Eger lim, o s(x) =L limiti varsa, lim; e o(t) =L limitinin de var oldugu
biliniyor. Buradaki amag tersinin ger¢eklenmesi igin gerek ve yeter kosullari
bulmaktir. Bu kogullarin ¢ogu esitsizlik seklinde ifade edilmistir.

Kompleks degerli fonksiyonlarda iki tarafli Tauber tipi kosullar, reel degerli
fonksiyonlarda tek tarafli Tauber tipi kosullar gosterilmistir. Iyi bilinen Schmidt
(1925) anlaminda yavas azalan, Hardy (1910) anlaminda yavas salinimli Tauber
kosullar1 ve Landau (1910) tipi Tauber kosullar1 gibi 6zel durumlar bulunmustur.

3.1. R.’da Agirhkh Ortalama Toplanabilir Integraller
0#p:Ri—=R,,p(0) =0veherd > 1igin

3.1.1) lim inf;_,, p(At) /p(t) > 1

kosullarm gergekleyen azalmayan bir fonksiyon olsun. Buradan lim;_,,, p(t) = o
limiti elde edilir.
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Reel ya da kompleks degerli bir f fonksiyonu verilsin. 0 < t < oo i¢in (0, t) sonlu
arahginda f € L} . (R.) Lebesgue anlaminda integrallenebilir olsun. ( t yeterince
biiyiik ise (3.1.1)’den ) p(t) > 0 olmak iizere

(3.1.2) sG) = [y fdu ve  o(8) = = fy s()dp(@)
dir.

(3.1.2)’deki ikinci integral Riemann-Stieltjes anlaminda mevcuttur.

Eger

(3.1.3) limg_q o(t) =L

limiti mevcut ise fom f(x)dx integraline ( p fonksiyonu ile tanimlanan agirlikl

ortalama ile ) toplanabilirdir denir.
Eger sonlu
(3.1.4) limy o s(x) =L

limiti varsa ( R.’da f’nin belirsiz integrali yakinsak ise ) (3.1.3) limitinin de var
oldugunu kontrol etmek kolaydir. Genelde tersi dogru degildir.

Not 3.1.1 Bununla beraber reel degerli bir f fonksiyonu R.’da sabit isaretli ise
(3.1.3) ve (3.1.4) esittir. Gergekten bu Fubini teoremiyle (3.1.2)’den elde edilir.

- p(w)
o == [ty [ = [ (1-53) au

dur.

(C,1) toplanabilmenin 6zel durumu olan p(t) =t uygun seg¢iminden Hardy
(1949) ve Titchmarsh (1937) soz etmistir.

3.2. Ana Sonugclar

Ilk olarak, reel degerli f fonksiyonlar1 goz 6niinde bulundurulacaktir ve asagidaki
tek tarafli Tauber tipi kosullar ispatlanacaktir.
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Teorem 3.2.1 f € L},. (R.) reel degerli bir fonksiyon ve (3.1.3) mevcut olsun.
(3.1.4) "iin mevcut olmasi igin gerek ve yeter kosullar

(32.1) SUP1 lim infyrseo —o—s [ s(x) = s(D]dp(x) 2 0
ve

(322) SUPy<rcr lim infyse —ms [1[5() = s(0]dp(x) 2 0
dir.

Eger

(3.2.3) limy_,14 lim inf_, o Mingc,<y [S(x) —s(€)] =0

ise R,’da taniml reel degerli s(x) fonksiyonuna yavas azalandir denir. Diger bir
ifadeyle (3.2.3), here > O igin t; < t < x < A;t oldugunda

s(x) —s(t) = —¢
olacak gekilde A, = 2,(¢€) > 1 ve t; = t1(g) > 0 vardir.

‘Yavas azalanlik’ kavrami reel sayr dizileri igin Schmidt (1925) tarafindan
tanitilmusgtir.

Not 3.2.1 (3.2.3) kosulu esdeger olarak asagidaki gibi tekrar ifade edilerek
dogrulugu kontrol edilebilir.

limj_,;_ lim inf;_ o mingecy<e[s(t) —s(x)] =0
dir.
Boylece Teorem 3.2.1°in agagidaki sonucu agiktir.

Sonu¢ 3.2.1 f € L,. (R.) reel degerli bir fonksiyon olsun. (3.1.3) mevcut ve
s(x) integral fonksiyonu yavas azalan ise (3.1.4) mevcuttur.

Not 3.2.2 Eger H > 0 ve t; > 0 sabitleri mevcut ise (3.2.3) kosulu kesinlikle
gergeklenir. O halde her t > t; igin,
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(3.2.4) tf(t) = —H

dir. Gergekten her t; < t < x < 00 i¢in

X X

=50 = [ sz [ %<’
t t

dir. O zaman t > t; ve A > 1 i¢in
Mingeyx<pe[s(x) —s(E)] =2 —HIna
elde edilir.

A, 1’e yeteri kadar yakin segilirse (3.2.3) esitsizligi gergeklenir. (3.2.4) kosulunun

Landau (1910) tarafindan tanitilan reel say1 dizilerine benzer oldugu goriiliir.

Not 3.2.3 Teorem 3.2.1°de (3.2.1) ve (3.2.2) kosullarinin genelde birbirinden
bagimsiz oldugunu gdsteren bir 5rnek meveuttur. (F. Méricz ve Z. Németh, 2000)

Not 3.2.4 Boliim 3.3’teki Teorem 3.2.1%in ispat1 One siiriillen ispat ile kolaylikla
degistirilebilir. Eger (3.2.1) ve (3.2.2) kosullar1 simetrik esdegerleriyle
degistirilirse Teorem 3.2.1 yine dogrudur.

/1121; lim sup;e s(x) —s(O)]dp(x) < 0

1 At
p(At) —p(t) J’r [

veE

e 1 !
Oér/{glhm suptqmm lt[s(t) —s()]dp(x) <0.

ikinci olarak, f’nin kompleks degerde oldugu daha genel durumda goz &niinde
bulunduruldu. Buradan asagidaki iki tarafli Tauber tipi teorem ispatlanacaktir.

Teorem 322 f € L},. (R.) kompleks degerli bir fonksiyon olsun ve (3.1.3)
mevcut olsun. (3.1.4) ’iin de mevcut olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

S
p(At)-p(t)

[ IsG = s(®dp()| = 0

(3.2.5) info<iceo liM SUPt 00 I
A#1

dir.
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Eger

(3.2.6) limy_;4 lim sup;,e MaXecy<ae|S(x) —s(®)| =0
ise R,’da tanimli s (x) fonksiyonuna yavas salinimlidir denir.

“Yavas salmimlilik® kavrami reel sayi dizileri igin Hardy (1910) tarafindan
tanitilmigtir. (3.2.6) kosulunun asagidakine esdeger oldugunu kontrol etmek
kolaydir. (NOT 3.2.1)

limy,; - lim sup;_,e Maxseerses(t) —s(x)| = 0.

Sonug 3.2.2 Eger f € Liy. (R.) kompleks degerli bir fonksiyon ve (3.1.3) meveut
olsun. s(x)’ in integral fonksiyonu yavas salimimli ise (3.1.4) 'te mevcuttur.

Not 3.2.5 Eger H > 0 ve t; > 0 sabitleri i¢in her t > t; oldugunda
lef (Ol <H
ise (3.2.6) kosulu kesinlikle ger¢eklenir.

Not 3.2.6 (3.1.1) kosulunun Teorem 3.2.1 ve 3.2.2’nin ispatinda 6nemli oldugu
goriinmektedir. Ornegin p(t) = t*(log(1 + t))# oldugunda eger @ > 0 ve  €R
ise (3.1.1) gerceklenir, ama a =0 ve B > 0 ise gergeklenmez. p(t) =t 6zel
durumunda bilinen Cesaro (C,1) toplanabilirlik tekrar elde edilir. Bu &6zel
durumda Teorem 3.2.1 ve 3.2.2 F. Moricz ve Z. Németh (2000) tarafindan

ispatlanmistir.

3.3. Ispatlar

Asagidaki Lemma ile baglanacaktir. Lemma, eger (3.1.3) mevcutsa s(x)’in
agirhikli ortalamalarinin da ayni limite yakinsadigimi belirtir.

Lemma 3.3.1 Kompleks degerli bir f € Lj,. (R.) fonksiyonu icin eger
(3.1.3) 'teki sonlu limit mevcut ise her 0 < A < o0, 1 # 1 olmak iizere

] 1 At
(331) llmtqwm]‘t s(x)dp(x) =L

dir.
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Ispat. A > 1 durumu. Tamimla

‘ 1
G, ) = S (000 ~ P00 (]
(33.2) = 0(at) + > EL = [o(Ae) — o(0)]

dir. (3.1.1)ile her A > 1 i¢in

-1

t At
0 < lim sup 4O) () < o0

o T p(AD) — p(D) [‘“tr-‘»io“f @

elde edilir. Buradan (3.3.1), (3.1.3) ve (3.3.2)’den elde edilir.

0 < A < 1 durumu. Tanimla,

1

p(®) — p(AL) ,uS(x) ap(x) =

1
p(t) - p(At) [p(®)a(®) — p(At)a(At)]

(3.3.3) = o(t) + ;(—t"% [0(t) — c(A0)].

(3.1.1) ile, her 0 < A < 1 igin (}1 > 1)

inf——

0 <lim sup m 2 (At)

p(t) O
n s p(t)—p(u)‘[‘ 1] <

elde edilir. Buradan (3.3.1), (3.1.3) ve (3.3.3)’ten elde edilir.

Teorem 3.2.1%in ispati.
Gereklilik.
(3.1.4) gergeklensin. ( Buradan (3.1.3) mevcuttur. ) A > 1 keyfi olsun. Lemma

3.3.1’den

1

(334 lim;_,o mf Ts() — s(®)]dp(x)
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s 1 At Y -
= limy_, oo DD 7 s()dp(x) = lim¢, s(t) =L~ L = 0.

Bu (3.2.1)’i gii¢lii bir sekilde ispatlar. 0 < A < 1 durumunda ayni yolla (3.2.2)
daha gii¢lii olan

. 1 t _
(3.3.5) llmt_,oo mfh[s(t) - s(x)]dp(x) =0
bulunur.

Yeterlilik.

Burada (3.1.3), (3.2.1) ve (3.2.2) gerceklensin. (3.1.4) ispatlanacaktir. O halde
€ > 0 verilmis olsun. (3.2.1) ile A; > 1 oldugunda

im inf,_ . —~ (At
(3.3.6) lim infy e~ — 7]

s(x) —s(t)]dp(x) = —¢
dur. (3.2.2) ile 0 < A, < 1 oldugunda

o 1 t
3.3.7) lim lnft"mmflzt[s(t) —s()]dp(x) = —¢

dur. (3.1.3), (3.3.6) ve Lemma 3.3.1 ile

1 At
—£<lim-—-—-—-——J s(x)dp(x) — lim sup s(t
im0 =50 ), )dp(x) — lim sup s(t)

=L —lim sup;_,e s(t)

elde edilir. (3.1.3), (3.3.7) ve Lemma 3.3.1 ile

t

1
—¢& < lim infs(t) — lim —————— | s()dp(x
mAnts (0 = ey ot J,, S

= lim inf;_, s(t) — L
elde edilir. Son iki esitsizlikten
L — & < lim inf;_, s(t)

Ve
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lim sup;,e s(t) <L +¢
dur. € > 0 keyfi oldugundan ¢ yeterince kiiciik segilirse (3.1.4) elde edilir.
Teorem 3.2.2°nin ispat.
Gereklilik.

(3.1.4) gergeklensin. Teorem 3.2.1%in ispatinin gereklilik kismina benzer yolla
eger A > lise (3.3.4) veeger 0 < A < 1 ise (3.3.5) hesaplanir.

Yeterlilik.

(3.1.3) ve (3.2.5) ger¢eklensin. (3.1.4) ispatlanacaktir. € > 0 verilmis olsun.
(3.2.5)1le 0 < 4; < 00, 4; # 1 oldugundan

. 1 Ast
(3.3.8) L; = lim sup;_,e |mft Ys(x) —s@®)]dp(x)| < e

dur. Ornegin, A; > 1 olsun. (3.1.3), (3.3.8) ve Lemma 3.3.1 ile

lim sup|L — s(t)|

t—oo

< lim

] s(x)dp(x)|+L; <¢

1 Ayt
T p(t)ft

hesaplanabilir.

& > 0 keyfi olsun. Boylece (3.1.4) elde edilir. (3.3.8) de 0 < A; <1 durumunda
(3.1.4)’iin ispat1 benzerdir. ( Teorem 3.2.1’in yeterlilik kisminin ispati )

Not 3.3.1 Teorem 3.2.1 ve 3.2.2°nin ispatlarindan elde edilenlerle asagidaki
hesaplanabilir.

Sonuc 3.3.1 (i) Reel degerli bir f € Li,. (R.) fonksiyonu icin (3.1.3), (3.2.1) ve
(3.2.2) mevcut ise, her A > 1 icin (3.3.4) ve her 0 < A < 1 igin (3.3.5) mevcuttur.

(ii) Kompleks degerli bir f € L},. (R.) fonksiyonu icin (3.1.3) ve (3.2.5) mevcut
ise her A > 1 icin (3.3.4) ve her 0 < A < 1 i¢in (3.3.5) mevcuttur.
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4. R, DA ACGIRLIKLI ORTALAMA TOPLANABILIR
INTEGRALLER ICIN GEREK VE YETER TAUBER TiPi
KOSULLAR II

Agirlikli ortalama metodu tarafindan toplanabilen R, iizerinde Lebesgue
anlaminda yerel integrallenebilen fonksiyonlar igin yakinsakligin elde edilebildigi
gerek ve yeter Tauber kogullart ispatlanacaktir. Bu calismanm literatiirdeki
sonuglar1 biitiin agirlikli ortalama metotlarmi uygulamak ve 6zel metotlar igin
birlestirmektir. Teoremlerdeki kosullar reel degerli fonksiyonlar igin yavas
azalanlik kosulunun ya da kompleks degerli fonksiyonlar i¢in yavas salimimlilik
kosulunun kolay sonuglaridir. Bundan dolayi, biitiin klasik tek tarafli ve iki tarafli
Tauber kosullari agirlikli ortalama metotlari i¢in her iki ana teoremin sonuglaridir.

4.1. R, Uzerinde Agrhkh Ortalama Metodu Ile Integrallarin
Toplanabilmesi

P, R, := [0, o) iizerinde tanimlanan,
(4.1.1) P; R, da azalmayan, P(0) = 0 ve lim;_,,, P(t) = o

kosullarin1 saglayan bir fonksiyon olsun. P, R, iizerinde bir pozitif Borel
ol¢iisiinden dolay1 bir agirlik fonksiyonu olarak adlandirilir.

Her (0,t), 0 < t < oo sonlu arali1 iizerinde Lebesgue anlaminda integrallenebilen
fonksiyonlar f € L},. (R.) ile gosterilecektir. f :R, — C fonksiyonu P(t) > 0
olmak tizere

(4.12) s = [ fO)dy  ve o(t) :=$ *s(x)dP(x)

fonksiyonlar1 tanimlanacaktir. (t) taniminda verilen integral Riemann-Stieltjes
integrali anlamindadir.

Simdi; o, s integalinin agirlikl ortalamasi olarak adlandirilir ve
(4.1.3) Jo fG)dx

integrali P agirlik fonksiyonu ile belirlenen agirlikli ortalama metodu ile
toplanabilirdir denir.
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Kisaca

4.1.4) lim_,e a(t) =L

sonlu limiti mevcut ise (W, P) toplanabilir denir.
Eger

(4.1.5) limy e s(x) =L

limiti mevcut ise ( diger bir ifadeyle: eger fo—’m f(x)dx belirsiz integrali yakinsak

ise ) (4.1.4) limiti de ayn1 L sayisina yakinsar. Fakat genelde tersi dogru degildir.

Fakat, eger reel degerli bir f € L],. (R.) fonksiyonu R, iizerinde sabit isaretli ise
(4.1.4) ve (4.1.5) limitleri esittir. Ger¢ekten bu iddia Fubini Teoremi ve (4.1.2)
uygulanarak

@1.6)  o(®) =5 [ FOdyaP@) = ) F) {1 - 2D} dy

esitligi elde edilir. Ozellikle £(t) = 0 durumunda her t > 0 i¢in o(t) < s(t) dir.
limy_, e s(t) = o0 oldugu diisiiniiliir ise (4.1.1) ve (4.1.6) ile lim;_, o(t) =
olmas1 gerekir. Bu da (4.1.4) ve (4.1.5)’in esit oldugu iddiasini ispatlar.

(4.1.3) integralinin (W, P) toplanabilmesi 0 < x, < oo olmak iizere (0,x,) sonlu
araligindaki f(x) degerlerine bagh olmadig1 da agiktir. Fakat, (4.1.4)’teki L limit
degeri ( eger mevcut ise ) biitiin R, yar ekseninde diigiiniilen f degerlerine
baglidur.

Ozel bir durum olan birinci mertebeden Cesaro metodu, kisaca: P(x) = x 6zel
secimi ile Hardy (1949) ve Titchmarsh (1937) tarafindan ¢ahgsilan (C,1)
toplanabilme karsilik gelir. P’nin ( kesin ) artan ve (4.1.1) ile kesin siirekli bir
fonksiyon oldugu durumu Karamata (1937) incelemistir. Tauber kosullar1 olarak
adlandirifan bu kosullar1 sadece (4.1.4)=(4.1.5) gerektirmesi i¢in bulunmustur,
yani (W, P) toplanabilmesinden (4.1.3) integralinin yakinsaklig1 sonug i¢in sadece
yeter kosullardir.
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4.2. Temel Sonuclar

Buradaki amag¢ verilen agirlikli ortalama metoduyla (4.1.3) integralinin
toplamindan yakinsakliginin elde edilecegi gerek ve yeter kosullar1 bulmaktir.

Bu sonuglardan agirhik fonksiyonuna bagl olarak verilen iist ve alt kabul edilen
fonksiyonlar tanitilacaktir. p : R, = R, kesin artan ve p(t) - oo t - oo olmak
tizere siirekli bir fonksiyon olsun. Eger

(4.2.1) lim inf, e f—(}{’é—?) >1

ise p, P’ye bagli iist kabul edilen fonksiyon olarak adlandirlir.

Benzer olarak, eger

P(t)

P(p()) >1

4.2.2) lim inf;_,q

ise p, P’ye bagh alt kabul edilen fonksiyon olarak adlandirilir. Sirasiyla iist ve alt
kabul edilen fonksiyon siniflar1 A, ve A, ile gosterilecektir.

Reel degerli f fonksiyonu i¢in agagidaki tek tarafli Tauber teoremi ispatlanacaktir.

Teorem 4.2.1 P, (4.1.1) kosulunu gerceklesinve f : R, = R,, f € L}oc (R.) olsun.

(W, P) toplanabilmesinden (4.1.3) integralinin ayni limite yakinsakliginin elde
edilebilmesi icin gerek ve yeter kosullar

. . 1 p(t)
(4.2.3) Suppea, lim znft_,wmft {s(x) —s(t)}dP(x) = 0
ve
o 1 t
(424) suppe,u, lim I.T'Lft_,oo m_{p(t){S(t) - S(X)}dP(X) >0

drr.

(4.2.3) ve (4.2.4) kosullarinin dogrulanmasi igin sirastyla uygun A, C A, ve
A; € A, alt smiflarimin yeterli oldugu aciktir. Devaminda ii¢ dnemli 6zel
durumda uygun alt siniflar gésterilecektir.
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(i) Karamata (1937) tarafindan bildirildigine gore;
0 <ty < w olmak tlizere P, P(t;) = 0 kosulunu gergekleyen,
4.2.5) [tg, o0) araliginda kesin artan ve siirekli olsun.

P~ ile gosterilen P’nin tersi de mevcuttur ve R,’da artan ve siireklidir. O zaman
bu alt siniflar

—

Ry = {pa(t) = P71(AP(®)) : 1> —1)

ve
Ay ={pa(t) =P (AP(D)): 0 < 1 < 1}

uygundur.

Eger

(4.2.6) T =P *(2P(D)), t>0

olacak sekilde

4.2.7) lim;_, ¢, lim inf. e mingc,<r{s(x) —s(®)} = 0

ise s : R, = R fonksiyonuna P’ye bagl yavas azalandir denir.

‘Yavas azalanlik’ kavrami reel say1 dizileri igin Schmidt (1925) tarafindan
tanitilmistir. Reel degerli fonksiyonlar igin (4.2.7) tanimi Karamata (1937)
tarafindan tanitilmistir. (4.2.3) kosulunun (4.2.7)’nin asikdr bir sonucu oldugu
aciktir.(4.2.7) kosulunun T, (4.2.6)’da tanimlanmis olmak iizere

4.2.8) limy_,;_ lim inf;_,, ming<,<;{s(t) —s(x)} = 0
kosuluna esit olduguna dikkat edilmelidir.
Bu iddia Boliim 4.3’te ispatlanacaktir. (Lemma 4.3.1)

Diger taraftan, (4.2.3) ve (4.2.4) kosullar1 genelde birbirlerinden bagimsizdir.
Bo6lim 4.3’te Lemma 4.3.2 den sonra bir 6rnek verilecektir.
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Simdi Boliim 4.3’te Lemma 4.3.1 ile birlikte Teorem 4.2.1, Karamata tarafindan
(1935)’te ispatlanan teoreme karsilik olarak ayni dogru boyunca ispatlanan
Karamata’nin teoremini saglar.

Sonug 4.2.1 P, (4.2.5)’i gerceklesin. f :R. = R ve f € L], (R.) olsun. Eger
(4.1.2)'de tamimlanan s, P’ye gore yavas azalan ise, (W,P) toplanabilmeden
(4.1.3) integrali de ayni limite yakinsar.

(ii) P agirhk fonksiyonu (4.1.1)’i ger¢ekler ve her A > 1 igin

P(At)

o) >1

4.2.9) lim inf; o
ise

Ay =1{p;()=At: A>1} ve Ap={p;(t)=At: 0<A<1}
alt sintflar1 uygundur.
Bu 6zel durum F. Moricz (2004) tarafindan ayrintili bir sekilde incelenmistir.
(iii) Ugiincii 6rnek,
(4.2.10) lim inft_,mf}%z >1, heri>1
olacak sekilde P (4.1.1)’i saglar ise, bu durumda

Ay={pa® =t*: A>1} ve Ap={p(t) =t*: 0<21<1}
alt siniflar uygundur.

Boliim 4.3°te Teorem 4.2.1 in ispati incelendiginde (4.2.3) ve (4.2.4) kosullarinin

yerine simetrik karsitlar1 olan
p(t)
inf lim sup {s(x) —s(®)}dP(x) <0

__r f
PEAY  to P(p(t)) —'P(t) t

Ve

t
pgf lim sup {s(t) —s(x)}dP(x) <0

_r f
et P(E) = P(p(0) Joco)
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kosullart yazildiginda Teorem 4.2.1 gerceklenir.

P agirhik fonksiyonunun (4.2.1)’i sagladign 6zel durumda yukaridaki iki kosul
(4.2.6)’da tanimlanan T i¢in

(4.2.11) lim;_,;, lim sup;_, Maxcy<r{s(x) —s(®)} <0

ozelligini gerektirir. (4.2.11) 6zeligi ile s : R, = R fonksiyonu P’ye gore yavas

artandir denir.

Bu iddia; (4.2.11) kosulunun gergeklenmesi i¢in gerek ve yeter sart (—s) nin
yavas azalan olmasi ve dolayisiyla Lemma 4.3.1 ve 6zellikten (4.2.11)

limy_,; lim sup;, e MaXrexs {s(6) —s(x)} < 0
kosuluna denktir.

Kompleks degerli f fonksiyonlart i¢in asagidaki iki tarafli Tauber teoremi
ispatlanacaktir.

Teorem 4.2.2 P, (4.1.1)’i dogrulaswn, f : R. = R ve f € L},. (R.) olsun. (W,P)

toplanabilmesinden (4.1.3) integralinin ayni limite yakimsamast i¢cin gerek ve yeter

kosul

. . 1 p(t) -
(4212) mfpeAu lim SUPt o0 P(pT)—P(t)ft {S(X) - S(t)}dP(X)| =0
yada

, . 1 t
(4.2.13) infpeq, lim sup;o mfp(t){s(t) - s(x)}dP(x)l =0

kosullarindan birinin gerceklenmesidir.

Teorem 4.2.1°deki durum gibi, sirasiyla uygun bazi A, ¢ A, yada A, C A, alt
siniflari igin (4.2.12) ya da (4.2.13) kosullarini dogrulamak yeterlidir.

Ornegin, (4.2.5) kosulu saglanmak iizere P agirlik fonksiyonu eger; T, (4.2.6)’da
tanimlanmis olmak iizere

(4.2.14) limy_,; 4 lim sup;e max;cyer|s(x) —s(t)| =0
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ise s:R, — € fonksiyonuna P’ye bagl yavas salinimhdir denir. ‘Yavas

salinimhilik’ kavrami Hardy (1910) tarafindan sayi dizileri igin tanitilmistir.
Fonksiyonlar igin (4.2.14) Karamata tarafindan (1937) tanitilmistir.

Asagidaki Karamata teoremi, Teorem 4.2.2’nin bir sonucudur.

Sonug¢ 4.2.2 P, (4.2.5)’i gerceklesin ve f:R. = C, f € L},. (R.) olsun. Eger
(4.1.2)’de tanimlanan s, P’ye bagh yavas salmiml ise (W, P) toplanabilmeden
(4.1.3) integrali ayni limite yakinsar.

(4.2.14), ayn1 yolla
lim;_4_ lim sup;_,e Maxpeype |s(t) —s(x)| =0
kosuluna esit oldugu ispatlanabilir.

4.3. ispatlar

Asagidaki Lemma Sonug 4.2.1’in ispatinda 6nemli bir rol oynar.

Lemma 4.3.1 Herhangi bir s : R, = R fonksiyonu icin (4.2.7) ve (4.2.8) egittir.

Ispat. Ilk olarak, (4.2.7) nin gerceklendigi diisiiniilecektir. O halde; her £ > 0 igin
t; <t <x <P (A, P(t)) olmak iizere

4.3.1) s(x) —s(t) = —¢

olacak sekilde A; =A,(¢) >1 ve t; =t;(e) >0 olacak sekilde sayilar

mevcuttur.
Buradaki amag, t, yeterince kiigiik segildiginde P”l(lflP(tz)) > t; oldugunda
(4.32) PAP(M)) Sx <t ve t2t,

kosulu altinda s(t) —s(x) arasindaki minimum fark: hesaplamaktir. Agikga,
(4.3.2)den

tl <x Ve t < P_l(llp(X))
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elde edilir.

Boylece (4.3.1)’den
s(8) = s(x) = minyerer{s(r) — s} 2 Minycrep-1(a,pry){s() —s(x)} 2 —¢

olur. Bu (4.3.2)’deki her t ve x igin dogrudur. Sonug olarak, t > t, iken

minP“l(A;lp(t))stt{S(t) —s(}z e

elde edilir. £ > 0 keyfi kiiciik oldugundan (4.2.8)’de saglanr.

Ikinci olarak, (4.2.8) gergeklendigi diisiiniilsiin. Yukaridakilere benzer yolla
(4.2.7) elde edilebilir.

Daha sonra, (4.1.3) integrali sonlu bir limite (W, P) toplanabilir ise P’ye gore
hareketli agirlikli ortalamalar da ayni limite yakinsadig ispatlanabilir. Bunun i¢in
asagidaki Lemma verilecektir.

Lemma 4.3.2 P, (4.1.1)’i gerceklesin ve f : R. = C f € L}, (R.) olsun. (4.1.4)

teki sonlu L limiti olmak iizere eger p € A, ise

. p(t) —
43.3) lim; e P(p(t)) P(t)f s(x)dP(x) =
p E Apise
. 1
(4.3.4) limi e FO-P(r@) fp(t) s(x)dP(x) =L
dir.

Ispat. (i) p € A, olsun. (4.1.2) ile,

(43.5) Wf”(t)s(x)dp(x)—,,(p(t)) old (b©)o(p®) - P00
= O'(p(t)) +m{ (P(t)) C’(t)}
(4.2.1) ile,
. P@®) (. P(p(®) }'1 .
0< lll'il_joup ————_P(p(t)) 0 {lntrl)gonf 0 1t <
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dur.
Simdi, (4.3.3), (4.1.1) ve (4.3.5)’den elde edilir.

(i) p € A, olsun. (4.1.2) ile,

(4.3.6) m IN 6 SCIAP(X) = o(t) + P(;(i((t)it)) {o(®) - a(p(®))}
dir.
(4.2.2) ile,
. Pl®) _f, .o PO T _
0<1”{L§0upp(t)_,p(p(t))—{‘"2100 () 1} <

dur. (4.3.4), (4.1.1) ve (4.3.6)dan elde edilir.

Ornek 4.3.1 Teorem 4.2.1°de birbirinden bagimsiz olan (4.2.3) ve (4.2.4)
kosullarmin (C, 1) toplanabilme durumunda basit bir rnek oldugu gésterilmistir.
Asagidaki fonksiyona bakilir ise,

1 , 2Msx<2™+1,
2M41<x<2™+2,
f(x) —)-1 |, 2M42<x<2™+3, n=23 ..
0 , R4 lzerinde diger

dir.

Ik hesaplama (4.1.5)’teki limitin olmadigini, fakat (4.1.4)’teki limitin meveut ve
0 oldugunu gosterir. Bundan dolayi, Lemma 4.3.2 uygulamir. Bu durumda

P(x) = x, dolayisiyla (4.2.9) kosulu saglanir; p;(t) := At, 1 # A1 > 0 igin uygun
bir segimdir. Sonug olarak, her A > 1 i¢in

(4.2.30) lim infy, 75 11)t S0 - s(O)}dx

= lim;_, s(x)dx — lim sup;,, s(t) =0—1=-1;

1
(A~ l)tf
her 0 < A <1 igin

(4.2.40) lim inft_,majlmf;t{s(t) - s(x)}dx
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o . 1 ot
= lim inf; e S(t) — lim;_e mfus(x)dx =0-0=0
elde edilir.
Teorem 4.2.1%in ispat.

Gereklilik.

(4.1.3) integrali yakinsak olsun. O halde (4.1.5) kosulu gerceklenir. Buradan
(4.1.4)’te saglanir. Keyfi p € A,, olarak alinsin. Lemma 4.3.2 ile

(4.3.7) lim, e FPOLs() - s()}dP()

P(p(c)) P(t) 7t

= lim¢_ 0 fp(t)s(x)dP(x) —lim;,s(t)=L—-L=0

P(p(t)) P(t)“t
elde edilir. Bu (4.2.3)’1i giiclii bir sekilde ispatlar.

Keyfi p € A, durumunda, benzer yolla, (4.2.4)’ten daha gii¢lii olan

1

(4.3.8) lime-eo 22 00)

f:(t){s(t) - S(X)}dp(x) =0

elde edilir.
Yeterlilik.

(4.1.3) integrali (W, P) toplanabilir olsun. (4.1.4) kosulu gerceklenir ve (4.2.3) ile
(4.2.4) kosullar1 da saglansin. (4.1.5) ispatlanacaktir.

Bunlardan, € > 0 verilmis olsun. (4.2.3) ve (4.2.4) tarafindan

(4.3.9) lim inft_,mmfpl( ){s(x) s(t)}dP(x) = —¢
ve
(4.3.10) lim inft"’mm-{pz(t){s(t) s(x)}dP(x) = —¢

olacak sekilde bazi p; € A, ve p, € A, mevcuttur. (4.1.4), (4.3.9) ve Lemma 4.3.2

ile
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p1(0)

t—»oop(pl(t)) P(t)f s(x)dP(x) — hm ! Sup st) =L - hr?_joul) s(®)

elde edilirken; (4.1.4), (4.3.10) ve Lemma 4.3.2 ile

t

—e<li m mfs t
£ - t"°°P(t) P(Pz(t)) p2()

s(x)dP(x) = Iirtrioionfs(t) —L

elde edilir. Son iki esitsizlik birlestirilerek

L—¢< llm mfs(t) <lim sups(t) <L +¢

t—oo
bulunur. € > 0 keyfi kiigiik oldugundan (4.1.5) elde edilir.
Teorem 4.2.2°nin ispat.

Gereklilik.

(4.1.3) integrali yakmsak olsun. Teorem 4.2.1°in ispatinin gereklilik kismina
benzer yolla, eger p € A, ise (4.3.7) ve p € Ay ise (4.3.8) sonlandirilir.

Yeterlilik.

(i) (4.1.3) integrali sonlu bir L limitine (W, P) toplanabilir ve olsun ve (4.2.12)
gerceklensin. (4.1.5) ispatlanacaktir. Buradan £ > 0 verilmis olsun. (4.2.12) den

(4.3.11) Ly =1lim sup;_e

mf P15 ) - S(t)}dP(x)| <¢

olacak sekilde p; € A, mevcuttur. (4.1.4), (4.3.1 1) ve Lemma 4.3.2 ile

p1(t)
s(x)dP(x)

lim sup|L — s(t)| < hm

I ! f +L;<¢
t—oo P(p1(t)) - P(t)J;

seklinde hesaplanir. Keyfi ¢ > 0 kiigiik oldugundan(4.1.5) elde edilir.

(i1) (4.2.3) kosulunun saglandigi durumda, (4.1.5)in ispati (i)’deki durumla
aynidir.
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4.4. Agirhk Fonksiyonunun Ozel Secimleri

(1) Eger her x € R, i¢in P(x) := x ise agirlikh ortalama metodu (W, P), (C,1)
toplanabilme metodudur. Bu durum daha genel olan (4.2.9) durumu F. Moricz
(2004) tarafindan verilmistir.

Reel durumda, eger H = 0 ve x = 0 sabit olmak iizere her x > x4 i¢in
xf(x) = -H

ise (4.2.7)’de verilen yavas azalanlik kesinlikle saglanir. Reel say1 dizileri igin,
benzer kosul Landau (1910) tarafindan tanitilmigtir. Kompleks durumda klasik
Tauber kosulu her x > x,

IxfCOl <H

(4.2.14)’te verilen yavas salimmlilik kosulu saglanir. Reel say1 dizileri i¢in benzer
kosulu Hardy (1910) tarafindan tanitilmistir, Detaylar F. Méricz (2004) tarafindan

verilmigtir.
(ii) Eger

0 , 0<x<1
logx , x=1

P(x) = {

ise (W, P) agirlikhi ortalama metodu, harmonik ortalama metot ( 1. mertebeden )
olarak adlandirilir. Moéricz (2004) tarafindan bildirildigine gore; bu sonuglarin
uygulanamaz oldugu gézlemlenebilir. Ciinkii (4.2.9) kosulu gerceklenmez. Fakat,
bu (4.2.10)’un tipik bir durumudur.

Simdi, yavas azalanlhigin (4.2.7) kosulu

(4.4.1) limy_,q4 lim infi_, e Minyyg <iog x<atoge{S(x) —s(£)} = 0
dir. Ayrica, yavas salimimliligin (4.2.14) kosulu

(4.4.2) limy,14 lim Sup¢_,e MiNyog e<iogx<toge|S(x) —s(E)1 =0

dir. Bu iki kosul H > 0 ve x = 1 sabit olmak tizere her x > x i¢in sirasiyla
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(4.4.3) (xlogx)f(x) = —H
ve her x > x; i¢in
(4.4.4) (xlog)|f()I<H

lokal kosullarini gerektirir. (4.4.1)’i gostermek i¢in, A > 1vel <t < x < t4
olsun. (4.4.3) ile

* * dy log x
s(x)—s(t)zf )d z—Hf = _Hlo (———) > _Hlog1
¢ fO)dy Ji ylogy & logt &

elde edilir. A —» 1 + alindiginda, (4.4.1) esitsizligini verir. Reel say1 dizileri i¢in
bir benzer kosul Kwee (1967) tarafindan tanitilmastir.

(4.4.4) = (4.4.2) gerektirmesi benzer yolla yapilir.
(1ii) Eger

0 , 0<x<e
loglogx , x=2e

P(x) = {

ise agirlikli ortalama metodu (W,P), ikinci mertebeden harmonik ortalama
metodudur. O halde sirasiyla

Ky ={ps(t) = exp(logt)* : t > e ,1 > 1}
ve

A ={pa(t) =exp(logt)* : t > e ,0 < 1 < 1}
A, ve A, alt siniflan diistiniilebilir.
Simdi, (4.2.7) kosulu ile verilen yavas azalanlik

{s()-s@®}=0

lim lim inf min
A-1+ t-oo loglogt<loglogx<Aloglogt

tarafindan ve H = 0 ve x > e sabit olmak iizere her x > x i¢in

x(logx)(loglogx)f(x) = —H
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lokal kosulundan elde edilir. Ayrica, (4.2.14) kosulu ile verilen yavas salinimlilik
kosulu her x > x; i¢in

x(log x)(loglog x)|f (x)| < H

lokal kosulu tarafindan gerek kosul

Is(x) —s(®)] =0

lim lim sup max
A-1+ L, loglogt<loglogx<iloglogt

ile verilir.

(iv) Ugiincii dereceden harmonik ortalama metodu, agirlik fonksiyonu anlaminda

tanimlanmistir,

0 , 0<x<e®
logloglogx , x = e

P(x) = {

ve m = 4,5, ..., iken m. derece yukarida verilen dufuma benzer yolla gosterilebilir.
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