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OZET

STANDART AGLAR UZERINDE ¢—DUZGUN
YAKINSAYAN METOTLAR

Mehmet Ekici

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danismant: Yrd. Do¢. Dr. Ali Filiz
2010, 51 sayfa

Tekil olarak pertiirbe edilmis iki noktali sinir deger problemi icin, bir diferansiyel
denklemin hicbir tam coziimiinii gerektirmeyen, es uzunluklu bir ag {iizerinde
e-diizgiin bir sonlu fark metodu onerilir. Problemin tekil pertiirbasyon dogasini
yerel bir sinir deger problemi boyunca yansitan bir tam-sabitlenmis operator metodu
ile baglanir. Ancak, yerel sinir deger problemini ¢6zmek icin, tam olarak ¢dzmek
yerine yerel bolgede bir Shishkin ag1 lizerinde bir geri metot kullanilir. Ayrica,
onerilen niimerik metodun yakinsaklik 6zellikleri incelenir ve herhangi bir € i¢in
bunun gercek ¢oziime diigiimsel olarak yakinsadig: ispatlanir.

Anahtar Sozciikler
e-diizgiin, Tekil pertiirbasyon, Sabitlenmis operator metodu, Shishkin agi.
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ABSTRACT
AN £e—UNIFORM METHOD ON EQUIDISTANT MESHES
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M.Sc. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Ali Filiz
2010, 51 pages

For a singularly-perturbed two-point boundary value problem, we propose an
e-uniform finite difference method on an equidistant mesh which requires no exact
solution of a differential equation. We start with a full-fitted operator method
reflecting the singular perturbation nature of the problem through a local boundary
value problem. However, to solve the local boundary value problem, we employ an
upwind method on a Shishkin mesh in local domain, instead of solving it exactly.
We further study the convergence properties of the numerical method proposed and
prove it nodally converges to the true solution for any €.
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1. GIRIS

€, diftizyonun konveksiyona gore bagil miktarin1 6lgmek icin kullanilan kiigiik bir
parametre olmak tizere Q = [0, 1] aralig1 tizerinde

u(0) = up, u(l)=u; ve u(x) € C*(Q)
(1.0.1)
Vxe Q igin Lu= —eu' (x)+b(x)u (x) = f(x)

konveksiyon-difiizyon problemi i¢in hem es uzunluklu hemde parcali diizgiin aglar
tizerinde niimerik ¢6ziim teknikleri incelenecektir. Burada b(x) ve f(x) fonsiyonlart

diizgiin fonsiyonlar ve ayrica b(x) fonksiyonu
b(x)>a>0

mutlak esitsizligini saglar. (1.0.1) konveksiyon-difiizyon problemiyle; kuru toprakta
nemin taginmasi, uzun bir dikey kanalin bir kenar1 boyunca akigkan enjeksiyonunun
potansiyel fonksiyonu, yari iletken cihaz modellemesi, bir yapigkanin diizenli
akisinin potansiyel fonksiyonlar1 ve sikigtirtlamaz sivilar gibi cesitli alanlarda
karsilagilir. (1.0.1) problemi gercek uygulamalara direkt olarak uygulanamamasina
ragmen, bir ¢ok pratik uygulamanin arastirilmasinda 6nemli bir agama oldugundan
¢Oziimiiniin bulunmas1 dnemlidir.

Bu bir tekil olarak pertiirbe edilmis problem oldugundan, asil giigliik (1.0.1)
probleminin tam ¢oziimiine € —diizgiin yakinsayan bir niimerik ¢6ziim elde etmektir.
Bu problemi ¢ozmek i¢in bir diizgiin ag iizerinde standart sonlu fark operatorleri,
ornegin merkezi fark semasi kullanildiginda, 2 adim uzunlugu €’a gore yeterince
kiiciik secilmedikce niimerik ¢oziimler salinim yapar. Geri fark semasiyla daha
kararl bir sonug alinmasina karsin, (O’Malley, Jr, 1991) de diizgiin bir ag lizerindeki
standart geri fark semasinin hatasinin davranigi analiz edildi ve onun katmanda
ayrik maksimum normda €—diizgiin olmadig1 gosterildi. Bu nedenle, £—diizgiin
yakinsaklik 6zelligine sahip niimerik ¢oziimlerin elde edilebilmesi icin daha etkin
metotlara ihtiya¢ duyulacaktir. Bu yontemler diizgiin bir ag iizerinde veya diizgiin

olmayan bir ag iizerinde verilecektir. Bu tezde; hem diizgiin bir ag {izerinde, hem
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de diizgiin olmayan bir ag iizerinde konveksiyon-difiizyon probleminin niimerik
yaklagimlart aragtirilacaktir. Tezde agagidaki gibi bir yol izlenecektir:

Ikinci boliimde, basit bir problem kullanilarak problemin bir boyuttaki davranisi
aciklanacaktir ve sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi gosterimler ve tanimlar
verilecektir.

Uciincii boliimde, ilgili fark denklemlerinin ¢oziimleri kullanilarak merkezi fark ve
geri fark metotlart analiz edilecektir. € degerinin # adim uzunluguna gore farkl
durumlart i¢in bu metotlarin kalitatif davranigini gostermek amaciyla bazi niimerik
sonuclar sunulacaktir.

Dordiincii boliimde, es uzunluklu bir ag iizerinde I1’in-Allen-Southwell metodu adi
verilen diizgiin yakinsak bir metot tiiretilecektir.

Besinci boliimde, Shishkin ag1 olarak adlandirilan parcali diizgiin bir ag
tanitilacaktir. Parcali diizgiin ag tizerinde (4.1.1) probleminin yakinsaklik analizinde
kullanilan bazi sonuglar1 elde etmek igin ilk olarak, diizgiin verili ve konvektif
terimi sabit bir katsayiya sahip olan bir problem ele alinacaktir.  Ayrica,
diizensiz verili konveksiyon-difiizyon probleminin farkli bir tipi ele alinacak ve bu
problemin diskretizasyonu icin Shishkin ag1 {izerinde yine sonlu geri fark metodu
kullanilacaktir.

Altinc1 boliimde ise yakinsaklikla ilgili, yeni algoritmanin gercek coziime diigiimsel

olarak yakinsadig1 ispatlanacaktir.



2. KONVEKSIYON-DIFUZYON PROBLEMINE GENEL BAKIS

2.1 Konveksiyon-Difiizyon Probleminin Analitik Davranisi

Bu Dbolime konveksiyon-difiizyon olgusunun nerede ortaya ¢iktiginin
aciklanmasiyla baglanir ve sonra [0,1] araligi iizerinde bir boyutlu bir
konveksiyon-difiizyon denklemi tam c¢oziimiin davranistyla birlikte verilir.
Konvektif ve difiizif islemlerin bir kombinasyonunu iceren matematiksel modeller;
biitiin bilimlerde, miihendislikte ve matematiksel modellemenin onemli oldugu
diger alanlarda en yaygin olanlar arasindadir. Su kalitesi problemleri, konvektif 1s1
transfer problemleri ve yari iletken cihazlarin simiilasyonu bu modellere birer 6rnek
olarak verilebilir. Ayrica Navier-Stokes denkleminin dogrusallagtirilmasi ve yari
iletken cihaz modellemenin drift-difiizyon denklemi énemli drneklerdir.

Cogu kez yayilmanin bagil giiciinii 6l¢cen boyutsuz parametre oldukca kiiciiktiir;
dolayisiyla ince sinir ve i¢ katmanlarin mevcut oldugu durumlarla sikc¢a karsilagilir
ve tekil pertiirbasyon problemleri ortaya ¢ikar. Q = [0, 1] birim aralig1 iizerinde
asagidaki problem yardimiyla, bir boyuttaki problemin analitik davranig1 anlagilir.
b > 0 olmak iizere ve C?(Q), Q iizerinde iki kez diferansiyellenebilir fonksiyonlarin

uzayini gostermek tizere

u(0) = up, u(l)=u; ve u(x) € C*(Q)

(2.1.1)
VxeQ icin Lu= —eu (x)+b(x)u (x) = f(x)
denklemini gz 6niine alalim. (2.1.1) probleminin f(x) = 0 igin tam ¢6ziimii
e P(1-x)/e _ ,—b/e
u(x) = up+ (u; — uo) [—o b/ (2.1.2)

olarak bulunur. Coziimdeki iistel fonksiyon (1 —x) /€ argiimanina sahip oldugundan
¢oziim (1 — g, 1) araliginda hizla degisir. Yani € sifira yaklagirken, x = 1 civarinda
bir sinir katmani vardir ve bu, € genisligindedir. Sekil 2.1; ug =0, u; =1ve b =1

alinarak € = 1,107!,1072,1073 degerleri icin ¢izilmistir.
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Sekil 2.1: Farkli € degerleri igin (2.1.1) probleminin tam ¢6ziimii

Bu durum, sinir katmant kalinli§inin € kiigiildiikce inceldigini gosterir. Ancak,
problemin niimerik ¢oziimlerini bulmak zordur. Dolayisiyla, konveksiyon-difiizyon

problemlerinin yaklasimi i¢in etkin algoritmalar gelistirmek 6nemlidir.

2.2 Tekil Pertiirbe Edilmis Problemler icin Niimerik Metotlar

Bu boliimde, tekil olarak pertiirbe edilmis problemleri ¢ozmek igin kullanilan
niimerik metotlar gézden gecirilir ve sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi
gosterimler, sonlu fark operatorleri, fonksiyon uzaylari, normlar ve yari normlar
tanitilir. D, R’de smurli bir bolge olsun. Q smirli bir agik aralik olmak iizere
genel olarak D = Q veya D = Q olur. C°(D), D iizerinde, herhangi bir f € C°(D)
fonksiyonunun normu

1fllp = sup|f(x)| VxeD

ile tanimlanmak {izere siirekli fonksiyonlarin uzaym gostersin. Her bir £ > 1

tamsayisi icin C¥(D), D iizerinde k-inci mertebeyi de iceren siirekli tiirevlerle
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k kez tiirevlenebilir fonksiyonlarin uzayini gostersin. So6z konusu olan tanim
bolgesi biliniyorken, gosterimlerde D kullanilmayabilir. Keyfi bir o' = {x:}Y ag

tizerindeki herhangi bir V ag fonksiyonu i¢in ayrik maksimum norm
||V||§N =max|V]| 0<i<N

ile tammlanir. Q iizerinde tanimlanan biitiin ag fonksiyonlarinm |-[gv normuyla
donatilmis lineer vektor uzay1 V(QN) ile gosterilir. Agin ol oldugu biliniyorsa, bu
kisim gosterimden atilabilir.

Tlerleyen boliimlerde ele alacak olan niimerik yontemleri olusturmak icin asagidaki
ag tanimlamalarina, sonlu fark operatorlerine ve tanimlara gerek duyulur.

Q = (0,1) arahig: iizerinde, her N > 2 tamsayisi igin o' = {x;}} diizgiin ag1,

birbirinden diizgiin bir
0<i<Nigin h=x;—x;_1=1/N
adim uzunluguyla ayrilmig olan
0<i<N igin x; =i/N

N + 1 tane ag noktas1 alinarak tanimlanir. Ayni sonuca ulagsmanin alternatif bir yolu
Q araligin1 A = 1/N uzunlugunda N adet Q; = (x;_1,x;) ag elemanina bolmektir. Bu

diizgiin aglar tizerindeki birinci ve ikinci mertebeden sonlu fark operatorleri

Vie1 =V ~ Vi—Vi_
D+V,~:%, DVilell,
DY +D- Vi1 — Vi 223
povi— (2D, Vi —Via
v= (25 Jw="g

seklinde tanimlanir. D' ve D~ herhangi bir fonksiyonun ilk tiirevine birinci
mertebeden bir yaklasim verirken D° ikinci mertebeden bir yaklagim verir. ikinci
mertebeden fark operatorii D? ileri ve geri fark operatorleri diizenlenerek elde edilir

ve herhangi bir fonksiyonun ikinci tiirevine ikinci mertebeden bir yaklasim verir.

D' —D) Vi —2Vi+Vi
( Jy, = Vi =2Vt Vi (2.2.4)

2v;
bvi= h ! h?
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Sonraki boliimlerde aglar artik diizgiin olmayacagindan yukaridaki tanimin diizgiin
aglardan diizgiin olmayan aglara genisletilmesi gerekir. Eger 1 <i < N icin Q; =
(xi—1,x;) N alt araligiyla verilen keyfi bir diizgiin olmayan agdaki ag noktalari Q"=

{x:}} ile gosterilse ag noktalar
1 <i<N 1(;11’1 ]’L,‘ =Xi—Xi—1

uzakligi ile ayrilir. Diizgiin olmayan aglar i¢in birinci ve ikinci mertebeden sonlu

fark operatorleri, 1 <i <N —1 i¢in

— hi 1+ h;
hi _ i+ 5 1
olmak tizere
Viei=V; V.-V,
D+Vl’: i+1 1’ DiViZ i i 17
hit hi
. . (2.2.5)
hj.1D h,D~ D™ —D~
poy, =t Dy oy (7f)v,v
2h; h;

ile verilir. Tekil olarak pertiirbe edilmis diferansiyel denklemleri igeren problemlerin
niimerik c¢oziimleri, diizgiin bir ag tizerinde (2.2.3) ile tanimlanan standart sonlu
fark operatorii kullanilarak ve daha sonra singiiler pertiirbasyon parametresinin
biiylikliigii azalirken smir veya i¢ katmanlari yakalamak igcin ag daha fazla
inceltilerek elde edildi. Boylece bir-boyuttaki problemler i¢in bile metotlar
etkin degildi ve yiiksek mertebelerdeki problemler icin isabetli ¢oziimler elde
edilemiyordu. Gelecek boliimde bu yontemlerin isabetli sonug¢ elde etmede neden
basarisiz olduklartyla ilgilenilecektir. Bu durumda dogal bir soru ortaya ¢ikar:

Ne kadar kiiciik olduguna bakilmaksizin tekil pertiirbasyon parametresinin biitiin
degerleri i¢in diizglin olarak davranan niimerik metotlar olusturmak miimkiin
midir?

Ilerleyen boliimlerde bir niimerik metodun £—diizgiin yakinsakliga sahip oldugunu
sOyleyebilmek i¢in asagidaki tanim gereklidir.

Tanmm 2.1 0 < € < 1 yar-acik aralifinda yer alan bir € tekil pertiirbasyon

parametresiyle parametrelenmis matematiksel problemlerin bir ailesi géz Oniine



7

alinsin. Ailedeki her problemin u ile gosterilen tek bir ¢oziime sahip oldugunu ve
U, ol ag1 tizerinde tanimli olmak iizere ve N diskretizasyon parametresi olmak
tizere her u ¢oziimiine {(U ,ﬁN)}ﬁzl niimerik ¢oziimlerin bir dizisiyle yaklagildig
varsayilsin. Bu durumda eger Ny, C ve p; N ve € degerinden bagimsiz olmak {izere
her N > Nj i¢in

sup||U —ul|gv <CN™*

olacak sekilde bir Ny pozitif tam sayisi, C ve p pozitif sayilar1 varsa #’nun niimerik
¢oziimiiniin #’nun tam ¢ézlimiine £ —diizgiin yakinsadig1 sdylenir. Burada p sayisina
e—diizgiin yakinsaklik orani ve C sayisina da € —diizgiin hata sabiti denir.

Bir sonlu fark metodunun iki temel bileseni vardir: Birincisi L diferansiyel
operatdriine yaklasmak icin kullanilan LV sonlu fark operatorii ve ikincisi Q siirekli
tanim bolgesiyle yer degistiren Q" agidir. Standart sonlu fark metotlar1 dendiginde,
tekil olarak pertiirbe edilmemis problemlere basarili bir sekilde uygulanan sonlu
fark metotlarinin hemen hemen hepsi anlasilir. Bu metotlarin bir ¢ogu iyi bilinir
ve bu metotlar1 gelistirenlerden bazilarinin adlariyla anilir. Genellikle bu metotlar
kararli ve isabetlidir ve dolayisiyla N — oo giderken bunlarin ¢6ziimleri tam ¢oziime
yakinsar. Diger taraftan bu metotlarin hicbiri £€—diizgiin degildir ve bazi yeni
nitelikler gereklidir.

e£—diizgiin metotlarin olusturulmasinda genellikle iki yaklasim giindeme gelir.
Bunlardan ilki standart sonlu fark operatoriiniin yerine, diferansiyel operatoriin tekil
pertiirbe dogasin1 yansitan bir sonlu fark operatoriiniin alinmasini icerir. Genelde
boyle sonlu fark operatorlerine sabitlenmis sonlu fark operatorleri denir. Bunlar
bazi durumlarda, 6rnegin lineer problemlerde, katsayilari diferansiyel operator veya
onun parcasinin sifir uzayinda bulunan iistel fonksiyonlarin tiimii veya bazilari
yine diferansiyel operatoriin sifir uzayinda kalacak bicimde secilerek olusturulabilir.
Boyle durumlarda sonlu fark operatoriine iistel olarak sabitlenmis bir sonlu fark
operatorii denir. Buna karsilik gelen niimerik metot, uygulamada genellikle bir
diizglin ag olan standart bir ag iizerindeki sonlu fark denklemlerinin bir sistemini

elde etmek icin sabitlenmis sonlu fark operatorleri uygulanarak elde edilir. Daha
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sonra bu sistem, yaklasik ¢oziimleri elde etmek i¢in kullanigh bir yontemle ¢oziiliir.
Sabitlenmis sonlu fark operatorlerinin olusturulmasindaki diger yaklagimlar (Roos,
1994) te gosterilmistir.

e—diizgiin niimerik metotlarin olusturulmasinda ikinci basarili yaklagim tekil
pertiirbasyona uyarlanmig bir agin kullanimina dayanir. Boyle metotlar sabitlenmis
ag metotlar1 olarak adlandirilir. Daha sonra, yaklagik ¢oziimler elde etmek igin
alisilmis yontemle c¢oziilen sonlu fark denklemlerinin bir sistemini elde etmek i¢in
sabitlenmis ag {izerinde bir standart sonlu fark operatdrii uygulanir. Bir parcali
diizglin ag; yani farkli a§ parametrelerine sahip olan sonlu sayida diizgiin aglarin
birlesimi olan bir ag genellikle yeterlidir. Bu parcali diizgiin sabitlenmis aglar
ilk olarak Shishkin tarafindan tamitilmig (Shishkin, 1998) ve (Shishkin, 1992)
ile sonlanan bir dizi makaleyle ilgili niimerik metotlar daha da gelistirilmis ve
e—diizgiin olduklar1 gosterilmistir.  Bir sabitlenmis ag metodunu kullanan ilk
niimerik sonuglar (Millet et al, 1991) de sunulmustur. Ag1 uyarlamak icin,
ag noktalarinin karmagik dagilimlarmi iceren farkli yaklagimlar (Liseikin, 1983;
Vulanovic, 1986; Gartland, 1988; Bakhlavov, 1996) da ele alinmistir, ancak hic biri
parcali diizgiin sabitlenmis aglarin basitligine sahip degildir.

Yukaridaki diislinceler hem sabitlenmig operatorlerin hemde sabitlenmis aglarin
gelistirilmesi gerektigini gosterir. Dordiincii ve besinci boliimde her bir teknigin
ornegi sunulur. Uygulamada, sabitlenmis aglar1 kullanan metotlar sabitlenmis
operatorleri kullanan metotlardan genellikle daha basit uygulanabilir oldugu i¢in
tavsiye edilir. Ayrica bunlar1 birden ¢ok boyuttaki problemlere ve lineer olmayan

problemlere genellestirmek daha kolaydir.



3. STANDART NUMERIK METOTLAR

Bu boliimde, bir diizgiin ag {iizerinde (2.1.1) problemi icin standart niimerik
metotlar kullanilir ve bu metotlarin problemin analitik ¢dziimiine yakinsamakta
neden basarisiz olduklar agiklanir. Ilk tiireve sirasiyla D merkezi fark operatorii
ve D~ geri fark operatoriiyle yaklagilir. Burada f(x) = 0 ve sir kosullart olarak

Uy =0 ve Uy = 1 alinir.

3.1 Konveksiyon-Difiizyon Problemleri icin Merkezi Fark Metodu
Onn Q" diizgiin parcalanisi i¢in
LN =—eD*+bD°

ayrik operatorii goz Oniine alinsin.  Bu, (2.1.1) probleminde D° merkezi fark
operatoriiyle ilk tiireve ve D? ikinci dereceden fark operatdriiyle ikinci tiireve
yakinsar. U; ~ u(x;) olmak tizere
w(0)=0, u(l)=1, Uev@Q") ve Vx eQV icin

(3.1.1)

Uiy1 —2U;+ Uiy +bUi+1 Ui
h? 2h

elde edilir. (3.1.1) denkleminde ayni indisli terimler bir araya getirilerek p = bh /e

INU; = —¢ L—0, 1<i<N-1

olmak tizere
(=14+p)Uis1 +2U;+ (=1 —p)Ui—; =0 (3.1.2)

fark denklemi elde edilir. Bu durum bize N — 1 bilinmeyenli bir denklem sistemi
verir. (2.1.1) probleminin yaklasik ¢oziimii, sistem ¢oziilerek elde edilebilir. Bazi
niimerik sonuglar; N = 50 ve b = 1 ile € un farkli degerleri i¢in 3.1’den 3.4’e kadar
olan gekillerde, tam ¢6ziim ile birlikte verilir. Bunlar niimerik sonuglarin € un biiyiik

degerleri icin tam ¢oziim ile tutarli olduklarim gosterir. Ancak € = 1073 igin salinim

yapar.
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Merkezi ve Tam Cozumler
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Sekil 3.2: £ = 0.1 icin TAM(-) ve MERKEZI FARK COZUM(*)
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Bu durum, (3.1.2) fark denklemi tam olarak coziilerek aciklanabilir.  Fark

denkleminde U; = r secilir ve ¢ikan ifade ~! ile béliiniirse
(=14p)r?+2r+(=1—p)=0

karakteristik denklemi elde edilir. Karakteristik denklemin kokleri

_1+p

r=1, rz—l_p

olarak bulunur. Boylece (3.1.2) fark denkleminin genel ¢oziimii
. . 1 i
U=ari+ar,=a +a (l+g) (3.1.3)
ile verilebilir. Sinir kosullari, yani Uy = 0 ve Uy = 1 uygulanilarak (3.1.2) fark

denkleminin tek ¢6ziimii biitiin 0 <i < N igin

1 i
1+ (10
U=—— P/ (3.1.4)
N
I—p
olarak bulunur. Eger p < 1 ise niimerik ¢6ziimiin iyi sonuclar verdigi goriiliir.
Bununla birlikte (3.1.4) ¢oziimii, p > 1 (¢ < 0.01) ise, bu durumda r, kokii negatif

olabileceginden niimerik ¢oziimlerin salinim yapabilecegini agikca gosterir. Boylece

merkezi fark metodunun (2.1.1) problemi i¢in saglam olmadig1 sonucuna varilabilir.

3.2 Konveksiyon-Difiizyon Problemleri icin Geri Fark Metodu

Bu bolimde ilk tireve D~ geri fark operatoriiyle yaklasilir. Biitiinlesmis ayrik
operator

LV =—eD*+bD"
ile verilir ve ayrik problem

u(0) =0, u(l)=1, UEV(ﬁN) ve Vx; € QN icin

U, 2U; + U U, —U, (325
i+1 — l+ 171+b [ 171207 1§1§N—1

INU; = —
U, € 2 A
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olarak elde edilir. (3.2.5) denkleminde ayni indisli terimler bir araya getirilerek,
p = bh/€ olmak iizere

—Uis1+2+p)Ui+(—1—p)Ui—1 =0
fark denklemi elde edilir. Yeniden U; = r' secilir ve olusan ifade ! ile béliiniirse
P+ 2+p)r+(=1-p)=0
karakteristik denklemi elde edilir. Karakteristik denklemin kokleri
ri=1, rn=1+2p
olur. Boylece genel ¢coziim
U= r’i—i—agré =a;+ax(1 +2p)i (3.2.6)

olarak ifade edilebilir. Sinir sartlarimi saglayan ¢oziim, her i, 0 < i < N icin

1—(1+2p)

i= w 3.2.7)

seklinde yazilabilir. r, kokii her zaman pozitif oldugundan bu durumda salinimsal
yaklagim olmaz. Boylece geri fark metodu, merkezi fark metodundan, Sekil 3.5’ten
3.8’e kadar goriilebilecegi gibi daha kararli sonug verir. Bununla birlikte eger p =
h/e =1ise x = 1 simirina en yakin olan i¢ ag noktasindaki hata

1=3N-1 e l_e N

U—uly-1) =537~ 7=

olur ve buradan

. 1 1
e

£0

cikar ve bu sonug geri fark metodunun katmanda yakinsak olmadigini gosterir.
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Geri—-Merkezi-Tam

0.2 0.4 0.6 0.8 1
x ekseni
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Sekil 3.6: £ = 0.1 i¢cin Merkezi(o) ve Geri(*) Fark C6ziim
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4. ES UZUNLUKLU AGLAR UZERINDE DUZGUN YAKINSAK
BiR METOT

4.1 Diizgiin Yakinsak Bir Metodun Cikarilist

Sabitlenmis operator tipinde bir €-diizgiin metodun nasil elde edilecegini ve onun
yakinsaklik 6zelliklerinin ne oldugunu hatirlayalim. ug ve u; verilen sabitler olmak
tizere b(x) > by > 0 ve c¢(x) > 0 kabulleri altinda Q = (0, 1) birim aralig1 tizerindeki

u(0) =up, u(l)=u
“4.1.1)
Vx € Qicin Liu=—eu +b(x)u +c(x)u(x) = f(x)

tekil olarak pertiirbe edilmis sinir deger problemi goz Oniine alinsin. L; operatorii
kismi olarak sabitlenecektir yani sabitleme igleminde L = —eu' +bu +cu operatori
tanitilacaktir. Bu durumda L operatoriiniin L* eglenik operatorii L* = —eu —bu +
cu ile verilir. x; =ih,i=0,1,..,N ve h = 1/N olmak iizere QN ile gosterilen bir
{x;}} diizgiin ag tammlansin, Q" iizerindeki biitiin ag fonksiyonlarinin uzay1 V (QV)
ile, herhangi bir V ag fonksiyonunun normu || V ||gv= maxo<;<y |Vi| ile gosterilsin.
Ayrica Q; = (x;_1,x;) alt aralifi tanimlansin. g;, L* eslenik operatoriiniin, x;
noktasina gore x; noktasini iceren bir aralik ¢iftinde yer alan yerel Green fonksiyonu
olsun. Q; UQ;, | yerel bolgesi iizerindeki g; Green fonksiyonuna iliskin BVP (Sinir

Deger problemi)
£(gi(x) ~ &) =1 4.1.2)

ek sartryla birlikte

g € C(ﬁiU§i+1) OCZ(Qi U.Q.i+1)
gi(xi-1) =0, gi(xiy1) =0 (4.1.3)
Vx e QUQ; icin L*g; = —&g; (x) —bg;(x) +c gi(x) =0

seklindedir. Boylece, (4.1.1) denklemindeki Lju = f ifadesiyle g; carpilir ve ¢ikan
ifadenin x;_; noktasindan x;; | noktasina kadar integrali alinirsa

Xit1 Xit1
/ (Lu) gidx = f gidx (4.1.4)
1

Xi—1 Xi—



17

elde edilir. (4.1.4) denkleminin par¢a parca integrali alinirsa

Xit1

Xit1
[ e )+ bl )+ enteas = [ e
Xi—1 Xi—1
X; Xit+1
= / (fsu”+bu'+cu(x))g,-dx+/ (—eu" +bu' 4 cu(x))gidx
Xi—1 Xi
Xi Xi
= / (—eu” —I—bu’)gidx+/ (cu(x))gidx
Xi—1 Xi—1

Xit1

+ /):M(—eu”—i-bu’)gidx—k/m (cu(x))gidx

= (—ed +bu)gi(x)[3_, + (—eu’ +bu)gi(x) [

— /xjil(—su’+bu)g§dx—/xji+l(—8u'+bu)g§dx

+ /x: (cu(x))gidx—i-/x:cm(cu(x))g,-dx

= [(—eu'(x;) +bu(xi))gi(xi) — (—€u' (xi—1) + bu(xi-1))gi(xi-1)]

+  [(—eu (xip1) + bu(xip1))gi(xip1) — (—&u (x]) + bu(x;) ) gi(x;)]

— /):il(be—cu)gﬁdx—/):i+1 (bu—l—cu)g;»dx—k/;l(8u')g§dx+/:+l (eu')gidx

= —eu (x7)gi(xi) + e () gi(xi) + €ulx) g (x) [§ | + eulx)gi(x) [+

X Xif1
+ / (—eg! — bgi+cgi)udx+ / (—eg! — bgt+cgi)udx.
Xi—1 Xi
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u’ fonksiyonu (x;_1,x;y1) lizerinde siirekli oldugundan bu durumda

= [eu(x)gi(x;) — eu(xio1)gi(x )]+ [eu(xir)gi(x;, 1) — eu(x)gi(x )]

= —egi(xi)ui1 +ui+ egi(xip1 Ui

Boylece (4.1.4) ozdesligi

—egi(xi)u(xio1) +u(x;) + egi(xip)u(xiyr) = :ilﬂ fgidx 4.1.5)
seklinde yazilabilir. Genelde her bir g; degerini hesaplamak zordur. Dolayisiyla
(4.1.5) semasin1 ¢aligir bir gema haline getirmek icin daha fazla yaklagim gerekir.
(xi—1,xi+1) aralifinda b, ¢ ve f fonksiyonlarinin sabit oldugu en basit durumda
gi degerlerini tam olarak hesaplamak miimkiindiir. Bunlan sirasiyla b;, ¢; ve
fi ile gosterilerek (4.1.3) denklemi tam olarak coziilebilir. (4.1.3) denkleminin

karakteristik polinomu

er*+br—c=0

ile verilir. Yukardaki ikinci derece denklemin kokleri

—b+Vb%+4ce
2¢€

ra =

olarak bulunur. Kokler 8 = /b2 + 4ce olmak tizere

—-b+0
2¢e

ryp =

seklinde sade bir bicimde yazilabilir. Boylece (4.1.3) denkleminin ¢coziimii

(xi—1,%;) lizerinde

((b+ G)x) ((b+ 9)x>
gi(x_):q(_bzi9>e 2€ —I—Cz<_628_b>€ 2e
(xi,xi+1) lizerinde

s = (prg)et 0 Twa(ogg)el
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olarak bulunur. Yukaridaki iki denklem yeniden diizenlenirse

sz ) o) £5)
(4.1.6)
g’(ﬁ):ca(esz)e * +C’2<e_igb>e “

4.1.7)

elde edilir. ¢y, c3, c/1 ve c/2 seklinde 4 bilinmeyen oldugundan, bu yiizden 4

denkleme ihtiya¢ duyulur:

gi(xi-1) =0 (4.1.8)
gi(xiy1) =0 (4.1.9)
—e(gi(x) —gi(x)) =1 (4.1.10)

ve, g; Green fonksiyonunun x = x; noktasindaki siirekliliginden
gi(x;) = &i(x"). (4.1.11)

(4.1.8) ve (4.1.9) sinir kosullar1 uygulandiginda

2 -2
S S T E N
4.1.12)
' 2 / -2
gilxiy1) = ¢ (9—£b)e 2e + <9+E;>e 2¢ _o

(4.1.13)
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(4.1.6) ve (4.1.7) denklemlerinin tiirevi alindiginda

((—b+9)x,') (—(b—l—O)xi)
s )=cre\ tepel

(=b+0)x; —(b+0)x;
g =cre\ 2 ) ydel 2f

elde edilir ve boylece (4.1.14) denklemi

—e(gi(x) —gilx)) =1

ek sart1 uygulanarak

(@ﬁ+9ﬂ) (—w+epj
el (c1—c))e 2e +(cr—ch)e 2e =1

((—b—l— 9)x,-> (—(b+ 9)x,->
= (c1—c))e 2e +(c2—cy)e 2€ :é (4.1.14)

formunda yazilabilir.  g;(x;) = g;(x;") esitligi x = x; noktasindaki g; Green

fonksiyonunun siirekliliginden yazilir.

gi(x; ) —gi(x")=0

((—b+ G)Xi —(b—{—@)x,)

) ()

0+b

(@b+enﬁ (—w+6nj
/ 2¢e ¢ [ —2¢€ 2¢e
:c1<9_b>e +C2<9+b>€

(—b+0)x; —w+epﬁ

= C ad e( 2¢ >+c ;28 e( 2¢
"\o—b *\o+b

*(bJr 9))61')
=0

o
+C2< 8)8 2¢

0+b
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Bu taktirde
((—b+ 9)x,-> (—(b+ 9)xi)
/ px: 2¢ / —2€ 2¢e -
(Cl_cl)(e—b>e +(C2_C2> <9+b>e =0
(4.1.15)
elde edilir.
_(=b+0)x; _ (=b+6)h _ (b+0)x; _(b+0)h
%T e pi= 2¢ =" %7
oldugu kabul edelirse
(—=b+6)x;_; (—=b+0)(x;i—h) (=b+0)xi (—b+6)h
e 2¢€ —e 2€ —e 2¢€ e 2¢€ = eai*ﬁi
—(b+06)x;_1 —(b+0)(xi—h)  —(b+0)x; (b+6)h
e 2¢€ —e 2¢e —e 2¢e e 2¢e = e_ni+(Pi

(=b+0)xiz1 (—=b+0)(xi+h)  (—b+0)x; (—b+0)h

e 28 = e 28 = e 28 e 28 — eai+ﬁi
—(b+0)xit1 —(b+6)(xi+h) —(b+0)x; (b+0)h
e 2¢e =e 2¢e =e 2¢e e 26 = M~

elde edilir. Boylece (4.1.12)-(4.1.15) denklemleri (4.1.16)-(4.1.19) denklemlerine

doniisiir:

2¢e B, —26\ _pto
P TR =0 4.1.16
c1<9_b>e +cz(6+b>e ( )

/ 2¢ LR / —2¢ o
¢ (6—19) ea’+ﬁ’+cz<e+b)e =% =0 (4.1.17)

o AN |

(c1—cp)e% 4 (ca—cy)e M = P (4.1.18)

/ 2e o / —2¢& i
) i 4 (ch — i=0. 4.1.1
(cr Cl)<9—b>e (c2 02)<9+b>e 0 ( %)
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(4.1.16)—(4.1.19) denklemleri

Ax=b (4.1.20)
matris formunda
i 2¢e o—B; —2¢ L |
R i~ Pi ) e it 0 0
< 60— b> ‘ (9 + b) ¢
2¢e —2¢€
0 0 o+Bi —Ni—¢i
A <9—b>e <9+b)e
e% e i P _e N
2¢e o —2¢ —2¢ 2¢
i —Ni Q; —Ni
<Q—b>e <9+b>e (9—b>e <9+b>e ]
T 1 !
x=[codd], b:[OOSO}
seklinde yazilabilir. (4.1.20) lineer sistemi ¢oziiliirse
e~ %Pt (g — p) e (0 +b)
)= O=—"7"""""
T (1 +ePte)es P 2(1+ePto)ed
: e %(6—b) : ePrtotni(g 4 p)
cl=—— —_ - AT
P 2(14-eProres 2 2(1+ePito)ed

sabitleri elde edilir.

yazilirsa

gi(x™)

gi(x

cy, c/l, cy ve cl2 sabitleri (4.1.6) ve (4.1.7) denklemlerinde yerine

(b0
_ (eai+ﬁi+¢i(9_b)>< ¢ )e( e )
2(1+ePite)ed 0_b
—(b+0)x
ei(6+b) —2¢ (28>
* (2(1+eﬁi+¢i)ge> <9_|_b>e “4.1.21)
_ e*(x,-(e_b> 2€ ¢
N _<2(1—|—eﬁi+¢i)89> <9—b>e
—(b+0)x
s (_28> 28) (4.1.22)
2(1+ePro)eq ) \0+b)°¢ 1.



23

elde edilir. (4.1.21) ve (4.1.22) denklemlerinin tiirevi alinirsa

g = (‘fw“’"@ —”>> () (2(”<9+b>£9> ()

2(1 +eﬁi+(Pi)gG 1 +gﬁi+(Pf)

, —oi(p (—b+6)x Bi+@i-+n; - x
i) - (o)) () (i) (o
2(1+ePito)e 2(14ePite)ed

boylece (4.1.23) ve (4.1.24) denklemleri

. B (0 )\ () e (0 +b) (Fee)
sili1) = < 2(1+ePro)en | " <2(1+eﬂ+@)se> ¢

/ 1 e(Pi

)= 4.1.
8i(xi-1) e (17 ho) (4.1.23)

, (g _— (=b+0); Bitoitni —(b+0);
st =~ (e DYl (eww)xm

1 +ePitei)e0 2(1+ePite)ed
/ 1 eﬁi
+ -
gl-(xl-+1) T e (1 —|—e/3i+(Pi) : (4.1.24)

Integral terimi icin:

Xit1 Xj Xit1
f/ gidx=f [/ gi’dx—i-/ gfdx}

Xi—1 Xi—1 Xi
B /xi e~ %thitN(g —q) 2e e< 2e
Jaa [\ 201+ ePtr)es ) \O—a

(%)
i ) —

+<2(e (6+a) >< 8)6 e i

1+ePitr)ed ) \ 0 +a
((—a-i—@)x)
Xi —0i(g _ Y
+/ S e %(0—a) 2¢e . e
X; 2(1—|—eﬁi+7’i)89 0—a
—(a+9)x>
dx

PN + ) —2¢ 2¢
— e
2(1+ePtr)ed | \ 0+a
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e~ 4thtN (9 —q) 2e Ze 2
2(1+ePitr)en 0—a

n e"i(60+a) —2¢e :( 2¢
2(1+ePitr)ed ) \ 6 +a

- Xi—1

(—a+0)x\7""
N e~ UtPtn (9 — g) 2¢ 26 e
2(1 +ePitn)e0 0—a

I —(a+ 9)x> il

i (6 +a) —2¢ 26 2¢
2(1+ePitr)eq ) \ O +a

L X
[k olarak
(zat6)x i —a —a —a —a
e( 2:9 >:| — e( 925 )x, — 6(628 )x’*I — e( SZs )x, _ e(ezg )(x,fh)
Xi—1

— () _ ()i o (F)h = o0 _ poi=Bi — p (1 —e ﬁ') :
ikinci olarak

—(a+0)x i a a a a

o5 )] ) R O M 1) M O

son olarak

_ Xi
e((a;;e)x)] = ef(%a)xt'ﬂ — ef(e;ea)xi = e7(92+ea)(x"+h) — e,(Ggﬂ)x,—
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degerleri bulunur. Bu degerler integralde yerine yazilirsa

2 e—a,-+ﬁi+(Pi — o —B:
[ (5o

| @5) (i) e

[ 2 —oi+Bi+oi (g _
n 2¢ e (6—b) e (eﬁi*l)
6—->b 2(1 +eﬁi+‘f’i)89

() (as) ]

elde edilir. Boylece integral

Xit1 fi (eﬁi + %)
de="T1- 2T
fl,‘] 8idx Ci ( (1 +€ﬁi+(Pi)

seklinde yazilabilir. Bulunan biitiin degerler (4.1.25) denkleminde yerine yazilirsa

—egi(xim)u(xi—1) +ulx;) + egi(xiv1)u(xip1) = /X[Jr1 (fgi)dx (4.1.25)

Xi—1

1 i 1 Bi . Bi t o9
e euiﬂzﬁ(l_((eﬂ))

€ (1 +eﬁi+§0i) e (1 +eﬁi+§0i) Ci 1+el3i+<Pi)
- i itg—— =2
(14 ePitor) i1 (1 + ePitor) i+l Ci (1+ ePitor)
(4.1.26)
fark semas tiretilir. Son olarak (4.1.26) denklemi
bt 7 (,/b,.2+4c,~e>h b
iculx;), Yi= e ve pz—28
olmak iizere
(4.1.27)

Uo=1up, Uy=ui, UEV(QY) ve 1<i<N-—1,

e%+pi U e?’i*Pi U ﬁ ez’yt _ e’}li*pi — e')/iJFPi + 1
- U i————Uj 1 =—
1+ €2 1e2n 1+ e

Ci
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formunda yazilabilir. Bu sema, El-Mistikawy-Werle semasinin (Roos vd., 1996) da
verilen farkli bir bi¢cimidir. Bu semanin hata tahmini (O’Riordan ve Stynes, 1986)

da verilmistir ve agagidaki gibidir.

Teorem 4.1 QV diizgiin ag: ile birlikte (4.1.27) sabitlenmis operator sonlu fark
metodu, (4.1.1) problemi icin €—diizgiindiir. Ayrica, (4.1.1) probleminin u ¢oziimii
ve (4.1.27) semaswmin Uy ¢oziimii; C, € dan bagumsiz bir sabit olmak iizere
sup || u—Up ||ov< CN ™2
0<e<l

€—diizgiin hata tahmini saglar.

Ispat: (O’Riordan ve Stynes, 1986).

(4.1.27) sabitlenmis operatér metodu ayrik normda &—diizgiin yakinsamasina
ragmen, ¢coziilmesi (4.1.1) problemini ¢ozmekten ¢ok da kolay olmayan (4.1.3) yerel
sinir deger probleminin tam ¢oziimii iistiine kurulmustur. Bu durum yontemin biiyiik

bir dezavantaj1 olarak goriilebilir.
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5. PARCALI DUZGUN AGLAR UZERINDE DUZGUN YAKINSAK
BIR METOT

Bu béliim konfeksiyon-difiizyon problemi i¢in € —diizgiin sabitlenmis a§ metodunun
olusturulmasi tizerine olacaktir. Bu tiir bir metot i¢in (4.1.1) problemi yeniden ele
alinir. Bir parcali diizgiin sabitlenmis araligin bir €—diizgiin metodun olusturulmast
icin yalniz basina yeterli oldugu iyi bilinir. Elbette daha karmasik sabitlenmis
aglarda kullanilabilir. Bununla beraber, kolay anlagilmasi acisindan parcali diizgiin
aglar en cazip se¢imlerden biri olarak diistiniiliir. Parcali diizgiin bir agin basit bir
ornegi Q = (0, 1) aralig1 iizerinde agagidaki gibi olusturulabilir. 0 < 7 < % araligini
saglayan bir 1 — 7 noktasi segilir ve r > 2 icin N = 2" oldugu kabul edilir. 1 —7
noktast Q’y1 (0,1 — ) ve (1 —7,1) seklinde iki alt araliga boler. Karsilik gelen
parcal diizgiin a8, (0,1 — ) ve (1 — 7, 1) araliklarinin her ikisinide QY ile gosterilen

N
> esit alt aralifa bolmekle elde edilebilir. Sekil 5.1

1 ¢
=minq -, —InN 5.0.1
T mm{ > by n } ( )
olmak iizere Q¥ diizgiin agin1 gosterir.

1 1 1 [l
T

|
I T T T
0 1-T 1

Sekil 5.1: Q8 pargali diizgiin ag1

Bununla birlikte, T nun hem € a hem de N ye bagh olduguna dikkat edilmelidir.
Bu durum € veya N degistiginde ag noktalarinin konumlariin degisecegi anlamina
gelir. Ayrica N yeterince biiyiik alindiginda 7 nun 1/2 degeri aldigina ve boylece
QY agmin N alt aralikl diizgiin aga doniistiigiine dikkat edilmelidir. Bu durum, N
nin

1 1
€1InN > 3 veya N > exp <28>

1
esitsizlikleri saglandiginda olur. 7 degerinin, 0 < 7 < 7 diger biitiin izin verilebilir

degerleri i¢in (1 — 7,1) alt araligi (0,1 — 7) alt aralifindan daha kiiciiktiir. Bu
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durumlarda (1 —7,1) arah@mm N/2 diizgiin a8 elemanlariin her biri, (0,1 —
7) araligmin N/2 diizgiin ag elemanlarinm 2(1 — 7)/N uzunlugundan daha kisa
olan 27/N uzunlugundadir. Boyle durumlarda global a8, diizgiin olmak yerine
parcali diizglindiir ¢linkii 1’in bir komgulugundaki alt araliklar, T degeri sifira yakin
oldugunda daha kiiciiktiir, aga x = 1 sinir noktasinin bir komgulugunda yogunlagan
veya kisaca x = 1 noktasinda yogunlasan denir. 7°’nun degeri ne olursa olsun
biitiin aglar N ag elemanindan olugur ve sonucta x; noktalar: bu N ag elemanlarinin
u¢ noktalar olmak iizere ag noktalart Q = {x;})°dir. 1 — 7 gecis noktasinin
xy/2 ag noktasina denk geldiginin ve ﬁlrv = {xi}g’ ag1 i¢in asagidaki esitsizliklerin
saglandiginin goriilmesi zor degildir.

( h; <2/N, 1<i<N

hi > 1/N, 1<i<N/2
(5.0.2)
hi<2t/N, N/2+1<i<N

hi > hi/2, I<i<N-—1

5.1 Parcah Diizgiin Sabitlenmis Aglar Uzerindeki Sonlu Geri Fark

Operatorlerinin Ozellikleri

Bir sonraki adimda diizgiin verili konfeksiyon-difiizyon problemleriyle ilgili
sabitlenmis ag metodunun yakinsaklik analizi {izerinde uygulanan bazi argiimanlar
elde etmek icin, parcali diizgiin aglar iizerinde sonlu geri fark operatoriiniin
ozellikleri gozden gegirilir. Boliimiin baginda tanimlanan QY sabitlenmig parcali
diizgiin ag1 lizerinde

LNU = —eD?*U; + bD ™ U; + cU;

ayrik operator goz oniine alinsin. D’ ve D~ sonlu fark operatorlerinin (2.2.5)
denkleminde sunulan sekliyle kullanildigina dikkat edelim. Bdoylece b, bir o sabiti

icin

b>a>0 (5.1.3)
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esitsizligini saglayan bir sabit olmak tizere (4.1.1) problemi ile ilgili ayrik problem

(5.1.4)
Uy=uy, Uyv=u; ve Vx; € QY icin UeV QN,
T T

INU; = —SM

1

U+bD Uij+cU; =0, 1<i<N-1

veya denk olarak

(5.1.5)
Up=uo, Uy=u; ve Vx; € QY icin U e V(QY), 1<i<N-—1

INU — ¢ U1 =U  Ui=Ui E+b Ui—U;i, Ui —0
l hit1 h; h; l

h;
ile verilir.

1 ¢
=ming -, —1 1
T mm{Z’a nN} (5.1.6)

olmak iizere sabitlenmis parcali diizgiin ag QY = {X;}}

2(1—
h1: ( T)v
N

0<i<N/)2
x0=0 ve xi—xi_1=
2T
hy = — N/2<i<N
2= /2<i<

ile tanimlanir. Ayrica asagidaki gosterimlerin tanitilmasi kullanigh olacaktir.

i+ h
2

=

9

2(1— 2
h1: ( T)a hzzl
N N

5.1.7)
bh bh — M+A
/11:14-?1, 12:14-?2, A 1+4

2

olmak tizere

bh

1
he—ved=1+2"
N e T

ve daha sonra

<A <2l vel<i <21 (5.1.8)
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olacag acgiktir. (5.1.4) fark denklemine geri donelim ve coziimiinii elde etmeye
calisalm. (5.1.4) denklemi [0,1 — 7] ve [l — 7,1] alt araliklarinda ayrik olarak
asagidaki gibi yazilabilir:

Z,, 1<i<N)2

hy)? hy)?
Zi = 7= ) g c)
Z, N/2<i<N-1 € €
olmak {iizere
1 <i<N/2igin
(—I)U,-H+(1+7LI+ZI)UI~+(—M)U,-,1 =0 (5.1.9)
i=N/2ig¢in
h1 hl Al —|-)42 C(Al — l) )bl +12
—— | U; — ; 1 =0(5.1.10
< h2>Ut+1+ <h2+ D) + bN Ul+ D) Ul 1 ( )
N/2<i<N-—1igin
(—l)U,'Jrl+(1+7LQ+Z2)U,'+(—12)U,;1 =0. (5.1.11)

(5.1.11) fark denkleminde U; = r' secilir ve ¢ikan ifade 7~ ile boliiniirse
PP —(1+L+2)r+4 =0

karakteristik polinomu elde edilir. Karakteristik polinomun kokleri

1+Zl+lli\/(1+zl+ll)2—4ﬂ,1

ra = 3
. 1+ Z+ Mt/ (1+Z2+A)2 44
34 =

: 2

oldugundan fark ¢6ziimiiniin

arri +axry, 0<i<N/2
Ui = (5.1.12)
asry+asry, N/2<i<N

formunda oldugunu kabul edilir.  aj,az,a3 ve as4 seklinde dort bilinmeyen
oldugundan dolayisiyla dort denkleme ihtiya¢ duyulacaktir. Iki denklem U, ve

Uy smir sartlart kullanilarak elde edilir.  Diger iki denklemden biri xy/, ayrik
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diigtimiinde yazilmis olan fark denklemi kullanilarak elde edilir ve digeride ayni
diigtimdeki siireklilik gart1 kullanilarak bulunabilir. Boylece

N/4 N/4 N/4 N/4
a)lzrl/, ) =r, ,0)3:1’3/,(04:1’4 )

ki :W% <h2+ll+kz+c(ll_l) —rfl <AI+M>>7

hy 2 bN 2
hy M+A4 C(ll — 1) 1 M+ A
ky=w3| — -
2 W2<h1+ > v - 2

olmak tizere olugan denklem sistemi matris formda

r 1 1 0 0 1T ar T Uy ]
wi w3 —w3 —w3 az 0
= (5.1.13)
ki ko —w% r3 Z—f —wﬁ T4 Z—f as 0
L 0 O wg wﬁ 11 as | L Uv |

seklinde yazilabilir. (5.1.13) sistemi ¢oziiliirse

A1 =Y (w% — wﬁ) , Ay =Y (mw% — r3wi)
Az =Yy(rs —r4), Ay =w3Ar+A;

As =wiAy + As, A = haYo(kawi — kiw3)
Ar=hYy(ki—ky),  Ag=hYy(w}—w3)

Ag = W%AG +A7—r4Ag, Ajg= W%A6 +A7 —r3Ag
ve

Ary = ha(ky — k) (W3 — w3) -+ by (W] —w3) (r3wg — raws3)
olmak iizere

1 1
ai = —(—koA1 +mAys), ar=-—(kiA1 —hAs)

Ay Ay
L wy2a0) L i)
a3 = — (w3 "Ag), as = ——(—wy Ao
Al 3 Aqy 4
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katsayilari elde edilir. Bulunan katsayilar (5.1.12) denkleminde yazilirsa

Al(klré—k2r§)+hl(A4rli_Asré) O<i<N/2
Ay ’ -

U; = (5.1.14)
W;zAgl”g — w;zAl()rf1
Ay ’

N/2<i<N

elde edilir.

5.2 Diizensiz Kaynak Fonksiyonu

f kaynak fonksiyonunun diizgiin bileseni ve &, degistirilmis Dirac—delta
fonksiyonu; d € (0,1) ve 0 < € <1 ile birlikte §;(x) = d(x — d) olmak iizere,

asagidaki konsantre kaynakli tekil pertiirbasyon problemi ele alinir:

u(0) =up, u(1) =u; ve Vx € Q icin u € C*(Q)
(5.2.15)
Lou= —eu' (x) —bu' (x) +cu= f(x) + 8 (x).

Bu kaynak gelecek boliimdeki niimerik metodun gelisiminde 6nemli olacaktir. u
¢Oziimii tipik olarak konsantre kaynaktan kaynaklanan x = d de bir i¢ katmana ve x =
0 tagsma sinirinda bir istel sinir katmanina sahiptir. (5.2.15) problemine yaklagmak
icin bir Shishkin ag1 kullanilir ve bu ag, hem sinir1 hem de i¢ katmanlar1 ¢6zmek i¢in
ozel bir sekilde tasarlanir. Boyle bir ag1 kurmak icin 7,
f:min{l,elnN} (5.2.16)
47 by

kosulunu saglamak iizere Q bolgesini
I = [O,T], L= [T,d}, L= [d,d—i—f] ve Iy = [d—l—T,l]

dort alt aralifina bolen 7, d ve d + T noktalart alinir. Karsilik gelen parcali diizgiin
ag her bir alt araligi N/4 es uzunluklu alt araliga bolmekle kurulur. Ortaya ¢ikan
QIT\C 4 a8

4 4(d —
hlzl ve h2: ( T)
N N
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' |
0 T d d+T 1

Sekil 5.2: (5.2.15) probleminin ayriklastirilmasi i¢in alt araliklar

olmak tizere

hi, 0<i<N/4 veya N/2<i<3N/4
X():O Ve X;i—Xi—1—=
hy, NJ/4<i<N/2 veya 3N/4<i<N
(5.2.17)

ile tarif edilir.

1

Agi=1< hipt’
0, diger durumlarda

de [Xi,xi+1) ise

degistirilmis Dirac—delta fonksiyonunun bir yaklasim: ve b; = lim,_, - b(x) olmak
tizere (5.2.15) denklemine (5.2.17)’de tanimlanan parcali diizgiin ag tizerindeki geri

metot kullanilarak yaklagilir.

Uy=0, Uy=0 ve UeV(QY )
(5.2.18)
—£D+D7Ui—biD+U,‘—|-CiUi:ﬁ+Ad7i, i=1,2,..,.N—1,

(5.2.18) niimerik metodun ¢6ziimii (5.2.15) denkleminin ¢6ziimiine diigiimsel olarak

yakinsar.

Teorem 5.1 QIL 4 parcaly diizgiin sabitlenmis agu ile birlikte (5.2.18) sabitlenmis ag
sonlu fark metodu, T’nun yukaridaki (5.2.16) kosulunu saglayacak sekilde se¢ilmig
olmast sartiyla (5.2.15) problemi icin €—diizgiindiir. Ayrica (5.2.15)’in u ¢oziimii ve
(5.2.18)’in Up coziimii C, €’'dan bagimsiz bir sabit olmak iizere
sup ||u—Up|gv <CN“'InN
0<e<l1 o

e—diizgiin hata tahmini saglar.

ispat: (Linss, 2002).
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53 Tam Coziimii Kullanmadan Es Uzunluklu Bir Ag Uzerinde

e-Diizgiin Niimerik Bir Metot

(4.1.1) problemini QV diizgiin ag1 iizerindeki bir e-diizgiin fark metoduyla 4.
Boliimde agiklandigr gibi ¢ozelim. (4.1.3) problemi asagidaki probleme denktir.
Q; = (xj_1,x;) olmak iizere

L*g; = —€g; (x) — bg;(x) + cgi(x) = 8, (x), Vx € QUQ;. 1,
gi(xi-1) =0, (5.3.19)
gi(xip1) =0,

olacak sekilde Q; U Q. iizerinde x; ag noktasina gore tanimlanmis yerel g;

fonksiyonunu bulalim.

I : ' '
I t ] |
Xiq Xiqa+ T X X+ T X1

Sekil 5.3: Q;UQ,; yerel bolgesinin alt araliklari

Liu = f denklemini g; ile carpip c¢ikan ifadenin x;_; noktasindan x;; noktasina
kadar integrali alinir, sirasiyla kismi integrasyon uygulanir ve u fonksiyonunun
stirekliligi kullanilirsa

Xit1

—egi(xi)Ui—1 + Ui + €8 (xi41)Uis 1 = fi/ gidx (5.3.20)

Xi—1
. . ey XI+1 .
Ozdesligi elde edilir. Ancak gi(xi—1), gi(xir1) ve / gidx degerlerinin
Xi—1
hesaplanmasi (4.1.1) orjinal problemi kadar zor olabilecek olan (5.3.19) denkleminin
tam c¢oziimiinii gerektirir. Bundan dolay1, g; yerel Green fonksiyonuna Bolim 5.2
de aciklandigi gibi bir sabitlenmis ag metoduyla yaklasilir ve sonra ¢ikan yaklasim
(5.3.20) denkleminde g; lerin yerine kullanilir. Bu baglamda Q; ve €;;; sabit

alt araliklarinin birlegimi lizerinde Bolim 5.2 deki metot yeniden formiile edilir.

Q;UQ;. yerel bolgesi
i1,xio1 + 1), [+ T, XX+ T] ve [+ T,xi]

seklinde dort alt arali§a boliiniir.

. [h €
T_mm{Z’bilnM}
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olmak iizere bunlarin her biri M/4 ag elemanmna sahiptir. Karsilik gelen ag

parametreleri

4 4
hT:MT ve iy = (h=7)

M/2 M/2
z+1 T {x

halini alir. B6ylece Shiskin’in €2; sabitlenmis ag1

Bi, 0<j<M/4 veya M/2< j<3M/4
B, M/4<j<M/2veya 3M/A< j<M
(5.3.21)

ile tanimlanir. G| ile G; ~ g;(x ) olacak sekilde G’ kastedilir ve

1 .
—_ xl-e[x xj+1)1se

0, diger durumlarda
olmak iizere (5.3.21) 6zel ag1 iizerindeki geri fark operatdriinii kullanan (5.3.19) i¢in
ayrik problem

M/2 | M) )

Go=0, Gy =0 ve GEV(Q itl,7

(5.3.22)
—eD*DG;—b;D"Gj+c¢iG;=A,, , j=12,.M—1,
ile verilir. b; ve ¢; degerlerinin Q; U Q;;; aralifinda parcali sabitler olduklar1
varsayildiginda (5.3.22) denklemi tam ¢6ziimii miimkiin olan sabit katsayili bir
denklem halini alir. (5.3.22) denklemi; lj*,

bihy bih;
ve ;Lz 2

11214— ile

A, 1<j<M/4  veya M/2<j§3M/4
A —
j
ALy, M/4<j<MJ2 veya 3M/4 < j<M—1
seklinde tanimlanmak tizere asagidaki gibi yazilabilir:

Gi—G; G,—Gj_ 1 Gjt1—Gj
(—é) ( H‘i Jj_ Y . J 1) ——b (”if> +cGj=A,, ;. (5.3.23)
h]+1 hj hj h/+1

(5.3.23) denkleminde ayni indisli terimler bir araya getirilirse

—& b € £ b €
x % Gj+1 + ® % +-3 * G + * Gj_l = Ax,',j
(hj hj hj+1> (hjhj-‘r] iy 2 iy ) (h 2)
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b
denklemi elde edilir ve bu denkleminin her iki tarafi " ile carpilirsa

bt Wi, b chii,, —hi
<_1_81>G’“+<1+ e v )Gt e |G = A
J J

Boylece
h’ ci iy I h’;
Y I E T
J

(5.3.24)

tic noktali fark semas1 elde edilir. x;—; + 7, x;j, x; + T gecis noktalarinda ve alt
bolgelerin i¢ noktalarinda Z7%,
_c(n)? c (hy)?
£
Zi, 1<j<M/4 veyaM/2< j<3M/4

ile

ve Zr =

Zy, M/4<j<MJ/2veya3M/4<j<M-—1
seklinde tanimlanmak iizere (5.3.24) fark denklemi

Jj=M/4igin

h* ci by hl h*

J=M/2igin

hi ¢i oI
(—/IZ)GM/2+1+< + 0+ 2

h 5
) Gy + (—hl> Gy == (53.26)
) )

Jj=23M/4icin

h3 cihih h
(=A1)Gappasr + ( s A+ 2) Gapy/a+ < h*) Gapya—1 =0 (5.3.27)

h

diger durumlarda ise
(=A))Gjr1+ (1+4; +Z7) G+ (-1)Gj-1 =0 (5.3.28)

seklinde tam olarak yazilabilir. (5.3.28) fark denkleminde G; = r/ segilir ve ¢ikan

ifade r/~! ile béliiniirse

(AP + (144 +Z5)r—1=0
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karakteristik denklemi elde edilir. Karakteristik polinomun kokleri gegis bolgesinin
disinda r; ve rp gecis bolgesinin icinde r3 ve ry olmak iizere kokler tam olarak

asagidaki gibi verilir:

1+Z1+ M £V (1+Z + A1) =40

2 = 20
1+ Z+ 2t/ (1+Z+4)2 44
B34 = 212 .

(5.3.22) fark denkleminin ¢6ziim formu karakteristik polinom kokleri cinsinden
(] +ax), 0<j<M/4

' asrh+agr], M/4<j<M/2
G = . ‘ (5.3.29)
asr{ +aery, M/2<j<3M/4

arrh+agr], 3M/4<j<M

seklinde ifade edilir. Simdi a;, i = 1,..,8 katsayilar1 belirlenecektir. Olusan
sistemi ¢ozmek i¢in sekiz denkleme ihtiya¢ duyulur. Gy = Gy, = 0 sinir kosullart
kullanilarak iki denklem elde edilir ve ii¢ denklem sirasiyla xj, 4 Xy 5 Ve
X3 /4 gecis noktalarinda yazilmis (5.3.25), (5.3.26) ve (5.3.27) fark denklemleri

kullanilarak elde edilir. Son olarak diger ii¢ denklem gecis noktalarindaki

M/4 M /4 M/4 M/4

air; / +asrr, A= asry / +aqry /

M)2 M/2 M/2 M/2

asry / +aqry / = asn / +aer, /
3M/4 3M/4 3M/4 3M /4
asr; / +aer, A agry / +agry /

fark ¢oziimiiniin siirekliligi kullanilarak elde edilir. Bu sekiz denklem
Ax=b (5.3.30)

matris formunda
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h h*
leh—§+kl+\/zl 7, Yzzh—i+xz+\/zl 7>
1 2

olmak tizere

T 11 0 0 0 0 0 0
0w — 3 —y 0 0 0 0
ki kp —(1)31’37Ll —6041”411 0 0 0 0
A— 0 O [0} on — —n 0 0
o 0 0 k3 k4 —6011”17[,2 —(1)21”2)»2 0 0
0 0 0 0 o} w3 -3 -0}
0 0 0 0 ks ke  —@irsd —@irsk
L 0 0 0 0 0 0 o3 o]
T 5 ’
x:[a1a2a3a4a5a6a7a8] , b= 0000?2000 )

seklinde yazilabilir. (5.3.30) lineer sistemi ¢oziiliirse

Al = (e+bhy) (h;)2 ri rar3(r3—ry),

Ay = —(ra(ra =2) + )rs@srg + (1 —r2) wsry
4+ r% Wars — Oar3(1 +1r2(2rs — 1) — ra),

Az = (rap—(rn—1) O — @) r3 ra (r3e4 — (r4 — 1) 03 — ay),

Ay =aorir((n— 1)r§r4 0y —r304((ry —2)ra+ 1)+ @3 ra —r3@3 (ry (ra — 1)
—r4+2) ra) = 1 r2(r3(ra — 1) 04 — 137403 + O374) + 110 As
+ rl2 rr3rs @ ((ra—1) @3 —(r3— l)a)4)) ,
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As=hi h5rirar3ra(—ri (@3 —@4)+ 0 (r3 04 — (r4 —2) 03 —2 wy)
+ o ((rn+rs—2) 03 —r3 04+ (2 —r2)ay)),
Ag=D> (((02 —p)(r3—1)(ra—1)(r3 04 — @3 r4) rlrz(h’[)3 7A3r1r2(h’1k)2h§
— Asrirahi (h3)? — (@3 — @4) (r1 @ — @1 1r2) (B3) (ry — 1) (r2 — D)r3ry)
A7 =¢€(Ac+chi hy (—(r3(r4 — 1)y —r3rs 03+ @3 ra) (0 — (1)1)r1r2(h’f)2
+ (@3 — 4)(r1 (r2—1) @2 —r1 ry ©+ @1 12)(R3)?r3ra+As)),
Ag = €2 ((mnr— o) (r3— 1)(ra— 1) (r3 03 — @3 r4) (})? rira+As I} 5
— (03— 4) (ry @y — o1 1) (15)*(r1 = 1)(ra—1) r3 1)),
Ag=(e(h3((n—1) p oy —(r2=1) r1 @) = (=hj ri 2 (@2 — o)) (ra—1))
+ iy (=hirir (0 —)) (b+chy—bra))rs rao; ",
Ao =(e(=h3((r1=1) o 01— (2= 1) 1t @)+ (=hj ri r2 (02— 1)) (r3 — 1)),
—hi (=hirirn(o—w)) (b+chs—br3))rs mw;l)
An=brirnrnrom((ri—1)os—(rs—1)w))/(@r} rars ra),
Az = (W5)* (@) >@rirsra) () ra((—c(@3 — @4)h3) + Auy
+ €(h; (03— @4)) (2= 1)+ 7 ((ra — 1) 03 — r304 + @4)),
Az = (W52 (@F @y 'rarsra) (—h;)Pri((e(@3 — @3)h3) +Auy
+ &(h3 (03— @4))(r1 = 1) = hi ((rs = 1) @3 — r3o4 + @) ,
Apy=—(m—oy)chi+b((n—1) o —r o+ ®) (b((ra—1) 03 —r3 04+ @)
— (=) chy) rirarsrg) (W h3)? + A7 +Ag

olmak iizere

Aih}
a = — ) a = —a
Ay
W 2A e 2A
a3:(2) 97 a4:(2) 10
Ay Ay
as =212 RELIE
Alg’ Ay
o EO O mnn o 0 (5)) (o or(n =) 030](1))
Ay ’ Ay
katsayilari elde edilir. Bulunan ay, .. ., as katsayilar1 (5.3.29) ¢6ziim formunda yerine

yazilirsa
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(5.3.31)
( Y
_‘W 0<j<M/4
14
15)? (Aor} +Aror
(73) (19;3+ 104)7 M/A<j<M/)2
14
G. = Aprl +Asrl
J (‘2”1A+‘3r2)’ M/2<j<3M/4
14
(e @1 @ (ry —r2) r3rs @3 ;3 (h5))7)
A14—1 3 3\,.J
_(8(1)10)2(7’1—7’2)1;’3 r46()30)4(h2)‘)1’4’ 3M/4§]§M,
14

elde edilir. Agimn diizgiin oldugu basit durumda (5.3.30) lineer sistemi tekrar

¢oziiliirse

£ = h\/4c,2h2 +dbieMh+ M2 (b? +4cie), & =(1—h)/(1+h)

&= (@@= )"+ & /h+ D)) & /R), & =M(2bih+eM)

olmak iizere

M/2
ay = Mes : a, = —aj
&
asz =ai, as = —ay
_ —M/2
&) MG )
as=———5 ——, 46 =
S S
az = as, ag = de
katsayilari elde edilir. Bulunan ay, .. .,ag katsayilari (5.3.29) ¢6ziim formunda yerine

yazilirsa (5.3.31) fark ¢oziimii asagidaki uygun duruma indirgenir:
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M§M/2 P
3 gl 2), 0<j<M/4
4
M&M/z e
3 §3 4)7 M/4<j<M/2
G — 4 (5.3.32)
B M2 —1 g \"M/2 j
(& &) r1+§M(53 &) ’é’ M/2<j<3M/4
4
B M2 —1 g M2
(& &) r3+§M(53 &) ’?{’ 3IM/4< j< M.
4

Simdi (5.3.20) denkleminde gi(x;—1) ve gi(xiy+1) fonksiyonlarmin tek tarafli

yaklagimlarinda G; kullanilarak yerine yazalir; yani

Gy —Gu-1
h ’

_ Gi1-Gy

gi(xi-1) ~ DGy e gi(xir1) "D Gy =
1

olur ve bu
~ ~ - Xit+1 .
—eD"GyU;_1+U;+eD Gy Ui = f; / ’ G'dx (5.3.33)
Xi—1

son niimerik metodu verir. (5.3.33) metodu, hi¢ bir sekilde bir tam ¢oziime
gereksinim duymamasi bakimindan kayda degerdir. Uygulama asamasinda G;
yaklagimlart direkt olarak (5.3.22) fark denkleminin ¢6ziimiinde uygulanabilir.
Boylece uygulamali bakis agisiyla (5.3.31) ¢oziimiindeki G icin olan ifadelerin
bile tam c¢oziimiinin bulunmasit zorunlu degildir, bunlara sadece gelecek
boliimde (5.3.33) metodunun e-diizgiin yakinsak oldugunu ispatlamak icin gerek

duyulacaktir.
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6. YAKINSAKLIK

6.1 Yakinsakhk Ozellikleri

(5.3.33) niimerik metodunun yakinsaklik 6zelliklerini arastirmak icin; diisiiniilen
bu metodun € da diizgiin yakinsadigini ispatlamak i¢in gereken iyi bilinen bazi
sonuglar hatirlatilacaktir. Oncelikle problem (4.1.1) icin tiirevi (4.1.3) yerel Green

probleminin tam coziimiinii kullanan (4.1.27) tam semasi geri formda yeniden

yazilir:
B W c; et
o(Pi-¥%) £ e2NtPi 1 ePi oY — ¥it2pi’
h ¢ el (e*Pi—1)
BC(piv Yl) - bi 62%+pi + ePi — ol — e/)/l.+2p’. 5
BR(pl'a yl) =1

olmak iizere

Up=ug, Uy =uy, UeV(QY) ve 1 <i<N-1

(6.1.1)
—€Bp(pi, %) D™D~ Ui+ bi Be(pi, %) D~ Ui + ci Br(pi, %)) Ui = fi-
Diger taraftan 6; > 0, 7); > 0 ve é,' > 0 olmak tizere
00 = U, 0]\/ =uyp, ve 0 S V(.QN)
(6.1.2)

—£6; DD U;+7ib; D~ U; + 6;¢; U; = f,, 1<i<N-—1,
formunda bir fark semasi ele alinir. (Farrell, 1982) de (6.1.2) formunda yazilmis
semalarin diizgiin yakinsakligi icin yeter sartlar tiiretilmistir ve katsayilart (6.1.1)
metodunun katsayilarina yakin olan (6.1.2) tipindeki semalarin da diizgiin yakinsak

oldugu gosterilmistir. Bu baglamda;

W T W T —T 1 (1-T,—T
== 2 - <12) (6.1.3)

L e _ 0. — —
' e Tz’ ' 2ep; Tz g T
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ve
T (S,bi,C,‘,h,M) = SD+G07
Tz(s,b,-,c,-,h,M) = —eD Gy,
Xit1 .
T3(e, by, ci, h, M) :/ Gl dx (6.1.4)
Xio1

olmak {iizere (5.3.33) niimerik metodu bazi cebirsel islemler yapilarak (6.1.2)

formunda yeniden yazilir:
—SGiD+D_0l‘+nib,‘D_Ui—l—G,‘CiUi:f,', 1<i<N-1. (6.1.5)

Bu durumda (5.3.33) metodunun diizgiin yakinsak oldugunun ispatlanabilmesi
icin (6.1.2) denklemindeki o;, 1n; ve 6; katsayilarinin (6.1.1) niimerik metodunun

katsayilarina keyfi sekilde yakin yapilabilmesi yeterlidir. Yani diizgiin yakinsaklik

i¢in,
lim O-i(gabiucl'7h7M) = BD(piv’Yi)u (616)
M—o0
lim ni(S,bi,Ci,h,M) :Bc(pi,%), (617)
M—o0
lim Gi(S,bi,Ci,/’l,M) :BR(p,','}/l') (6.1.8)
M—>c0

oldugununun gosterilmesi gerekir. G’, x,_; noktasindan x;,; noktasina kadar
integralide kesin pozitif olan bir fonksiyon oldugundan ilk olarak (6.1.4)’te sirasiyla
i = 1,2,3 i¢cin limy;_, 7T; degerleri bulunabilir ve sonra bunlar (6.1.6)-(6.1.8)

limitlerini bulmak i¢in bir araya getirilir.

Lema 6.1 Ti(&,b;,ci,h,M) degeri (6.1.4) denklemindeki gibi verilsin; yani
Ti(e,bi,ci,h,M) = e DT Gy (6.1.9)

olsun. Eger p; ve v; degiskenleri sabit ise

1 bi,cih ey
im Ti(&,b;,ci,h,M) = — .
Ml—>°<> 1( ,Di,Ci, 1, ) 1+32')’i

(6.1.10)
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Ispat: 7 ya gore iki durumun géz oniine alimasi gerekir. T = /2 olan ilk durumda
2b;h

ag hi =hy =2h/M ve Ly =L =1+ M—lg ile birlikte diizgiindiir. Bu gercekler

kullanilarak 7y degeri, yeniden diizenlenilerek ve (5.3.31) denklemindeki G’ nin tam

¢oziimii kullanilarak yeniden yazilabilir.

p_Gi=Go _ M (n—r) &M (M(2bh+em) s
o & & h ‘

Her x € R igin limp;_,e0 (1 + ﬁ)M = ¢"* oldugu gercegi kullanilarak bir hesaplamayla

(b2 +4ce+b Vb2 + 468) h

i Gy — Gy e 2eVb* +4ce eYtpi
1m = — =

M=e B hV/b? +4ce Lol

1+e €

€
T= A InM olan ikinci durumda ise ag

4 e M 4 E M
Wo=—"inm hy=—(h—In~
VR R M( b"2>

ag parametreleriyle birlikte parcali diizgiindiir ve bu durumda

4p

4 M
l]:1+Mln?, 2,2:1+7—

M
li
"5

4
M M
olur. M — oo i¢in limit alinirsa

5 G — Gy eVithi
1m =—
M=o R 14 2%

elde edilir.

Lema 6.2 T>(€,b;,c;,h,M) degeri (6.1.4) denklemindeki gibi verilsin; yani
T2(8,bi,Ci,h,M):—£D7GM (6.1.11)

olsun. Eger p; ve V; degiskenleri sabit ise

e?’i*Pi

lim TQ(S,b,’,Ci,h,M) =
M—oo0
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Ispat: Lemma 6.1%in ispatindakilerle ayni akil yiiriitmeler kullanilir. T = /2 olan

durum igin yine (5.3.31) denklemindeki G' fark ¢oziimii ve hj = hj = 2h/M degeri

kullanilirsa
M/2 M- _ -MJ2

Gu—Gu (CEETATM(E e )

T &, T &h
ve buradan

(b2 Y dce —b D2 +4c8> h
im = — = — . 1.
M=o 5 hV/b? +4ce rrean )

I+e €

E
T= A InM olan diger durum i¢in bir hesapla

. Gy—Gy—1 ehi=pi
A}Ilinoo h3 T 14e? ©.1.14)

oldugunu gosterir. Bununla birlikte bunu hesaplamak i¢in sembolik bir hesap araci

kullanigh olacaktir ve bu durumda yine

. Gu—Guy—1 eli=pi
1 = — . 6.1.15
Mo ; 1+ e2% ( )

Lema 6.3 T;(&,b;,c;,h,M) degeri (6.1.4) denklemindeki gibi verilsin; yani
Xit1 .
T3(e, by, ci,h, M) = / Gldx (6.1.16)
Xi-1

olsun. Eger p; ve v; degiskenleri sabit ise

‘ 1 62}/,- — VitPi _ oYi—pi +1
A}[li)lle3(£,biaciah7M)_ci< 1+ 2% ’

(6.1.17)

ispat: (6.1.16) integralini hesaplamak icin (5.3.31) denklemindeki G’ nin tam
¢cOziimii ve yamuklar yontemi kullanilirsa

Xit1 .
G'dx. (6.1.18)

Xi+7T

Xitl Xi—1+T | Xi . Xi+T
G'dx = / G'dx+ G'dx+ / G'dx+
Xi

Xi—1 Xi—1 Xi—1+7T
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T = h/2 olan ilk durumda (6.1.18) ifadesi dikkate deger bir sekide

(ti—pi) (i —pi)
e 2 —bie+bi+ [1+e—2e 2

2¢ey;
h

Xit1 .
lim Gdx =

M=o Jx;

20,’(1—1—62}0%

seklinde sadelesir ve boylece

Xitl 1 2% LYitpi _ LYi—Pi 1
lim Gidp— — (£ —¢ ¢ 1Y)
14 e2%

M=o Jx; Ci

£
T= b InM olan diizgiin olmayan durum i¢in ortaya ¢ikan (6.1.18) ifadesi olduk¢a
uzun ve karmasiktir. Bununla birlikte, bunu hesaplamak i¢in sembolik bir hesap

aract (MATHEMATICA) kullanigli olacaktir. Bu durumda yine

Xirl . 1 2% _ oYitPi _ pYi—pi 1
lim Gidx=— ¢ ik
1+ 2

M=o Jx; Ci

Sonug 6.1 Eger p; ve Y; degiskenleri sabit ise, (6.1.5) denklemindeki o;, n; ve 6;

katsayilart (6.1.1) niimerik metodunun katsayilarina yakinsar. Yani;

lim o;(€,b;,ci,h,M) = Bp(pi,%), (6.1.19)
M—5o0
lim T’i(S,bi,Ci,h,M) = Bc(p,',}/l’), (6120)
M—so0
lim Oi(e,b,-,c,-,h,M) = BR(p,‘,%’). (6.1.21)
M—oo

Ispat: (6.1.3) denkleminden o; degiskeninin tanimi hatirlanir ve Lemma 6.2 ve

Lemma 6.3 kullanilirsa
e?’i*Pi

lim o — 1i T A}IILHW Lo e+ 1
im ;= lim — — = — = = —
M=o ' Moo € Ty € A}[lm T; & 1M+ 1—eliPi—elith
oo —
Ci 62% +1
h%c; eli—pi h? ¢ e
g eVi41—eVi—Pi—elithi g e2VitPi  ePi — i — eYiT2pi

(6.1.20) ve (6.1.21) in ispatlar1 da benzerdir fakat bunlar1 ispatlamak i¢in ayni

zamanda Lemma 6.1 de kullanilir.
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lim (T] —Tz)
. T h(Tl—TZ)_hM%oo _
L= T T lim 73 = Belpim)-
—»00

! (1—TI—T2> IR = Br(pi, )

lim 6; = lim —
13

M—so0 M—eo ¢} Ci lim 73

M—oo

Teorem 6.2 (6.1.5) fark denkleminin ¢oziimii maksimum normda (4.1.1)

probleminin tam ¢oziimiine € da diizgiin olarak yakinsar.

Ispat: (Farrell, 1982).
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7. SONUC

Bu tezde temel olarak konveksiyon-difiizyon problemi i¢in hem es uzunluklu
hem de es uzunluklu olmayan aglar iizerinde €-diizgiin olan niimerik metotlar
arastirildi. Merkezi ve sonlu geri fark metotlarinin e-diizgiin olmadiklar1 gozlendi.
Bu durum bizi e-diizgiin yakinsak olan niimerik metotlar elde etmeye sevk etti.
Buna ulagmak i¢in ya bir sabitlenmis operatdr metodu ya da bir sabitlenmis ag
metodu kullanildi. Es uzunluklu aglar iizerinde sabitlenmis operatdr metotlarinin
bir 6rnegi olarak II’in-Allen-Southwell metodunun tiiretilmesi ile baglandi ve bunun
maksimum normda diizgiin yakinsak oldugu goriildii. Ancak bu, problemin tam
¢Oziimiinii temel aldigindan, tam ¢oziimii temel almayan bir €-diizgiin metot elde
etmek icin diger diisiinceler iizerinde calisilmaya baslandi. Boylece sabitlenmis ag
metotlarinin bir 6rnedi olarak bir metot elde edebilmek icin, basitligi dolayisiyla
Shishkin agi kullanildi. Besinci boliimde bagka bir amag olarak daha etkin bir
metot gelistirebilmek icin problem iki durumda ele alind1. Ilk olarak, diizenli verili
bir problem ele alind1 ve Shishkin ag1 lizerinde geri operatorii kullanan sonuctaki
metodun €e-diizgiin oldugu kanitlandi. Sonra diizensiz veriye sahip bir problem
tizerinde caligildi ve yine Shishkin agi kullanildi. Bu metot i¢in bir &-diizgiin hata
tahmini verildi. Her bir metot i¢in teorik bulgularin niimerik sonuclarla uyumlu
olduklar1 gozlendi. Ayrica Onerilen metodun, gercek coziime € da diizgiin olarak

yakindig1 da ispatlandi.



49

KAYNAKLAR

El-Mistikawy, T.M., Werle, M.J. 1978. Numerical method for boundary layers
with blowing-The exponential box scheme. AIAA J., 16: 749-751.

Farrell, P.A. 1982. Sufficient Conditions for the Uniform Convergence of
Difference Schemes for Singularly Perturbed Turning and
Non-turning Point Problems. Computational and Asymptotic
Methods for Boundary and Interior Layers, Boole Press, 230-235.

Hegarty, P.A., Miller, J.J.H., O’Rioddan, E. 1980. Sufficient Conditions for the
Uniform Second Order Difference Schemes for Singular Perturation
Problems. In J. J. H. Miller editor, BAIL II-Proceedings, Boole Press,
pp- 301-305.

I’'in, A.M. 1969. Differencing scheme for a partial differential equation with a
small parameter affecting the highest derivative. Math. Notes, 6:
pp. 596-602.

Linss, T. 2002. Finite Difference Schemes for Convection Difffusion Problems
with a Concentrated Source and a Discontinuous Convection Field.
Comp. Math. in Appl. Math., 2: pp. 41-49.

Marchuk, G.I. 1977. Methods of Numerical Mathematics. Springer, Berlin.

Miller, J., O’Riordan, E., Shiskin, G. 1996. Fitted Numerical Methods for
Singularly Perturbed Problems. World Scientific, Singapore.

Neslitiirk, A.L. Preprint. A fully discrete €—uniform method for singular
perturbation problems on equidistant meshes.

O’Malley, Jr, R.E. 1991. Singular Perturbation Methods for Ordinary Differential
Equations. Springer-Verlag, Newyork.

O’Riordan, E., Stynes, G. 1986. An Analysis of Some of a superconvergence
result for a Singularly Perturbed boundary value problem.
Math.Comput., 46: pp. 81-92.

Roos, H.G., Stynes, M., Tobiska, L. 1996. Numerical Methods for Singularly
Perturbed Differential Equations. Springer Verlag, Berlin.



50

Shishkin, G.I. 1988. A Difference Scheme for Singularly Perturbed Equation of
Parabolic Type with a Discontinuous Initial Condition. Soviet Math.
Dokl., 37: pp. 792-796.

Shishkin, G.I. 1990. Grid approximation of singularly perturbed elliptic and
parabolic equations. Second Doctoral Thesis, Keldysh Institute,
Moscow, (In Russian).



OZ GECMIS
KIiSISEL BILGILER
Adi Soyadi : Mehmet Ekici
Dogum Yeri ve Tarihi : Kirsehir, 01.07.1983
EGITIM DURUMU
Lisans Ogrenimi . Celal Bayar Universitesi
Fen-Edebiyat Fak., Matematik Bol.
Yiiksek Lisans Ogrenimi . Adnan Menderes Universitesi
Fen-Edebiyat Fak., Matematik Bol.
Bildigi Yabanci Diller . Ingilizce
BILIMSEL FAALIYETLERI
a) Yayinlar
-SCI
-Diger
b) Bildiriler
-Uluslararasi
-Ulusal
¢) Katldig1 Projeler
IS DENEYIMI

Calistigr Kurumlar ve Yil

ILETiSIM
E-posta Adresi :  ekici-m@ hotmail.com
Tarih :30.07.2010

51



