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ÖZET

DİJİTAL KOHOMOLOJİ GRUPLARI

Gülseli BURAK

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dalı
Tez Danışmanı: Prof. Dr. Hatice KANDAMAR
2. Tez Danışmanı: Prof. Dr.İsmet KARACA

2014, 121 sayfa

Bu çalışma dijital görüntülerin simpleksler relatif kohomoloji gruplarını ta-
nımlayarak çeşitli uygulamalarını göstermek amacıyla ele alınmıştır. Öncelikle
dijital homotopi, homoloji ve kohomoloji gruplarının tanımları ve bunlarla ilgili
uygulamalar verilmiştir. Sonra bunların yardımıyla simpleksler relatif kohomoloji
grupları tanımlanmış ve bir dijital görüntünün kohomoloji grubu hesaplanmıştır.
Daha sonra dijital görüntüler için cup çarpımı tanımlanarak bununla ilgili
özellikler ifade edilmiştir. Bunun sonucu olarak dijitalkohomoloji üzerinde halka
yapısının oldŭgu belirlenmiştir. Ayrıca dijital görüntülerin kohomoloji halkasının
hesaplanması için bir method belirlenmiş ve dijital kohomoloji halkasının
belirlenmesiyle ilgili çeşitli örnekler verilmiştir.

Anahtar Sözcükler
Dijital simpleksler homoloji grupları, dijital simpleksler kohomoloji grupları,
dijital cup çarpımı, dijital kohomoloji halkası
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ABSTRACT

DIGITAL COHOMOLOGY GROUPS

Gülseli BURAK

Ph.D. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Hatice KANDAMAR
2nd Supervisor: Prof.̇Ismet KARACA

2014, 121 pages

The goal of this study is to define simplicial relative cohomology groups of digital
images and to give some examples. First of all we study the notions of digital
homotopy, homology and cohomology and their applications.Then simplicial
relative cohomology groups are defined and cohomology groups of some digital
images are calculated. Hence simplicial cup product for digital images is defined
and their properties are given. As a result of this the ring structure is determined on
digital cohomology. Furthermore a method for computing thecohomology ring of
digital images is given and some examples concerned determination cohomology
ring of digital images are given.

Key Words
Digital simplicial homology group, digital simplicial cohomology group, digital
cup product,digital cohomology ring
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BİL İMSEL ETİK B İLD İRİM SAYFASI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . v
ÖZET . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . vii
ABSTRACT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ix
ÖNSÖZ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xi
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SİMGELER D İZ İN İ
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Cq,κ(X) X dijital görüntüsündeq-boyutlu simpleksler eşzincir grubu

δq q-boyutlu eşsınır operatörü

Zq,κ(X) Dijital simplekslerq-eşdevirlerin grubu
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Şekil 3.4 MSS18 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
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1. GİR İŞ

Dijital görüntü analizinin önemi teknolojik gelişmelerle birlikte oldukça artmıştır.

Görüntü analizinin endüstride, tıpta ve çevre bilimleri gibi pek çok alanda

uygulaması vardır. Topolojik invaryantlar, dijital görüntü analizinde ve bilgisayar

grafiklerinde son derece kullanışlı olduğundan topoloji metodlarından yararlanarak

dijital topoloji inşa edilmiştir. Dijital topoloji, topoloji kavramlarının görüntü

dizilerine uygulanması olarak tanımlanabilir.

Dijital topoloji kavramı 1960 ların sonlarında, Rosenfeld[25] tarafından ortaya

atılmıştır. Başlangıçta dijital topoloji çalışmalarıtopolojik kavramlardan çok graf

teorisi üzerinde ilerlemiştir. 1980 lerin sonunda V. Kovalevsky, dijital topolojiyi

Alexandroff teorisinin bir parçası olarak ele almıştır. Dijital topolojiye üçüncü

yaklaşım 1980 lerde Khalimsky tarafından getirilmiştir. Khalimsky topolojisi,

aynı dijital görüntü üzerinde farklı yakınlık bağıntılarının kullanılmasına olanak

săglamıştır.

Diskret nesneler üzerinde dijital temel grup kavramı Kong [21] tarafından

tanımlanmıştır. Boxer klasik cebirsel topoloji metodlarının, dijital temel grubun

inşasında kullanılabileceğini göstermiştir. Cebirsel topolojide homotopi gruplarının

hesaplanmasında örtülü uzaylar önemli rol oynadığından Boxer [6] dijital örtülü

uzay tanımını vermiştir. Han [15] dijital kapalı yüzeylerin băglantılı toplamlarının

dijital temel grubunu ve Euler karakteristiğini hesaplamaya çalışmış ve bu konuyla

ilgili önemli örnekler vermiştir. Dijital temel grup çalışmalarının görüntü analizine

önemli katkıları olmuştur.

Karaca, Arslan ve Öztel [1] digital görüntülerde simpleksler homoloji grubunu

inşa ederek, MSS18 basit kapalı yüzeyinin simpleksler homoloji grubunu

hesaplamışlardır. Karaca ve Ege [9] dijital görüntülerinsimpleksler kohomoloji

gruplarını ve dijital cup çarpımını tanımlayarak dijital simpleksler kohomoloji

için Eilenberg-Steenrod aksiyomlarıyla ilgili önemli sonuçlara ulaşmışlardır.
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Karaca ve Ege [20] iki boyutlu dijital görüntülerin simpleksler homoloji gruplarını

ele almışlardır. Bu çalışmada boştan farklı veκ-băglantılı X ⊂ Z sınırlı dijital

görüntünün bir boyutlu homoloji grubunun aşikar grup olduğunu göstermişlerdir.

Ege ve Karaca [10] dijital görüntülerin simpleksler homoloji gruplarının

karakteristik özelliklerini ve dijital görüntülerin simpleksler homoloji grupları için

Eilenberg-Steenrod aksiyomlarını incelemişlerdir. Lefschetz Sabit Nokta teoremi,

farklı topolojik uzaylar için sabit nokta teoremlerini genelleştirdĭginden Ege ve

Karaca [11] dijital görüntüler için de Lefschetz Sabit Nokta teoremini ele alarak

sabit nokta özellikleriyle ilgili çeşitli örnekler vermişlerdir.

Gonzalez-Diaz ve Real [12] kohomoloji halkaları ile ilgiliçalışmalar yapmışlardır.

3-boyutlu kübik komplekslerin kohomoloji halkalarının hesaplanmasıyla ilgili

formüller Gonzalez-Diaz, Jimenez ve Medrano [13] tarafından geliştirilmiştir.

Gonzalez-Diaz, Lamar ve Umble [14] ise kübik komplekslere homeomorfik

hücresel kompleksler elde ederek kohomoloji halkalarınınhesaplanmasını

basitleştirmeye çalışmışlardır.

Kaczynski ve Mrozek [19] kübik komplekslerin kohomoloji halka algoritmasını

oluşturmak için cup çarpımı hesaplama yöntemi geliştirmişlerdir. Bu yöntem

kohomoloji halkalarının inşasında cebirsel hesaplamaları hızlandırmıştır.

Demir ve Karaca [8] çeşitli dijital basit kapalı yüzeylerin băglantılı toplamlarının

simpleksler homoloji gruplarını hesaplamışlardır.

Biz bu çalışmada simpleksler kohomoloji halkasının hesaplanması için bir method

geliştirdik ve MSS′18, MSS18 ve MSS′6 gibi minimal basit kapalı yüzeylerin

dijital kohomoloji grubunu hesaplayarak,MSS′18 ve MSS18 in dijital kohomoloji

halkasını belirledik.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Z tamsayılar kümesi olmak üzereZn, n-boyutlu Euclid uzayında kafes

noktalarının kümesidir. Bir dijital görüntü ikilisi, bir yakınlık băgıntısı ile Z
n

nin sonlu alt kümesinden oluşur. Dijital görüntü araştırmalarında çeşitli yakınlık

băgıntıları kullanıldı̆gından yakınlık băgıntısını tanımlayalım.

Tanım 2.1 [2] 1 < l < n olmak üzere pozitifl tam sayısı ve

p = (p1, ...., pn), q = (q1, ...,qn) ∈ Z
n

ayrık iki nokta için aşăgıdaki özellikler săglanıyorsap ve q ya κl-yakın denir;

• |pi − qi|= 1 olacak şekilde en çokl tanei indisi vardır.

• |pj − qj| 6= 1 olacak şekilde dĭger tümj indisleri için pj = qj.

Buna göreκl, verilen birp ∈Z
n noktasına yakın olanp ∈Z

n noktalarının sayısını

gösterir. Tanım 2.1 denZ, Z
2 ve Z

3 de yakınlıkları şu şekilde ifade edilebilir:

• Z de ayrıkp ve q noktaları|p− q| = 1 ise bu noktalara2-yakındır denir.

• Z
2 de ayrık p ve q noktaları, her bir koordinatında en fazla 1 farklı ise bu

noktalara8-yakındır denir.

• Z
2 de ayrıkp ve q noktaları8-yakın ve sadece bir koordinatında farklı ise bu

noktalara4-yakındır denir.

• Z
3 de ayrık p ve q noktaları, her bir koordinatında en fazla 1 farklı ise bu

noktalara26-yakındır denir.

• Z
3 de p ve q noktaları 26-yakın ve en fazla iki koordinatında farklı ise bu

noktalara18-yakındır denir.
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• Z
3 de p ve q noktaları 18-yakın ve sadece bir koordinatında farklı ise bu

noktalara6-yakındır denir.

• κ ∈ {2,4,8,6,18,26} olsun. Bir p latis noktasınınκ-komşulŭgu p ye κ-yakın

olan noktalardan oluşur.

p

Şekil 2.1. 2-yakın

p p

Şekil 2.2. 4-yakın ve 8-yakın

Şekil 2.3. 6-yakın, 18-yakın ve 26-yakın

Tanım 2.2 [2] κ, Z
n üzerinde bir yakınlık băgıntısı olsun.X ⊂ Z

n dijital

görüntüsününκ-băglantılı olması için gerek ve yeter şart herx,y ∈ X farklı

noktaları içinX in noktalarının birx0, x1, ..., xr kümesi vardır öyle kix = x0, y = xr

ve i = 0,1, ...,r − 1 için xi ve xi+1, κ-komşudur. BirX dijital görüntüsünün bir

κ-bileşeniX in en büyükκ-băglantılı alt kümesidir.



5

Örnek 2.3 X ⊂Z
2 kümesi

X = {x0 = (0,0), x1 = (1,1), x2 = (2,0), x3 = (3,1)}

olsun.X dijital görüntüsündei = 0,1,2 için xi ve xi+1, 8-komşu oldŭgundanX,

8-băglantılı bir kümedir.

Tanım 2.4 a,b ∈ Z ve a < b olsun.

[a,b]Z = {z ∈ Z|a ≤ z≤ b}

kümesine bir dijital aralık denir.

Tanım 2.5 [15] p ∈ Z
n noktasınaκ-yakın olan noktaların kümesinep nin

κ-komşulŭgu denir. (X,κ) ⊂ Z
n dijital görüntüsü veε ∈ N olsun. x0 ∈ X in

ε yarıçaplıκ-komşulŭgu, lκ(x0, x), x0 dan x e en kısa basitκ-yolunun uzunlŭgu

olmak üzere;

Nκ(x0, ε) = {x ∈ X | lκ(x0, x) ≤ ε} ∪ {x0}

şeklinde tanımlanır.

Örnek 2.6 X ⊂Z
2 kümesi

X = {x0 = (1,1), x1 = (2,1), x2 = (3,2), x3 = (3,0), x4 = (4,0)}

olsun. X dijital görüntüsündex1 e 4-yakın olan sadecex0 olduğundan x1 in

4-komşulŭgundax0 vardır. x1 in 8-komşulŭgunda bulunan noktalar isex0, x2 ve

x3 dür.

Tanım 2.7 [2] X⊂Z
n0 , κ0-yakınlıklı veY⊂Z

n1 , κ1-yakınlıklı dijital görüntüler

olsun.X in herκ0-băglantılı U alt kümesi içinf (U), Y nin κ1-băglantılı alt kümesi

ise f : X→ Y fonksiyonu(κ0,κ1)-süreklidir denir.
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Örnek 2.8 X ⊂Z veY ⊂Z
2 kümeleri sırasıyla

X = {x0 = 1, x1 = 2, x2 = 3, x3 = 4},

Y = {y0 = (0,0),y1 = (1,1),y2 = (2,0),y3 = (3,1)}

olsun. f : X→Y fonksiyonui = 0,1,2,3 için f (xi) = yi şeklinde tanımlansın.X in

her2-băglantılı U alt kümesi içinf (U), Y nin 8-băglantılı alt kümesi oldŭgundan

f : X→ Y fonksiyonu(2,8)-süreklidir.

Önerme 2.9 [3] X ⊂ Z
n0 , κ0-yakınlıklı ve Y ⊂ Z

n1 , κ1-yakınlıklı dijital

görüntüler olsun.f : X → Y fonksiyonunun(κ0,κ1)-sürekli olması için gerek ve

yeter şartX in her κ0-yakın{x0, x1} noktaları için f (x0) = f (x1) veya f (x0) ve

f (x1), Y deκ1-yakındır.

İspat: f : X→ Y, (κ0,κ1)-sürekli oldŭgundaX in κ0-băglantılı {x0, x1} alt kümesi

için { f (x0), f (x1)} Y nin κ1-băglantılı alt kümesidir. Yanif (x0) ile f (x1) Y de

κ1-yakındır veyaf (x0) = f (x1) dir.

Tersine κ0-yakın x0, x1 ∈ X noktaları için yani X in κ0-băglantılı {x0, x1}

alt kümesi için f (x0) = f (x1) veya f (x0) ve f (x1), Y de κ1-yakın ise

{ f (x0), f (x1)} Y nin κ1-băglantılı alt kümesidir. Bu durumdaf : X → Y

fonksiyonu(κ0,κ1)-süreklidir. �

Örnĕgin, κ, Y dijital görüntüsü üzerinde bir yakınlık bağıntısı olsun.f : [a,b]Z→Y

fonksiyonunun(2,κ)-sürekli olması için gerek ve yeter şart herc, c + 1 ∈ [a,b]Z

için f (c) = f (c + 1) veya f (c) ile f (c + 1) in Y deκ-yakın olmasıdır.

X ⊂Z
n0 , κ0-yakınlıklı veY ⊂Z

n1 , κ1-yakınlıklı dijital görüntüler olsun.

f : X → Y fonksiyonu (κ0,κ1)-sürekli ve bijektif, f−1 : Y → X fonksiyonu

(κ1,κ0)-sürekli ise f fonksiyonuna(κ0,κ1)-izomorfizm denir [1] veX ≈(κ0,κ1) Y

şeklinde gösterilir.
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2.1. Dijital Homotopi

Tanım 2.10 [2] X ⊂Z
n0 , κ0-yakınlıklı, Y ⊂Z

n1 , κ1-yakınlıklı dijital görüntüler

ve f , g : X → Y fonksiyonu (κ0,κ1)-sürekli fonksiyonlar olsun. Pozitif birm

tamsayısı ve aşağıdaki özellikleri săglayanH : X× [0,m]Z→Y fonksiyonu varsa,

f ve g fonksiyonlarınaY de dijital (κ0,κ1)-homotopik fonksiyonlar denir.

• ∀x ∈ X için H(x, 0) = f (x) ve H(x,m) = g(x),

• ∀x ∈ X için

Hx : [0,m]Z→ Y

t→ Hx(t) = H(x, t),

şeklinde tanımlananHx indirgenmiş fonksiyonu(2,κ1)-süreklidir.

• ∀t ∈ [0,m]Z için

Ht : X→ Y

x→ Ht(x) = H(x, t),

şeklinde tanımlananHt indirgenmiş fonksiyonu(κ0,κ1)-süreklidir.

Burada H fonksiyonuna f ve g arasında dijital(κ0,κ1)-homotopi fonksiyonu

denir.

f ve g fonksiyonlarınınY de dijital (κ0,κ1)-homotopik oldŭgunu göstermek için

f ≃(κ0,κ1) g

notasyonunu kullanılır.

X ⊂Z
n0 , κ0-yakınlıklı veY ⊂Z

n1 , κ1-yakınlıklı dijital görüntüler olsun.

f : X→ Y (κ0,κ1)-sürekli fonksiyonu için
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g ◦ f ≃(κ0,κ0) 1X ve f ◦ g ≃(κ1,κ1) 1Y

olacak şekildeg : Y → X, (κ1,κ0)-sürekli fonksiyonu varsaf fonksiyonuna

(κ0,κ1)-homotopi denklik denir [4]. X ve Y dijital görüntüleri aynı

(κ0,κ1)-homotopi tipine sahiptir veX ile Y, (κ0,κ1)-homotopi denktir denir [4].

Lemma 2.11 [2] Dijital (κ0,κ1)-homotopi, dijital sürekli fonksiyonlar arasında

bir denklik bağıntısıdır.

İspat: Dijital homotopinin yansıma, simetri ve geçişme özelliklerini săgladı̆gını

göstermeliyiz.

• Her (κ0,κ1)-sürekli f : X→ Y fonksiyonu ve her pozitifm tamsayısı için,

H : X × [0,m]Z → Y fonksiyonunu her(x, t) ∈ X × [0,m]Z için

H(x, t) = f (x)

şeklinde tanımlandığında f den f ye dijital (κ0,κ1)-homotopi olur. O halde

dijital homotopi yansıma özelliğini săglar.

• H : X × [0,m]Z → Y fonksiyonu f den g ye dijital (κ0,κ1)-homotopi olsun.

G : X × [0,m]Z→ Y fonksiyonunu her(x, t) ∈ X × [0,m]Z için

G(x, t) = H(x,m− t)

şeklinde tanımlanırsag den f ye dijital (κ0,κ1)-homotopi olur. Böylece dijital

homotopinin simetri özellĭgini săgladı̆gı görülür.

• H : X × [0,m]Z → Y fonksiyonu f deng ye dijital (κ0,κ1)-homotopi ve

G : X × [0,m0]Z→ Y fonksiyonug denh a dijital (κ0,κ1)-homotopi olsun.

F : X × [0,m + m0]Z→ Y fonksiyonu

F(x, t) =
{

H(x, t), (x, t) ∈ X × [0,m]Z
G(g(x), t−m), (x, t) ∈ X × [m,m + m0]Z
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şeklinde tanımlandığında f denh a dijital (κ0,κ1)-homotopi olur. Bu durumda

dijital homotopi geçişme özelliğini săglar. �

Tanım 2.12 [2] f : X → Y dijital sürekli fonksiyonuY de bir sabit fonksiyona

dijital homotopik isef fonksiyonunaY de dijital nulhomotopik denir.

Tanım 2.13 [2] Bir X dijital görüntüsü içinI : X → X birim dönüşümü dijital

nulhomotopik iseX e dijital büzülebilirdir denir.

Örnek 2.14 [2] X ⊂Z
2 kümesi

X = {(1,0), (0,1), (−1,0), (0,−1)}

8-büzülebilirdir. H : X × [0,2]Z → X homotopi fonksiyonunu şu şekilde

tanımlayalım:

• Her p ∈ X için H(p, 0) = p;

• H((1,0), 1) = H((0,−1), 1) = (1,0), H((0,1), 1) = H((−1,0), 1) = (0,1);

• Her p ∈ X için H(p, 2) = (1,0).

Tanım 2.15 [3] X dijital görüntüsü vex0 ∈ X için (X, x0) ikilisine noktalı dijital

görüntü denir.f : (X, x0)→ (Y,y0) dijital sürekli fonksiyonu f (x0) = y0 şartını

săglıyorsa f fonksiyonuna noktalı dijital sürekli fonksiyon denir.

Tanım 2.16 [3] f ve g, (X, x0) dan (Y,y0) a tanımlı noktalı dijital sürekli

fonksiyonlar veH, f ile g arasında dijital(κ0,κ1)-homotopi olsun. Hert ∈ [0,m]Z

için H(x0, t) = y0 iseH a (κ0,κ1)-noktalı dijital homotopi denir.

Tanım 2.17 [6] f , g : [0,m0]Z→ Y, (2,κ)-sürekli fonksiyonları arasında

H : [0,m0]Z × [0,m1]Z → Y, (2,κ)-homotopi fonksiyonu hert ∈ [0,m1]Z için

H(0, t) = f (0) = g(0) ve H(m0, t) = f (m0) = g(m0) ise H a uç noktaları sabit

tutan homotopi denir.
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2.2. Basit Kapalı Eğriler

Tanım 2.18 [3] X ⊂ Z
n, κ-yakınlıklı bir dijital görüntü olsun. Birm > 3

tamsayısı vef : [0,m− 1]Z→ X, (2,κ)-sürekli fonksiyonu için

• f bire-bir ve örten,

• f (0) ve f (m− 1), κ-yakın,

• Her t ∈ [0,m− 1]Z için f ([0,m − 1]Z) de f (t) nin κ-komşulukları sadece

f ((t− 1)modm) ve f ((t + 1)modm)

koşulları săglanıyorsaX e dijital basit kapalıκ-eğri denir.

Örnek 2.19 X ⊂Z
2 kümesi

X = {(1,0), (0,1), (−1,0), (0,−1)}

olsun. f : [0,3]Z → X fonksiyonu f (0) = (1,0), f (1) = (0,1), f (2) = (−1,0),

f (3) = (0,−1) şeklinde tanımlansın. Bu fonksiyon(2,8)-süreklidir ve basit kapalı

eğri koşullarını săglar.

Şekil 2.4. MSC4, MSC′8 ve MSC8

MSC4, MSC′8 ve MSC8, Z
2 de minimal basit kapalı ĕgrilerdir.
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Tanım 2.20 [15] c∗ = (x0, x1, ..., xn), Z
2 de kapalıκ-eğri olsun. c∗ ın Z

2 de

tümleyeni olanc∗ nın bir x noktası,c∗ nın sınırlı κ-băglantılı bileşenine aitsec∗

ın iç noktasıdır denir.Int(c∗) ile gösterilir.

Bir dijital görüntü ayrık noktalardan oluştuğu için dijital görüntünün kapanışı

kendisine eşittir. YaniA dijital görüntüsü içinA nın kapanışınıA ile gösterilirse

A = A dır.

MSC∗4 , MSC′∗8 ve MSC∗8 dijital görüntüleri, kapalıκ-yüzeylerin dijital băglantılı

toplamını tanımlarken önemli rol oynayacaktır:

• MSC∗4 = MSC4 ∪ Int(MSC4)

• MSC′∗8 = MSC′8 ∪ Int(MSC′8)

• MSC∗8 = MSC8 ∪ Int(MSC8)

(X,κ) ⊂ Z
n bir dijital görüntü olsun.x,y,z ∈ X ve y ile z birbirlerine κ-yakın

olsun.x noktası sadecey ve z noktalarınaκ-yakın isex noktasınaκ-köşe noktası

denir [15]. y ve z, κ-köşe noktaları dĕgil ve x noktasıy ve z nin her ikisine de

κ-yakın olan tek nokta isex, κ-köşe noktasına basittir denir.X dijital görüntüsünün

tüm basit κ-köşeleri çıkarıldı̆gında bir basit kapalıκ-eğri elde ediliyorsaX e

genelleştirilmiş basit kapalıκ-eğri denir [15].

Örnek 2.21 MSC4 basit kapalı4-eğrisini ele alalım.

p6 p7

p0

p1p2

p5

p4

p3

Şekil 2.5. MSC4
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• {p1, p3, p5, p7} ⊂ MSC4 kümesinin her bir elemanı basit8-köşe noktasıdır.

• Bu noktalar çıkarıldı̆gında MSC′8 basit kapalı 8-eğrisi elde edilir. MSC4

genelleştirilmiş basit kapalı8-eğridir.

2.3. Dijital Kapalı Yüzey

Tanım 2.22 [16] (X,κ) ⊂ Z
n, n ≥ 3 için dijital görüntü veX = Z

n − X olsun.

Aşăgıdaki koşullar săglanıyorsaX e kapalıκ-yüzey denir.

1. (κ,κ) ∈ {(κ, 2n), (2n, 3n − 1)} ve κ 6= 3n − 2n − 1 için;

• Her x ∈ X için |X|x = N26(x, 1)− {x} kümesix e κ-yakın olan bir tane

eleman içerir.

• |X|x, x e κ-yakın iki taneκ bileşene sahiptir. (Bu bileşenleriCxx ve Dxx

ile gösterelim.)

• Her y ∈ Nκ ∩ X için Nκ ∩ Cxx 6= ∅ ve Nκ ∩ Dxx 6=∅ dir.

Ayrıca X kapalıκ-yüzeyi için,X basitκ-noktaya sahip dĕgil ise X e basit kapalı

κ-yüzey denir.

2. (κ,κ) = (3n − 2n − 1,2n) için;

• X, κ-băglantılıdır.

• Her x ∈ X için |X|x genelleştirilmiş basit kapalı eğridir.

Ayrıca |X|x basit kapalıκ-eğri iseX e basit kapalıκ-yüzey denir.

Örnek 2.23 MSS18 ve MSS′18 minimal basit kapalı18-yüzeylerdir.

Tanım 2.24 [15] n0,n1≥ 3 için Sκ0 , Z
n0 da kapalı birκ0-yüzey,Aκ0 − A′κ0

⊂ Sκ0

ve Sκ1 , Z
n1 de kapalı birκ1-yüzey olsun. Burada
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Şekil 2.6. MSS′18 ve MSS18

Aκ0 ≈(κ0,8).h MSC∗8 , Aκ0 ≈(κ0,4).h MSC∗4 veya Aκ0 ≈(κ0,8).h MSC′∗8

ve ayrıca,

A′κ0
≈(κ0,8).h Int(MSC∗8), A′κ0

≈(κ0,4).h Int(MSC∗4) veya

A′κ0
≈(κ0,8).h Int(MSC′∗8 )

dır. f : Aκ0 → f (Aκ0) ⊂ S′κ1
bir (κ0,κ1)-izomorfizm olmak üzere

S′κ1
= Sκ1 − f (A′κ0

) ve S′κ0
= Sκ0 − A′κ0

dır. S′κ0
∪ S′κ1

ayrık birleşimi üzerinde,i : Aκ0 − A′κ0
→ S′κ0

dönüşümü kapsama

dönüşümü olsun.Sκ0 dan A′κ0
nün çıkarılmasıyla veAκ0 − A′κ0

ile f (Aκ0 − A′κ0
)

nün denklĭginden aşăgıdaki gibi tanımlanan birS′κ0
∪ S′κ1

/ ∼ bölüm uzayı elde

edilir:

x ∈ Aκ0 − A′κ0
için i(x) ∼ f (x) = y ∈ S′κ1

denklik sınıflarının kümesine bağlantılı toplam denir veSκ0♯Sκ1 ile gösterilir.

Örnek 2.25 MSS18♯MSS18 băglantılı toplamını ele alalım.

2.4. Dijital Kapalı Yollar

Tanım 2.26 [3] Bir X dijital görüntüsünde dijitalκ-yol f : [0,m]Z → X,

(2,κ)-sürekli fonksiyonudur. Ayrıcaf (0) = f (m) ise f e dijital κ-kapalı yol (loop)

ve f (0) a daf kapalı yolunun baz noktası denir.f sabit fonksiyonsaf dönüşümüne

aşikar kapalı yol denir.
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c3

c2c1

c0

c6 c7

c4c5

c9 c8
p0

p1p2

p3

p7 p6

p5p4

p8 p9

c11

c3

c5

c10

c4

c2c1

c0

c8 c9

c6c7

c13 c12

Şekil 2.7. MSS18♯MSS18

Örnek 2.27 K, [0,1]3
Z

birim küpü veX = K \ {(0,0,0), (1,1,1)} olsun.

f : [0,6]Z→X fonksiyonu f (0)= f (6)=(1,0,0), f (1)=(1,1,0), f (2)=(0,1,0),

f (3)=(0,1,1), f (4)=(0,0,1), f (5)=(1,0,1) şeklinde tanımlansın.f bir kapalı

yoldur.

X de f ve g dijital κ-yolları için f in bittiği yerdeg başlasın; yanif : [0,m1]Z→ X

ve g : [0,m2]Z → X dijital yolları için f (m1) = g(0) olsun. Bu durumdaf ve g

nin çarpımı olan( f ∗ g) : [0,m1 + m2]Z→ X fonksiyonu

( f ∗ g)(t) =

{
f (t), t ∈ [0,m1]Z

g(t−m1), t ∈ [m1,m1 + m2]Z

şeklinde tanımlanır [3].

Tanım 2.28 [3] m1 ≤ m2 olmak üzeref : [0,m1]Z → X kapalı yolunun aşikar

genişlemesi

f ′(t) =

{
f (t), 0≤ t≤ m1

f (m1), m1 ≤ t≤ m2

şeklinde tanımlananf ′ : [0,m2]Z→ X fonksiyonudur.
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Tanım 2.29 [6] Aynı p ∈ X baz noktalı f0, f1 dijital kapalı yollarının aşikar

genişlemeleri arasında uç noktaları sabit tutan birH homotopisi varsaf0 ve f1

dijital kapalı yolları aynı[ f ]X kapalı yol sınıfına aittir denir.

Önerme 2.30 [3] f1, f2, g1, g2, (X, x0) noktalı dijital görüntüsünde dijital kapalı

yollar olsun. f2 ∈ [ f1]X veg2 ∈ [g1]X ise f2 ∗ g2 ∈ [ f1 ∗ g1]X dir.

İspat: f2 ∈ [ f1]X olduğundan f1 ile f2 nin sırasıyla f ′1, f ′2 : [0,m]Z → X aşikar

genişlemeleri arasında bir noktalıF : [0,m]Z × [0, p]Z → X homotopisi vardır.

Benzer şekildeg2 ∈ [g1]X olduğundang1 ile g2 nin sırasıylag′1, g′2 : [0,m′]Z→ X

aşikar genişlemeleri arasında bir noktalıG : [0,m′]Z × [0,q]Z → X homotopisi

vardır.H : [0,m + m′]Z × [0, p + q]Z→ X homotopisini

H(s, t) =





f ′1(s), s ∈ [0,m]Z, t ∈ [0, p]Z
g′1(s−m), s ∈ [m,m + m′]Z, t ∈ [0, p]Z

f ′2(s), s ∈ [0,m]Z, t ∈ [p, p + q]Z
g′2(s−m), s ∈ [m,m + m′]Z, t ∈ [p, p + q]Z

şeklinde tanımlayalım.f ′1, g′1, f ′2 ve g′2 dijital sürekli oldŭgundanH da dijital

süreklidir.

H(s, 0) = ( f ′1 ∗ g′1)(s) =

{
f ′1(s), s ∈ [0,m]Z

g′1(s−m), s ∈ [m,m + m′]Z

ve

H(s, p + q) = ( f ′2 ∗ g′2)(s) =

{
f ′2(s), s ∈ [0,m]Z

g′2(s−m), s ∈ [m,m + m′]Z

olduğundanH, f ′1 ∗ g′1 ile f ′2 ∗ g′2 arasında bir noktalı homotopidir. Bu durumda

f2 ∗ g2 ∈ [ f1 ∗ g1]X dir. �

2.5. Dijital Temel Grup

Bir X dijital görüntüsündex0 baz noktalı[ f ]X κ-kapalı yol sınıflarının kümesi

Πκ
1(X, x0) olsun.

Önerme 2.30 dan,
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[ f ]X .[g]X = [ f ∗ g]X

şeklinde tanımlanan çarpma işlemiΠκ
1(X, x0) üzerinde iyi tanımlıdır.

Lemma 2.31 [3] ’.’ çarpma işlemi Πκ
1(X, x0) üzerinde birleşmelidir.

İspat: f1, f2, f3, (X, x0) noktalı dijital görüntüsünde dijital kapalı yollar olsun.

i ∈ {1,2,3} için fi : [0,mi]Z→X olsun. Bu durumda( f ′1 ∗ f ′2) ∗ f ′3 ve f ′1 ∗ ( f ′2 ∗ f ′3)

çarpımlarının her biri

F(t) =





f ′1(t), 0≤ t≤ m1

f ′2(t−m1), m1 ≤ t≤ m1 + m2

f ′3(t−m1 −m2), m1 + m2 ≤ t ≤ m1 + m2 + m3

şeklinde tanımlananF : [0,m1 + m2 + m3]Z→ X yoluna eşittir. Böylece

([ f1]X.[ f2]X).[ f3]X = [ f1 ∗ f2]X .[ f3]X = [( f ′1 ∗ f ′2) ∗ f ′3]X

= [ f ′1 ∗ ( f ′2 ∗ f ′3)]X = [ f ′1]X.[ f ′2 ∗ f ′3]X

= [ f ′1]X .([ f ′2]X .[ f ′3]X)

olur. �

Lemma 2.32 [3] (X, x0) noktalı dijital görüntü, x0 : [0,m]Z → X, görüntüsü

{x0} olan bir aşikar kapalı yol olsun. Bu durumda[x0]X, Πκ
1(X, x0) ın birim

elemanıdır.

İspat: [ f ]X ∈Πκ
1(X, x0) sınıfındanf : [0,m′]Z→ X dönüşümünü alalım.

( f ∗ x0)(t) =

{
f (t), t ∈ [0,m′]Z

x0(t−m′), t ∈ [m′,m′ + m]Z

=

{
f (t), t ∈ [0,m′]Z
x0, t ∈ [m′,m′ + m]Z

(x0 ∗ f )(t) =

{
x0(t), t ∈ [0,m]Z

f (t−m), t ∈ [m,m + m′]Z

=

{
x0, t ∈ [0,m]Z

f (t−m), t ∈ [m,m + m′]Z
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f ∗ x0 ve x0 ∗ f , f in aşikar genişlemeleridir. Bu durumdaf ∗ x0 ve x0 ∗ f aynı

kapalı yol sınıfına aittir. Böylece[x0]X, Πκ
1(X, x0) ın birim elemanıdır. �

Lemma 2.33 [3] f : [0,m]Z → X, Πκ
1(X, x0) ın bir elemanı ise

g(t) = f (m− t), t ∈ [0,m]Z

şeklinde tanımlanang : [0,m]Z→ X fonksiyonuΠκ
1(X, x0) da [ f ]−1

X in elemanıdır.

İspat: f ∗ g ve g ∗ f fonksiyonlarının her birinin görüntüsü{x0} olan

x0 : [0,2m]Z → X sabit fonksiyonu ile aynı kapalı yol sınıfına ait olduğunu

göstermeliyiz.f ∗ g : [0,2m]Z → X kapalı yolu

( f ∗ g)(t) =

{
f (t), t ∈ [0,m]Z

g(t−m), t ∈ [m, 2m]Z

=

{
f (t), t ∈ [0,m]Z

f (2m− t), t ∈ [m, 2m]Z

olur. H : [0,2m]Z × [0,m]Z → X fonksiyonunu

H(t1, t2) =

{
( f ∗ g)(t1), 0≤ t1 ≤ m− t2 veya m + t2 ≤ t1 ≤ 2m

( f ∗ g)(m− t2), diğer durumlarda

olarak alalım. Hert2 ∈ [0,m]Z için H(0, t2) = x0 ve H(2m, t2) = x0 elde edilir.

H, f ∗ g ile x0 arasında bir noktalı dijital homotopidir. Böylecef ∗ g ∈ [x0]X olur.

Benzer şekildeg ∗ f ∈ [x0]X olduğu da gösterilebilir. �

Teorem 2.34 [3] ’.’ çarpma işlemi altında Πκ
1(X, x0) bir gruptur. (Bu gruba

(X, x0) ın κ-temel grubu denir.)

İspat: Lemma 2.31, Lemma 2.32 ve Lemma 2.33 den ispat elde edilir. �

Önerme 2.35 [3] (X,κ) bir dijital görüntü, x0 ∈X olsun.X, κ-noktalı büzülebilir

iseΠκ
1(X, x0) aşikar gruptur. (Πκ

1(X, x0) ın tek elemanı[x0]X dir.)
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İspat: (X,κ) dijital görüntüsüκ-noktalı büzülebilir ise

• Her x ∈ X için H(x, 0) = x;

• Her x ∈ X için H(x,m) = x0;

• Her t ∈ [0,m]Z için H(x0, t) = x0;

olacak şekilde birH : X × [0,m]Z → X dijital homotopisi vardır.f : [0,n]Z → X

dijital kapalı yolu[ f ]X in herhangi bir elemanı olsun. Her(s, t) ∈ [0,n]Z × [0,m]Z

için

G(s, t) = H( f (s), t)

fonksiyonu f ile x0 arasında noktalı dijital homotopidir. Böylece[ f ]X = [x0]X elde

edilir. �

Örnek 2.36 [3] MSC′8 8-büzülebilir oldŭgundan temel grubu aşikar gruptur.

Önerme 2.37 [3] (X,κ0), Z
n0 da, (Y,κ1), Z

n1 de dijital görüntüler olsun.

h : (X, x0)→ (Y,y0) dönüşümü(κ0,κ1)-izomorfizm iseh∗([ f ]) = [h ◦ f ] eşitliğiyle

tanımlı h∗ : Π
κ0
1 (X, x0) → Π

κ1
1 (Y,y0) indirgenmiş dönüşümü dijital temel grup

izomorfizmidir.

İspat: h, (κ0,κ1)-izomorfizm ise(κ1,κ0)-sürekli g : (Y,y0)→ (X, x0) dönüşümü

için

g ◦ h ≃(κ0,κ0) 1X ve h ◦ g ≃(κ1,κ1) 1Y

olur. [ f0] ∈Π
κ0
1 (X, x0), [g0] ∈ Π

κ1
1 (Y,y0) için

(g∗ ◦ h∗)([ f0]) = [(g ◦ h) ◦ f0] = [ f0]

(h∗ ◦ g∗)([g0]) = [(h ◦ g) ◦ g0] = [g0]
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dır. Bu durumdah∗ ve g∗ ters fonksiyonlardır.h∗ ın homomorfizm oldŭgunu

gösterelim:

h∗([ f0. f1]) = [(h ◦ f0).(h ◦ f1)] = h∗([ f0]) ∗ h∗([ f1])

Benzer şekildeg∗ da homomorfizmdir.h∗ dönüşümü bir dijital temel grup

izomorfizmidir. �





3. DİJ İTAL GÖRÜNTÜLERDE HOMOLOJ İ GRUPLARI

Cebirsel topolojide homoloji gruplarının hesaplanması, yüksek dereceli homotopi

gruplarının hesaplanmasından daha kolaydır. Bu nedenle bir dijital görüntünün

homoloji grubunun hesaplanması homotopi grubunun hesaplanmasına tercih edilir.

Tanım 3.1 [7] S, (X,κ) ⊂ (Zn,κ) dijital görüntüsünün boştan farklı alt kümesi

olsun.

• s ∈ S ve p ile q, s nin ayrık noktaları olmak üzerep ve q, κ-yakın;

• s ∈ S ve ∅ 6= t ⊂ s ise t ∈ S;

şartları săglanıyorsaS nin elemanlarına(X,κ) nın dijital simpleksleri denir. BirS

simpleksim-simplekstir öyle ki|S| = m + 1 dir. P, bir dijital m-simpleks olsun.

P′, P nin boştan farklı öz alt kümesi iseP′ neP nin bir yüzü denir.

Şekil 3.1. (2,0), (2,1), (8,2) ve (26,3)-simpleksler

Tanım 3.2 [7] Negatif olmayand tamsayısı için0 ≤ m ≤ d olmak üzere(X,κ),

dijital m-simplekslerin sonlu kolleksiyonu olsun. Aşağıdaki şartlar săglanıyorsa

(X,κ) ya sonlu dijital simpleksler kompleksi denir;

• P, X e aitseP nin her yüzü deX e aittir.

• P, Q ∈ X iseP ∩Q ya boştur ya daP ve Q nun ortak yüzüdür.

X dijital simpleksler kompleksininm tane simpleksi varsaX in boyutum dir.
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Tanım 3.3 [7] Cκ
q(X), X de her dijital (κ,q)-simpleksi baz olan serbest abel

gruptur.

Sonuç 3.4 [1] (X,κ) ⊂ Z
n dem boyutlu bir dijital simpleksler kompleksi olsun.

Her q > m için, Cκ
q(X) bir aşikar gruptur.

İspat: X, m boyutlu bir dijital simpleksler kompleksindeq>m için (κ,q)-simpleks

mevcut olmadı̆gındanCκ
q (X) = {0} dır. �

Tanım 3.5 [7] (X,κ) ⊂Z
n dem boyutlu bir dijital simpleksler kompleksi olsun.

p̂i, pi elemanının simpleksten çıkarılması olmak üzere;

∂q(〈p0, p1, ..., pq〉) =





q

∑
i=0

(−1)i〈p0, p1, ..., p̂i, ..., pq〉, m ≥ q

0, m < q

şeklinde tanımlanan∂q : Cκ
q (X)→Cκ

q−1(X) homomorfizmine sınır operatörü denir.

Örnek 3.6 MSC′8 dijital görüntüsünü ele alalım.

p0

p1

p2

p3

Şekil 3.2. MSC′8

MSC′8 = {p0 = (1,2), p1 = (2,1), p2 = (3,2), p3 = (2,3)} ⊂Z
2 ve

p0 < p1 < p3 < p2 olsun. 0-simpleksler

〈p0〉, 〈p1〉, 〈p2〉, 〈p3〉
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ve 1-simpleksler

e0 = 〈p0 p3〉, e1 = 〈p3 p2〉, e2 = 〈p1 p2〉, e3 = 〈p0 p1〉

şeklindedir. 1-simplekslere sınır operatörünü uygularsak

∂1(e0) = 〈p3〉 − 〈p0〉

∂1(e1) = 〈p2〉 − 〈p3〉

∂1(e2) = 〈p2〉 − 〈p1〉

∂1(e3) = 〈p1〉 − 〈p0〉

ede edilir.

Önerme 3.7 [1] Her 1≤ q≤ m için ∂q−1 ◦ ∂q = 0 dır.

İspat: Her 〈p0, p1, ..., pq〉 ∈ Cκ
q (X) için

∂q−1◦∂q(〈p0, p1, ..., pq〉)= ∂q−1(
q

∑
i=0

(−1)i〈p0, ..., p̂i, ..., pq〉)

=
q−1

∑
j=0

(−1)j(
q

∑
i=0

(−1)i〈p0, ..., p̂j, ..., p̂i, ..., pq〉)

= ∑
i<j

(−1)i+j(〈p0, ..., p̂i, ..., p̂j, ..., pq〉)

+∑
j≤i

(−1)i+j(〈p0, ..., p̂j, ..., p̂i, ..., pq〉)

∑
j≤i

(−1)i+j(〈p0, ..., p̂j, ..., p̂i, ..., pq〉) = ∑
k<l

(−1)k+l+1(〈p0, ..., p̂k, ..., p̂l, ..., pq〉)

olduğundan

∂q−1 ◦ ∂q(〈p0, p1, ..., pq〉) = 0

elde edilir. �

Sonuç 3.8 [1] (X,κ) ⊂Z
n de m boyutlu dijital simpleksler kompleksi olsun.
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Cκ
∗(X) : 0 Cκ

m(X) Cκ
m−1(X) . . . Cκ

0(X) 0
∂m+1 ∂m ∂m−1 ∂1 ∂0

bir zincir komplekstir.

İspat: Cκ
q (X) serbest abel grup,∂q homomorfizm ve∂q−1 ◦ ∂q = 0 olduğundan

Cκ
∗(X) : 0 Cκ

m(X) Cκ
m−1(X) . . . Cκ

0(X) 0
∂m+1 ∂m ∂m−1 ∂1 ∂0

bir zincir kompleks olur. �

Şimdi q-boyutlu dijital homoloji grubunu tanımlayalım;

Tanım 3.9 [1] (X,κ), dijital simpleksler kompleksi olsun.

• Zκ
q (X) =Ker ∂q grubuna dijital simpleksler q- devirlerin grubu denir.

• Bκ
q(X) =Im ∂q+1 grubuna dijital simpleksler q- sınırların grubu denir.

• Hκ
q (X) = Zκ

q (X)/Bκ
q (X) bölüm grubuna q. dijital simpleksler homoloji grubu

denir.

Tanım 3.10 [7] ϕ : (X,κ0) → (Y,κ1) dijital görüntüler arasında bir fonksiyon

olsun. X deκ0-yakınlıklı her P dijital(κ0,m)-simpleksi içinϕ(P), n ≤ m için Y

de(κ1,n)-simpleks iseϕ ye dijital simpleksler dönüşüm denir.

Tanım 3.11 [7] ϕ : (X,κ0)→ (Y,κ1) dijital simpleksler dönüşüm olsun.q ≥ 0

için ϕ♯ : Cκ0
q (X)→ Cκ1

q (Y) homomorfizmi

ϕ♯(〈p0, ..., pq〉) = 〈ϕ(p0), ..., ϕ(pq)〉

şeklinde tanımlanır.
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Teorem 3.12 [1] f : (X,κ0)→ (Y,κ1) bir dijital (κ0,κ1)-izomorfizm ise

Hκ0
q (X) ∼= Hκ1

q (Y)

dir.

İspat: f : (X,κ0)→ (Y,κ1) bir dijital (κ0,κ1)-izomorfizm olsun. Bu durumda f

sürekli oldŭgundan "x1, x2 ∈ X, x1 ve x2, κ0-yakındır⇔ f (x1) ve f (x2), κ1-yakın

veya f (x1) = f (x2) dir" koşulunu săglar. m ≥ q≥ 0 olsun.

f♯ : Cκ0
q (X)→ Cκ1

q (Y)

〈p0, p1, ..., pq〉 → f♯(〈p0, p1, ..., pq〉) = 〈 f (p0), f (p1), ..., f (pq)〉

şeklinde tanımlanır.f♯ dönüşümüf nin tanımından dolayı iyi tanımlı ve bijeksiyondur.

BöyleceCκ0
q (X) ∼= Cκ1

q (Y) elde edilir. Sonuç olarak

Hκ0
q (X) ∼= Hκ1

q (Y)

olur. �

Teorem 3.13 [1] (X,κ) tek noktalı dijital görüntü ise

Hκ
q (X) =

{
Z, q = 0
0, q > 0

dır.

İspat: X = {x0} olsun.m≥ q > 0 için X in içerdiği dijital (κ,q)-simpleks mevcut

olmadı̆gındanCκ
q (X)=0 dır. Böylece, tümm ≥ q > 0 için Hκ

q (X) = 0 dır.

q= 0 olsun.Cκ
0(X), dijital (κ, 0)-simpleks bazlı serbest değişmeli grup oldŭgundan

Cκ
0(X) ∼= Z dir.

0 Cκ
0(X) 0

∂1 ∂0
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kısa dizisinde Im∂1 = 0 ve Ker∂0
∼=Z dir. BöyleceHκ

0(X)∼=Z dir. �

Teorem 3.14 [1] X dijital basit kapalı κ-eğri ise

Hκ
q (X) =

{
Z, q = 0,1
0, q 6= 0,1

dır.

İspat: X = {x0, x1, ..., xq} ⊂ Z
2 bir dijital basit kapalıκ-eğri olsun. Bu durumda,

xi ve xj, κ-yakındır⇔ i = j± 1(modq) dur.

Cκ
0(X) = {〈x0〉, 〈x1〉, ..., 〈xq〉} ∼= Z

q+1

Cκ
1(X) = {〈x0, x1〉, 〈x1, x2〉, ..., 〈xq, x0〉} ∼= Z

q+1

dir. m > q > 1 için Cκ
q(X) = 0 olduğundanHκ

q (X) = 0 dır.

0 Cκ
1(X) Cκ

0(X) 0
∂2 ∂1 ∂0

kısa dizisinden Im∂2 = 0 ve Ker∂0
∼= Z

q+1 bulunur. Dĭger taraftan

∂1(n0〈x0, x1〉+ n1〈x1, x2〉+ · · ·+ nq〈xq, x0〉) =

n0(x1 − x0) + n1(x2 − x1) + · · ·+ nq(x0 − xq)

eşitliğinden Im∂1 = Z
q dur.

∂1(n0〈x0, x1〉+ n1〈x1, x2〉+ · · ·+ nq〈xq, x0〉) = 0

n0(x1 − x0) + n1(x2 − x1) + · · ·+ nq(x0 − xq) = 0

(nq − n0)x0 + (n0 − n1)x1 + · · ·+ (nq−1− nq)xq = 0

eşitliği çözüldü̆günden0 = n1 = · · ·= nq = n olur. Buradan Ker∂1
∼= Z dir. Sonuç

olarakHκ
1(X) =Z = Hκ

0 (X) elde edilir. �
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Teorem 3.15 [1] (X,κ) ⊂ Z
n dijital görüntüsüκ-yol bağlantılı iseHκ

0 (X) ∼= Z

dir.

İspat: X in 0-simplekslerinin〈p0〉, 〈p1〉, ..., 〈pn〉 olduğunu kabul edelim.

. . . Cκ
1(X) Cκ

0(X) 0
∂2 ∂1 ∂0

dizisi elde edilir.∂0 sıfır homomorfizmi oldŭgundan

Zκ
0(X) =Ker ∂0 = Cκ

0(X)

olur. Cκ
0(X) in elemanları

n

∑
i=0

ki pi, ki ∈Z şeklindedir.̇Iddia ediyoruz ki

Bκ
0(X) = {

n

∑
i=0

ki pi ∈ Cκ
0(X) | ∑ ki = 0} (∗)

dır. İddiamız dŏgruysa,

ϕ : Zκ
0(X)→Z

∑ ki pi→ ∑ ki

dönüşümü örtendir ve çekirdeği Bκ
0(X) dir. Birinci İzomorfizm Teoreminden

Hκ
0(X) ∼= Z olur. (∗) eşitliğini göstermek için çift taraflı kapsamayı gösterelim.

γ =
n

∑
i=0

ki pi ∈ Cκ
0(X) ve ∑ ki = 0

olsun. Herhangi birp ∈ X seçersekX, κ-yol băglantılı oldŭgundan herpi ∈ X

için p den pi ye bir κ-yol vardır. σi : p den pi ye olan κ-yolu oluşturan dijital

1-simplekslerin kümesi olsun.∂1(σi) = pi − p olduğu açıktır.∑ kiσi ∈ Cκ
1(X) dir

ve

∂1(∑ kiσi) = ∑ ki∂1(σi) = ∑ ki(pi − p) = ∑ ki pi − (∑ ki)p
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olur. ∑ ki = 0 olduğundan

γ =
n

∑
i=0

ki pi = ∂1(∑ kiσi) ∈ Bκ
0(X)

dır. Tersine,γ ∈ Bκ
0(X) ise γ = ∂1(∑ kiei), ei ∈ Cκ

1(X) yani ei, 1-simplekstir ve

ei = 〈pri
psi
〉 şeklindedir. Böylece

γ = ∑ ki∂1(ei) = ∑ ki∂1(〈pri
psi
〉) = ∑ ki(psi

− pri
) = ∑ ki psi

−∑ ki pri

olur. ki iki kez ve zıt işaretli olarak tekrarladığından∑ ki = 0 dır. Böylece

Hκ
0 (X) = Zκ

0(X)/Bκ
0(X) ∼= Z

elde edilir. �

Örnek 3.16 X, Y ye dijital homotopi denk ikenHκ0
q (X) veHκ1

q (Y) izomorf olmayabilir.

MSC′8 = {(1,0), (0,1), (−1,0), (0,−1)}

dijital görüntüsünü ele alalım.MSC′8 dijital basit kapalı8-eğri ve 8-büzülebilir bir

eğridir. Bu nedenle tek noktalı uzaya dijital(8,8)-homotopi denktir. Teorem 3.13

ve 3.14 denH8
1(MSC′8)=Z ve H8

1({∗})=0 dır. Sonuç olarakMSC′8≃(8,8) {∗}

iken H8
1(MSC′8) ve H8

1({∗}) izomorf dĕgildir.

Teorem 3.17 [1] (K,κ), m boyutlu dijital simpleksler kompleksi olsun.

1. Herq ≥ 0 için Hκ
q (K) sonlu üretilen gruptur.

2. Tümq > m için Hκ
q (K) = 0 dır.

3. Hκ
m(K) serbest abel gruptur.



29

İspat:

1. Cκ
q (K) sonlu üretilen bir gruptur. Dolayısıyla alt grubuZκ

q (K) da sonlu üretilen

olup bölüm grubuHκ
q (K) da sonlu üretilen gruptur.

2. Sonuç 3.4 den herq > m için Hκ
q (K) = 0 dır.

3. Cκ
m+1(K) = 0 olduğundanBκ

m(K) = 0 dır. Bu durumda

Hκ
m(K) = Zκ

m(K)

elde edilir. Serbest abel grubun alt grubu da serbest abel grup oldŭgundanHκ
m(K)

serbest abel gruptur. �

Teorem 3.18 [7] Her bir q ≥ 0 için Hκ
q , simpleksler kompleksler ve simpleksler

dönüşümler kategorisinden abel gruplar kategorisine birkovaryant funktordur.

İspat: Hκ0
q (X), dijital simpleksler kompleks olanX objesi üzerinde tanımlanmıştır.

ϕ : (X,κ0)→ (Y,κ1) bir dijital simpleksler dönüşüm ise

ϕ∗ : Hκ0
q (X)→ Hκ1

q (Y)

dönüşümüz ∈ Zκ0
q (X) olmak üzere

ϕ∗(z + Bκ0
q (X)) = ϕ♯(z) + Bκ1

q (Y)

şeklinde tanımlanır.1(X,κ0) : (X,κ0)→ (X,κ0) birim dönüşümü için

(1(X,κ0))∗ : Hκ0
q (X)→ Hκ0

q (X)

dönüşümündez ∈ Zκ0
q (X) için

(1(X,κ0))∗(z + Bκ0
q (X)) = (1(X,κ0))♯(z) + Bκ0

q (X) = z + Bκ0
q (X)
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olur. Bu durumda(1(X,κ0))∗ = 1
H

κ0
q (X) bulunur.ϕ : (X,κ0)→ (Y,κ1) ve

ψ : (Y,κ1)→ (W,κ2) dijital simpleksler dönüşümleri için

ϕ∗ : Hκ0
q (X)→ Hκ1

q (Y) ve ψ∗ : Hκ1
q (Y)→ Hκ2

q (W)

dönüşümlerindez ∈ Zκ0
q (X) olmak üzere

(ψ∗ ◦ ϕ∗)(z + Bκ0
q (X)) = ψ∗(ϕ∗(z + Bκ0

q (X)))

= ψ∗(ϕ♯(z) + Bκ1
q (Y))

= ψ♯(ϕ♯(z)) + Bκ2
q (W)

= (ψ♯ ◦ ϕ♯)(z) + Bκ2
q (W)

= (ψ ◦ ϕ)♯(z) + Bκ2
q (W)

= (ψ ◦ ϕ)∗(z + Bκ0
q (X))

olur. Buradan(ϕ ◦ ψ)∗ = ϕ∗ ◦ ψ∗ elde edilir. �

Örnek 3.19 [7] X = {p0 = (0,0), p1 = (1,0), p2 = (1,1)} ⊂Z
2, 8-yakınlıklı bir

dijital görüntü olsun. X in dijital simpleksler homoloji grubu

H8
q (X) =

{
Z, q = 0
0, q 6= 0

dır. X in noktalarınınp0 < p1 < p2 şeklinde sıralandığını kabul edelim.X, iki

boyutlu dijital bir görüntü oldŭgundanq > 2 için

H8
q (X) = {0}

dır. C8
0(X), C8

1(X) ve C8
2(X) serbest abel grupların bazları sırasıyla

{〈p0〉, 〈p1〉, 〈p2〉},

{〈p0 p1〉, 〈p1 p2〉, 〈p0 p2〉},

{〈p0 p1 p2〉}
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dir. Böylece

0 C8
2(X) C8

1(X) C8
0(X) 0

∂3 ∂2 ∂1 ∂0

kısa dizisini elde ederiz. Im∂3 = B8
2(X) = {0} olduğunu görebiliriz.

∂2(a〈p0 p1 p2〉) = a(〈p1 p2〉 − 〈p0 p2〉+ 〈p0 p1〉)

∂2(a〈p0 p1 p2〉) = 0⇒ a(〈p1 p2〉 − 〈p0 p2〉+ 〈p0 p1〉) = 0⇒ a = 0

olur. Bu durumda Ker∂2 = Z8
2(X) = {0} dır. Böylece

H8
2(X) = Z8

2(X)/B8
2(X) = {0}

elde edilir.

B8
1(X) =Im ∂2 = {a(〈p0 p1〉+ 〈p1 p2〉 − 〈p0 p2〉) | a ∈Z}

dir. Ayrıca

∂1(a〈p0 p1〉+b〈p0 p2〉+c〈p1p2〉)= a∂1(〈p0 p1〉) + b∂1(〈p0 p2〉) + c∂1(〈p1 p2〉)

= a(〈p1〉−〈p0〉)+b(〈p2〉−〈p0〉)+c(〈p2〉−〈p1〉)

= (−a− b)〈p0〉+(a−c)〈p1〉+(b+c)〈p2〉=0

Böylecea = −b = c elde edilir. Buradan

Z8
1(X) =Ker ∂1 = {a(〈p0 p1〉+ 〈p1 p2〉 − 〈p0 p2〉) | a ∈Z} = B8

1(X)

olur. Böylece

H8
1(X) = Z8

1(X)/B8
1(X) = {0}

elde edilir.

B = {a〈p0〉+ b〈p1〉+ c〈p2〉 |{a,b, c} ⊂Z, a + b + c = 0} ∼= Z
2
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a + b + c = 0⇒ c = −a− b

∂1 in tanımından Im∂1 = B8
0(X)⊂ B olur. ŞimdiB⊂ B8

0(X) olduğunu gösterelim:

a〈p0〉+ b〈p1〉 − (a + b)〈p2〉 ∈ B için

a〈p0〉+ b〈p1〉 − (a + b)〈p2〉 = ∂1(−a〈p0 p2〉 − b〈p1 p2〉) ∈ B8
0(X)

olduğundanB ⊂ B8
0(X) dir. BuradanB = B8

0(X) ∼= Z
2 elde edilir.

Ker∂0 = Z8
0(X) = {a0〈p0〉+ a1〈p1〉+ a2〈p2〉 | ai ∈ Z, i = 0,1,2} ∼= Z

3

bulunur. Bu durumda

H8
0(X) = Z8

0(X)/B8
0(X) ∼= Z

olur. Böylece

H8
q (X) =

{
Z, q = 0
0, q 6= 0

elde edilir.

Teorem 3.20 [7] MSC′8 = {(−1,0), (0,−1), (0,1), (1,0)} nün simpleksler homoloji

grubu

H8
q (MSC′8) =

{
Z, q = 0,1
0, q 6= 0,1

dır.

İspat: MSC′8 nün noktalarını{p0 = (−1,0), p1 = (0,−1), p2 = (0,1), p3 = (1,0)}

olarak gösterelim ve bu noktalarınp0 < p1 < p2 < p3 şeklinde sıralandığını kabul

edelim.MSC′8 iki boyutlu dijital bir görüntü oldŭgundanq > 2 için

H8
q (MSC′8) = {0}

dır. C8
0(MSC′8) ve C8

1(MSC′8) serbest abel grupların bazları sırasıyla
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{〈p0〉, 〈p1〉, 〈p2〉}, 〈p3〉},

{〈p0 p1〉, 〈p1 p2〉, 〈p0 p3〉, 〈p2 p3〉},

dür. Böylece

0 C8
1(MSC′8) C8

0(MSC′8) 0
∂2 ∂1 ∂0

kısa dizisi bulunur. Im∂2 = B8
1(MSC′8) = {0} dır. Ayrıca

∂1(a〈p0 p1〉+b〈p1p2〉+c〈p0p3〉+d〈p2 p3〉)=a∂1(〈p0 p1〉)+b∂1(〈p1 p2〉)+c∂1(〈p0 p3〉)

+d∂1(〈p2 p3〉)

= a(〈p1〉−〈p0〉)+b(〈p2〉−〈p1〉)

+c(〈p3〉−〈p0〉) +d(〈p3〉−〈p2〉)

=(−a− c)〈p0〉+(a−b)〈p1〉+(b−d)〈p2〉

+(c+d)〈p3〉

=0

dır. a = b = −c = d elde edilir. Buradan

Z8
1(MSC′8) =Ker ∂1 = {a(〈p0 p1〉+ 〈p1 p2〉 − 〈p0 p3〉+ 〈p2 p3〉) | a ∈ Z} ∼= Z

olur.

H8
1(MSC′8) = Z8

1(X)/B8
1(X) ∼= Z

elde edilir.

B8
0(MSC′8)={t0〈p0〉+t1〈p1〉+t2〈p2〉+(−t0−t1−t2)〈p3〉 | i = 0,1,2,∀pi ∈Z}∼=Z

3

ve

Z8
0(MSC′8)= {k0〈p0〉+ k1〈p1〉+ k2〈p2〉+ k3〈p3〉 | i = 0,1,2,3∀ki ∈Z}∼= Z

4

olduğundan

H8
0(MSC′8) = Z8

0(X)/B8
0(X) ∼= Z
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bulunur. Böylece

H8
q (MSC′8) =

{
Z, q = 0,1
0, q 6= 0,1

elde edilir. �

Teorem 3.21 [7] MSS′18 nün dijital simpleksler homoloji grupları

H18
q (MSS′18) =

{
Z, q = 0,2
0, q 6= 0,2

dır.

p1

p5

p3

p4

p2p0

Şekil 3.3. MSS′18

İspat: MSS′18 nün noktalarını{ p0 = (1,1,0), p1 = (0,2,0), p2 = (−1,1,0),

p3 = (0,0,0), p4 = (0,1,−1), p5 = (0,1,1)}⊂Z
3 olarak gösterelim ve bu noktaların

p2 < p3 < p4 < p5 < p1 < p0 şeklinde sıralandığını kabul edelim.MSS′18 dijital

görüntüsündeq > 3 için

H18
q (MSS′18) = {0}

dır. C18
0 (MSS′18), C18

1 (MSS′18) ve C18
2 (MSS′18) bazları sırasıyla

0-simpleksler〈p0〉, 〈p1〉, 〈p2〉, 〈p3〉, 〈p4〉, 〈p5〉

1-simplekslere0 = 〈p2 p1〉, e1 = 〈p2 p3〉, e2 = 〈p2 p4〉, e3 = 〈p2 p5〉, e4 = 〈p4 p1〉,

e5 = 〈p3 p4〉, e6 = 〈p4 p0〉, e7 = 〈p5 p1〉, e8 = 〈p3 p5〉, e9 = 〈p5 p0〉,

e10 = 〈p1 p0〉, e11 = 〈p3 p0〉

2-simplekslerσ0 = 〈p2 p4 p1〉,σ1 = 〈p4 p1 p0〉,σ2 = 〈p3 p4 p0〉,σ3 = 〈p2 p3 p4〉,

σ4 = 〈p2 p5 p1〉,σ5 = 〈p2 p3 p5〉,σ6 = 〈p5 p1 p0〉,σ7 = 〈p3 p5 p0〉

olan serbest abel gruplardır. Böylece



35

0 C18
2 (MSS′18) C18

1 (MSS′18) C18
0 (MSS′18) 0

∂3 ∂2 ∂1 ∂0

kısa dizisi elde edilir. Im∂3 = B18
2 (MSS′18) = {0} dır. Ayrıca

∂2(
7

∑
i=0

niσi) = n0∂2(σ0) + n1∂2(σ1) + n2∂2(σ2) + n3∂2(σ3) + n4∂2(σ4)

+n5∂2(σ5) + n6∂2(σ6) + n7∂2(σ7)

= n0(e4 − e0 + e2) + n1(e10 − e6 + e4) + n2(e6 − e11 + e5)

+n3(e5 − e2 + e1) + n4(e7 − e0 + e3) + n5(e8 − e3 + e1)

+n6(e10 − e9 + e7) + n7(e9 − e11 + e8)

= e0(−n0− n4) + e1(n3 + n5) + e2(n0 − n3) + e3(n4 − n5)

+e4(n0 + n1) + e5(n2 + n3) + e6(−n1 + n2) + e7(n4 + n6)

+e8(n5+ n7)+ e9(−n6 + n7) + e10(n1 + n6) + e11(−n2 − n7)

olur. Buradan

e0(−n0 − n4) + e1(n3 + n5) + e2(n0 − n3) + e3(n4 − n5) + e4(n0 + n1)

+e5(n2 + n3) + e6(−n1 + n2) + e7(n4 + n6) + e8(n5 + n7) + e9(−n6 + n7)

+e10(n1 + n6) + e11(−n2 − n7) = 0

denklemi çözülürse

−n0 = n1 = n2 = −n3 = n4 = n5 = −n6 = −n7 = n

bulunur. Bu durumda

Z18
2 (MSS′18)=Ker ∂2= {n(−σ0+ σ1+ σ2− σ3+ σ4+ σ5− σ6− σ7) |n ∈Z}∼=Z

elde edilir. Böylece

H18
2 (MSS′18) = Z18

2 (MSS′18)/B18
2 (MSS′18)

∼= Z

olur.

∂1(
11

∑
i=0

kiei) = k0∂1(e0) + k1∂1(e1) + k2∂1(e2) + k3∂1(e3) + k4∂1(e4) + k5∂1(e5)
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+k6∂1(e6)+ k7∂1(e7)+ k8∂1(e8)+ k9∂1(e9)+ k10∂1(e10)+ k11∂1(e11)

= k0(p1 − p2) + k1(p3 − p2) + k2(p4 − p2) + k3(p5 − p2)

+k4(p1 − p4) + k5(p4 − p3) + k6(p0 − p4) + k7(p1 − p5)

+k8(p5 − p3) + k9(p0 − p5) + k10(p0 − p1) + k11(p0 − p3)

= p0(k6 + k9 + k10 + k11) + p1(k0 + k4 + k7 − k10)

+p2(−k0 − k1 − k2 − k3) + p3(k1 − k5 − k8 − k11)

+p4(k2 − k4 + k5 − k6) + p5(k3 − k7 + k8 − k9)

elde edilir. Buradan

p0(k6 + k9 + k10 + k11) + p1(k0 + k4 + k7 − k10) + p2(−k0 − k1 − k2 − k3)

+p3(k1 − k5 − k8 − k11) + p4(k2 − k4 + k5 − k6) + p5(k3 − k7 + k8 − k9) = 0

denklemi çözülürse

k3 = −k0 − k1 − k2

k6 = k2 − k4 + k5

k9 = −k0 − k1 − k2 − k7 + k8

k10 = k0 + k4 + k7

k11 = k1 − k5 − k8

olur. Bu durumda

Z8
1(MSS′18) =Ker∂1 = {k0e0+ k1e1+ k2e2+ (−k0− k1− k2)e3+ k4e4+ k5e5

+(k2− k4+ k5)e6+ k7e7+ k8e8+ (−k0− k1− k2− k7+ k8)e9

+(k0+k4+k7)e10+(k1−k5−k8)e11 |ki ∈Z, i = 0,1,2,4,5,7,8}

∼= Z
7

bulunur. Ayrıca

B18
1 (MSS′18) =Im∂2 = {t0e0 + t1e1 + t2e2 + (−t0 − t1 − t2)e3 + t3e4 + t4e5
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+(t2 − t3 + t4)e6 + t5e7 + t6e8 + (−t0 − t1 − t2 − t5 + t6)e9

+(t0 + t3 + t5)e10 +(−t1 + t4 + t6)e11 | ti ∈Z, i = 0,1,2,3,4,5,6}

∼= Z
7

olur. Böylece

H18
1 (MSS′18) = Z18

1 (MSS′18)/B18
1 (MSS′18)

∼= {0}

elde edilir.

B18
0 (MSS′18) =Im∂1 = {h0〈p0〉+ h1〈p1〉+ h2〈p2〉+ h3〈p3〉+ h4〈p4〉

+(−h0− h1− h2− h3− h4)〈p5〉 | i = 0,1,2,3,4 ∀hi ∈Z} ∼= Z
5

ve

Z18
0 (MSS18) = {n0〈p0〉+ n1〈p1〉+ n2〈p2〉+ n3〈p3〉+ n4〈p4〉+ n5〈p5〉

|i = 0,1,2,3,4,5 ∀ni ∈Z}∼= Z
6

olduğundan

H18
0 (MSS′18) = Z18

0 (MSS′18)/B18
0 (MSS′18)

∼= Z

bulunur. Böylece

H18
q (MSS′18) =

{
Z, q = 0,2
0, q 6= 0,2

elde edilir. �

Teorem 3.22 [7] MSS18 in dijital simpleksler homoloji grupları

H18
q (MSS18) =





Z, q = 0
Z

3, q = 1
0, q 6= 0,1

dır.

İspat: MSS18 in noktalarını

{p0 = (0,0,1), p1 = (1,1,1), p2 = (1,2,1), p3 = (0,3,1), p4 = (−1,2,1),

p5 = (−1,1,1), p6 = (0,1,0), p7 = (0,2,0), p8 = (0,2,2), p9 = (0,1,2)} ⊂Z
3

olarak gösterelim ve bu noktalarınp5< p4< p0< p6< p9< p7< p8< p3< p1< p2

şeklinde sıralandığını kabul edelim.MSS18 dijital görüntüsündeq > 3 için
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p3

p8p9

p0

p6 p7

p4p5 p1 p2

Şekil 3.4. MSS18

H18
q (MSS18) = {0}

dır. C18
0 (MSS18), C18

1 (MSS18) ve C18
2 (MSS18) serbest abel gruplarının bazları

sırasıyla

0-simpleksler〈p0〉, 〈p1〉, 〈p2〉, 〈p3〉, 〈p4〉, 〈p5〉, 〈p6〉, 〈p7〉, 〈p8〉, 〈p9〉

1-simplekslere0 = 〈p0 p1〉, e1 = 〈p0 p9〉, e2 = 〈p5 p0〉, e3 = 〈p0 p6〉, e4 = 〈p9 p8〉,

e5 = 〈p9 p1〉, e6 = 〈p5 p9〉, e7 = 〈p6 p1〉, e8 = 〈p1 p2〉, e9 = 〈p5 p6〉,

e10 = 〈p6 p7〉, e11 = 〈p5 p4〉, e12 = 〈p8 p2〉, e13 = 〈p4 p8〉, e14 = 〈p8 p3〉,

e15 = 〈p4 p3〉, e16 = 〈p4 p7〉, e17 = 〈p3 p2〉, e18 = 〈p7 p2〉, e19 = 〈p7 p3〉

2-simplekslerσ0 = 〈p0 p9 p1〉,σ1 = 〈p0 p6 p1〉,σ2 = 〈p5 p0 p6〉,σ3 = 〈p5 p0 p9〉,

σ4 = 〈p4 p8 p3〉,σ5 = 〈p4 p7 p3〉,σ6 = 〈p8 p3 p2〉,σ7 = 〈p7 p3 p2〉

dir. Böylece

0 C18
2 (MSS18) C18

1 (MSS18) C18
0 (MSS18) 0

∂3 ∂2 ∂1 ∂0

kısa dizisi elde edilir. Im∂3 = B18
2 (MSS18) = {0} dır. Ayrıca

∂2(
7

∑
i=0

niσi) = n0∂2(σ0) + n1∂2(σ1) + n2∂2(σ2) + n3∂2(σ3) + n4∂2(σ4)

+n5∂2(σ5) + n6∂2(σ6) + n7∂2(σ7)

= n0(e5 − e0 + e1) + n1(e7 − e0 + e3) + n2(e3 − e9 + e2)

+n3(e1 − e6 + e2) + n4(e14 − e15 + e13) + n5(e19 − e15 + e16)
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+n6(e17 − e12 + e14) + n7(e17 − e18 + e19)

= e0(−n0− n1) + e1(n0 + n3) + e2(n2 + n3) + e3(n1 + n2)

+e5(n0) + e6(−n3) + e7(n1) + e9(−n2) + e12(−n6) + e13(n4)

+e14(n4 + n6) + e15(−n4 − n5) + e16(n5) + e17(n6 + n7)

+e18(−n7) + e19(n5 + n7)

elde edilir. Buradan

e0(−n0 − n1) + e1(n0 + n3) + e2(n2 + n3) + e3(n1 + n2) + e5(n0) + e6(−n3)

+e7(n1) + e9(−n2) + e12(−n6) + e13(n4) + e14(n4 + n6) + e15(−n4 − n5)

+e16(n5) + e17(n6 + n7) + e18(−n7) + e19(n5 + n7) = 0

denklemi çözülürse

n0 = n1 = n2 = n3 = n4 = n5 = n6 = n7 = 0

bulunur. Bu durumdaZ18
2 (MSS18) =Ker ∂2 = {0} dır. Böylece

H18
2 (MSS18) = Z18

2 (MSS18)/B18
2 (MSS18) ∼= {0}

elde edilir. Ayrıca

∂1(
19

∑
i=0

kiei) = k0∂1(e0) + k1∂1(e1) + k2∂1(e2) + k3∂1(e3) + k4∂1(e4) + k5∂1(e5)

+k6∂1(e6)+ k7∂1(e7)+ k8∂1(e8)+ k9∂1(e9)+ k10∂1(e10)+ k11∂1(e11)

+k12∂1(e12) + k13∂1(e13) + k14∂1(e14) + k15∂1(e15) + k16∂1(e16)

+k17∂1(e17) + k18∂1(e18) + k19∂1(e19)

= k0(p1 − p0) + k1(p9 − p0) + k2(p0 − p5) + k3(p6 − p0)

+k4(p8 − p9) + k5(p1 − p9) + k6(p9 − p5) + k7(p1 − p6)

+k8(p2 − p1) + k9(p6 − p5) + k10(p7 − p6) + k11(p4 − p5)

+k12(p2 − p8) + k13(p8 − p4) + k14(p3 − p8) + k15(p3 − p4)

+k16(p7 − p4) + k17(p2 − p3) + k18(p2 − p7) + k19(p3 − p7)
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= p0(−k0 − k1 + k2 − k3) + p1(k0 + k5 + k7 − k8)

+p2(k8 + k12 + k17 + k18) + p3(k14 + k15 − k17 + k19)

+p4(k11 − k13 − k15 − k16) + p5(−k2 − k6 − k9 − k11)

+p6(k3 − k7 + k9 − k10) + p7(k10 + k16 − k18 − k19)

+p8(k4 − k12 + k13 − k14) + p9(k1 − k4 − k5 + k6)

olur. Buradan

p0(−k0 − k1 + k2 − k3) + p1(k0 + k5 + k7 − k8) + p2(k8 + k12 + k17 + k18)

+p3(k14 + k15 − k17 + k19) + p4(k11 − k13 − k15 − k16)

+p5(−k2− k6− k9− k11) + p6(k3− k7 + k9− k10) + p7(k10 + k16− k18− k19)

+p8(k4 − k12 + k13 − k14) + p9(k1 − k4 − k5 + k6) = 0

denklemi çözülürse

Z8
1(MSS18) =Ker∂1 = {k0 p0 + k1 p1 + k2 p2 +(−k0− k1 + k2)p3 + k4 p4 + k5 p5

+(−k1 + k4 + k5)p6 + k7 p7 + (k0 + k5 + k7)p8 + k9 p9

+(−k0 − k1 + k2 − k7 + k9)p10 + (−k2 − k9 + k1 − k4 − k5)p11

+k12p12+k13 p13+(k4−k12+k13)p14+(k1−k2−k4−k5−k9−k13−k16)p15

+k16 p16 + k17 p17 + (−k0 − k5 − k7 − k12 − k17)p18

+(−k1 + k2 + k5 + k9 + k12 + k16 + k17)p19 | a ∈Z} ∼= Z
11

bulunur. Ker∂2 = {0} olduğundan∂2 dönüşümü birebirdir. Dolayısıyla

B18
1 (MSS18) ∼= C18

2 (MSS18) ∼= Z
8

olur. Bu durumda

H18
1 (MSS18) = Z18

1 (MSS18)/B18
1 (MSS18) ∼= Z

3

elde edilir.

B18
0 (MSS18) = {t0〈p0〉+ t1〈p1〉+ t2〈p2〉+ t3〈p3〉+ t4〈p4〉+ t5〈p5〉+ t6〈p6〉

+t7〈p7〉+ t8〈p8〉+ (−t0 − t1 − t2 − t3 − t4 − t5 − t6 − t7 − t8)〈p9〉
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| i = 0,1,2,3,4,5,6,7,8 ∀ ti ∈Z} ∼= Z
9

ve

Z18
0 (MSS18) = {k0〈p0〉+ k1〈p1〉+ k2〈p2〉+ k3〈p3〉+ k4〈p4〉+ k5〈p5〉+ k6〈p6〉

+k7〈p7〉+ k8〈p8〉+ k9〈p9〉 | i = 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9∀ki ∈Z} ∼= Z
10

olduğundan

H18
0 (MSS18) = Z18

0 (MSS18)/B18
0 (MSS18) ∼= Z

bulunur. Böylece

H18
q (MSS18) =





Z, q = 0
Z

3, q = 1
0, q 6= 0,1

elde edilir. �

Teorem 3.23 [7] MSS′6 nün dijital simpleksler homoloji grupları

H6
q (MSS′6) =





Z, q = 0
Z

5, q = 1
0, q 6= 0,1

dır.

p6

p5
p2

p1p0

p3

p4

p7

Şekil 3.5. MSS′6

İspat: MSS′6 nün noktalarını{ p0 = (1,0,0), p1 = (1,1,0), p2 = (1,1,1),

p3 = (1,0,1), p4 = (0,0,1), p5 = (0,1,1), p6 = (0,1,0), p7 = (0,0,0)}⊂Z
3 olarak

gösterelim ve bu noktalarınp7 < p4 < p6 < p5 < p0 < p3 < p1 < p2 şeklinde

sıralandı̆gını kabul edelim.MSS′6 dijital görüntüsündeq > 2 için

H6
q (MSS′6) = {0}
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dır. C6
0(MSS′6) ve C6

1(MSS′6) serbest abel gruplarının bazları sırasıyla

0-simpleksler〈p0〉, 〈p1〉, 〈p2〉, 〈p3〉, 〈p4〉, 〈p5〉, 〈p6〉, 〈p7〉

1-simplekslere0 = 〈p0 p1〉, e1 = 〈p0 p3〉, e2 = 〈p1 p2〉, e3 = 〈p6 p1〉, e4 = 〈p5 p2〉,

e5 = 〈p3 p2〉, e6 = 〈p4 p3〉, e7 = 〈p7 p4〉, e8 = 〈p4 p5〉, e9 = 〈p6 p5〉,

e10 = 〈p7 p6〉, e11 = 〈p7 p0〉

dır. Böylece

0 C6
1(MSS′6) C6

0(MSS′6) 0
∂2 ∂1 ∂0

kısa dizisi elde edilir. Im∂2 = B6
1(MSS′6) = {0} dır. Ayrıca

∂1(
11

∑
i=0

niei) = n0∂1(e0)+ n1∂1(e1)+ n2∂1(e2)+ n3∂1(e3)+ n4∂1(e4)+ n5∂1(e5)

+n6∂1(e6)+ n7∂1(e7)+ n8∂1(e8)+ n9∂1(e9)+ n10∂1(e10)+ n11∂1(e11)

= n0(p1 − p0) + n1(p3 − p0) + n2(p2 − p1) + n3(p1 − p6)

+n4(p2 − p5) + n5(p2 − p3) + n6(p3 − p4) + n7(p4 − p7)

+n8(p5 − p4) + n9(p5 − p6) + n10(p6 − p7) + n11(p0 − p7)

= p0(−n0 − n1 + n11) + p1(n0 − n2 + n3) + p2(n2 + n4 + n5)

+p3(n1 − n5 + n6) + p4(−n6 + n7− n8) + p5(−n4 + n8 + n9)

+p6(−n3 − n9 + n10) + p7(−n7 − n10 − n11)

elde edilir. Buradan

p0(−n0− n1 + n11)+ p1(n0− n2 + n3)+ p2(n2 + n4 + n5)+ p3(n1− n5 + n6)

+p4(−n6 + n7 − n8) + p5(−n4 + n8 + n9) + p6(−n3 − n9 + n10)

+p7(−n7 − n10 − n11) = 0

denklemi çözülürse

n0 = n2 − n3
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n4 = −n2 − n5

n6 = −n1 + n5

n7 = −n1 + n5 + n8

n9 = −n2 − n5 − n8

n10 = n3 − n2− n5 − n8

n11 = n1 + n2− n3

olur. Bu durumda

Z6
1(MSS′6) =Ker∂1 = {(n2− n3)e0 + n1e1 + n2e2 + n3e3 +(−n2− n5)e4 + n5e5

+(−n1+ n5)e6 + (−n1 + n5 + n8)e7+ n8e8+ (−n2− n5− n8)e9

+(n3− n2− n5− n8)e10+(n1 + n2− n3)e11 |ni ∈Z, i = 1,2,3,5,8}

∼= Z
5

bulunur. Buradan

H6
1(MSS′6) = Z6

1(MSS′6)/B6
1(MSS′6)

∼= Z
5

elde edilir.

B6
0(MSS′6) =Im∂1={t0〈p0〉+t1〈p1〉+t2〈p2〉+t3〈p3〉+t4〈p4〉+t5〈p5〉+t6〈p6〉

+(−t0− t1− t2− t3− t4− t5− t6)〈p7〉 | i = 0,1,2,3,4,5,6∀ti ∈Z}

∼= Z
7

ve

Z6
0(MSS′6) = {n0〈p0〉+ n1〈p1〉+ n2〈p2〉+ n3〈p3〉+ n4〈p4〉+ n5〈p5〉+ n6〈p6〉

+n7〈p7〉 | i = 0,1,2,3,4,5,6,7∀ni ∈Z} ∼= Z
8

olduğundan
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H6
0(MSS′6) = Z6

0(MSS′6)/B6
0(MSS′6)

∼= Z

bulunur. Böylece

H6
q (MSS′6) =





Z, q = 0
Z

5, q = 1
0, q 6= 0,1

elde edilir. �

3.1. Euler Karakteristik

Tanım 3.24 [7] (X,κ)⊂Z
n bir dijital görüntü veq≥ 0 için αq, (X,κ) daki dijital

q-simplekslerin sayısı olsun.(X,κ) nın Euler karakteristiği;

χ(X,κ) =
n

∑
q=0

(−1)qαq

şeklinde tanımlanır.

Teorem 3.25 [7] Bir (X,κ) ⊂Z
n dijital görüntüsü için

χ(X,κ) =
n

∑
q=0

(−1)qrankHκ
q (X)

dir.

İspat:

0 Cκ
m(X) Cκ

m−1(X) . . . Cκ
0(X) 0

∂m+1 ∂m ∂m−1 ∂1 ∂0

zincir kompleksini gözönüne alalım. Her birCκ
q (X) rankıαq olan bir serbest dĕgişmeli

gruptur. Ayrıca

Hκ
q (X) = Zκ

q (X)/Bκ
q(X) =ker∂q/Im∂q+1

olduğundan rankHκ
q (X) =rankZκ

q (X)−rankBκ
q (X) olur. Herq≥ 0 için
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0→ Zκ
q (X)→ Cκ

q(X)→ Bκ
q−1(X)→ 0

kısa tam dizisi vardır. Buradan

αq =rankCκ
q (X) =rankZκ

q (X)+rankBκ
q−1(X)

olur. Bu durumda

χ(X,κ) =
m

∑
q=0

(−1)qαq =
m

∑
q=0

(−1)q(rankZκ
q (X)+rankBκ

q−1(X))

=
m

∑
q=0

(−1)qrankZκ
q (X) +

m

∑
q=0

(−1)qrankBκ
q−1(X)

bulunur. rankBκ
−1(X) = 0 =rankBκ

m(X) olduğundanq− 1 yerineq alabiliriz.

χ(X,κ) =
m

∑
q=0

(−1)qrankZκ
q (X) +

m

∑
q=0

(−1)q+1rankBκ
q (X)

=
m

∑
q=0

(−1)q[rankZκ
q (X)−rankBκ

q (X)]

=
m

∑
q=0

(−1)qrankHκ
q (X)

elde edilir. �

Teorem 3.26 [7] (X,κ0) ⊂ Z
n0 ve (Y,κ1) ⊂ Z

n1 , (κ0,κ1)-izomorf iki dijital

görüntü olsun. Bu durumda

χ(X,κ0) = χ(Y,κ1)

dir.

İspat: X ve Y dijital görüntüleri arasında(κ0,κ1)-izomorfizm varsa Teorem 3.12

den

Hκ0
q (X) ∼= Hκ1

q (Y)

olur. Teorem 3.25 den ispat elde edilir. �

Örnek 3.27 MSS18 in Euler karakteristĭgini hesaplayalım.

χ(MSS18, 18) = α0 − α1 + α2 = 10− 20 + 8 = −2
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Teorem 3.25 i kullanarak hesaplarsak yine aynı sonucu elde ederiz:

χ(MSS18, 18) =rankH18
0 (MSS18)−rankH18

1 (MSS18) = 1− 3 = −2.

Örnek 3.28 MSS′18 nün Euler karakteristiğini hesaplayalım.

χ(MSS′18, 18) =rankH18
0 (MSS′18)−rankH18

1 (MSS′18)+rankH18
2 (MSS′18)

= 1− 0 + 1 = 2.

3.2. Dijital Görüntülerin Relatif Homoloji Grupları

Tanım 3.29 [24] Bir (K,κ) dijital simpleksler kompleks,K0, K nın alt kompleksi

iseCκ
p(K)/Cκ

p(K0) bölüm grubunap-boyutlu relatif zincir grubu denir veCκ
p(K,K0)

ile gösterilir.

∂p : Cκ
p(K,K0)→ Cκ

p−1(K,K0)

homomorfizmine sınır operatörü denir.

Tanım 3.30 [24] (K0,κ), (K,κ) dijital simpleksler kompleksinin bir alt kompleksi

olsun.

• Zκ
p(K,K0) =Ker ∂p grubuna dijital simpleksler relatif p- devirlerin grubu denir.

• Bκ
p(K,K0) =Im ∂p+1 grubuna dijital simpleksler relatif p- sınırların grubu denir.

• Hκ
p(K,K0) = Zκ

p(K,K0)/Bκ
p(K,K0) bölüm grubuna p. dijital simpleksler relatif

homoloji grubu denir.

Cκ
p(K,K0), Cκ

p(K) nın alt grubu veCκ
p(K) nın Cκ

p(K0) a bölüm grubudur. Yani

Cκ
p(K,K0) = Cκ

p(K)/Cκ
p(K0)

şeklinde yazılabilir. Zincirler için
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0 Cκ
p(K0) Cκ

p(K) Cκ
p(K,K0) 0

i j

tam dizisi mevcuttur. Şimdi simpleksler dönüşümüyle üretilen relatif homoloji homomorfizmini

ele alalım.

f : (K,K0)→ (L, L0)

bir simpleksler dönüşümü ise buna karşılık gelen zincir dönüşümü

f♯ : Cκ
p(K,K0)→ Cκ

p(L, L0)

şeklindedir.f♯, ∂ ile dĕgişmeli yani f♯ ◦ ∂ = ∂ ◦ f♯ dır.

Teorem 3.31 [27] K bir dijital simpleksler kompleks,K0 alt kompleks olsun.

...→ Hκ
p(K0)→ Hκ

p(K)→ Hκ
p(K,K0)→ Hκ

p−1(K0)→ ...

tam dizisi mevcuttur.

İspat:

0 Cκ
p(K0) Cκ

p(K) Cκ
p(K,K0) 0

0 Cκ
p−1(K0) Cκ

p−1(K) Cκ
p−1(K,K0) 0

i j

i j

∂′ ∂ ∂′′

dĕgişmeli diyagramını ele alalım.

. . . Hκ
p(K0) Hκ

p(K) Hκ
p(K,K0) Hκ

p−1(K0) . . .i∗ j∗ d



48

dizisinin tam olması için Imi∗ =Ker j∗, Im j∗ =Ker d ve Im d =Ker i∗ olmalıdır.

1) İlk olarak Im i∗ =Ker j∗ olduğunu gösterelim.

j∗(i∗(z′ + B′)) = j∗(i(z′) + B) = j(i(z′)) + B′′ = B′′

olduğundan Imi∗ ⊂Ker j∗ bulunur.

z + B ∈Ker j∗ olsun. Bu durumda

j∗(z + B) = j(z) + B′′ = B′′

olduğundanj(z) = ∂′′(c′′) ve j örten oldŭgundanc′′ = j(c) dir. Dolayısıyla

j(z) = ∂′′(j(c)) = j(∂(c)) ve j(z− ∂c) = 0 dır. Tamlıktanc′ mevcuttur ve

i(c′) = z− ∂(c) dir. Buradan

i∗(c′ + B′) = i(c′) + B = z− ∂(c) + B = z + B

olur. Böylece Kerj∗ ⊂Im i∗ elde edilir.

2) Şimdi Im j∗ =Ker d olduğunu gösterelim. Buradad homomorfizminin yerine

i−1∂j−1 homomorfizmini alalım.

d(j∗(z + B)) = d(j(z) + B′′) = i−1∂j−1(j(z) + B′′) = i−1∂(z) + B′ = B′

olduğundan Imj∗ ⊂Ker d bulunur.

z′′ + B′′ ∈Ker d olsun. Bu durumda

d(z′′ + B′′) = d(z′′) + B′ = i−1∂j−1(z′′) + B′ = B′

olduğundanx′ = i−1∂j−1(z′′) ∈ B′ ve x′ = ∂′(c′) dür. Dolayısıyla

i(x′) = i(∂′(c′)) = ∂(i(c′)) = ∂(j−1(z′′))

olur. Buradan∂(j−1(z′′)− i(c′)) = 0 ve j−1(z′′)− i(c′) ∈ Z olduğundan
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j∗(j−1(z′′)− i(c′) + B) = j(j−1(z′′))− j(i(c′)) + B′′ = z′′ + B′′

Böylece Kerd ⊂Im j∗ elde edilir.

3) Son olarak Imd =Ker i∗ olduğunu gösterelim.

i∗(d(z′′+ B′′)) = i∗(d(z′′) + B′) = i∗(i−1∂j−1(z′′) + B′) = ∂(j−1(z′′)) + B = B

olduğundan Imd ⊂Ker i∗ bulunur.

z′ + B′ ∈Ker i∗ olsun. Bu durumda

i∗(z′ + B′) = i(z′) + B = B

olduğundani(z′) = ∂(c) ve ∂′′(j(c)) = j(∂(c)) = j(i(z′)) = 0 ve buradan

j(c) ∈ Z′′ olur. Dolayısıyla

d(j(c) + B′′) = i−1∂j−1(j(c) + B′′) = i−1∂(c) + B′ = i−1i(z′) + B′ = z′ + B′

Böylece Keri∗ ⊂Im d elde edilir. �

Örnek 3.32 MSC′8 = {p0 =(−1,0), p1 =(0,−1), p2 =(0,1), p3 =(1,0)} ⊂ Z
2

dijital görüntüsünün alt uzayı olarakA = {(0,1)} i ele alalım.

Teorem 3.31 in yardımıylaH8
q (MSC′8, A) yı hesaplayalım.A tek nokta kümesi

olduğu için Teorem 3.13 den

H8
q (A) =

{
Z, q = 0
0, q 6= 0

elde edilir. Teorem 3.20 den,

H8
q (MSC′8) =

{
Z, q = 0,1
0, q 6= 0,1

bulunur. Teorem 3.31 den,

...→ H8
q (A)→ H8

q (MSC′8)→ H8
q (MSC′8, A)→ H8

q−1(A)→ ...
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tam dizisini elde ederiz. Teorem 3.15 denH8
0(MSC′8, A)∼= Z dir.

0 Z H8
1(MSC′8, A) Z Z Z 0

k∗ d i∗

Birinci İzomorfizm Teoremini uyguladığımızda,

H8
1(MSC′8, A)/Ker d ∼=Im d

olur. Dizinin tamlı̆gından Imk∗=Ker d ve Imd=Ker i∗ dır. i∗ izomorfizm oldŭgundan,

Ker i∗ = 0 bulunur. Imd = 0 dır. Tekrar Birinciİzomorfizm Teoremini uygularsak,

Z/Ker k∗ ∼=Im k∗

bulunur.k∗ monomorfizm oldŭgundan Kerk∗ = 0 dır. Im k∗ =Ker d = Z ve

H8
1(MSC′8, A) ∼= Z

elde edilir. Böylece

H8
q (MSC′8, A) =

{
Z, q = 0,1
0, q 6= 0,1

olur.

3.3. Eilenberg-Steenrod Aksiyomları

Aksiyom 1 (Birimlilik aksiyomu) [10,24]X, κ-yakınlıklı bir dijital görüntü olsun.

i : (X,κ)→(X,κ) birim fonksiyonu isei∗ : Hκ
∗(X)→Hκ

∗(X) da birim fonksiyonudur.

Aksiyom 2 (Birleşmelilik aksiyomu) [10,24]X, Y veZ sırasıylaκ0, κ1, κ2-yakınlıklı

dijital görüntüler olsun.h : (X,κ0)→ (Y,κ1) vek : (Y,κ1)→ (Z,κ2) dijital sürekli

fonksiyonlar ise(k ◦ h)∗ = k∗ ◦ h∗ dır.

Aksiyom 3 (Değişmelilik aksiyomu) [10, 24](X, A) ve (Y, B) sırasıylaκ0 ve

κ1-yakınlıklı dijital görüntü çiftleri olsun.f : (X, A)→ (Y, B) ise aşăgıdaki diyagram

dĕgişmelidir.
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Hκ0
q (X, A) Hκ1

q (Y, B)

Hκ0
q−1(A) Hκ1

q−1(B)

f∗

∂∗

( f |A)∗

∂∗

Aksiyom 4 (Tamlık aksiyomu) [10, 24]i : A→ X ve p : X → (X, A) kapsama

dönüşümleri olmak üzere

... Hκ
q (A) Hκ

q (X) Hκ
q (X, A) Hκ

q−1(A) ...i∗ p∗ ∂∗

dizisi tamdır.

Aksiyom 5 (Boyut aksiyomu) [1,10,24]X, κ-yakınlıklı tek noktalı uzay iseq 6= 0

için Hκ
q (X) = 0 ve Hκ

0 (X) ∼= Z dir.

Dijital görüntülerde homotopi ve excision aksiyomları sağlanmaz. Bu aksiyomların

cebirsel topolojideki tanımlarını verelim.

Homotopi Aksiyomu: [10,24]X veY topolojik uzaylar,h : X→ Y ve k : X→ Y

homotopik iseh∗ = k∗ dır.

Homotopi aksiyomunun sağlanmadı̆gı Örnek 3.16 da verilmiştir.

Excision Aksiyomu: [10,24] (X, A) ikilisi için U ⊂ IntA olacak şekildeU, X in

açık bir alt kümesi olsun. Bu durumda

Hq(X −U, A−U)∼= Hq(X, A)

izomorfizmi vardır.

Önerme 3.33 [10] Dijital görüntülerde simpleksler homoloji için excision aksiyomu

sağlanmaz.
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İspat: 8-yakınlıklı X={p0 =(−1,0), p1 =(0,−1), p2 =(1,0), p3 =(0,1)}⊂Z
2

dijital görüntüsünü ele alalım.

p0

p1

p2

p3

Şekil 3.6. X

Teorem 3.20 den

H8
q (X) =

{
Z, q = 0,1
0, q 6= 0,1

dır. A = {p1 = (0,−1), p2 = (1,0), p3 = (0,1)} ve U = {p1 = (0,−1)} olsun.

A⊂X, U⊂ A veU⊂ IntA dır. H8
1(X−U, A−U) veH8

1(X, A) yı hesaplayalım.

p1

p2

p3

p1

Şekil 3.7. A ve U

Hκ
q (A) = Hκ

q (U) =

{
Z, q = 0
0, q > 0

dır. Aksiyom 4 den

... Hκ
q (A) Hκ

q (X) Hκ
q (X, A) Hκ

q−1(A) ...i∗ p∗ ∂∗

tam dizisi vardır.q > 1 için Hκ
q (A) = 0 olduğundan

0 Z H8
1(X, A) Z Z H8

0(X, A) 0
i∗ p∗ ∂∗ j∗ q∗ k∗
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tam dizisi elde edilir. Dizinin tamlı̆gındanq∗ epimorfizmdir. Buradan

H8
0(X, A) ∼= Z olur. j∗ kapsama dönüşümü olduğundan Kerj∗ = 0 dır. Dizi tam

olduğu için Ker j∗ = Im ∂∗ dır. Birinci İzomorfizm Teoreminden

H8
1(X, A)/Ker ∂∗ ∼= Im ∂∗

olur. Bu durumdaH8
1(X, A) =Ker ∂∗ elde edilir. Dizinin tamlı̆gından

Im p∗=Ker ∂∗ dır. DolayısıylaH8
1(X, A) =Im p∗ olur. Böylecep∗ bir epimorfizmdir.

Diğer taraftan dizi tam oldŭgu için p∗ monomorfizmdir. Böylecep∗ bir izomorfizmdir

ve H8
1(X, A) ∼= Z olur. Böylece

H8
q (X, A) =

{
Z, q = 0,1
0, q 6= 0,1

bulunur.

p0 p2

p3

p2

p3

Şekil 3.8. X −U ve A−U

ŞimdiH8
q (X−U, A−U) yu hesaplayalım.A−U⊂X−U dur.X−U ve A−U

nun simpleksler homoloji grupları

Hκ
q (X −U) = Hκ

q (A−U) =

{
Z, q = 0
0, q > 0

dır. Aksiyom 4 den

... Hκ
q (A−U) Hκ

q (X−U) Hκ
q (X−U, A−U) Hκ

q−1(A−U) ...i∗ p∗ ∂∗

tam dizisi vardır.q > 1 için Hκ
q (X −U) = 0 olduğundan
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0 H8
1(X−U, A−U) Z Z H8

0(X−U, A−U) 0
p∗ ∂∗ j∗ q∗ k∗

tam dizisi elde edilir. Dizinin tamlı̆gındanq∗ epimorfizmdir. Buradan

H8
0(X −U, A−U) ∼= Z olur. j∗ kapsama dönüşümü olduğundan Kerj∗ = 0 dır.

Dizi tam oldŭgu için Ker j∗ = Im ∂∗ dır. Birinci İzomorfizm Teoreminden

H8
1(X −U, A−U)/Ker ∂∗ ∼= Im ∂∗

elde edilir. Bu durumdaH8
1(X−U, A−U) =Ker ∂∗ olur. Dizinin tamlı̆gından∂∗

monomorfizmdir. Dolayısıyla Ker∂∗ = 0 bulunur. BöyleceH8
1(X−U, A−U)=0

olduğundan

H8
q (X −U, A−U) =

{
Z, q = 0
0, q 6= 0

elde edilir.q = 1 için H8
q (X, A) 6= H8

q (X − U, A− U) olduğundan simpleksler

homoloji için excision aksiyomu dijital görüntülerde sağlanmaz. �

3.4. Dijital Görüntüler İçin Lefschetz Sabit Nokta Teoremi

Tanım 3.34 [11] (X,κ) bir dijital görüntü ve f : (X,κ)→ (X,κ), (κ,κ)-sürekli

bir fonksiyon olsun.f (x) = x olacak şekildex∈X mevcutsa(X,κ) dijital görüntüsü

sabit nokta özellĭgine sahiptir denir.

Sabit nokta özellĭgi topolojik bir invaryanttır. Yani dijital izomorfizm ile korunur.

Tanım 3.35 [11] (X,κ), dijital homoloji grupları sonlu üretilmiş ve bazı boyutlarda

yok olan bir dijital görüntü olsun.f : (X,κ)→ (X,κ) dönüşümü içinλ( f ) Lefschetz

sayısı,f∗ : Hκ
i (X)→ Hκ

i (X) olmak üzere

λ( f ) =
n

∑
i=0

(−1)itr( f∗)

şeklinde tanımlanır.
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Teorem 3.36 [11] G, bir serbest abel grup ve1G : G→ G birim homomorfizm

olsun.tr(1G), 1G nin izi olmak üzeretr(1G) =rank(G) dir.

İspat: G serbest abel grup olduğundanG nin rankı1 dir. 1G : G→G birim dönüşüm

olduğundan ve1G, birim 1× 1-matrise sahip oldŭgundan1G nin izi 1 dir. Dolayısıyla

tr(1G) =rank(G) dir. �

Teorem 3.37 [11] (X,κ), sonlu bir dijital simpleksler kompleks veya sonlu dijital

simpleksler kompleksin retraktı vef : (X,κ)→ (X,κ), λ( f ) 6= 0 olan bir dönüşüm

ise f sabit bir noktaya sahiptir.

İspat: f nin sabit noktalara sahip olmadığını kabul edelim. Bu durumdaλ(f)= 0

olduğu gösterilmelidir. Buna göre tümtr( f∗ : Hκ
i (X)→ Hκ

i (X)) ler sıfır olarak

elde edilmelidir. Bunun için Lefschetz ilkesi denilen

λ( f ) =
n

∑
i=0

(−1)itr( f♯ : Cκ
i (X)→ Cκ

i (X))

eşitliğine ihtiyaç vardır.(X,κ) nın dijital homoloji gruplarını hesaplamak içinCκ
i (X)

dijital simpleksler zincirleri kullanılır.f nin sabit noktaları olmadığından ve(X,κ)

kompakt oldŭgundan f , noktaları en az bir sabit pozitif aralıkta hareket ettirmek

zorundadır. Bu sabit aralıkδ olsun. Bu durumda çapıδ/10 dan daha küçük olan

simpleksler kullanılır vef ye, g dijital simpleksler dönüşümüyle yaklaşılırsag, f

nin δ/2 içinde olur.δ nın g, f ye homotopik olacak şekilde çok küçük olduğunu

kabul edelim. Dolayısıylag = f olarak alınabilir. f , noktaları en azδ üzerinde

hareket ettirdĭginden ve bizim dijital simplekslerimizin çapları en fazlaδ/10 oldu-

ğundanf nin her bir dijital simpleksi kendisine dönüştürmesi imkansızdır. Buradan

heri için

tr( f♯ : Cκ
i (X)→ Cκ

i (X)) = 0

elde edilir. �
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Teorem 3.38 (Bir Boyutlu Brouwer Sabit Nokta Teoremi) [11] Her(2,2)-sürekli

f : [0,1]Z → [0,1]Z fonksiyonu sabit bir noktaya sahiptir.

İspat: f : [0,1]Z→ [0,1]Z , (2,2)-sürekli olsun.f (0) = 0 ve f (1) = 1 olduğundan

f , sabit bir noktaya sahiptir. �

Teorem 3.39 (İki Boyutlu Brouwer Sabit Nokta Teoremi) [11]

X = {(0,0), (1,0), (0,1), (1,1)} ⊂ Z
2, 4-yakınlıklı bir dijital görüntü olsun. Her

(4,4)-sürekli f : (X, 4)→ (X, 4) fonksiyonu sabit bir noktaya sahiptir.

İspat: X in Lefschetz sayısını hesaplayalım.f : (X, 4)→ (X, 4) olsun.

f∗ : H4
q (X)→ H4

q (X) dönüşümünü ele alalım.q = 0 için f∗ : H4
0(X)→ H4

0(X)

yani f∗ : Z→Z birim homomorfizmi elde edilir. Teorem 3.36 den

tr( f∗) =rank(Z) = 1

dir. q > 0 için f∗ sıfır dönüşümüdür. Böylece

λ( f ) =
n

∑
i=0

(−1)itr( f∗) = 1− 0 + 0− 0 + · · · = 1

elde edilir.λ( f ) = 1 6= 0 olduğundan Teorem 3.37 denf sabit bir noktaya sahiptir.

O halde iki boyutlu Brouwer Sabit Nokta Teoremi dijital görüntüler için săglanır.�

Sabit nokta özellĭginin bir topolojik özellik oldŭgu sonucuna ulaşılır. Yani topolojik

olarak denk olan iki topolojik uzayın her ikisinde de sabit nokta özellĭgi ya vardır

ya da yoktur.

Teorem 3.40 [11] (X,κ) ve (Y,κ′) dijital görüntüleri için X ≈(κ,κ′) Y olsun.

(X,κ) sabit nokta özelliğine sahipse(Y,κ′) de sabit nokta özelliğine sahiptir.

İspat: X ≈(κ,κ′) Y olduğundan(κ,κ′)-sürekli ve tersi(κ′,κ)-sürekli olan

f : (X,κ)→ (Y,κ′) bijektif fonksiyonu mevcuttur. AyrıcaX sabit nokta özellĭgine

sahiptir yani her(κ,κ)-sürekli g : (X,κ)→ (X,κ) fonksiyonu sabit bir noktaya

sahiptir.h : (Y,κ′)→ (Y,κ′), (κ′,κ′)-sürekli olsun. Bu durumda
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h ◦ f : (X,κ)→ (Y,κ′) ve f−1 ◦ h ◦ f : (X,κ)→ (X,κ)

fonksiyonları sırasıyla(κ,κ′)-sürekli ve(κ,κ)-süreklidir. X sabit nokta özellĭgine

sahip oldŭgundan birx ∈ X için f−1(h( f (x))) = x dir. f ( f−1(h( f (x)))) = f (x)

olduğundanh( f (x)) = f (x) olur. Bu durumdah sabit bir noktaya sahiptir. �

Sonuç 3.41 [11] Sabit nokta özelliği dijital görüntüler için topolojik bir invaryanttır.

Teorem 3.42 [11] (X,κ) bir dijital görüntü ve f : (X,κ)→ (X,κ) bir (κ,κ)-sürekli

dönüşüm olsun.X, κ-büzülebilir isef sabit bir noktaya sahiptir.

İspat: X, κ-büzülebilir ise f ≃(κ,κ) 1X dir. DolayısıylaX ve tek noktalı görüntü

aynı dijital homoloji grubuna sahiptir. Bu durumda

Hκ
i (X) =

{
Z, i = 0
0, i 6= 0

elde edilir. f : (X,κ)→ (X,κ) olsun. f∗ : Hκ
q (X)→Hκ

q (X) homomorfizmi alınırsa,

q = 0 için f∗ : Z→ Z birim homomorfizmi elde edilir. Teorem 3.36 dan

tr( f∗) =rank(Z) = 1

olur. q > 0 için f∗ sıfır dönüşümüdür. Dolayısıylaf in Lefschetz sayısı

λ( f ) =
n

∑
i=0

(−1)itr( fi) = 1− 0 + 0− 0 + · · · = 1

elde edilir.λ( f )=1 6=0 olduğu için Teorem 3.37 denf sabit bir noktaya sahiptir.�

Örnek 3.43 [11] X, Örnek 3.19 daki dijital görüntü ise her(8,8)-sürekli

f : (X, 8)→ (X, 8) dönüşümü içinλ( f ) Lefschetz sayısı

f∗ : H8
0(X) = Z→ H8

0(X) = Z

dönüşümünün izidir.f∗ birim dönüşüm oldŭgundan izi sıfırdan farklıdır. Teorem

3.37 den(X, 8) dijital görüntüsü üzerindeki her dönüşüm en az bir sabit noktaya

sahiptir.

Sonuç 3.44 [11] Tek nokta görüntüsüyle aynı dijital homoloji gruplarına sahip

(X,κ) dijital görüntüsü her zaman sabit bir noktaya sahiptir.
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In+1, (n + 1)-küpün sınırı Bd(In+1) ile Sn, n-küresi homeomorfiktir. Bir dijital

küpün sınırını kullanarak bir dijital küre oluşturulabilir. Z
n nin orjinini 0n ile

gösterelim. Boxer [5] küre benzeri dijital görüntüyü

Sn = [−1,1]n+1
Z
\ {0n+1} ⊂Z

n+1

şeklinde tanımlamıştır.

Lefschetz Sabit Nokta Teoreminin tersinin dijital görüntüler için dŏgru olması gerekmez.

Bunu bir örnekle görelim.

Örnek 3.45 [11] S1={(1,0),(1,−1),(1,1),(0,1),(0,−1),(−1,1),(−1,0),(−1,−1)},

Z
2 de 4-yakınlıklı dijital bir küredir. BuMSC4 dijital 4-kapalı ĕgrisidir. Teorem

3.14 den

H4
q (S1) =

{
Z, q = 0,1
0, q 6= 0,1

elde edilir.φ : (S1, 4)→ (S1, 4), dijital (4,4)-sürekli dönüşüm olsun. Bu dönüşüm

z∈ S1 için φ(z) = z olarak tanımlanır.φ nin Lefschetz sayısı,φ0, φ1 birim fonksiyonlar

olduğundan

λ(φ) =
q

∑
i=0

(−1)itr(φi : H4
i (S1)→ H4

i (S1)) = 1− 1 = 0

dır. Böyleceλ(φ) = 0 olmasına răgmen φ sabit noktaya sahiptir. Sonuç olarak

aşăgıdaki elde edilir.

Sonuç 3.46 [11] Lefschetz Sabit Nokta Teoreminin tersinin dijital görüntüler için

doğru olması gerekmez.

S2 nin Lefschetz sayısını hesaplayalım.

Örnek 3.47 [11] S2 = [−1,1]3
Z
\ {(0,0,0)}, Z

3 de6-yakınlıklı dijital bir 2-küredir.

Bu MSS6 dijital görüntüsüdür.f : (S2, 6)→ (S2, 6), dijital (6,6)-sürekli dönüşüm

olsun. Teorem 3.36 danf nin Lefschetz sayısı,f0 : Z→Z birim fonksiyon ve

f1 : Z
23→Z

23 olduğundan
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λ( f ) =
q

∑
i=0

(−1)itr( f∗ : H6
i (S2)→ H6

i (S2)) = 1− 23 = −22

dir. Sonuç olarakf sabit noktaya sahiptir.

Önerme 3.48 [11] (X,κ) bir dijital görüntü veχ(X,κ), (X,κ) nın Euler karakteristiği

olsun. f : (X,κ)→ (X,κ) dönüşümü birim dönüşüme homotopik iseλ( f ) = χ(X,κ)

dır.

İspat: Lefschetz sayısını homoloji olmaksızın,f♯ : Cκ
i (X)→ Cκ

i (X) olmak üzere

λ( f ) =
n

∑
i=0

(−1)itr( f∗ : Hκ
i (X)→ Hκ

i (X)) =
n

∑
i=0

(−1)itr( f♯)

şeklinde tanımlanır. Homotopik dönüşümlern-zincirler üzerinde aynı dönüşümü

ürettiğinden1♯ : Cκ
i (X)→ Cκ

i (X) dönüşümü incelenebilir.1♯ dönüşümü

αi(X,κ)× αi(X,κ) birim matrisidir ve böylece iziαi(X,κ) dır. Sonuç olarak

λ( f ) =
n

∑
i=0

(−1)itr( f♯) =
n

∑
i=0

(−1)iαi(X,κ) = χ(X,κ)

elde edilir. �

Örnek 3.49 [11] MSS′6 nü (X, 6) ile gösterelim vef : (X, 6)→ (X, 6), dijital

(6,6)-sürekli dönüşüm olsun.q> 1 için fq : H6
q (X)→H6

q (X) bir sıfır dönüşümüdür.

Dolayısıylatr( fq) = 0 dır. q = 0 için f0, Z üzerinde birim fonksiyon oldŭgundan

tr( f∗) = 1 dir. Diğer taraftanq = 1 için tr( f∗) = rank(Z5) = 5 olur. Lefschetz

sayısı

λ( f ) =
3

∑
i=0

(−1)itr( fi) = 1− 5 + 0 = −4 6= 0

elde edilir. Teorem 3.37 denf sabit noktaya sahiptir.MSS′6 nün Euler karakteristiği

χ(MSS′6, 6) = −4 dür.
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4. DİJ İTAL GÖRÜNTÜLERDE KOHOMOLOJ İ GRUPLARI

Tanım 4.1 [9] Bir (X,κ) dijital simpleksler kompleks olsun. Her birq ∈ Z için

q-boyutlu dijital eşzincir grubu

Cq,κ(X) = Hom(Cκ
q (X),Z)

eşitliğiyle veq-boyutlu eşsınır operatörü

δq : Cq,κ(X; G)→ Cq+1,κ(X; G)

∂q+1 sınır operatörünün duali olarak tanımlanır. Bu durumda dijital simpleksler

eşzincir kompleksi

C∗(X) = {Cq,κ(X),δq}

şeklinde tanımlanır.

cq, q-boyutlu bir eşzincir vecq, q-boyutlu bir zincir isecq nuncq üzerindeki dĕgeri

〈cq, cq〉 ile gösterilir. Bu durumda eşsınır operatörünün tanımı

〈δ(cq), cq〉 = 〈cq,∂(cq)〉

şeklinde olur.σ∗i temel eşzincirinin dĕgeri σi üzerinde 1, dĭger baz elemanları

üzerinde 0 dır.g ∈ G isegσ∗i ın dĕgeri σi üzerindeg, diğer baz elemanları üzerinde

0 dır. cq = ∑ giσ
∗
i olarak yazılabildĭginden

δ(cq) = ∑ giδ(σ
∗
i )

elde edilir. δ(cq) yu belirlemek için her bir yönlüσ, p-simpleksi için δ(σ∗) ı

hesaplamak yeterlidir.τj, yüzlerinden biriσ olan tümp+ 1-simpleksler veε j =∓1

olmak üzere

δ(σ∗) = ∑ ε jτ
∗
j

olur.

Önerme 4.2 [24] Her 1≤ q ≤ m için δq ◦ δq−1 = 0 dır.
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İspat: Her1≤ q≤m için ∂q−1 ◦ ∂q = 0 olduğunu biliyoruz.q-boyutluσ∗ eşzinciri

ve q + 1-boyutlu τj zincirini ele alalım.

〈(δq+1 ◦ δq)(σ∗),τj〉 = 〈δq+1(δq(σ∗)),τj〉

= 〈δq(σ∗),∂q+1(τj)〉

= 〈σ∗, (∂q ◦ ∂q+1)(τj)〉

= 0

olduğundanδq+1 ◦ δq = 0 dır. �

Tanım 4.3 [9] (K,κ) = {Kq,κ,δq} bir dijital simpleksler eşzincir kompleks olsun.

δq : Kq,κ → Kq+1,κ homomorfizminin çekirdĕgine dijital eşdevirler grubu denir ve

Zq,κ(K) ile gösterilir.δq nun görüntüsüne dijital eşsınırlar grubu denir veBq+1,κ(K)

ile gösterilir. Buradan dijital kohomoloji grubu

Hq,κ(K) = Zq,κ(K)/Bq,κ(K)

şeklinde tanımlanır.

Teorem 4.4 [27] Her q ≥ 0 için, Hq,κ, dijital simpleksler eşzincir kompleksler ve

simpleksler dönüşümler kategorisinden, abel gruplar kategorisine bir kontravaryant

funktordur.

İspat: Hq,κ0(X), dijital simpleksler eşzincir kompleks olanX objesi üzerinde tanım-

lanmıştır.ϕ : (X,κ0)→ (Y,κ1) bir dijital simpleksler dönüşüm ise

ϕ∗ : Hq,κ1(Y)→ Hq,κ0(X)

dönüşümüz ∈ Zq,κ1(Y) olmak üzere

ϕ∗(z + Bq,κ1(Y)) = ϕ♯(z) + Bq,κ0(X)

şeklinde tanımlanır.1(Y,κ1) : (Y,κ1)→ (Y,κ1) birim dönüşümü için

(1(Y,κ1))
∗ : Hq,κ1(Y)→ Hq,κ1(Y)

dönüşümündez ∈ Zq,κ1(Y) için
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(1(Y,κ1))
∗(z + Bq,κ1(Y)) = (1(Y,κ1))

♯(z) + Bq,κ1(Y) = z + Bq,κ1(Y)

olur. Bu durumda(1(Y,κ1))
∗ = 1Hq,κ1 (Y) bulunur.ϕ : (X,κ0)→ (Y,κ1) ve

ψ : (Y,κ1)→ (W,κ2) dijital simpleksler dönüşümleri için

ϕ∗ : Hq,κ1(Y)→ Hq,κ0(X) ve ψ∗ : Hq,κ2(W)→ Hq,κ1(Y)

dönüşümlerindez ∈ Zq,κ2(W) olmak üzere

(ϕ∗ ◦ ψ∗)(z + Bq,κ2(W)) = ϕ∗(ψ∗(z + Bq,κ2(W)))

= ϕ∗(ψ♯(z) + Bq,κ1(Y))

= ϕ♯(ψ♯(z)) + Bq,κ0(X)

= (ϕ♯ ◦ ψ♯)(z) + Bq,κ0(X)

= (ψ ◦ ϕ)♯(z) + Bq,κ0(X)

= (ψ ◦ ϕ)∗(z + Bκ2
q (W))

olur. Buradan(ψ ◦ ϕ)∗ = ϕ∗ ◦ ψ∗ elde edilir. �

Teorem 4.5 (X,κ) tek noktalı dijital görüntü ise

Hq,κ(X) =

{
Z, q = 0
0, q > 0

dır.

İspat: (X,κ) tek noktalı dijital görüntü iseq > 0 için

Cq,κ(X) = Hom(Cκ
q(X),Z) = 0

olduğundanHq,κ(X) = 0 elde edilir. Dĭger taraftanq = 0 için

C0,κ(X) = Hom(Cκ
0(X),Z) ∼= Z

dir. Dolayısıyla

0 C0,κ(X) 0
δ0 δ1

kısa dizisi vardır. Kerδ1=Z ve Im δ0=0 olduğundanH0,κ(X)=Z elde edilir.�
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Teorem 4.6 X dijital basit kapalıκ-eğri ise

Hq,κ(X) =

{
Z, q = 0,1
0, q 6= 0,1

dır.

İspat: X = {x0, x1, ..., xq} ⊂Z
2 bir dijital basit kapalıκ-eğri olsun. Bu durumda,

xi ve xj, κ-yakındır⇔ i = j± 1(modq) dur. Cκ
0(X) ve Cκ

1(X) bazları, sırasıyla

{〈x0〉, 〈x1〉, ..., 〈xq〉}

{e0 = 〈x0, x1〉, e1 = 〈x1, x2〉, ..., eq = 〈xq, x0〉}

olan serbest abel gruplardır.m > q > 1 için Cκ
q(X) = 0 olduğundanHκ

q (X) = 0

dır.

0 Cκ
1(X) Cκ

0(X) 0
∂2 ∂1 ∂0

kısa dizisi bulunur.C0,κ(X) = Hom(Cκ
0(X),Z) ve C1,κ(X) = Hom(Cκ

1(X),Z)

olduğundan

0 C0,κ(X) C1,κ(X) 0
δ−1 δ0 δ1

kısa dizisi elde edilir.

∂1(e0) = x1 − x0,

∂1(e1) = x2 − x1,

∂1(e2) = x3 − x2,
...

∂1(eq) = x0 − xq

olduğundan 0-eşzincirleri
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δ0x∗0 = eq − e0,

δ0x∗1 = e0 − e1,

δ0x∗2 = e1 − e2,
...

δ0x∗q = eq−1− eq

bulunur.

δ0(
q

∑
i=0

nix
∗
i ) = n0(eq − e0) + n1(e0 − e1) + n2(e1 − e2) + · · ·+ nq(eq−1− eq)

= e0(−n0 + n1) + e1(−n1 + n2) + e2(−n2 + n3) + · · · + eq(n0 −

nq)

elde edilir.

e0(−n0 + n1) + e1(−n1 + n2) + e2(−n2 + n3) + · · ·+ eq(n0 − nq) = 0

denklemi çözüldü̆günden0 = n1 = · · · = nq = n olur. Dolayısıyla

Z0,κ(X) = {n(x0 + x1 + x2 + · · ·+ xq) |n ∈ Z} ∼= Z

bulunur.B0,κ(X) =Im δ−1 = {0} olduğundan

H0,κ(X) ∼= Z

dir.

B1,κ(X)=Imδ0={t0e0+ t1e1+ t2e2+· · ·+tq−1eq−1+(−t0−t1−t2−· · ·−tq−1)eq

| ti ∈ Z, i = 0,1,2, ...,q− 1} ∼= Z
q

olur. Z1,κ(X) =Ker δ1 ∼= Z
q+1 olduğundan

H1,κ(X) ∼= Z

dir. Bu durumda

Hq,κ(X) =

{
Z, q = 0,1
0, q 6= 0,1

elde edilir. �

Teorem 4.7 (X,κ) ⊂Z
n dijital görüntüsüκ-yol bağlantılı iseH0,κ(X) ∼= Z dir.
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İspat: X in 0-simplekslerinin〈p0〉, 〈p1〉, ..., 〈pn〉 olduğunu kabul edelim.

0 C0,κ(X) C1,κ(X)
δ−1 δ0

dizisi elde edilir.δ−1 in görüntüsü sıfır oldŭgundanB0,κ(X) =Im δ−1 = {0} dır.

Z0,κ(X) =Ker δ0 dır.

A = {
n

∑
i=0

ki pi |ki = k, i = 0,1, ...,n}

olsun. Z0,κ(X) = A olduğunu iddia ediyoruz.̇Iddiamız dŏgruysa,Z0,κ(X) = Z

olur veH0,κ(X) = Z elde edilir.

İddamızı ispat edelim.pri
, psi
∈X noktalarını seçelim.X, κ-yol băglantılı oldŭgundan,

X de heri için pri
denpsi

ye bir σi yolu vardır.X de pri
den psi

ye bir κ-yol olan

σi, dijital 1-simplekslerin kümesidir.

σi = {〈pri
, pr+1i

〉, 〈pr+1i
, pr+2i

〉, ..., 〈ps−1i
, psi
〉}

k = r,r + 1, ..., s için eki
= 〈pki

, pk+1i
〉 olsun.

σi = {eri
, er+1i

, ..., es−1i
}

olur.

∂1(eri
) = pr+1i

− pri
,

∂1(er+1i
) = pr+2i

− pr+1i
,

∂1(er+2i
) = pr+3i

− pr+2i
,

...

∂1(es−2i
) = ps−1i

− ps−2i
,

∂1(es−1i
) = psi

− ps−1i
,

olduğundan

δ0(pr+1i
) = eri

− er+1i
,
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δ0(pr+2i
) = er+1i

− er+2i
,

...

δ0(ps−1i
) = es−2i

− es−1i

elde edilir. γi, σi yolu üzerindeki dijital0-simplekslerin kümesi olsun.

ω = ∑ kγi ∈ A için

δ0(ω) = δ0(∑ kγi) = k ∑ δ0(γi) = k ∑(eri
− es−1i

) = k ∑ eri
− k ∑ es−1i

= 0

olur. Bu durumdaω ∈ Z0,κ(X) elde edilir.

Tersine,θ ∈ Z0,κ(X) iseθ =
n

∑
i=0

ki pi ∈ C0,κ(X) ve

δ0(θ) = δ0(
n

∑
i=0

ki pi) =
n

∑
i=0

kiδ
0(pi) = 0

dır.

n

∑
i=0

kiδ
0(γi) =

n

∑
i=0

ki(eri
− es−1i

) =
n

∑
i=0

kieri
−

n

∑
i=0

kies−1i
= 0

bulunur.∑ kieri
= ∑ kies−1i

olduğundani = 0, ...,n için ki = k dır. Buradanθ ∈ A

olur. BöyleceZ0,κ(X) = A∼= Z ve

H0,κ(X) = Z0,κ(X)/B0,κ(X) ∼= Z

elde edilir. �

Örnek 4.8 MSS′18 nün kohomoloji gruplarını hesaplayalım.

MSS′18 nün noktalarını{p0 =(1,1,0),p1 =(0,2,0), p2 =(−1,1,0),p3=(0,0,0),

p4=(0,1,−1),p5 =(0,1,1)}⊂ Z
3 olarak alalım ve bu noktalar

p2 < p3 < p4 < p5 < p1 < p0

şeklinde sıralansın.

C18
0 (MSS′18), C18

1 (MSS′18) ve C18
2 (MSS′18) serbest abel gruplarının bazları olan

0-simpleksler, 1-simpleksler ve 2-simpleksleri Teorem 3.21 deki gibi alalım.
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0 C18
2 (MSS′18) C18

1 (MSS′18) C18
0 (MSS′18) 0

∂3 ∂2 ∂1 ∂0

kısa dizisi elde edilir.

C0,18(MSS′18) = Hom(C18
0 (MSS′18),Z),

C1,18(MSS′18) = Hom(C18
1 (MSS′18),Z),

C2,18(MSS′18) = Hom(C18
2 (MSS′18),Z),

olduğundan

0 C0,18(MSS′18) C1,18(MSS′18) C2,18(MSS′18) 0
δ−1 δ0 δ1 δ2

kısa dizisi bulunur.

∂1(e0) = p1 − p2, ∂1(e6) = p0 − p4,
∂1(e1) = p3 − p2, ∂1(e7) = p1 − p5,
∂1(e2) = p4 − p2, ∂1(e8) = p5 − p3,
∂1(e3) = p5 − p2, ∂1(e9) = p0 − p5,
∂1(e4) = p1 − p4, ∂1(e10) = p0 − p1,
∂1(e5) = p4 − p3, ∂1(e11) = p0 − p3

olduğundan 0-eşzincirler,

δ0 p∗0 = e6 + e9 + e10 + e11,

δ0 p∗1 = e0 + e4 + e7 − e10,

δ0 p∗2 = −e0 − e1 − e2 − e3,

δ0 p∗3 = e1 − e5 − e8 − e11,

δ0 p∗4 = e2 − e4 + e5 − e6,

δ0 p∗5 = e3 − e7 + e8 − e9

elde edilir.

∂2(σ0) = ∂2(〈p2 p4 p1〉) = 〈p4 p1〉 − 〈p2 p1〉+ 〈p2 p4〉 = e4 − e0 + e2,
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∂2(σ1) = ∂2(〈p4 p1 p0〉) = 〈p1 p0〉 − 〈p4 p0〉+ 〈p4 p1〉 = e10 − e6 + e4,

∂2(σ2) = ∂2(〈p3 p4 p0〉) = 〈p4 p0〉 − 〈p3 p0〉+ 〈p3 p4〉 = e6 − e11 + e5,

∂2(σ3) = ∂2(〈p2 p3 p4〉) = 〈p3 p4〉 − 〈p2 p4〉+ 〈p2 p3〉 = e5 − e2 + e1,

∂2(σ4) = ∂2(〈p2 p5 p1〉) = 〈p5 p1〉 − 〈p2 p1〉+ 〈p2 p5〉 = e7 − e0 + e3,

∂2(σ5) = ∂2(〈p2 p3 p5〉) = 〈p3 p5〉 − 〈p2 p5〉+ 〈p2 p3〉 = e8 − e3 + e1,

∂2(σ6) = ∂2(〈p5 p1 p0〉) = 〈p1 p0〉 − 〈p5 p0〉+ 〈p5 p1〉 = e10 − e9 + e7,

∂2(σ7) = ∂2(〈p3 p5 p0〉) = 〈p5 p0〉 − 〈p3 p0〉+ 〈p3 p5〉 = e9 − e11 + e8,

olduğundan 1-eşzincirler,

δ1e∗0 = −σ0 − σ4, δ1e∗6 = −σ1 + σ2,
δ1e∗1 = σ3 + σ5, δ1e∗7 = σ4 + σ6,
δ1e∗2 = σ0 − σ3, δ1e∗8 = σ5 + σ7,
δ1e∗3 = σ4 − σ5, δ1e∗9 = −σ6 + σ7,
δ1e∗4 = σ0 + σ1, δ1e∗10 = σ1 + σ6,
δ1e∗5 = σ2 + σ3, δ1e∗11 = −σ2 − σ7

olur. Öncelikleδ0 ın çekirdĕgini bulalım.

δ0(
5

∑
i=0

ni p
∗
i )=n0(e6+ e9+ e10+ e11)+n1(e0+e4+e7−e10)+n2(−e0−e1−e2−e3)

+n3(e1− e5− e8− e11)+ n4(e2− e4 + e5− e6)+ n5(e3− e7 + e8− e9)

elde edilir.

e0(n1 − n2) + e1(−n2 + n3) + e2(−n2 + n4) + e3(−n2 + n5) + e4(n1 − n4)

+e5(−n3 + n4) + e6(n0 − n4) + e7(n1 − n5) + e8(−n3 + n5) + e9(−n5 + n0)

+e10(n0 − n1) + e11(n0 − n3) = 0,

denklemi çözülürse

n0 = n1 = n2 = n3 = n4 = n5 = n

olur. Bu durumda

Z0,18(MSS′18) = {n(p0 + p1 + p2 + p3 + p4 + p5) |n ∈ Z} ∼= Z

bulunur.B0,18(MSS′18)
∼= 0 olduğundan,
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H0,18(MSS′18)
∼= Z

dir.

δ1(
11

∑
i=0

kie
∗
i ) = k0(−σ0 − σ4) + k1(σ3 + σ5) + k2(σ0 − σ3) + k3(σ4 − σ5)

+k4(σ0 + σ1) + k5(σ2 + σ3) + k6(−σ1 + σ2) + k7(σ4 + σ6)

+k8(σ5 + σ7) + k9(−σ6 + σ7) + k10(σ1 + σ6) + k11(−σ2 − σ7)

δ1 in çekirdĕgini bulalım.

σ0(−k0 + k2 + k4) + σ1(k4 − k6 + k10) + σ2(k5 + k6 − k11) + σ3(k1 − k2 + k5)

+σ4(k3+ k7− k0)+ σ5(k1+ k8− k3)+ σ6(k7− k9+ k10)+ σ7(k8+ k9− k11) = 0

denklemi çözülürse

k0 = k1 + k4 + k5

k2 = k1 + k5

k3 = k1 + k5 + k4 − k7

k6 = k4 + k10

k8 = k4 + k5 − k7

k9 = k7 + k10

k11 = k4 + k5 + k10

olur. Bu durumda

Z1,18(MSS′18) = {(k1 + k4 + k5)e∗0 + k1e∗1 + (k1 + k5)e∗2 + (k1 + k4 + k5− k7)e∗3

+k4e∗4 + k5e∗5 + (k4 + k10)e
∗
6 + k7e∗7 + (k4 + k5 − k7)e∗8 + (k7 + k10)e

∗
9

+k10e∗10 + (k4 + k5 + k10)e
∗
11 |ki ∈ Z, i = 1,4,5,7,10} ∼= Z

5

elde edilir. Dĭger taraftan

B1,18(MSS′18) = {t0e0 + t1e1 + t2e2 + t3e3 + (t0 − t2)e4 + (t2 − t1)e5 + t4e6

+(t0 − t3)e7 + (t3 − t1)e8 + (t2 − t3 + t4)e9 + (−t0 + t2 + t4)e10
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+(−t1 + t2 + t4)e11 | ti ∈Z, i = 0,1,2,3,4} ∼= Z
5

bulunur.B1,18(MSS′18) = Z1,18(MSS′18) olduğundan

H1,18(MSS′18)
∼= {0}

dır.

B2,18(MSS′18) = {h0σ0 + h1σ1 + h2σ2 + h3σ3 + h4σ4 + h5σ5 + h6σ6

+(h5− h6+ h4−h0−h3+ h2+ h1)σ7 |hi∈Z, i = 0,1,2,3,4,5,6}

∼= Z
7

olur. Z2,18(MSS′18)
∼= Z

8 olduğundan

H2,18(MSS′18)
∼= Z

dir. Bu durumda

Hq,18(MSS′18) =

{
Z, q = 0,2
0, q 6= 0,2

elde edilir.

Örnek 4.9 MSS18 in kohomoloji gruplarını hesaplayalım.

MSS18 in noktalarını{p0 = (0,0,1), p1 = (1,1,1), p2 = (1,2,1), p3 = (0,3,1),

p4 = (−1,2,1), p5 = (−1,1,1), p6 = (0,1,0), p7 = (0,2,0), p8 = (0,2,2),

p9 = (0,1,2)}⊂Z
3 olarak alalım ve bu noktalar

p5 < p4 < p0 < p6 < p9 < p7 < p8 < p3 < p1 < p2

şeklinde sıralansın.

C18
0 (MSS18), C18

1 (MSS18) ve C18
2 (MSS18) serbest abel gruplarının bazları olan

0-simpleksler, 1-simpleksler ve 2-simpleksleri Teorem 3.22 deki gibi alalım.

0 C18
2 (MSS18) C18

1 (MSS18) C18
0 (MSS18) 0

∂3 ∂2 ∂1 ∂0

kısa dizisi elde edilir.
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C0,18(MSS18) = Hom(C18
0 (MSS18),Z),

C1,18(MSS18) = Hom(C18
1 (MSS18),Z),

C2,18(MSS18) = Hom(C18
2 (MSS18),Z),

olduğundan

0 C0,18(MSS18) C1,18(MSS18) C2,18(MSS18) 0
δ−1 δ0 δ1 δ2

kısa dizisi bulunur.

∂1(e0) = p1 − p0, ∂1(e10) = p7 − p6,
∂1(e1) = p9 − p0, ∂1(e11) = p4 − p5,
∂1(e2) = p0 − p5, ∂1(e12) = p2 − p8,
∂1(e3) = p6 − p0, ∂1(e13) = p8 − p4,
∂1(e4) = p8 − p9, ∂1(e14) = p3 − p8,
∂1(e5) = p1 − p9, ∂1(e15) = p3 − p4,
∂1(e6) = p9 − p5, ∂1(e16) = p7 − p4,
∂1(e7) = p1 − p6, ∂1(e17) = p2 − p3,
∂1(e8) = p2 − p1, ∂1(e18) = p2 − p7,
∂1(e9) = p6 − p5, ∂1(e19) = p3 − p7,

olduğundan 0-eşzincirleri,

δ0p∗0 = −e0 − e1 + e2 − e3,

δ0p∗1 = e0 + e5 + e7 − e8,

δ0p∗2 = e8 + e12 + e17 + e18,

δ0p∗3 = e14 + e15 − e17 + e19,

δ0p∗4 = e11 − e13 − e15 − e16,

δ0p∗5 = −e2 − e6 − e9 − e11,

δ0p∗6 = e3 − e7 + e9 − e10,

δ0p∗7 = e10 + e16 − e18 − e19,

δ0p∗8 = e4 − e12 + e13 − e14,
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δ0p∗9 = e1 − e4 − e5 + e6

şeklinde elde edilir.

∂2(σ0) = 〈p9 p1〉 − 〈p0 p1〉+ 〈p0 p9〉 = e5 − e0 + e1,

∂2(σ1) = 〈p6 p1〉 − 〈p0 p1〉+ 〈p0 p6〉 = e7 − e0 + e3,

∂2(σ2) = 〈p0 p6〉 − 〈p5 p6〉+ 〈p5 p0〉 = e3 − e9 + e2,

∂2(σ3) = 〈p0 p9〉 − 〈p5 p9〉+ 〈p5 p0〉 = e1 − e6 + e2,

∂2(σ4) = 〈p8 p3〉 − 〈p4 p3〉+ 〈p4 p8〉 = e14 − e15 + e13,

∂2(σ5) = 〈p7 p3〉 − 〈p4 p3〉+ 〈p4 p7〉 = e19 − e15 + e16,

∂2(σ6) = 〈p3 p2〉 − 〈p8 p2〉+ 〈p8 p3〉 = e17 − e12 + e14,

∂2(σ7) = 〈p3 p2〉 − 〈p7 p2〉+ 〈p7 p3〉 = e17 − e18 + e19,

olduğundan 1-eşzincirleri,

δ1e∗0 = −σ0 − σ1, δ1e∗10 = {0},
δ1e∗1 = σ0 + σ3, δ1e∗11 = {0},
δ1e∗2 = σ2 + σ3, δ1e∗12 = −σ6,
δ1e∗3 = σ1 + σ2, δ1e∗13 = σ4,
δ1e∗4 = {0}, δ1e∗14 = σ4 + σ6,
δ1e∗5 = σ0, δ1e∗15 = −σ4 − σ5,
δ1e∗6 = −σ3, δ1e∗16 = σ5,
δ1e∗7 = σ1, δ1e∗17 = σ6 + σ7,
δ1e∗8 = {0}, δ1e∗18 = −σ7,
δ1e∗9 = −σ2, δ1e∗19 = σ5 + σ7

olarak bulunur. Öncelikleδ0 ın çekirdĕgini bulalım.

δ0(
9

∑
i=0

ni p
∗
i ) = n0(−e0 − e1 + e2 − e3) + n1(e0 + e5 + e7 − e8)

+n2(e8 + e12 + e17 + e18) + n3(e14 + e15 − e17 + e19)

+n4(e11 − e13 − e15 − e16) + n5(−e2 − e6 − e9 − e11)

+n6(e3 − e7 + e9 − e10) + n7(e10 + e16 − e18 − e19)
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+n8(e4 − e12 + e13 − e14) + n9(e1 − e4 − e5 + e6)

olur. Buradan

e0(−n0 + n1) + e1(−n0 + n9) + e2(n0− n5) + e3(−n0 + n6) + e4(n8− n9)

+e5(n1− n9) + e6(−n5 + n9) + e7(n1− n6) + e8(n2 − n1) + e9(−n5 + n6)

+e10(−n6 + n7)+ e11(n4− n5)+ e12(n2− n8)+ e13(−n4 + n8)+ e14(n3− n8)

+e15(n3−n4)+e16(−n4+n7)+e17(n2− n3)+ e18(n2− n7)+ e19(n3− n7)=0,

denklemi çözülürse

n0 = n1 = n2 = n3 = n4 = n5 = n6 = n7 = n8 = n9 = n

elde edilir. Bu durumda,

Z0,18(MSS18)={n(p0+ p1+ p2+ p3+ p4+ p5+ p6+ p7+ p8+ p9)|n∈Z}∼=Z

olur. B0,18(MSS18) ∼= 0 olduğundan,

H0,18(MSS18) ∼= Z

dir.

δ1(
19

∑
i=0

kie
∗
i ) = k0(−σ0− σ1)+ k1(σ0 + σ3)+ k2(σ2 + σ3)+ k3(σ1 + σ2)+ k4({0})

+k5(σ0) + k6(−σ3) + k7(σ1) + k8({0}) + k9(−σ2) + k10({0})

+k11({0}) + k12(−σ6) + k13(σ4) + k14(σ4 + σ6) + k15(−σ4 − σ5)

+k16(σ5) + k17(σ6 + σ7) + k18(−σ7) + k19(σ5 + σ7)

δ1 in çekirdĕgini bulalım.

σ0(−k0 + k1 + k5) + σ1(−k0 + k3 + k7) + σ2(k2 + k3 − k9) + σ3(k1 + k2 − k6)

+σ4(k13 + k14 − k15) + σ5(−k15 + k16 + k19) + σ6(−k12 + k14 + k17)

+σ7(k17 − k18 + k19) = 0

denklemi çözülürse

k0 = k1 + k5

k6 = k1 + k2
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k7 = k1 + k5 − k3

k9 = k2 + k3

k12 = k14 + k17

k15 = k13 + k14

k18 = k13 + k14 − k16 + k17

k19 = k13 + k14 − k16

olur. Buradan

Z1,18(MSS18) = {(k1 + k5)e∗0 + k1e∗1 + k2e∗2 + k3e∗3 + k4e∗4 + k5e∗5 + (k1 + k2)e∗6

+(k1 + k5 − k3)e∗7 + k8e∗8 + (k2 + k3)e∗9 + k10e∗10 + k11e∗11

+(k14 + k17)e
∗
12 + k13e∗13 + k14e∗14 + (k13 + k14)e

∗
15 + k16e∗16

+k17e∗17 + (k13 + k14 − k16 + k17)e
∗
18 + (k13 + k14 − k16)e

∗
19

|ki∈Z, i = 1,4,5,7,10} ∼= Z
12

bulunur. Dĭger taraftan

B1,18(MSS18) = {t0e0 + t1e1 + t2e2 + t3e3 + t4e4 + (t0 − t1)e5 + (t1 + t2)e6

+(t0− t3)e7 + t5e8 +(t2 + t3)e9 + t6e10 + t7e11 +(t0− t1− t4 + t5)e12

+(t1 + t2 + t4 − t7)e13 + t8e14 + (t1 + t2 + t4 − t7 + t8)e15

+(t2+t3+ t6−t7)e16+ (t0−t1−t4 + t5−t8)e17+ (t0−t3+ t5−t6)e18

+(t1 − t3 + t4 − t6 + t8)e19 | ti∈ Z, i = 0,1,2,3,4,5,6,7,8} ∼= Z
9

dur. Bu durumda

H1,18(MSS18) ∼= Z
3

elde edilir. Ayrıca

B2,18(MSS18) = {h0σ0 + h1σ1 + h2σ2 + h3σ3 + h4σ4 + h5σ5 + h6σ6

+h7σ7 |hi ∈Z, i = 0,1,2,3,4,5,6,7} ∼= Z
8

olur. Z2,18(MSS18) ∼= Z
8 olduğundan
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H2,18(MSS18) ∼= {0}

bulunur. Bu durumda

Hq,18(MSS18) =





Z, q = 0
Z

3, q = 1
0, q ≥ 2

elde edilir.

Örnek 4.10 MSS′6 nün kohomoloji gruplarını hesaplayalım.

MSS′6 nün noktalarını{p0 = (1,0,0), p1 = (1,1,0), p2 = (1,1,1), p3 = (1,0,1),

p4 = (0,0,1), p5 = (0,1,1), p6 = (0,1,0), p7 = (0,0,0)} ⊂ Z
3 olarak gösterelim

ve bu noktalarınp7 < p4 < p6 < p5 < p0 < p3 < p1 < p2 şeklinde sıralandığını

kabul edelim.MSS′6 üç boyutlu dijital bir görüntü oldŭgundanq > 3 için

Hq,6(MSS′6) = {0}

dır. C6
0(MSS′6) ve C6

1(MSS′6) serbest abel gruplarının bazları olan 0-simpleksler

ve 1-simpleksleri Teorem 3.23 deki gibi alalım.

0 C6
1(MSS′6) C6

0(MSS′6) 0
∂2 ∂1 ∂0

kısa dizisi elde edilir.

C0,6(MSS′6) = Hom(C6
0(MSS′6),Z),

C1,6(MSS′6) = Hom(C6
1(MSS′6),Z),

olduğundan

0 C0,6(MSS′6) C1,6(MSS′6) 0
δ−1 δ0 δ1

bulunur.
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∂1(e0) = p1 − p0, ∂1(e6) = p3 − p4,
∂1(e1) = p3 − p0, ∂1(e7) = p4 − p7,
∂1(e2) = p2 − p1, ∂1(e8) = p5 − p4,
∂1(e3) = p1 − p6, ∂1(e9) = p5 − p6,
∂1(e4) = p2 − p5, ∂1(e10) = p6 − p7,
∂1(e5) = p2 − p3, ∂1(e11) = p0 − p7

olduğundan 0-eşzincirler,

δ0 p∗0 = −e0 − e1 + e11,

δ0 p∗1 = e0 − e2 + e3,

δ0 p∗2 = e2 + e4 + e5,

δ0 p∗3 = e1 − e5 + e6,

δ0 p∗4 = −e6 + e7 − e8,

δ0 p∗5 = −e4 + e8 + e9,

δ0 p∗6 = −e3 − e9 + e10,

δ0 p∗7 = −e7 − e10 − e11

dir. Ayrıca

δ0(
7

∑
i=0

ni pi) = n0δ0(p0) + n1δ0(p1) + n2δ0(p2) + n3δ0(p3)

+n4δ0(p4) + n5δ0(p5) + n6δ0(p6) + n7δ0(p7)

= n0(−e0 − e1 + e11) + n1(e0 − e2 + e3) + n2(e2 + e4 + e5)

+n3(e1 − e5 + e6) + n4(−e6 + e7 − e8) + n5(−e4 + e8 + e9)

+n6(−e3 − e9 + e10) + n7(−e7 − e10 − e11)

= e0(−n0 + n1) + e1(−n0 + n3) + e2(−n1 + n2) + e3(n1 − n6)

+e4(n2− n5) + e5(n2 − n3) + e6(n3 − n4) + e7(n4 − n7)
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+e8(−n4 + n5) + e9(n5 − n6) + e10(n6 − n7) + e11(n0 − n7)

elde edilir. Buradan

e0(−n0 + n1) + e1(−n0 + n3) + e2(−n1 + n2) + e3(n1 − n6) + e4(n2 − n5)

+e5(n2 − n3) + e6(n3 − n4) + e7(n4− n7) + e8(−n4 + n5) + e9(n5 − n6)

+e10(n6 − n7) + e11(n0− n7) = 0

denklemi çözülürse

n0 = n1 = n2 = n3 = n4 = n5 = n6 = n7 = n

olur. Bu durumda

Z0,6(MSS′6) =Kerδ0 = {n(p0 + p1 + p2 + p3 + p4 + p5 + p6 + p7)|n∈Z} ∼=Z

bulunur.B0,6(MSS′6) =Im δ−1 ∼= {0} olduğundan,

H0,6(MSS′6)
∼= Z

dir. Ayrıca

B1,6(MSS′6) =Im δ0={t0e0+ t1e1+ t2e2+ t3e3+ t4e4+(t2− t1)e5+ t5e6+ t6e7

+(−t1+ t2− t4+ t5)e8+ (t2+ t3− t4)e9+ (t0− t1− t3 + t5 + t6)e10

+(−t1 + t5 + t6)e11 | i = 0,1,2,3,4,5,6∀ ti ∈Z} ∼= Z
7

elde edilir.Z1,6(MSS′6) =Kerδ1 ∼= Z
12 olduğundan

H1,6(MSS′6) = Z1,6(MSS′6)/B1,6(MSS′6)
∼= Z

5

olur. Böylece

Hq,6(MSS′6) =





Z, q = 0
Z

5, q = 1
0, q 6= 0,1

dır.

Örnek 4.11 MSS18♯MSS18 in kohomoloji gruplarını hesaplayalım.

MSS18♯MSS18 in noktalarını{p0=(1,1,1), p1=(1,2,1), p2=(1,3,1), p3=(0,4,1),

p4=(−1,3,1), p5=(−1,2,1), p6=(−1,1,1), p7=(0,0,1), p8=(0,3,0), p9=(0,2,0),
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p4

p11

p8

p2
p3

p12p13

p7

p10 p9

p5p6

p0 p1

Şekil 4.1. MSS18♯MSS18

p10 = (0,1,0), p11 = (0,3,2), p12 = (0,2,2), p13 = (0,1,2)} ⊂Z
3 şeklinde alalım

ve bu noktalar

p6 < p5 < p4 < p7 < p13 < p10 < p12 < p9 < p11 < p8 < p3 < p0 < p1 < p2

olarak sıralansın.

C18
0 (MSS18♯MSS18), C18

1 (MSS18♯MSS18) ve C18
2 (MSS18♯MSS18) serbest abel

gruplarının bazları olan

0-simpleksler〈p0〉, 〈p1〉, 〈p2〉, 〈p3〉, 〈p4〉, 〈p5〉, 〈p6〉, 〈p7〉, 〈p8〉, 〈p9〉,

〈p10〉, 〈p11〉, 〈p12〉, 〈p13〉,

1-simplekslere0= 〈p0 p1〉, e1= 〈p1 p2〉, e2= 〈p3 p2〉, e3= 〈p4 p3〉, e4= 〈p5 p4〉,

e5= 〈p6 p5〉, e6= 〈p6 p7〉, e7= 〈p7 p0〉, e8= 〈p7 p10〉, e9= 〈p10 p9〉,

e10=〈p9 p8〉, e11=〈p8 p3〉, e12=〈p11 p3〉, e13=〈p12 p11〉, e14=〈p13 p12〉,

e15=〈p7 p13〉, e16=〈p13 p0〉, e17=〈p10 p0〉, e18=〈p6 p10〉, e19=〈p6 p13〉,

e20=〈p9 p1〉, e21=〈p5 p9〉, e22=〈p5 p12〉, e23=〈p12 p1〉, e24=〈p8 p2〉,

e25 = 〈p4 p8〉, e26 = 〈p4 p11〉, e27 = 〈p11 p2〉

ve

2-simplekslerσ0 = 〈p7 p10 p0〉,σ1 = 〈p7 p13 p0〉,σ2 = 〈p6 p7 p10〉,σ3 = 〈p6 p7 p13〉,

σ4 = 〈p8 p3 p2〉,σ5 = 〈p11 p3 p2〉,σ6 = 〈p4 p11 p3〉,σ7 = 〈p4 p8 p3〉

şeklindedir.m ≥ 3 için C18
m (MSS18♯MSS18) aşikar grup oldŭgundan
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0 C18
2 (MSS18♯MSS18) C18

1 (MSS18♯MSS18) C18
0 (MSS18♯MSS18) 0

∂3 ∂2 ∂1 ∂0

kısa dizisi elde edilir.

C0,18(MSS18♯MSS18) ∼= Hom(C18
0 (MSS18♯MSS18),Z),

C1,18(MSS18♯MSS18) ∼= Hom(C18
1 (MSS18♯MSS18),Z),

C2,18(MSS18♯MSS18) ∼= Hom(C18
2 (MSS18♯MSS18),Z)

olur. Buradan

0 C0,18(MSS18♯MSS18) C1,18(MSS18♯MSS18) C2,18(MSS18♯MSS18) 0.
δ−1 δ0 δ1 δ2

dizisi bulunur.

∂1(e0) = p1 − p0, ∂1(e14) = p12 − p13,
∂1(e1) = p2 − p1, ∂1(e15) = p13 − p7,
∂1(e2) = p2 − p3, ∂1(e16) = p0 − p13,
∂1(e3) = p3 − p4, ∂1(e17) = p0 − p10,
∂1(e4) = p4 − p5, ∂1(e18) = p10 − p6,
∂1(e5) = p5 − p6, ∂1(e19) = p13 − p6,
∂1(e6) = p7 − p6, ∂1(e20) = p1 − p9,
∂1(e7) = p0 − p7, ∂1(e21) = p9 − p5,
∂1(e8) = p10 − p7, ∂1(e22) = p12 − p5,
∂1(e9) = p9 − p10, ∂1(e23) = p1 − p12,
∂1(e10) = p8 − p9, ∂1(e24) = p2 − p8,
∂1(e11) = p3 − p8, ∂1(e25) = p8 − p4,
∂1(e12) = p3 − p11, ∂1(e26) = p11 − p4,
∂1(e13) = p11 − p12, ∂1(e27) = p2 − p11

olduğundan 0-eşzincirler,
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δ0p∗0 = −e0 + e7 + e16 + e17,
δ0p∗1 = e0 − e1 + e20 + e23,
δ0p∗2 = e1 + e2 + e24 + e27,
δ0p∗3 = −e2 + e3 + e11 + e12,
δ0p∗4 = −e3 + e4 − e25 − e26,
δ0p∗5 = −e4 + e5 − e21 − e22,
δ0p∗6 = −e5 − e6 − e18 − e19,
δ0p∗7 = e6 − e7 − e8 − e15,
δ0p∗8 = e10 − e11 − e24 + e25,
δ0p∗9 = e9 − e10 − e20 + e21,
δ0p∗10 = e8 − e9 + e18 − e17,
δ0p∗11 = −e12 + e13 + e26 − e27,
δ0p∗12 = −e13 + e14 + e22 − e23,
δ0p∗13 = −e14 + e15 − e16 + e19

elde edilir.

∂2(σ0) = 〈p10 p0〉 − 〈p7 p0〉+ 〈p7 p10〉 = e17 − e7 + e8,
∂2(σ1) = 〈p13 p0〉 − 〈p7 p0〉+ 〈p7 p13〉 = e16 − e7 + e15,
∂2(σ2) = 〈p7 p10〉 − 〈p6 p10〉+ 〈p6 p7〉 = e8 − e18 + e6,
∂2(σ3) = 〈p7 p13〉 − 〈p6 p13〉+ 〈p6 p7〉 = e15 − e19 + e6,
∂2(σ4) = 〈p3 p2〉 − 〈p8 p2〉+ 〈p8 p3〉 = e2 − e24 + e11,
∂2(σ5) = 〈p3 p2〉 − 〈p11 p2〉+ 〈p11 p3〉 = e2 − e27 + e12,
∂2(σ6) = 〈p11 p3〉 − 〈p4 p3〉+ 〈p4 p11〉 = e12 − e3 + e26,
∂2(σ7) = 〈p8 p3〉 − 〈p4 p3〉+ 〈p4 p8〉 = e11 − e3 + e25

olduğundan 1-eşzincirler,

δ1e∗0 = {0}, δ1e∗14 = {0},
δ1e∗1 = {0}, δ1e∗15 = σ1 + σ3,
δ1e∗2 = σ4 + σ5, δ1e∗16 = σ1,
δ1e∗3 = −σ6 − σ7, δ1e∗17 = σ0,
δ1e∗4 = {0}, δ1e∗18 = −σ2,
δ1e∗5 = {0}, δ1e∗19 = −σ3,
δ1e∗6 = σ2 + σ3, δ1e∗20 = {0},
δ1e∗7 = −σ0 − σ1, δ1e∗21 = {0},
δ1e∗8 = σ0 + σ2, δ1e∗22 = {0},
δ1e∗9 = {0}, δ1e∗23 = {0},
δ1e∗10 = {0}, δ1e∗24 = −σ4,
δ1e∗11 = σ4 + σ7, δ1e∗25 = σ7,
δ1e∗12 = σ5 + σ6, δ1e∗26 = σ6,
δ1e∗13 = {0}, δ1e∗27 = −σ5
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olur. δ0 ın çekirdĕgini bulalım.δ0 ın tanımından,

δ0(
13

∑
i=0

ni p
∗
i ) = n0(−e0 + e7 + e16 + e17) + n1(e0 − e1 + e20 + e23)

+n2(e1 + e2 + e24 + e27) + n3(−e2+ e3+ e11+ e12)

+n4(−e3+ e4− e25− e26)+ n5(−e4+e5−e21−e22)

+n6(−e5−e6−e18−e19)+n7(e6−e7− e8− e15)

+n8(e10−e11−e24+e25)+n9(e9−e10−e20+e21)

+n10(e8−e9+ e18−e17)+ n11(−e12+ e13+e26−e27)

+n12(−e13+ e14+ e22− e23)+ n13(−e14+ e15− e16+ e19)

elde edilir.

e0(−n0 + n1) + e1(−n1 + n2) + e2(n2− n3) + e3(n3 − n4) + e4(n4 − n5)

+e5(n5− n6)+ e6(−n6+ n7) + e7(n0− n7)+ e8(−n7+ n10)+ e9(n9− n10)

+e10(−n9+ n8)+ e11(n3− n8)+ e12(n3− n11)+ e13(n11− n12)+ e14(n12− n13)

+e15(n13− n7)+ e16(n0− n13)+ e17(n0− n10)+ e18(−n6+ n10)

+e19(−n6+ n13) + e20(n1− n9) + e21(−n5+ n9)+ e22(−n5+ n12)

+e23(n1−n12)+e24(n2−n8)+e25(−n4+n8)+e26(−n4+n11)+e27(n2−n11)=0,

denklemi çözülürse

n0 = n1 = n2 = n3 = n4 = n5 = n6 = n7 = n8 = n9 = n10 = n11 = n12 = n13 = n

bulunur. Bu durumda sıfır boyutlu eşdevirlerin grubu

Z0,18(MSS18)={n(p0+ p1+ p2+ p3+ p4+ p5+ p6+ p7+ p8+ p9+ p10

+p11+ p12+ p13) |n ∈Z} ∼= Z

elde edilir.B0,18(MSS18♯MSS18) ∼= 0 olduğundan

H0,18(MSS18♯MSS18) ∼= Z
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dir.

δ1(
27

∑
i=0

kie
∗
i )=k0({0})+k1({0})+k2(σ4+σ5)+k3(−σ6−σ7)+k4({0})+k5({0})

+k6(σ2+ σ3)+ k7(−σ0− σ1)+ k8(σ0+ σ2)+ k9({0})+ k10({0})

+k11(σ4+σ7)+k12(σ5+σ6)+k13({0})+k14({0})+k15(σ1+σ3)

+k16(σ1)+ k17(σ0)+ k18(−σ2)+ k19(−σ3)+ k20({0})+ k21({0})

+k22({0})+ k23({0})+ k24(−σ4)+ k25(σ7)+ k26(σ6)+ k27(−σ5)

δ1 in çekirdĕgini bulalım.

σ0(−k7 + k8 + k17) + σ1(−k7 + k15 + k16) + σ2(k6 − k18 + k8)

+σ3(k6 − k19 + k15) + σ4(k2 + k11 − k24) + σ5(k2 + k12 − k27)

+σ6(−k3 + k12 + k26) + σ7(−k3 + k11 + k25) = 0

denklemi çözülürse,

k3 = k12 + k26,
k6 = k8 + k18,
k7 = k8 + k17,
k16 = k8 − k15 + k17,
k19 = k8 + k15 + k18,
k24 = k2 + k11,
k25 = −k11 + k12 + k26,
k27 = k2 + k12

olur. Böylece

Z1,18(MSS18♯MSS18)={k0e∗0 + k1e∗1 + k2e∗2 + (k12 + k26)e∗3 + k4e∗4

+k5e∗5 + (k8 + k18)e
∗
6 + (k8 + k17)e

∗
7 + k8e∗8 + k9e∗9

+k10e∗10 + k11e∗11 + k12e∗12 + k13e∗13+k14e∗14+k15e∗15

+(k8− k15+k17)e
∗
16+k17e∗17+k18e∗18+(k8+ k15+k18)e

∗
19

+k20e∗20+k21e∗21+k22e∗22+k23e∗23+(k2+k11)e
∗
24

+(−k11+k12+k26)e∗25 + k26e∗26 + (k2 + k12)e
∗
27
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|ki ∈Z, i = 0,1,2,4,5,8,9,10,11,12,13,14,15,17,18,20,21,22,23,26}

∼= Z
20

elde edilir. Dĭger taraftan

B1,18(MSS18♯MSS18)={t0e0 + t1e1 + t2e2 + t3e3 + t4e4 + t5e5 + t6e6

+(−t0 − t1 + t2 + t3 + t4 + t5 − t6)e7 + t7e8 + t8e9 + t9e10

+(t3 + t4 + t5 + t6 + t7 + t8− t9)e11 + t10e12 + t11e13 + t12e14

+(t3 + t4 + t5 + t6 + 2t7 + 2t8 − t10 − t11 − t12)e15

+(−t0 − t1 + t2 + t10 + t11 + t12)e16

+(−t0 − t1 + t2 + t3 + t4 + t5 − t6 − t7)e17 + (t6 + t7)e18

+(t3 + t4 + t5 + 2t6 + 2t7 + 2t8 − t10 − t11 − t12)e19

+(−t1+t2+t3+t4+t5−t6−t7−t8)e20+(−t5+t6+t7+t8)e21

+(t3 + t4 − t10 − t11)e22 + (−t1 + t2 + t10 + t11)e23

+(t2 + t3 + t4 + t5 + t6 + t7 + t8 − t9)e24

+(−t5 − t6 − t7 − t8)e25 + (t3 − t10)e26 + (t2 + t10)e27

| ti ∈Z, i = 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} ∼= Z
13

bulunur. Buradan

H1,18(MSS18♯MSS18) ∼= Z
7

dir.

B2,18(MSS18♯MSS18) = {h0σ0 + h1σ1 + h2σ2 + h3σ3 + h4σ4 + h5σ5 + h6σ6

+h7σ7 |hi ∈ Z, i = 0,1,2,3,4,5,6,7} ∼= Z
8

olur. Z2,18(MSS18♯MSS18) ∼= Z
8 olduğundan,

H2,18(MSS18♯MSS18) ∼= {0}
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dır. Sonuç olarak

Hq,18(MSS18♯MSS18) =





Z , q = 0
Z

7 , q = 1
0 , q ≥ 2

dır.

Örnek 4.12 MSS6♯MSS6 nın kohomoloji gruplarını hesaplayalım.

p0
p1 p2 p3 p4

p24 p25

p36

p41 p40 p39 p38 p37

p27

p6 p5

p16
p15

p26

p35p34p33

p32 p31 p30 p29
p28

p20

p14p13p12p11p10

p9
p8 p7

p23p22p21

p19
p18 p17

Şekil 4.2. MSS6♯MSS6

MSS6♯MSS6 nın noktalarını

{p0 = (0,0,0), p1 = (0,1,0), p2 = (0,2,0), p3 = (0,3,0), p4 = (0,4,0),

p5 = (1,4,0), p6 = (1,3,0), p7 = (1,2,0), p8 = (1,1,0), p9 = (1,0,0),

p10 = (2,0,0), p11 = (2,1,0), p12 = (2,2,0), p13 = (2,3,0), p14 = (2,4,0),

p15 = (2,4,1), p16 = (2,3,1), p17 = (2,2,1), p18 = (2,1,1), p19 = (2,0,1),

p20 = (1,0,1), p21 = (0,0,1), p22 = (0,1,1), p23 = (0,2,1), p24 = (0,3,1),

p25 = (0,4,1), p26 = (1,4,1), p27 = (1,4,2), p28 = (2,4,2), p29 = (2,3,2),

p30 = (2,2,2), p31 = (2,1,2), p32 = (2,0,2), p33 = (1,0,2), p34 = (1,1,2),

p35 = (1,2,2), p36 = (1,3,2), p37 = (0,4,2), p38 = (0,3,2), p39 = (0,2,2),

p40 = (0,1,2), p41 = (0,0,2)} ⊂ Z
3

olarak alalım ve bu noktalar

p0 < p21 < p41 < p1 < p22 < p40 < p2 < p23 < p39 < p3 < p24 < p38

< p4 < p25 < p37 < p9 < p20 < p33 < p8 < p34 < p7 < p35 < p6 < p36

< p5 < p26 < p27 < p10 < p19 < p32 < p11 < p18 < p31 < p12 < p17 < p30
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< p13 < p16 < p29 < p14 < p15 < p28

şeklinde sıralansınC18
0 (MSS6♯MSS6) veC18

1 (MSS6♯MSS6) serbest abel gruplarının

bazları sırasıyla

0-simpleksler〈p0〉, 〈p1〉, 〈p2〉, 〈p3〉, 〈p4〉, 〈p5〉, 〈p6〉, 〈p7〉, 〈p8〉, 〈p9〉, 〈p10〉, 〈p11〉, 〈p12〉, 〈p13〉,

〈p14〉, 〈p15〉, 〈p16〉, 〈p17〉, 〈p18〉, 〈p19〉, 〈p20〉, 〈p21〉, 〈p22〉, 〈p23〉, 〈p24〉, 〈p25〉, 〈p26〉, 〈p27〉,

〈p28〉, 〈p29〉, 〈p30〉, 〈p31〉, 〈p32〉, 〈p33〉, 〈p34〉, 〈p35〉, 〈p36〉, 〈p37〉, 〈p38〉, 〈p39〉, 〈p40〉, 〈p41〉,

1-simplekslere0= 〈p0 p1〉, e1= 〈p0 p9〉, e2= 〈p0 p21〉, e3=〈p1 p2〉, e4= 〈p1 p8〉,

e5= 〈p1 p22〉, e6 = 〈p2 p3〉, e7= 〈p2 p7〉, e8= 〈p2 p23〉, e9= 〈p3 p4〉, e10= 〈p3 p6〉,

e11= 〈p3 p24〉, e12= 〈p4 p5〉, e13= 〈p4 p25〉, e14 = 〈p6 p5〉, e15 = 〈p5 p14〉, e16 = 〈p5 p26〉,

e17= 〈p7 p6〉, e18= 〈p6 p13〉, e19= 〈p8 p7〉, e20= 〈p7 p12〉, e21= 〈p9 p8〉, e22= 〈p8 p11〉,

e23 = 〈p9 p20〉, e24 = 〈p9 p10〉, e25 = 〈p10 p11〉, e26 = 〈p10 p19〉, e27 = 〈p11 p12〉,

e28 = 〈p11 p18〉, e29 = 〈p12 p13〉, e30 = 〈p12 p17〉, e31 = 〈p13 p14〉, e32 = 〈p13 p16〉,

e33 = 〈p14 p15〉, e34 = 〈p16 p15〉, e35 = 〈p26 p15〉, e36 = 〈p15 p28〉, e37 = 〈p17 p16〉,

e38 = 〈p16 p29〉, e39 = 〈p18 p17〉, e40 = 〈p17 p30〉, e41 = 〈p19 p18〉, e42 = 〈p18 p31〉,

e43 = 〈p19 p32〉, e44 = 〈p21 p20〉, e45 = 〈p20 p33〉, e46 = 〈p20 p19〉, e47 = 〈p21 p41〉,

e48 = 〈p21 p22〉, e49 = 〈p22 p23〉, e50 = 〈p22 p40〉, e51 = 〈p23 p24〉, e52 = 〈p23 p39〉,

e53 = 〈p24 p25〉, e54 = 〈p24 p38〉, e55 = 〈p25 p26〉, e56 = 〈p25 p37〉, e57 = 〈p26 p27〉,

e58 = 〈p27 p28〉, e59 = 〈p37 p27〉, e60 = 〈p36 p27〉, e61 = 〈p29 p28〉, e62 = 〈p30 p29〉,

e63 = 〈p36 p29〉, e64 = 〈p31 p30〉, e65 = 〈p35 p30〉, e66 = 〈p32 p31〉, e67 = 〈p34 p31〉,

e68 = 〈p33 p32〉, e69 = 〈p33 p34〉, e70 = 〈p41 p33〉, e71 = 〈p40 p34〉, e72 = 〈p34 p35〉,

e73 = 〈p39 p35〉, e74 = 〈p35 p36〉, e75 = 〈p38 p36〉, e76 = 〈p38 p37〉, e77 = 〈p39 p38〉,

e78 = 〈p40 p39〉, e79 = 〈p41 p40〉,

olur. m ≥ 2 için C6
m(MSS6♯MSS6) aşikar grup oldŭgundan
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0 C6
1(MSS6♯MSS6) C6

0(MSS6♯MSS6) 0
∂2 ∂1 ∂0

kısa dizisi bulunur.

C0,18(MSS6♯MSS6) ∼= Hom(C6
0(MSS6♯MSS6),Z),

C1,18(MSS6♯MSS6) ∼= Hom(C6
1(MSS6♯MSS6),Z)

dir. Böylece

0 C0,6(MSS6♯MSS6) C1,6(MSS6♯MSS6) 0
δ−1 δ0 δ1

dizisi elde edilir.

∂1(e0) = p1 − p0, ∂1(e27) = p12 − p11, ∂1(e54) = p38 − p24,
∂1(e1) = p9 − p0, ∂1(e28) = p18 − p11, ∂1(e55) = p26 − p25,
∂1(e2) = p21 − p0, ∂1(e29) = p13 − p12, ∂1(e56) = p37 − p25,
∂1(e3) = p2 − p1, ∂1(e30) = p17 − p12, ∂1(e57) = p27 − p26,
∂1(e4) = p8 − p1, ∂1(e31) = p14 − p13, ∂1(e58) = p28 − p27,
∂1(e5) = p22 − p1, ∂1(e32) = p16 − p13, ∂1(e59) = p27 − p37,
∂1(e6) = p3 − p2, ∂1(e33) = p15 − p14, ∂1(e60) = p27 − p36,
∂1(e7) = p7 − p2, ∂1(e34) = p15 − p16, ∂1(e61) = p28 − p29,
∂1(e8) = p23 − p2, ∂1(e35) = p15 − p26, ∂1(e62) = p29 − p30,
∂1(e9) = p4 − p3, ∂1(e36) = p28 − p15, ∂1(e63) = p29 − p36,
∂1(e10) = p6 − p3, ∂1(e37) = p16 − p17, ∂1(e64) = p30 − p31,
∂1(e11) = p24 − p3, ∂1(e38) = p29 − p16, ∂1(e65) = p30 − p35,
∂1(e12) = p5 − p4, ∂1(e39) = p17 − p18, ∂1(e66) = p31 − p32,
∂1(e13) = p25 − p4, ∂1(e40) = p30 − p17, ∂1(e67) = p31 − p34,
∂1(e14) = p5 − p6, ∂1(e41) = p18 − p19, ∂1(e68) = p32 − p33,
∂1(e15) = p14 − p5, ∂1(e42) = p31 − p18, ∂1(e69) = p34 − p33,
∂1(e16) = p26 − p5, ∂1(e43) = p32 − p19, ∂1(e70) = p33 − p41,
∂1(e17) = p6 − p7, ∂1(e44) = p20 − p21, ∂1(e71) = p34 − p40,
∂1(e18) = p13 − p6, ∂1(e45) = p33 − p20, ∂1(e72) = p35 − p34,
∂1(e19) = p7 − p8, ∂1(e46) = p19 − p20, ∂1(e73) = p35 − p39,
∂1(e20) = p12 − p7, ∂1(e47) = p41 − p21, ∂1(e74) = p36 − p35,
∂1(e21) = p8 − p9, ∂1(e48) = p22 − p21, ∂1(e75) = p36 − p38,
∂1(e22) = p11 − p8, ∂1(e49) = p23 − p22, ∂1(e76) = p37 − p38,
∂1(e23) = p20 − p9, ∂1(e50) = p40 − p22, ∂1(e77) = p38 − p39,
∂1(e24) = p10 − p9, ∂1(e51) = p24 − p23, ∂1(e78) = p39 − p40,
∂1(e25) = p11 − p10, ∂1(e52) = p39 − p23, ∂1(e79) = p40 − p41

∂1(e26) = p19 − p10, ∂1(e53) = p25 − p24,
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olduğundan 0-eşzincirler,

δ0p∗0 = −e0 − e1 − e2, δ0p∗21 = e2 − e44 − e47 − e48,
δ0p∗1 = e0 − e3 − e4 − e5, δ0p∗22 = e5 + e48 − e49 − e50,
δ0p∗2 = e3 − e6 − e7 − e8, δ0p∗23 = e8 + e49 − e51 − e52,
δ0p∗3 = e6 − e9 − e10 − e11, δ0p∗24 = e11 − e53 − e54 + e51,
δ0p∗4 = e9 − e12 − e13, δ0p∗25 = e13 + e53 − e55 − e56,
δ0p∗5 = e12 + e14 − e15 − e16, δ0p∗26 = e16 + e55 − e57 − e35,
δ0p∗6 = e10 − e14 + e17 − e18, δ0p∗27 = e57 − e58 + e59 + e60,
δ0p∗7 = e7 − e17 + e19 − e20, δ0p∗28 = e36 + e58 + e61,
δ0p∗8 = e4 − e19 + e21 − e22, δ0p∗29 = e38 − e61 + e62 + e63,
δ0p∗9 = e1 − e21 − e23 − e24, δ0p∗30 = e40 − e62 + e64 + e65,
δ0p∗10 = e24 − e25 − e26, δ0p∗31 = e42 − e64 + e66 + e67,
δ0p∗11 = e22 + e25 − e27 − e28, δ0p∗32 = e43 − e66 + e68,
δ0p∗12 = e20 + e27 − e29 − e30, δ0p∗33 = e45 − e68 − e69 + e70,
δ0p∗13 = e18 + e29 − e31 − e32, δ0p∗34 = −e67 + e69 + e71 − e72,
δ0p∗14 = e15 + e31 − e33, δ0p∗35 = e72 + e73 − e74 − e65,
δ0p∗15 = e34 + e35 − e36 + e33, δ0p∗36 = e63 + e74 + e75 − e60,
δ0p∗16 = e32 − e34 + e37 − e38, δ0p∗37 = e56 − e59 + e76,
δ0p∗17 = e30 − e37 + e39 − e40, δ0p∗38 = e54 − e75 − e76 + e77,
δ0p∗18 = e28 − e39 + e41 − e42, δ0p∗39 = e52 − e73 − e77 + e78,
δ0p∗19 = e26 − e41 − e43 + e46, δ0p∗40 = e50 − e71 − e78 + e79,
δ0p∗20 = e23 + e44 − e45 − e46, δ0p∗41 = e47 − e70 − e79

elde edilir.δ0 ın çekirdĕgini bulalım.δ0 ın tanımından

δ0(
41

∑
i=0

ki p
∗
i ) = k0(−e0− e1− e2) + k1(e0− e3− e4− e5) + k2(e3− e6− e7− e8)

+k3(e6 − e9 − e10 − e11)+ k4(e9 − e12 − e13)

+k5(e12 + e14 − e15 − e16) + k6(e10− e14+ e17− e18)

+k7(e7− e17+ e19− e20)+ k8(e4− e19+ e21− e22)

+k9(e1 − e21 − e23 − e24)+ k10(e24 − e25 − e26)

+k11(e22 + e25 − e27 − e28) + k12(e20 + e27 − e29 − e30)

+k13(e18 + e29 − e31 − e32) + k14(e15 + e31 − e33)

+k15(e34+e35−e36+e33)+k16(e32−e34+e37−e38)
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+k17(e30−e37+e39−e40) + k18(e28−e39+e41−e42)

+k19(e26−e41−e43+e46)+k20(e23+e44−e45−e46)

+k21(e2− e44− e47− e48)+ k22(e5+ e48− e49− e50)

+k23(e8+ e49− e51− e52) + k24(e11−e53−e54+e51)

+k25(e13+e53−e55−e56)+k26(e16+e55−e57−e35)

+k27(e57 − e58 + e59 + e60)+ k28(e36 + e58 + e61)

+k29(e38 − e61 + e62 + e63) + k30(e40 − e62 + e64 + e65)

+k31(e42 − e64 + e66 + e67) + k32(e43 − e66 + e68)

+k33(e45−e68−e69+e70)+k34(−e67+e69+e71−e72)

+k35(e72+e73−e74−e65) + k36(e63 + e74 + e75 − e60)

+k37(e56 − e59 + e76) + k38(e54 − e75 − e76 + e77)

+k39(e52 − e73 − e77 + e78) + k40(e50 − e71 − e78 + e79)

+k41(e47 − e70 − e79)

olur.

e0(−k0 + k1)+ e1(−k0 + k9)+ e2(−k0 + k21) + e3(−k1 + k2) + e4(−k1 + k8)

+e5(−k1 + k22)+e6(−k2+ k3)+ e7(−k2+ k7)+e8(−k2+k23)

+e9(−k3+ k4) + e10(−k3+k6)+ e11(−k3+k24)+e12(−k4+k5)

+e13(−k4+k25)+e14(k5− k6) + e15(−k5+ k14)+e16(−k5+k26)

+e17(−k7+k6)+e18(−k6+ k13)+e19(k7− k8) + e20(−k7+ k12)

+e21(k8− k9)+ e22(−k8+ k11)+ e23(−k9+ k20)+ e24(−k9 + k10)

+e25(−k10 + k11)+ e26(−k10+ k19)+ e27(−k11+ k12)+ e28(−k11+ k18)

+e29(−k12+ k13) + e30(−k12 + k17)+ e31(−k13 + k14)+ e32(−k13+ k16)
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+e33(−k14+ k15)+ e34(k15− k16) + e35(k15− k26)+ e36(−k15 + k28)

+e37(k16 − k17)+ e38(−k16+ k29)+ e39(k17− k18) + e40(−k17+ k30)

+e41(k18− k19)+ e42(−k18 + k31)+ e43(−k19 + k32)+ e44(k20− k21)

+e45(−k20+ k33)+ e46(k19− k20)+ e47(−k21+ k41)+ e48(−k21 + k22)

+e49(−k22 + k23) + e50(−k22+ k40)+ e51(−k23+ k24)+ e52(−k23+ k39)

+e53(−k24+ k25)+ e54(−k24 + k38) + e55(−k25 + k26)+ e56(−k25+ k37)

+e57(−k26+ k27)+ e58(−k27+ k28)+ e59(k27− k37) + e60(k27 − k36)

+e61(k28 − k29)+ e62(k29− k30)+ e63(k29− k36)+ e64(k30− k31)

+e65(k30− k35)+ e66(k31 − k32)+ e67(k31 − k34)+ e68(k32− k33)

+e69(−k33+ k34) + e70(k33− k41)+ e71(k34− k40)+ e72(−k34 + k35)

+e73(k35 − k39)+ e74(−k35+ k36) + e75(k36 −k38)+e76(k37 −k38)

+e77(k33 − k41)+e78(k39 − k40)+e79(k40 − k41) = 0,

denklemi çözülürse

k0 = k1 = k2 = k3 = k4 = k5 = k6 = k7 = k8 = k9 = k10 = k11 = k12 = k13

= k14 = k15 = k16 = k17 = k18 = k19 = k20 = k21 = k22 = k23 = k24 = k25

= k26 = k27 = k28 = k29 = k30 = k31 = k32 = k33 = k34 = k35 = k36 = k37

= k38 = k39 = k40 = k41 = k

bulunur. Buradan sıfır boyutlu eşdevirlerin grubu

Z0,6(MSS6♯MSS6)={k(p0+ p1+ p2+ · · ·+ p40+ p41) |n ∈ Z} ∼= Z

olur. B0,6(MSS6♯MSS6) ∼= {0} olduğundan

H0,18(MSS6♯MSS6) ∼= Z

dir. Diğer taraftan

B1,6(MSS6♯MSS6)={t0e0 + t1e1 + t2e2 + t3e3 + t4e4 + t5e5 + t6e6
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t7e7 + t8e8 + t9e9 + t10e10 + t11e11 + t12e12 + t13e13

+(t9 − t10 + t12)e14 + t14e15 + t15e16 + (t6 − t7 + t10)e17

+t16e18 + (t3 − t4 + t7)e19 + t17e20 + (t0 − t1 + t4)e21

+t18e22 + t19e23 + t20e24 + (t0 − t1 + t4 + t18 − t20)e25

+t21e26 + (t3 − t4 + t7 + t17 − t18)e27 + t22e28

+(t6 − t7 + t10 + t16 − t17)e29 + t23e30

+(t9 − t10 + t12 + t14 − t16)e31 + t24e32 + t25e33

+(t9− t10+ t12+ t14− t16− t24+ t25)e34+(t14− t15+ t25)e35

+t25e36 + (t6 − t7 + t10 + t16 − t17 − t23 + t24)e37

+t27e38 + (t3 − t4 + t7 + t17 − t18 − t22 + t23)e39

+t28e40 + (t0 − t1 + t4 + t18 − t20 − t21 + t22)e41

+t29e42 + t30e43 + (t1 − t2 + t19)e44 + t31e45

+(−t19 + t20 + t21)e46 + t32e47 + (t0 − t2 + t5)e48

+(t3 − t5 + t8)e49 + t33e50 + (t6 − t8 + t11)e51 + t34e52

+(t9 − t11 + t13)e53 + t35e54 + (t12 − t13 + t15)e55 + t36e56

+t37e57 + (t14 − t15 + t25 + t26 − t37)e58

+(t12 − t13 + t15 − t36 + t37)e59 + t38e60

+(−t6 + t9 − t10 + t12 + t14 − t24 + t25 + t26 − t27)e61

+(t6 − t7 + t10 + t16 − t17 − t23 + t24 + t27 − t28)e62

+(−t9 + t10 − t12 − t15 + t16 + t24 + t27 − t37 + t38)e63

+(t3− t4 + t7 + t17− t18− t22 + t23 + t28− t29)e64 + t39e65

+(t0 − t1 + t4 + t18 − t20 − t21 + t22 + t29 − t30)e66
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+t40e67 + (−t19 + t20 + t21 + t30 − t31)e68

+(t0 − t1 + t4 + t18 − t19 + t22 + t29 − t31 − t40)e69

+(t1− t2+ t19+ t31− t32)e70

+(t4− t5+ t18+ t19+ t22− t33− t40)e71

+(t3− t4 + t7 + t17− t18− t22 + t23 + t28− t29− t39 + t40)e72

+(t7 − t8 + t17 + t23 + t28 − t34 − t39)e73

+(t6− t7 + t9 + t12 + t15− t17− t23− t28 + t37− t38 + t39)e74

+(t9− t11+ t12+ t15− t35+ t37− t38)e75

+(t9− t11+ t13− t35+ t36)e76

+(t6− t8 + t11− t34 + t35)e77 + (t3− t5 + t8− t33 + t34)e78

+(t0− t2+ t5− t19+ t29− t32+ t33)e79 | ti ∈Z, i = 0,1,2, ...,40}

∼= Z
41

bulunur.Z1,18(MSS6♯MSS6)=∼= Z
80 olduğundan

H1,18(MSS6♯MSS6) ∼= Z
39

elde edilir. Sonuç olarak

Hq,6(MSS6♯MSS6) =





Z , q = 0
Z

39 , q = 1
0 , q≥ 2

dır.

4.1. Dijital Görüntülerin Relatif Kohomoloji Grupları

Tanım 4.13 Bir (K,κ) dijital simpleksler kompleks,K0, K nın alt kompleksi ve G

bir abel grup olsun. p boyutlu relatif eşzincirlerin grubu
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Cp,κ(K,K0; G) = Hom(Cκ
p(K,K0), G)

eşitliğiyle tanımlanır. Relatif eşsınır operatörüδ, relatif sınır operatörünün duali

olarak tanımlanır:

δ : Cp,κ(K,K0; G)→ Cp+1,κ(K,K0; G)

Bu homomorfizmin çekirdĕgi Zp,κ(K,K0; G), görüntüsüBp+1,κ(K,K0; G) olmak

üzere, bunlar sırasıyla relatif eşdevirler grubu ve relatif eşsınırlar grubu olarak

adlandırılır. Buradan relatif kohomoloji grubu

Hp,κ(K,K0; G) = Zp,κ(K,K0; G)/Bp,κ(K,K0; G)

şeklinde tanımlanır.

Cp,κ(K,K0; G), Cp,κ(K; G) nin alt grubu veCp,κ(K; G) nin Cp,κ(K0; G) ye bölüm

grubudur. YaniCp,κ(K,K0; G) = Cp,κ(K; G)/Cp,κ(K0; G) olarak yazılabilir.

Bir relatif eşzincirCκ
p(K,K0) dan G ye bir homomorfizmdir. Bu homomorfizmlerin

grubuCκ
p(K0) alt grubu üzerinde sıfırlananCκ

p(K) dan G ye tüm homomorfizmlerin

grubuna karşılık gelir. BuCκ
p(K) dan G ye tüm homomorfizmlerin grubunun alt

grubudur. BöyleceCp,κ(K,K0; G), K − K0 ile oluşturulanK nın eşzincirlerinin

grubudur.

Zincirler için

0 Cκ
p(K0) Cκ

p(K) Cκ
p(K,K0) 0

i j

tam dizisi mevcuttur. Relatif zincir grupları serbest olduğu için bu dizi parçalanandır.

Bu durumda

0 Cp,κ(K0; G) Cp,κ(K; G) Cp,κ(K,K0; G) 0
ĩ j̃

dizisi tam ve parçalanandır.j projeksiyon dönüşümünün dualij̃ kapsama dönüşümü

ve i kapsama dönüşümünün dualiĩ kısıtlama dönüşümüdür.
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Şimdi simpleksler dönüşümüyle üretilen kohomoloji homomorfizmini ele alalım.

f : (K,K0)→ (L, L0)

bir simpleksler dönüşümü ise buna karşılık gelen zincir dönüşümü

f♯ : Cκ
p(K,K0)→ Cκ

p(L, L0)

şeklindedir.f♯ in duali eşzincirleri eşzincirlere dönüştürür. Genelde f ♯ ile gösterilir.

f♯, ∂ ile dĕgişmeli oldŭgundan,f ♯ dönüşümüδ ile dĕgişmelidir. f♯ ◦ ∂ = ∂ ◦ f♯

denkleminin dualiδ ◦ f ♯ = f ♯ ◦ δ denklemidir. Bu durumdaf ♯ eşdevirleri eşdevirlere

ve eşsınırları eşsınırlara taşır.f ♯ a eşzincir dönüşümü denir. Bu kohomoloji gruplarının

Hp,κ(K,K0; G) Hp,κ(L, L0; G)
f ∗

homomorfizmini üretir. Funktor özellikleri sağlanır.i birim isei♯ birim ve dolayısıyla

i♯ da birimdir. Benzer olarak(g ◦ f )♯ = g♯ ◦ f♯ denklemi dual olarak

(g ◦ f )♯ = f ♯ ◦ g♯ denklemini verir.

Teorem 4.14 [27] K bir dijital simpleksler kompleks,K0 alt kompleks olsun.

...← Hp,κ(K0; G)← Hp,κ(K; G)← Hp,κ(K,K0; G)← Hp−1,κ(K0; G)← ...

tam dizisi mevcuttur.

İspat:

0 Cp−1,κ(K,K0) Cp−1,κ(K) Cp−1,κ(K0) 0

0 Cp,κ(K,K0) Cp,κ(K) Cp,κ(K0) 0

i j

i j

δ′ δ δ′′

dĕgişmeli diyagramını ele alalım.
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. . . Hp−1,κ(K0) Hp,κ(K,K0) Hp,κ(K) Hp,κ(K0) . . .d i∗ j∗

dizisinin tam olması için Imd =Ker i∗, Im i∗ =Ker j∗ ve Im j∗ =Ker d olmalıdır.

1) İlk olarak Imd =Ker i∗ olduğunu gösterelim. Buradad homomorfizminin yerine

i−1δj−1 homomorfizmini alalım.

i∗(d(z′′ + B′′)) = i∗(d(z′′) + B′) = i∗(i−1δj−1(z′′) + B′) = δ(j−1(z′′)) + B = B

olduğundan Imd ⊂Ker i∗ bulunur.

z′ + B′ ∈Ker i∗ olsun. Bu durumda

i∗(z′ + B′) = i(z′) + B = B

olduğundani(z′) = δ(c) ve δ′′(j(c)) = j(δ(c)) = j(i(z′)) = 0 dır ve buradan

j(c) ∈ Z′′ olur. Dolayısıyla

d(j(c) + B′′) = i−1δj−1(j(c) + B′′) = i−1δ(c) + B′ = i−1i(z′) + B′ = z′ + B′

dür. Böylece Keri∗ ⊂Im d elde edilir.

2) Şimdi Im i∗ =Ker j∗ olduğunu gösterelim.

j∗(i∗(z′ + B′)) = j∗(i(z′) + B) = j(i(z′)) + B′′ = B′′

olduğundan Imi∗ ⊂Ker j∗ bulunur.

z + B ∈Ker j∗ olsun. Bu durumda

j∗(z + B) = j(z) + B′′ = B′′

olduğundanj(z) = δ′′(c′′) ve j örten oldŭgundanc′′ = j(c) dir. Dolayısıyla

j(z) = δ′′(j(c)) = j(δ(c)) ve j(z− δc) = 0 dır. Tamlıktanc′ mevcuttur ve

i(c′) = z− δ(c) dir. Buradan

i∗(c′ + B′) = i(c′) + B = z− δ(c) + B = z + B

olur. Böylece Kerj∗ ⊂Im i∗ elde edilir.

3) Son olarak Imj∗ =Ker d olduğunu gösterelim.
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d(j∗(z + B)) = d(j(z) + B′′) = i−1δj−1(j(z) + B′′) = i−1δ(z) + B′ = B′

olduğundan Imj∗ ⊂Ker d bulunur.

z′′ + B′′ ∈Ker d olsun. Bu durumda

d(z′′ + B′′) = d(z′′) + B′ = i−1δj−1(z′′) + B′ = B′

olduğundanx′ = i−1δj−1(z′′) ∈ B′ ve x′ = δ′(c′) dür. Dolayısıyla

i(x′) = i(δ′(c′)) = δ(i(c′)) = δ(j−1(z′′))

olur. Buradanδ(j−1(z′′)− i(c′)) = 0 ve j−1(z′′)− i(c′) ∈ Z olduğundan

j∗(j−1(z′′)− i(c′) + B) = j(j−1(z′′))− j(i(c′)) + B′′ = z′′ + B′′

bulunur. Böylece Kerd⊂Im j∗ elde edilir. �

Örnek 4.15 MSS′18 = {p0 = (1,1,0), p1 = (0,2,0), p2 = (−1,1,0), p3 = (0,0,0),

p4 = (0,1,−1), p5 = (0,1,1)} ⊂Z
3 dijital görüntüsünün alt uzayı olarak

A = {(0,1,1)} yı ele alalım.

Teorem 4.14 ün yardımıylaHq,18(MSS′18, A) yı hesaplayalım.A tek nokta kümesi

olduğu için, Teorem 4.5 den

Hq,18(A) =

{
Z, q = 0
0, q 6= 0

elde edilir. Örnek 4.8 den,

Hq,18(MSS′18) =

{
Z, q = 0,2
0, q 6= 0,2

bulunur. Teorem 4.14 den,

...→ Hq,18(MSS′18, A)→ Hq,18(MSS′18)→ Hq,18(A)→

Hq+1,18(MSS′18, A)→ ...

tam dizisi elde edilir. Teorem 4.7 denH0,18(MSS′18, A) ∼= Z olur.
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0 Z Z Z H1,18(MSS′18, A) 0
δ0 j∗ i∗ δ1 k∗

Birinci İzomorfizm Teoremi uygulandığında,

H1,18(MSS′18, A)/Ker k∗ ∼= Im k∗

olur. Dizinin tamlı̆gından Imδ1 =Ker k∗ ve Im i∗ =Ker δ1 dir. i∗ izomorfizm

olduğundan, Keri∗ = 0 ve Im i∗ = Z bulunur. Kerδ1 = Z dir. Tekrar Birinci

İzomorfizm Teoremi uygulanırsa,

Z/Kerδ1 ∼= Im δ1

olduğundan Imδ1 = 0 =Ker k∗ ve

H1,18(MSS′18, A) = 0

elde edilir. Böylece

Hq,18(MSS′18, A) =

{
Z, q = 0
0, q 6= 0

olur.

4.2. Eilenberg-Steenrod Aksiyomları

Aksiyom 1 (Birimlilik aksiyomu) [10,24]X, κ-yakınlıklı bir dijital görüntü olsun.

i : (X,κ)→ (X,κ) birim fonksiyonu isei∗ : H∗,κ(X)→H∗,κ(X) da birim fonksiyondur.

Aksiyom 2 (Birleşmelilik aksiyomu) [10,24]X, Y veZ sırasıylaκ0, κ1, κ2-yakınlıklı

dijital görüntüler olsun.h : (X,κ0)→ (Y,κ1) vek : (Y,κ1)→ (Z,κ2) dijital sürekli

fonksiyonlar ise(k ◦ h)∗ = h∗ ◦ k∗ dır.

Aksiyom 3 (Değişmelilik aksiyomu) [10, 24](X, A) ve (Y, B) sırasıylaκ0 ve

κ1-yakınlıklı dijital görüntü çiftleri olsun.f : (X, A)→ (Y, B) ise aşăgıdaki diyagram

dĕgişmelidir.
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Hq−1,κ1(Y, B) Hq−1,κ0(X, A)

Hq,κ1(B) Hq,κ0(A)

f ∗

δ∗

( f |A)
∗

δ∗

Aksiyom 4 (Tamlık aksiyomu) [10, 24]i : A→ X ve p : X → (X, A) kapsama

dönüşümleri olmak üzere

... Hq,κ(X, A) Hq,κ(X) Hq,κ(A) Hq+1,κ(X, A) ...
p∗ i∗ δ∗

dizisi tamdır.

Aksiyom 5 (Boyut aksiyomu) [1,10,24]X, κ-yakınlıklı tek noktalı uzay ise

Hq,κ(X, G) =

{
G, q = 0
0, q 6= 0

dır.

Dijital görüntülerde homotopi ve excision aksiyomları sağlanmaz. Bu aksiyomların

cebirsel topolojideki tanımlarını verelim.

Homotopi Aksiyomu: [10,24]X veY topolojik uzaylar,h : X→ Y vek : X→ Y

dönüşümleri homotopik iseh∗ = k∗ dır.

Excision Aksiyomu: [10,24](X, A) ikilisi için U ⊂ IntA olacak şekildeU, X in

açık bir alt kümesi olsun. Bu durumda

Hq(X −U, A−U) ∼= Hq(X, A)

izomorfizmi vardır.

Önerme 4.16 [10] Dijital görüntülerde simpleksler kohomoloji için excision aksiyomu

sağlanmaz.
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İspat: 8-yakınlıklı X={p0 =(−1,0), p1 =(0,−1), p2 =(1,0), p3 =(0,1)}⊂Z
2

dijital görüntüsünü ele alalım.

p0

p1

p2

p3

Şekil 4.3. X

Teorem 4.6 dan

Hq,8(X) =

{
Z, q = 0,1
0, q 6= 0,1

dır. A = {p0 = (−1,0), p1 = (0,−1), p2 = (1,0)} ve U = {p2 = (1,0)} olsun.

A⊂X , U⊂ A ve U⊂ IntA dır. H1,8(X−U, A−U) veH1,8(X, A) yı hesaplayalım.

Hq,κ(A) = Hq,κ(U) =

{
Z, q = 0
0, q > 0

dır.

p0

p1

p2 p2

Şekil 4.4. A ve U

Aksiyom 4 den

... Hq,8(X, A) Hq,8(X) Hq,8(A) Hq+1,8(X, A) ...
p∗ i∗ δ∗

tam dizisi vardır.q > 1 için Hq,κ(A) = 0 olduğundan
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0 H0,8(X, A) Z Z H1,8(X, A) Z 0
δ0 p∗ i∗ δ1 q∗ k∗

tam dizisi elde edilir.q∗ epimorfizm oldŭgundan Imq∗=Z dir. Dizinin tamlı̆gından

Im δ1 = Ker q∗ ve Im i∗ = Ker δ1 bulunur.i∗ izomorfizm oldŭgundan Imi∗ = Z,

dolayısıyla Kerδ1 = Z olur. Buradan Imδ1 = Ker q∗ = 0 dır. Birinci İzomorfizm

Teoreminden

H1,8(X, A)/ Ker q∗ ∼= Im q∗

olur veH1,8(X, A) = Z elde edilir. ŞimdiH1,8(X −U, A−U) yu belirleyelim.

p0

p1

p3

p0

p1

Şekil 4.5. X −U ve A−U

X −U ={p0 =(−1,0), p1 =(0,−1), p3=(0,1)}

A−U ={p0 =(−1,0), p1 =(0,−1)}

olur. A−U ⊂ X−U dur. X−U ve A−U nun simpleksler kohomoloji grupları

Hq,κ(X −U) = Hq,κ(A−U) =

{
Z, q = 0
0, q > 0

dır. Aksiyom 4 den

. . . Hq,κ(X−U, A−U) Hq,κ(X−U) Hq,κ(A−U) . . .i∗ j∗ δ∗

tam dizisi vardır.q > 0 için Hq,κ(X −U) = 0 olduğundan

0 H0,8(X−U, A−U) Z Z H1,8(X−U, A−U) 0
δ0 i∗ j∗ δ1 k∗
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tam dizisi elde edilir. Dizinin tamlı̆gından Imδ1 = Ker k∗ ve Im j∗ = Ker δ1 olur.

j∗ izomorfizm oldŭgundan Imj∗ = Z = Ker δ1 dir. Buradan Imδ1 = 0 bulunur.

Dolayısıyla Kerk∗ = 0 dır. Birinci İzomorfizm Teoreminden

H1,8(X −U, A−U)/Ker k∗ ∼= Im k∗

olur veH1,8(X −U, A−U) = 0 elde edilir.

q = 1 için Hq,8(X, A) 6= Hq,8(X−U, A−U) olduğundan simpleksler kohomoloji

için excision aksiyomu dijital görüntülerde sağlanmaz. �
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5. DİJ İTAL GÖRÜNTÜLERDE KOHOMOLOJ İ GRUPLARI
ÜZERİNDE CUP ÇARPIMI

Tanım 5.1 [9] (X,κ) bir dijital simpleksler kompleks,R, dĕgişmeli ve birimli bir

halka olmak üzereR toplamsal grubunu göz önüne alalım.cp ve cq eşzincirlerin

cup çarpımı,

⌣: Cp,κ(X, R)× Cq,κ(X, R)→ Cp+q,κ(X, R)

< cp ⌣ cq, [v0, ...,vp+q] >=< cp, [v0, ...,vp] > . < cq, [vp, ...,vp+q] >

formülüyle tanımlanır. Buradav0 < ... < vp+q sıralamasıyla verilmiştir ve′.′, R de

çarpımdır.

Teorem 5.2 [9] Dijital simpleksler cup çarpımı bilineerdir.

İspat: α,α1,α2 ∈ Hp,κ(X, G1) ve β, β1, β2 ∈ Hq,κ(X, G2) için

< (α1 + α2)⌣ β, [v0, ...,vp+q]>=< (α1 + α2), [v0, ...,vp]> .< β, [vp , ...,vp+q]>

= (< α1, [v0, ...,vp] > + < α2, [v0, ...,vp] >). < β, [vp, ...,vp+q] >

=< α1, [v0, ...,vp]> .< β, [vp, ...,vp+q]>+< α2, [v0, ...,vp]> .< β, [vp , ...,vp+q]>

=< α1 ⌣ β, [v0, ...,vp+q] > + < α2 ⌣ β, [v0, ...,vp+q] >

=< α1 ⌣ β + α2 ⌣ β, [v0, ...,vp+q] >

ve

< α⌣ (β1 + β2), [v0, ...,vp+q]>=< α, [v0, ...,vp]> .< (β1 + β2), [vp, ...,vp+q]>

=< α, [v0, ...,vp]> .(< β1, [vp, ...,vp+q] > + < β2, [vp, ...,vp+q] >)

=< α, [v0, ...,vp]> .< β1, [vp, ...,vp+q]>+< α, [v0, ...,vp]> .< β2, [vp, ...,vp+q]>

=< α ⌣ β1, [v0, ...,vp+q] > + < α ⌣ β2, [v0, ...,vp+q] >

=< α ⌣ β1 + α ⌣ β2, [v0, ...,vp+q]>

Bu durumda

(α1 + α2)⌣ β = α1 ⌣ β + α2 ⌣ β ve α ⌣ (β1 + β2) = α ⌣ β1 + α ⌣ β2

elde edilir. �
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Teorem 5.3 [9] cp, cq eşzincirleri veδ eşsınır operatörü için

δ(cp ⌣ cq) = δcp ⌣ cq + (−1)pcp ⌣ δcq

dur.

İspat: δcp ⌣ cq ve(−1)pcp ⌣ δcq dijital simpleksler eşzincirlerin[v0, ...,vp+q+1]

üzerindeki dĕgerleri sırasıyla

∑
0≤i≤p+1

(−1)i cp [v0, ..., v̂i, ...,vp+1] c
q [vp+1, ...,vp+q+1 ] (1)

ve

(−1)p ∑
p≤i≤p+q+1

(−1)i−pcp[v0, ...,vp]cq[vp, ..., v̂i, ...,vp+q+1] (2)

bulunur. (1) ve (2) ifadelerini topladı̆gımızda (1) in son terimiyle (2) nin ilk

terimi birbirine eşit ve zıt işaretli oldŭgundan toplamdan çıkarılır. Diğer terimlerin

toplamı,δ(cp ⌣ cq) dijital simpleksler eşzincirinin[v0, ...,vp+q+1] üzerindeki dĕgerine

eşittir. �

Teorem 5.4 [9] (X,κ) bir dijital simpleksler kompleks olsun. Dijital simpleksler

eşzincirler üzerinde cup çarpımı birleşmelidir, yani

(cp ⌣ cq)⌣ cr = cp ⌣ (cq ⌣ cr)

dir. 1X ile verilen dijital simpleksler eşzincir birim elemandır, yani

1X ⌣ cp = cp ⌣ 1X = cp

dir.

İspat: cp ∈ Hp,κ(X, G1), cq ∈ Hq,κ(X, G2) ve cr ∈ Hr,κ(X, G3) olsun.

< (cp ⌣ cq)⌣ cr, [v0, ...,vp+q+r]>=< (cp ⌣ cq), [v0, ...,vp+q] >

. < cr, [vp+q, ...,vp+q+r]>

= (< cp, [v0, ...,vp] > . < cq, [vp, ...,vp+q] >). < cr, [vp+q, ...,vp+q+r] >

=< cp, [v0, ...,vp] > .(< cq, [vp, ...,vp+q]> . < cr, [vp+q, ...,vp+q+r] >)
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=< cp, [v0, ...,vp] > .(< cq ⌣ cr, [vp, ...,vp+q+r] >)

=< cp ⌣ (cq ⌣ cr), [v0, ...,vp+q+r]>

Diğer taraftan

< 1X ⌣ cp, [v0, ...,vp] >=< 1X , [v0, ...,vp] > . < cp, [v0, ...,vp] >

=< cp, [v0, ...,vp] >

ve

< cp ⌣ 1X , [v0, ...,vp] >=< cp, [v0, ...,vp]> . < 1X, [v0, ...,vp] >

=< cp, [v0, ...,vp] >

elde edilir. �

Teorem 5.5 [9] cp ∈ Hp,κ(X, G1) vecq ∈ Hq,κ(X, G2) dijital eşdevirler ise

cp ⌣ cq = (−1)pqcq ⌣ cp

dir.

İspat:

< cp ⌣ cq, [v0, ...,vp+q] >=< cp, [v0, ...,vp]> . < cq, [vp, ...,vp+q] >

ve

< cq ⌣ cp, [vp+q, ...,v0] >=< cq, [vp+q, ...,vp] > . < cp, [vp, ...,v0] >

elde edilir.[vr , ...,v0] = (−1)r(r+1)/2[v0, ...,vr] olduğundan

(p + q)(p + q + 1)− p(p + 1)− q(q + 1) = 2pq

olur. Böylece ispat tamamlanır. �

Teorem 5.6 (X,κ1) ⊂Z
n1 ve(Y,κ2) ⊂Z

n2 dijital görüntüler olsun.

f : (X,κ1)→ (Y,κ2) dijital sürekli bir dönüşüm vecp ∈ Hp,κ(X, G1) ve

cq ∈ Hq,κ(X, G2) dijital eşdevirler ise

f ∗(cp ⌣ cq) = f ∗(cp)⌣ f ∗(cq)

dur.



106

İspat:

< f ∗(cp ⌣ cq), [v0, ...,vp+q] >=< cp ⌣ cq, [ f (v0), ..., f (vp+q)] >

=< cp, [ f (v0), ..., f (vp)]> . < cq, [ f (vp), ..., f (vp+q)]>

=< f ∗(cp), [v0, ...,vp] > . < f ∗(cq), [vp, ...,vp+q] >

=< f ∗(cp)⌣ f ∗(cq), [v0, ...,vp+q] >

elde edilir. �

Tanım 5.7 (X,κ) bir dijital simpleksler kompleks olsun.H∗,κ(X; R) =⊕Hi,κ(X; R)

grubu cup çarpımıyla birimli bir halka olur. BunaX in dijital simpleksler kohomoloji

halkası denir.

5.1. Dijital Görüntülerde Kohomoloji Halkası

Örnek 5.8 MSS′18 nü ele alalım.

MSS′18 nün noktalarını ve simplekslerini 3.21 deki gibi alalım.

Simpleksler kompleksinin 1-eşdevirleri

ω = e∗0 + e∗1 + e∗2 + e∗3 ,

z = −e∗2 + e∗4 − e∗5 + e∗6 ,

α = −e∗3 + e∗7 − e∗8 + e∗9 ,

β = −e∗0 − e∗4 − e∗7 + e∗10,

γ = −e∗1 + e∗5 + e∗8 + e∗11,

δ = −e∗6 − e∗9 − e∗10 − e∗11

şeklinde olur.

〈ω ⌣ z, [c2c4c1]〉 = 〈ω, [c2c4]〉.〈z, [c4c1]〉 = 1.1 = 1,

〈ω ⌣ α, [c2c5c1]〉 = 〈ω, [c2c5]〉.〈α, [c5c1]〉 = 1.1 = 1,
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c1

c5

c3

c4

c2

c0

c1

c5

c3

c4

c2

c0

c1

c5

c3

c4

c2

c0

Şekil 5.1. ω eşdevri, z eşdevri ve α eşdevri

c1

c5

c3

c4

c2

c0

c1

c5

c3

c4

c2

c0

c1

c5

c3

c4

c2

c0

Şekil 5.2. β eşdevri, γ eşdevri ve δ eşdevri

〈ω ⌣ β, [c2c4c1]〉 = 〈ω, [c2c5]〉.〈β, [c5c1]〉 = 1.− 1 = −1,

〈ω ⌣ γ, [c2c3c4]〉 = 〈ω, [c2c3]〉.〈γ, [c3c4]〉 = 1.1 = 1,

〈ω ⌣ δ, [c2c4c1]〉 = 〈ω, [c2c4]〉.〈δ, [c4c1]〉 = 1.0 = 0,

〈ω ⌣ ω, [c2c4c1]〉 = 〈ω, [c2c4]〉.〈ω, [c4c1]〉 = 1.0 = 0.

Benzer şekilde diğer eşdevirlerin cup çarpımı alınarak aşağıdaki tablo elde edilir.

⌣ ω z α β γ δ

ω 0 1 1 −1 1 0
z 0 −1 0 1 0 −1
α 0 0 −1 1 0 1
β 0 0 0 −1 0 1
γ 0 1 1 0 −1 −1
δ 0 0 0 0 0 0

Örnek 5.9 MSS18 i ele alalım.

MSS18 in noktalarını ve simplekslerini Teorem 3.22 deki gibi alalım.
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Simpleksler kompleksinin 1-eşdevirleri

x = e∗0 + e∗1 + e∗7 + e∗6 , a = e∗13 + e∗15 + e∗18 + e∗19,
y = e∗0 + e∗5 + e∗3 + e∗9 , b = e∗16 + e∗17 − e∗19 + e∗12,
z = e∗2 − e∗3 + e∗6 − e∗7 , c = e∗14 + e∗15 + e∗16 + e∗12,
r = e∗1 − e∗2 − e∗5 + e∗9 , d = e∗14 − e∗17 + e∗19 − e∗16,
w = e∗0 + e∗1 + e∗3 − e∗2 , e = e∗14 + e∗15 − e∗17 + e∗19,
k = e∗1 − e∗5 + e∗6 , f = e∗14 − e∗13 + e∗12,
l = e∗3 − e∗7 + e∗9 , g = e∗15 + e∗13 + e∗16,
u = e∗0 + e∗5 + e∗7 , h = e∗17 + e∗12 + e∗18,
v = e∗2 + e∗6 + e∗9 , i = e∗19 − e∗16 + e∗18

şeklinde olur.

c9

c0

c6

c5 c1

c9

c0

c6

c5

c1

c9

c0

c6

c5

c1

Şekil 5.3. x eşdevri, y eşdevri ve z eşdevri

c9

c0

c6

c5

c1

c9

c0

c6

c5 c1

c9

c0

c6

c5

c1

Şekil 5.4. r eşdevri, ω eşdevri ve k eşdevri

c9

c0

c6

c5

c1

c9

c0

c6

c5

c1

c9

c0

c6

c5

c1

Şekil 5.5. l eşdevri, u eşdevri ve v eşdevri

〈x ⌣ x, [c5c0c9]〉 = 〈x, [c5c0]〉.〈x, [c0c9]〉 = 0.1 = 0,
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〈x ⌣ y, [c0c9c1]〉 = 〈x, [c0c9]〉.〈y, [c9c1]〉 = 1.1 = 1,

〈x ⌣ z, [c0c9c1]〉 = 〈x, [c0c9]〉.〈z, [c9c1]〉 = 1.0 = 0,

〈x ⌣ r, [c0c9c1]〉 = 〈x, [c0c9]〉.〈r, [c9c1]〉 = 1.− 1 = −1,

〈x ⌣ w, [c5c0c6]〉 = 〈x, [c5c0]〉.〈w, [c0c6]〉 = 0.1 = 0,

〈x ⌣ k, [c0c9c1]〉 = 〈x, [c0c9]〉.〈k, [c9c1]〉 = 1.− 1 = −1,

〈x ⌣ l, [c5c0c6]〉 = 〈x, [c5c0]〉.〈l, [c0c6]〉 = 0.1 = 0,

〈x ⌣ u, [c0c9c1]〉 = 〈x, [c0c9]〉.〈u, [c9c1]〉 = 1.1 = 1,

〈x ⌣ v, [c0c9c1]〉 = 〈x, [c0c9]〉.〈v, [c9c1]〉 = 1.0 = 0.

Benzer şekilde diğer eşdevirlerin cup çarpımı alınarak aşağıdaki tablo elde edilir.

⌣ x y z r w k l u v

x 0 1 0 −1 0 −1 0 1 0
y 1 0 −1 0 0 0 −1 1 0
z 1 1 1 1 1 1 1 −1 0
r −1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 0
w 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 0
k 0 1 0 −1 0 −1 0 1 0
l 1 0 −1 0 0 0 −1 1 0
u 0 0 0 0 0 0 0 0 0
v 1 1 −1 1 1 1 1 0 0

5.2. Dijital Görüntülerde Kohomoloji Cebri

Tanım 5.10 ∀i ∈ I, Mi modül iseM =⊕Mi graded modüldür.M graded modülü

için

Φ : M⊗M→ M

homomorfizması varsaM graded cebirdir denir.

Teorem 5.11 (X,κ) dijital simpleksler kompleksi içinH∗,κ(X, G), çarpımı cup

çarpımı olan bir gradedG-cebirdir.
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İspat: H∗,κ(X, G) nin bir gradedG-modül oldŭgunu gösterelim. Bunun için

H∗,κ(X, G) =⊕Hq,κ(X, G) olmak üzereHq,κ(X, G) nin bir G-modül oldŭgu gösterilmelidir.

BuradaG bir dĕgişmeli halka,Hq,κ(X, G) bir halkadır.

α,α1,α2 ∈ Hq,κ(X, G) ve g, g1, g2, 1 ∈ G için

G× Hq,κ(X, G)→ Hq,κ(X, G), (g,α)→ g.α

skaler çarpımı

• g.(α1 + α2) = g.α1 + g.α2

• (g1 + g2).α = g1.α + g2.α

• (g1.g2).α = g1.(g2.α)

• 1.α = α

koşullarını săgladı̆gındanHq,κ(X, G) bir G-modüldür. DolayısıylaH∗,κ(X, G) bir

gradedG-modül olur. Bu durumdaH∗,κ(X, G),

⌣: Hq,κ(X, G)× Hp,κ(X, G)→ Hq+p,κ(X, G)

cup çarpımıyla bir gradedG-cebirdir. �

Teorem 5.12 Her x ∈ S2 için g(−x) = −g(x) olacak şekilde sürekli bir

g : S2→ S1 dönüşümü yoktur.

İspat: S1 de p0 = −p4, p1 = −p5, p2 = −p6 ve p3 = −p7 dir. S2 de

c0 = −c25 c7 = −c18

c1 = −c24 c8 = −c17

c2 = −c23 c9 = −c16

c3 = −c22 c10 = −c15

c4 = −c21 c11 = −c14

c5 = −c20 c12 = −c13

c6 = −c19
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c19
c20 c25

c2 c3 c8

c7c4c1

c0 c5 c6

c12

c23c22c17

c18
c21 c24

c9c10c11

c16
c15 c14

c13
p0

p1

p2

p7

p3

p6

p5

p4

Şekil 5.6. S2 ve S1

olur. g : S2→ S1 dönüşümünü

g(c0) = p0 g(c9) = p5 g(c18) = p2

g(c1) = p0 g(c10) = p5 g(c19) = p2

g(c2) = p0 g(c11) = p1 g(c20) = p3

g(c3) = p7 g(c12) = p1 g(c21) = p3

g(c4) = p7 g(c13) = p5 g(c22) = p3

g(c5) = p7 g(c14) = p5 g(c23) = p4

g(c6) = p6 g(c15) = p1 g(c24) = p4

g(c7) = p6 g(c16) = p1 g(c25) = p4

g(c8) = p6 g(c17) = p2

şeklinde tanımlayalım. Buna göreg : S2 → S1 fonksiyonunda herx ∈ S2 için

g(−x) = −g(x) koşulu săglanmış olur. Fakat bu fonksiyon sürekli değildir.

c10, c11 ∈ S2 birbirine6-yakın olmasına răgmeng(c10) = p5 ile g(c11) = p1 birbirine

4-yakın dĕgildir. Her x∈ S2 için g(−x) =−g(x) olacak şekilde sürekli bir fonksiyon

tanımlanamaz. �

Teorem 5.13 (Borsuk-Ulam)n = 1,2 için f : Sn→Z
n sürekli dönüşümü verilsin.

f (x) = f (−x) olacak şekildex ∈ Sn mevcuttur.

İspat: Böyle bir x olmadı̆gını kabul edelim.g : S2→ S1 dönüşümü

g(x) = f (x)− f (−x)
‖ f (x)− f (−x)‖

olarak alınırsag(−x) = −g(x) olur. Bir önceki teoremden çelişki elde edilir.

f (x) = f (−x) olacak şekildex∈ Sn mevcuttur. �
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Örnek 5.14 f : S1→ Z sürekli dönüşümünü tanımlayalım.

p0(−1,1)

p1(−1,0)

p2(−1,−1)

p7(0,1)

p3(0,−1)

p6(1,1)

p5(1,0)

p4(1,−1)

Şekil 5.7. S1

S1 de p0 = −p4, p1 = −p5, p2 = −p6, p3 = −p7 dir. f : S1→ Z dönüşümünü

f (p0) = f (p4) = 0

f (p1) = f (p5) = 1

f (p2) = f (p6) = 1

f (p3) = f (p7) = 0

sürekli bir dönüşümdür.
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5.3. Sonuç

Bu çalışmada cebirsel topolojideki bazı özelliklerin dijital versiyonları bulunmaya

çalışıldı.İlk olarak dijital topolojinin temel kavramları verilerek, dijital temel grubun

nasıl oluşturuldŭgu ifade edildi. Sonra dijital simpleksler homoloji grubu tanımlanarak,

çeşitli dijital görüntülerin homoloji grupları belirlendi. Ayrıca Euler karakteristiği,

relatif homoloji grupları ve homoloji için Eilenberg-Steenrod aksiyomlarıyla ilgili

çeşitli sonuçlara ulaşıldı. Daha sonra dijital kohomoloji tanımlanarak, bazı dijital

yüzeylerin dijital kohomoloji grupları hesaplandı. Dijital kohomoloji için de relatif

gruplar ve Eilenberg-Steenrod aksiyomları ifade edildi. Son olarak dijital simpleksler

cup çarpımının tanımı verilerek, cup çarpımı yardımıylaMSS′18 veMSS18 yüzeylerinin

dijital kohomoloji halkaları belirlendi veH∗,κ(X, G) nin cup çarpımıyla bir graded

G-cebir oldŭgu gösterildi. Bundan sonraki aşamada ulaşılan sonuçlarkullanılarak,

dijital kohomoloji operatörleri tanımlanabilir.
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c) Katıldığı Projeler : Dijital Kohomoloji Grupları, BAP, 2013
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İLETİŞİM
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