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OZET

DIiJITAL KOHOMOLOJi GRUPLARI

Gllseli BURAK

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danismani: Prof. Dr. Hatice KANDAMAR
2. Tez Danismani: Prof. Dismet KARACA
2014, 121 sayfa

Bu calisma dijital gorintilerin simpleksler relatif kaholoji gruplarini ta-
nimlayarak cesitli uygulamalarini géstermek amaciyka ainmistir. Oncelikle
dijital homotopi, homoloji ve kohomoloji gruplarinin tamiari ve bunlarla ilgili
uygulamalar verilmistir. Sonra bunlarin yardimiyla sieisler relatif kohomoloji
gruplarn tanimlanmis ve bir dijital gorintiiniin kohomolgifubu hesaplanmistir.
Daha sonra dijital goruntiler icin cup carpimi tanimlakataununla ilgili
Ozellikler ifade edilmistir. Bunun sonucu olarak dijitebhomoloji Uzerinde halka
yapisinin oldgu belirlenmistir. Ayrica dijital goruntilerin kohomgidhalkasinin
hesaplanmasi icin bir method belirlenmis ve dijital kotwoji halkasinin
belirlenmesiyle ilgili cesitli drnekler verilmigtir.

Anahtar Sozciikler
Dijital simpleksler homoloji gruplari, dijital simplekst kohomoloji gruplari,
dijital cup carpimi, dijital kohomoloji halkasi
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ABSTRACT
DIGITAL COHOMOLOGY GROUPS
Gllseli BURAK

Ph.D. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Hatice KANDAMAR
2nd Supervisor: Profsmet KARACA
2014, 121 pages

The goal of this study is to define simplicial relative cohdogy groups of digital
images and to give some examples. First of all we study themotof digital
homotopy, homology and cohomology and their applicatiofisen simplicial
relative cohomology groups are defined and cohomology grafisome digital
images are calculated. Hence simplicial cup product fotaligmages is defined
and their properties are given. As a result of this the ringcstire is determined on
digital cohomology. Furthermore a method for computingadbkomology ring of
digital images is given and some examples concerned detatiom cohomology
ring of digital images are given.

Key Words
Digital simplicial homology group, digital simplicial camology group, digital
cup product,digital conomology ring
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1. GIRIS

Dijital goruntt analizinin 6nemi teknolojik gelismelerbirlikte oldukca artmistir.
Goruntd analizinin endustride, tipta ve cevre bilimlerbigpek cok alanda
uygulamasi vardir. Topolojik invaryantlar, dijital gotiinanalizinde ve bilgisayar
grafiklerinde son derece kullanisl offlundan topoloji metodlarindan yararlanarak
dijital topoloji insa edilmistir. Dijital topoloji, toploji kavramlarinin gorinti
dizilerine uygulanmasi olarak tanimlanabilir.

Dijital topoloji kavrami 1960 larin sonlarinda, Rosenf¢ftb] tarafindan ortaya
atilmigtir. Baslangigta dijital topoloji calismaldapolojik kavramlardan ¢ok graf
teorisi Uzerinde ilerlemistir. 1980 lerin sonunda V. Kimxesky, dijital topolojiyi
Alexandroff teorisinin bir parcasi olarak ele almistiijif2l topolojiye tgunci
yaklasim 1980 lerde Khalimsky tarafindan getirilmistithalimsky topolojisi,
ayni dijital goruntl Gzerinde farkli yakinlik Bantilarinin kullaniimasina olanak
salamistir.

Diskret nesneler Uzerinde dijital temel grup kavrami KorRil][ tarafindan
tanimlanmigtir. Boxer klasik cebirsel topoloji metodhan, dijital temel grubun
insasinda kullanilabilegni gdstermistir. Cebirsel topolojide homotopi grupfan
hesaplanmasinda ortlilii uzaylar énemli rol oygattlan Boxer [6] dijital 6rtilu
uzay tanimini vermistir. Han [15] dijital kapali yuzeyitebaglantili toplamlarinin
dijital temel grubunu ve Euler karakterigtni hesaplamaya ¢alismis ve bu konuyla
ilgili Gnemli 6rnekler vermistir. Dijital temel grup ¢amalarinin gérinti analizine
onemli katkilar1 olmustur.

Karaca, Arslan ve Oztel [1] digital goriintilerde simplekshomoloji grubunu
insa ederek, MSSg basit kapal ylzeyinin simpleksler homoloji grubunu
hesaplamiglardir. Karaca ve Ege [9] dijital goruntilesimpleksler kohomoloji
gruplarini ve dijital cup carpimini tanimlayarak dijitahngleksler kohomoloji

icin Eilenberg-Steenrod aksiyomlariyla ilgili énemli sagtara ulasmislardir.
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Karaca ve Ege [20] iki boyutlu dijital gortinttlerin simpkr homoloji gruplarini
ele almiglardir. Bu ¢alismada bostan farkli sbaglantih X C Z sinirh dijital
gorintindn bir boyutlu homoloji grubunun asikar grup @dou gostermislerdir.
Ege ve Karaca [10] dijital gorintilerin simpleksler honijblgruplarinin
karakteristik 6zelliklerini ve dijital gértnttlerin sintigksler homoloji gruplari icin
Eilenberg-Steenrod aksiyomlarini incelemiglerdir. daéfetz Sabit Nokta teoremi,
farkll topolojik uzaylar icin sabit nokta teoremlerini ggtestirdginden Ege ve
Karaca [11] dijital goriintiler icin de Lefschetz Sabit Nemkeoremini ele alarak
sabit nokta 6zellikleriyle ilgili cesitli drnekler verrslierdir.

Gonzalez-Diaz ve Real [12] kohomoloji halkalar! ile ilggalismalar yapmiglardir.
3-boyutlu kibik komplekslerin kohomoloji halkalarinin daplanmasiyla ilgili
formuller Gonzalez-Diaz, Jimenez ve Medrano [13] tarafmdyelistirilmistir.
Gonzalez-Diaz, Lamar ve Umble [14] ise kibik komplekslemmiomorfik
hicresel kompleksler elde ederek kohomoloji halkalarimesaplanmasini
basitlestirmeye calismislardir.

Kaczynski ve Mrozek [19] kibik komplekslerin kohomolojilka algoritmasini
olusturmak icin cup carpimi hesaplama yontemi geliggkendir. Bu yontem
kohomoloji halkalarinin insasinda cebirsel hesaplamalalandirmistir.

Demir ve Karaca [8] cesitli dijital basit kapali yuzeylerajlantili toplamlarinin
simpleksler homoloji gruplarini hesaplamislardir.

Biz bu calismada simpleksler kohomoloji halkasinin hisapasi icin bir method
gelistirdik ve MSSg, MSSig ve MSS; gibi minimal basit kapali yizeylerin
dijital kohomoloji grubunu hesaplayarak{SS’g ve MSSg in dijital kohomoloji

halkasini belirledik.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Z. tamsayllar kimesi olmak Uzer&Z", n-boyutlu Euclid uzayinda kafes
noktalarinin kiimesidir. Bir dijital gortntl ikilisi, bir gkinlik baintisi ile Z"
nin sonlu alt kiimesinden olusur. Dijital gorintti aragafarinda cesitli yakinhk

bagintilari kullanildgindan yakinlik baintisini tanimlayalim.

Tanim 2.1 [2] 1 << n olmak Uzere pozitif tam sayisi ve

p=(PLrrPn) 4= (1,1 Gn) € Z"
ayrik iki nokta icin agsgidaki 6zellikler sglaniyorsap ve q yax;-yakin denir;

e |p; —gqi| =1 olacak sekilde en ¢oktanei indisi vardir.

e |pj —q;| # 1 olacak sekilde djer tumj indisleri icin p; = g;.

Buna gorex;, verilen birp € Z" noktasina yakin olap € Z" noktalarinin sayisini

gosterir. Tamim 2.1 de#, Z? ve Z?> de yakinliklari su sekilde ifade edilebilir:

e Z de ayrikp ve g noktalari|p — gq| = 1 ise bu noktalar@-yakindir denir.

e 7Z? de ayrikp ve g noktalari, her bir koordinatinda en fazla 1 farkli ise bu

noktalara8-yakindir denir.

e 72 de ayrikp ve g noktalari8-yakin ve sadece bir koordinatinda farkl ise bu

noktalarad-yakindir denir.

e 73 de ayrikp ve g noktalari, her bir koordinatinda en fazla 1 farkli ise bu

noktalara26-yakindir denir.

e 73 de p ve g noktalari 26-yakin ve en fazla iki koordinatinda farkli ise bu

noktalaral8-yakindir denir.
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e 73 de p ve g noktalari 18-yakin ve sadece bir koordinatinda farkli ise bu

noktalara6-yakindir denir.

e k€ {2,4,8,6,18,26} olsun. Birp latis noktasininc-komsul@u p ye x-yakin

olan noktalardan olusur.

p
e o e

Sekil 2.1. 2-yakin

. o---e--e
| Copl
o« oo oo e
. oo o

Iy ol-F ol--n
it
1 .
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1
AT
*
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|

£

1

1

2 . L < - L 14

Sekil 2.3. 6-yakin, 18-yakin ve 26-yakin

Tanim 2.2 [2] x, Z" Ulzerinde bir yakinlk b@ntisi olsun.X C Z" dijital
gorintisinink-baglantill olmasi i¢in gerek ve yeter sart heyy € X farkl
noktalari iginX in noktalarinin birxg, x1, ..., x, Kimesi vardir 6yle kk = xo, y = x;
vei=0,1,..,r —1icin x; ve x;,1, k-komsudur. BirX dijital géruntisindn bir

k-bileseniX in en buyukx-baglantih alt kimesidir.



Ornek 2.3 X C Z? kimesi
X = {X() = (0,0),X1 = (1,1),XZ = (2,0),X3 = (3,1)}

olsun. X dijital gérinttsiindeg = 0,1,2 icin x; ve x;,1, 8-komgu oldgundanX,

8-baglantili bir kiimedir.

Tanim 2.4 a,b € Z vea < b olsun.
a,blz ={z€Z]a<z<b}
kiimesine bir dijital aralik denir.

Tanim 2.5 [15] p € Z" noktasinax-yakin olan noktalarin kiimesing nin
x-komsul@u denir. (X,x) C Z" dijital gorintust vee € IN olsun. xp € X in
e yancaphx-komsul@u, I (xg,x), xo danx e en kisa basit-yolunun uzunlgu

olmak tzere;

Ni(x0,€) = {x € X| I (x0,x) <e} U{xp}

seklinde tanimlanir.

Ornek 2.6 X C Z? kiimesi
X = {XO = (1,1),X1 = (2,1),XQ = (3,2),X3 = (3,0),X4 = (4,0)}

olsun. X dijital goruntisiindex; e 4-yakin olan sadece oldujundanx; in
4-komsulundax, vardir. x; in 8-komsul@yunda bulunan noktalar ise, x, ve

x3 dlr.

Tanim 2.7 [2] X C Z™, kg-yakinlikl veY C Z™, kq-yakinlikh dijital gortntiler
olsun.X in herxo-baglantili U alt kiimesi iginf (U ), Y nin x;-baglantili alt kimesi

ise f: X — Y fonksiyonu(xy, k1 )-streklidir denir.
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Ornek 2.8 X C Z veY C Z? kimeleri sirasiyla
X = {X() = 1,X1 = Z,XZ = 3,X3 = 4},

Y ={yo=(0,0),y1 = (1L1),y2=(2,0),y5 = (3,1)}
olsun.f: X — Y fonksiyonui = 0,1, 2,3 icin f(x;) = y; seklinde tanimlansirX in
her2-baglantili U alt kimesi iginf (U), Y nin 8-bajlantil alt kimesi oldgundan
f: X — Y fonksiyonu(2, 8)-sureklidir.

Onerme 2.9 [3] X C Z™, xp-yakinlkli ve Y C Z™, x;-yakinlikh dijital
gorintdler olsun.f : X — Y fonksiyonunun(xo, 1 )-sirekli olmasi igin gerek ve
yeter sartX in her xo-yakin{xo,x; } noktalari igin f(xo) = f(x1) veyaf(xo) ve
f(x1),Y dexj-yakindir.

ispat:f : X =Y, (xo,%1)-strekli old@fundaX in xo-baglantili { xo, x1 } alt kimesi
icin {f(x0), f(x1)} Y nin x1-baglantili alt kimesidir. Yanif (xo) ile f(x1) Y de
k1-yakindir veyaf (xo) = f(x1) dir.

Tersine kp-yakin xp,x; € X noktalari igin yani X in xo-baglantili {xo,x;}
alt kimesi igin f(xo) = f(x1) veya f(xo) ve f(x1), Y de x;-yakin ise
{f(x0),f(x1)} Y nin xy-baglantili alt kimesidir. Bu durumdg : X — Y

fonksiyonu(xo, 1 )-sureklidir. O

Orngjin, «, Y dijital goéruntiisti tizerinde bir yakinlk Gantisi olsunf : [a,b]z — Y
fonksiyonunun(2, x)-strekli olmasi igin gerek ve yeter sart hec + 1 € [a,D]2

icin f(c) = f(c+1) veyaf(c)ile f(c+1) inY dex-yakin olmasidir.

X C Z™, kg-yakinhkli veY C Z™, xq-yakinhkl dijital gérintiler olsun.
f: X — Y fonksiyonu (xo,x;)-surekli ve bijektif, f~!: Y — X fonksiyonu
(x1,%0)-stirekli isef fonksiyonuna(xo, x1 )-izomorfizm denir [1] veX ~, ..y Y

seklinde gosterilir.



2.1. Dijital Homotopi

Tanim 2.10 [2] X C Z™, kg-yakinhkli, Y C Z™, x1-yakinlikh dijital géruntuler
ve f,g : X — Y fonksiyonu (xo,x; )-surekli fonksiyonlar olsun. Pozitif birn
tamsayisi ve aggdaki 6zellikleri sglayanH : X x [0,m]z — Y fonksiyonu varsa,

f ve g fonksiyonlarinaY de dijital (xo, x1 )-homotopik fonksiyonlar denir.

e Vx € Xigin H(x,0) = f(x) ve H(x,m) = g(x),
e Vx e Xicin
Hx : [O,m]z —Y
t — Hy(t) = H(x,t),
seklinde tanimlana#i, indirgenmis fonksiyonu2, 1 )-sureklidir.
o Vt € [0,m]z igin
Ht X =Y

x — Hi(x) = H(x,t),

seklinde tanimlana#i; indirgenmis fonksiyonux, x1 )-streklidir.

Burada H fonksiyonunaf ve g arasinda dijital(o, x1 )-homotopi fonksiyonu

denir.
f ve g fonksiyonlarininY” de dijital (o, 1 )-homotopik old@unu géstermek igin

f =(kox1) 8

notasyonunu kullantlir.
X C Z™, xg-yakinlikl veY C Z™, xq-yakinhkli dijital gérintiler olsun.

f: X =Y (xo,%1)-surekli fonksiyonu igin



g Of 2(KQ,KO) 1X ve f Og 2(Kl,Kl) 1Y
olacak sekildeg : Y — X, (x1,xp)-sUrekli fonksiyonu varsaf fonksiyonuna
(x0,%1)-homotopi denklik denir [4]. X ve Y dijital goruntileri ayni

(x0,%1)-homotopi tipine sahiptir v ile Y, (o, k1 )-homotopi denktir denir [4].

Lemma 2.11 [2] Dijital (xo,%1)-homotopi, dijital stirekli fonksiyonlar arasinda

bir denklik bagintisidir.

Ispat: Dijital homotopinin yansima, simetri ve gecisme ozedifhi sajladigini

gOstermeliyiz.

e Her (o, x7)-strekli f : X — Y fonksiyonu ve her pozitifn tamsayisi igin,

H: X x [0,m]z — Y fonksiyonunu he(x,t) € X x [0,m]z igin

H(x,t) = f(x)

seklinde tanimlan@inda f den f ye dijital (xo,x1)-homotopi olur. O halde

dijital homotopi yansima 6zedjini salar.

e H:X x [0,m]z — Y fonksiyonu f deng ye dijital (xo,x;)-homotopi olsun.

G : X x [0,m]z — Y fonksiyonunu hefx,t) € X x [0,m]z igin
G(x,t)=H(x,m—t)

seklinde tanimlanirsg den f ye dijital (xo,x;)-homotopi olur. Bdylece dijital

homotopinin simetri 6zelfjini sagladgi goralir.

e H:X x [0,m]z — Y fonksiyonuf deng ye dijital (xo,x; )-homotopi ve
G : X x [0,mg]z — Y fonksiyonug denh a dijital (o, %1 )-homotopi olsun.
F: X x [0,m + mg|z — Y fonksiyonu

B H(x,t), (x,t) € X x [0,m]
F(x,t) = { G(g(x),t—m), (x,t)€Xx [m,mz—k moz
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seklinde tanimlan@inda f den’ a dijital (x, x1)-homotopi olur. Bu durumda

dijital homotopi gecisme 6zedini sajlar. O

Tanim 2.12 [2] f: X — Y dijital surekli fonksiyonuY de bir sabit fonksiyona

dijital homotopik isef fonksiyonunaY de dijital nulhomotopik denir.

Tanim 2.13 [2] Bir X dijital gérintisu icinl : X — X birim dontsumu dijital

nulhomotopik iseX e dijital buzdlebilirdir denir.

Ornek 2.14 [2] X C Z? kiimesi

X ={(1,0),(0,1),(-1,0),(0,—1)}
8-bizilebilirdir. H : X x [0,2]z — X homotopi fonksiyonunu su sekilde

tanimlayalim:
e Herp e Xicin H(p,0) = p;
e H((1,0),1) =H((0,—-1),1) = (1,0), H((0,1),1) = H((—1,0),1) = (0,1);

e Herp e Xicin H(p,2) = (1,0).

Tanim 2.15 [3] X dijital gorintisi vexy € X igin (X, xo) ikilisine noktal dijital
gorintd denir.f : (X,x9) — (Y,yo) dijital strekli fonksiyonuf(xy) = yo sartini

sahyorsaf fonksiyonuna noktal dijital stirekli fonksiyon denir.

Tanim 2.16 [3] f ve g, (X,xp) dan (Y,yo) a tanimli noktal dijital strekli
fonksiyonlar veH, f ile g arasinda dijital(xo, x1 )-homotopi olsun. Het € [0, m]z

icin H(xo,t) = yo ise H a(xo, x1)-noktall dijital homotopi denir.

Tanim 2.17 [6] f,g:[0,mo]z — Y, (2,x)-surekli fonksiyonlari arasinda
H : [0,mg]z x [0,m1]z — Y, (2,x)-homotopi fonksiyonu het € [0,m1]z igin
H(0,t) = f(0) = g(0) ve H(my,t) = f(mgy) = g(myp) ise H a ug noktalari sabit

tutan homotopi denir.
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2.2. Basit Kapali Ejriler

Tanim 2.18 [3] X C Z", x-yakinlikh bir dijital gbrinti olsun. Birm > 3

tamsayisi vg : [0,m — 1]z — X, (2,x)-slrekli fonksiyonu igin

o f bire-bir ve Orten,
e f(0)vef(m—1),k-yakin,

e Hert € [0,m — 1]z icin f([0,m — 1]z) de f(t) nin x-komsuluklari sadece
f((t —1)modm) ve f((t + 1)modm)

kosullari s@laniyorsaX e dijital basit kapalk-egri denir.

Orek 2.19 X C Z2? kiimesi
X =1{(1,0),(0,1),(=1,0),(0,—1)}

olsun. f : [0,3]z — X fonksiyonu f(0) = (1,0), f(1) = (0,1), f(2) = (—1,0),
f(3) = (0,—1) seklinde tanimlansin. Bu fonksiydg, 8)-sureklidir ve basit kapali

egri kosullarini sglar.

Sekil 2.4. MSCy, MSCg ve MSCg

MSCy4, MSC{ ve MSCs, Z? de minimal basit kapaligilerdir.
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Tanim 2.20 [15] c¢* = (xo,x1,..., X)), Z* de kapalix-eJri olsun.c* in Z? de
timleyeni olanc* nin bir x noktasi,c* nin sinirl k-baglantili bilesenine aitse*

In i¢ noktasidir denirlnt(c*) ile gosterilir.

Bir dijital gorinti ayrik noktalardan olughu icin dijital goruntinin kapanisi
kendisine esittir. YaniA dijital géruintiisi icinA nin kapanisinA ile gosterilirse
A= Adu.

MSCj, MSC{* ve MSCy dijital gorintileri, kapalk-yuzeylerin dijital bglantili

toplamini tanimlarken énemli rol oynayacaktir:
e MSC; = MSC4 U Int(MSCy)
e MSCg = MSCg U Int(MSCY)

e MSC; = MSCs U Int(MSCs)

(X,x) C Z" bir dijital géruntl olsun.x,y,z € X ve y ile z birbirlerine x-yakin
olsun.x noktasl sadecg ve z noktalarinax-yakin isex noktasinagc-kbse noktasi
denir [15]. y ve z, xk-kdse noktalari dgl ve x noktasiy ve z nin her ikisine de
x-yakin olan tek nokta ise, x-kdse noktasina basittir denk. dijital gortnttisinin
tim basit k-koseleri ¢ikarildjinda bir basit kapalk-egri elde ediliyorsaX e

genellestirilmis basit kapak-egri denir [15].

Ornek 2.21 MSC4 basit kapald-egrisini ele alalim.

%] p2 p1
P4 Po

14 Pe p7
Sekil 2.5. MSCy
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e {p1,p3,p5,p7} C MSC4 kiimesinin her bir elemani basitkdse noktasidir.

e Bu noktalar ¢ikarildjinda MSC{ basit kapali8-egrisi elde edilir. MSCy
genellestirilmis basit kapa§-egridir.

2.3. Dijital Kapali Yuzey

Tanim 2.22 [16] (X,x) C Z", n > 3 igin dijital gérinti veX = Z" — X olsun.
Asajidaki kosullar sglaniyorsaX e kapalix-ylzey denir.

1. (x,%) € {(x,2n),(2n,3" — 1)} vex # 3" — 2" — 1 i¢in;

e Herx € Xicin |X|* = Ny(x,1) — {x} kimesix e x-yakin olan bir tane

eleman icerir.

e |X|*, x ex-yakin iki tanex bilesene sahiptir. (Bu bilesenle@** ve D**

ile gosterelim.)

o Hery € N, N X igin Ne N C** # @ ve Ng N D # g dir.

Ayrica X kapalix-ylzeyi igin, X basitx-noktaya sahip dgl ise X e basit kapali

x-ylUzey denir.
2. (k,x) = (3" —2"—1,2n) igin;

e X, x-baglantihdir.

e Herx € X i¢in | X|* genellestirilmis basit kapaligeidir.

Ayrica | X|* basit kapalk-egri ise X e basit kapalk-ylzey denir.

Ornek 2.23 MSS;5 ve MSS) g minimal basit kapali8-ytzeylerdir.

Tanim 2.24 [15] ng,ny > 3igin Sy, Z™ da kapali binc-ylizey, A, — Ay, C Sk,

Ko

veS,,, Z™" de kapal binc-ylzey olsun. Burada
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Sekil 2.6. MSS!, ve MSS1g
18

Ao R (x0,8) 8 MSCS,  Axy (o000 MSC] veya  Ag, ~(x, 8.0 MSCy'

ve ayrica,

Al R o8)n IME(MSCR), Al (a0 Int(MSCY)  veya
A;(() %(Ko,g).h Int(MSCé*)

dir. f: Ag, — f(Ax,) C Sy, bir (xo,%1)-izomorfizm olmak tizere

St =Sk — f(AL) Ve S}, =5— A,
dir. S, U Sy, ayrik birlesimi Gzerindej : Ay, — Ay, — Sy, donisumi kapsama
donlisiimi olsunS,, danA; nun gikariimasiyla ved,, — A ile f(Ayx, — Ay))
nin denklginden asgidaki gibi tanimlanan bis; U S, / ~ bolim uzay elde
edilir:
x€ Ay — Ay, igin i(x)~ f(x) =y €S,

denklik siniflarinin kiimesine Gantili toplam denir veS, Sy, ile gosterilir.
Ornek 2.25 MSS38MSS1g bajlantili toplamini ele alalim.

2.4. Dijital Kapali Yollar

Tanim 2.26 [3] Bir X dijital goriintusunde dijitalx-yol f : [0,m|z — X,
(2,x)-surekli fonksiyonudur. Ayricg(0) = f(m) ise f e dijital xk-kapal yol (loop)

ve f(0) a daf kapall yolunun baz noktasi denfrsabit fonksiyonsg dénusumiine

agsikar kapali yol denir.
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Co

C4

S
S

C10

Sekil 2.7. MSSlgtiMSSm

Ornek 2.27 K, [0,1]3, birim kupt veX = K\ {(0,0,0),(1,1,1)} olsun.
f:]0,6]z — X fonksiyonuf (0)=f(6)=(1,0,0), f(1)=(1,1,0), f(2)=(0,1,0),
f(3)=(0,1,1), f(4)=(0,0,1), f(5)=1(1,0,1) seklinde tanimlansiry. bir kapali
yoldur.

X de f ve g dijital x-yollari icin f in bittigi yerdeg baslasin; yanf : [0,m1]z — X
ve g : [0,mz]z — X dijital yollar igin f(m;) = ¢(0) olsun. Bu durumdg ve g
nin carpimi olan(f * g) : [0,my + mz]z — X fonksiyonu

(f % g)(t) _ { f(t)/ te [O/ml]Z

g(t—my), te[my,m+mlz

seklinde tanimlanir [3].

Tanim 2.28 [3] m; < my olmak Uzeref : [0,m;]z — X kapall yolunun asikar

geniglemesi
tren f(t), 0<t<m
f(t)_{f(ml)/ m1§t§;12

seklinde tanimlanari’ : [0, 5]z — X fonksiyonudur.
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Tanim 2.29 [6] Ayni p € X baz noktali fo, f1 dijital kapall yollarinin agikar
geniglemeleri arasinda ug noktalari sabit tutanHihomotopisi varsafy ve f;

dijital kapali yollari ayni[f]x kapali yol sinifina aittir denir.

Onerme 2.30 [3] fi1, f2,81,42, (X, x0) noktal dijital gortntustinde dijital kapali

yollar olsun.f; € [f1]x veg € [g1]x iS€ f2 * g2 € [f1 * g1]x dir.

Ispat: f» € [fi]x oldujundanf ile f, nin sirasiylaf!, f; : [0,m]z — X asikar
genislemeleri arasinda bir noktdli: [0,m]z x [0,p]z — X homotopisi vardir.
Benzer sekildg, € [g1]x oldujundang; ile g, nin sirasiylag], g5 : [0,m']z — X

asikar genislemeleri arasinda bir nokt@li: [0,7]z x [0,4]z — X homotopisi
vardir.H : [0,m + m’|z x [0, p + q]z — X homotopisini

fi(s),  selOmlz, te(0,plz

H(s,t) = gi(s—m), se[mm+m']|z,tel0,plz
’ se]
se|

f2(s), 0,mlz,t € [p,p+4qlz
gr(s —m), m,m+m'lz, t € [p,p+4qlz

seklinde tanimlayahm{;, g}, f; ve g; dijital sirekli oldundanH da dijital

sureklidir.

fils), se0m]z
gi(s—m), se[mm+m']z

H(s,0) = (f{ * g})(s) = {

ve

Hp+a) = (g ={ G20 cefmz

olduundanH, f; * g} ile f; = ¢4 arasinda bir noktali homotopidir. Bu durumda
f2 *XZGUl*gl]X dir. O
2.5. Dijital Temel Grup

Bir X dijital gorintiistindex, baz noktali[f]x x-kapal yol siniflarinin kiimesi

ITf (X, xo) olsun.

Onerme 2.30 dan,
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[flx-[glx = [f * g]x

seklinde tanimlanan carpma islefdf (X, xo) tzerinde iyi tamimlidr.
Lemma 2.31 [3] "’ carpma iglemiITf (X, xo) Uzerinde birlesmelidir.

Ispat: fi, fa, f3, (X, x0) noktal dijital gériintistinde dijital kapali yollar olsun.
i€{1,2,3}icin f;: [0,m;]z — X olsun. Budurumdaf; « f3) = f ve fi * (f3 * f3)

carpimlarinin her biri

{ fi(t), 0<t<m
fi

F(t) = fa(t —myq), my < t<mq+mp

(t—mqy —my), mq+my<t<mq+my+m3

seklinde tanimlana# : [0,m1 + my + m3]z — X yoluna esittir. Boylece
((Alx-[falx)-[fslx = [fi * folx [fs]x = [(f1 % f2) * f3]x
= [fi * (f2* f3)lx = filx-[f2 * f3lx
= [filx-([falx-[f3]x)

olur. O

Lemma 2.32 [3] (X,x) noktali dijital goruntl, X : [0,m]z — X, goruntusi
{xo} olan bir agikar kapali yol olsun. Bu durumdgy]x, IT}(X,xp) 1n birim

elemanidir.

Ispat: [f]x € IT5(X, xo) sinifindanf : [0,m']z — X déniisimuni alalim.

G ={ o [ el

Xo(t—m'), te[m',m +mz

:{f@,femwh

xo, tem',m +mlz

(t—m), t€[mm+m'y

_ { X0, te [O,m]z
f(

t—m), temm+m']y
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f*xg vexg x f, f in agikar geniglemeleridir. Bu durumdax xg ve xg * f ayni

kapali yol sinifina aittir. Bdylecgry| x, I} (X, xo) 1n birim elemanidir. O
Lemma 2.33 [3] f:[0,m]|z — X, ITf(X,x0) In bir elemant ise

g(t)y=f(m—t), te0,m]z
seklinde tanimlanag : [0,m]z — X fonksiyond 1% (X, x) da[f]y" in elemanidir.

Ispat: f * ¢ ve g * f fonksiyonlarinin her birinin goriinttis{ivy} olan
Xo : [0,2m]z — X sabit fonksiyonu ile ayni kapali yol sinifina ait ofglinu
gostermeliyiz.f x g : [0,2m]z — X kapali yolu

(F+g)(t) = { f(1),  telomlz

g(t—m), tem2mly

{ f(t)/ te [Olm]Z

f(2m—t), tem,2mz

olur. H : [0,2m]z x [0,m]z — X fonksiyonunu

H(ty,t) = (f*g)(tl)/ 0<ti<m—tyveyam+t, <t; <2m
V)T (Frg)(m—t), diger durumlarda

olarak alalim. Hett, € [0,m]z icin H(0,t2) = xo ve H(2m,t,) = xo elde edilir.
H, f * g ile X arasinda bir noktali dijital homotopidir. Béylegex g € [xp]x olur.

Benzer sekildg * f € [%p]x olduju da gosterilebilir. [l

Teorem 2.34 [3] ' carpma iglemi altinda IT}(X,xo) bir gruptur. (Bu gruba

(X, x0) Ink-temel grubu denir.)
Ispat: Lemma 2.31, Lemma 2.32 ve Lemma 2.33 den ispat elde edilir. O

Onerme 2.35 [3] (X, «) bir dijital goruinti, xo € X olsun.X, x-noktali buzulebilir

iseIT} (X, xo) asikar gruptur. {T§(X, xo) 1n tek elemanjxy|x dir.)
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Ispat: (X,«) dijital goriintiisiic-noktali biiziilebilir ise

e Herx € X i¢in H(x,0) = x;
e Herx € Xi¢in H(x,m) = xo;

e Hert € [O,m]z |(;|n H(.X‘o,t) = X0,

olacak sekilde bit] : X x [0,m]z — X dijital homotopisi vardirf : [0,n]z — X
dijital kapall yolu[f]x in herhangi bir elemani olsun. Hés, t) € [0,n]z x [0,m]z
icin

G(s,t) = H(f(s),t)
fonksiyonuf ile X arasinda noktali dijital homotopidir. Bdyle¢g|x = [xo]x elde
edilir. 0

Ornek 2.36 [3] MSC} 8-buztilebilir old@undan temel grubu asikar gruptur.

Onerme 2.37 [3] (X,x0), Z™ da, (Y,x1), Z™ de dijital goruntiler olsun.
h: (X, x0) = (Y,y0) donusumiixo, k1 )-izomorfizm isé. ([f]) = [h o f] esitligiyle
taniml i, : T17° (X, x) — IT;' (Y, y0) indirgenmis dontistim dijital temel grup

izomorfizmidir.

Ispat: h, (xo,%;)-izomorfizm ise(k1, ko )-stireklig : (Y,yo) — (X, xo) déniistimii
icin

go h :(KOIKO) 1X ve h cg :(KLKI) 1y
olur. [fo] S H;ICO(X,X()), [go] S H’l(l(Y,yo) icin

(8« o h)([fo]) = [(go k) o fo] = [fo]
(he 0 g«)([80]) = [(hog) o g0] = [go]



19

dir. Bu durumdal, ve g. ters fonksiyonlardirh, in homomorfizm oldgunu

gOsterelim:

ha([fo-Ai]) = [(ho fo).(ho fi)] = hu([fo]) * hu([f1])
Benzer gekildeg, da homomorfizmdir.z, dontsumu bir dijital temel grup

izomorfizmidir. O






3. DIJITAL GORUNTULERDE HOMOLOJ | GRUPLARI

Cebirsel topolojide homoloji gruplarinin hesaplanmagksgk dereceli homotopi
gruplarinin hesaplanmasindan daha kolaydir. Bu nedenldijiial gérintiinin

homoloji grubunun hesaplanmasi homotopi grubunun hesagalaina tercih edilir.

Tanm 3.1 [7] S, (X,x) C (Z",x) dijital g6rintlistunin bogstan farkli alt kiimesi

olsun.

e sc Svepile g, s ninayrik noktalari olmak tzere ve g, k-yakin;

e scSve@#tCsiseteS;

sartlarl sglaniyorsaS nin elemanlarind X, x) nin dijital simpleksleri denir. BiS
simpleksim-simplekstir dyle ki|S| = m + 1 dir. P, bir dijital m-simpleks olsun.

P’, P nin bostan farkli 6z alt kiimesi iS¢’ ne P nin bir yizii denir.

= A <P

Sekil 3.1. (2,0), (2,1), (8,2) ve (26,3)-simpleksler

Tanim 3.2 [7] Negatif olmayani tamsayisi icirD < m < d olmak uzerg X, ),
dijital m-simplekslerin sonlu kolleksiyonu olsun. Agpdaki sartlar sglaniyorsa

(X,x) ya sonlu dijital simpleksler kompleksi denir;

e P, X e aitseP nin her ylzl deX e aittir.

e P,Q e XisePNQ yabostur ya d& ve Q nun ortak ytzudur.

X dijital simpleksler kompleksinimz tane simpleksi varsX in boyutum dir.
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Tanm 3.3 [7] Ci(X), X de her dijital (,q)-simpleksi baz olan serbest abel
gruptur.

Sonug 3.4 [1] (X,x) C Z" dem boyutlu bir dijital simpleksler kompleksi olsun.
Her g > m igin, Cj(X) bir asikar gruptur.

Ispat: X, m boyutlu bir dijital simpleksler kompleksindg> 1 igin (k,q)-simpleks
mevcut olmadjindanCy (X) = {0} dir. O

Tanim 3.5 [7] (X,«x) C Z" dem boyutlu bir dijital simpleksler kompleksi olsun.

pi, pi elemaninin simpleksten ¢ikariimasi olmak uzere;
q

_1i ’ ,...,A',..., , mz
a‘i(<P0/p1/-~-,Pq>) = lg(:)( ) <p0 p1 Pi pl]> q

0, m<q

seklinde tanimlanad, : C7 (X) — Cy_; (X) homomorfizmine sinir operatoru denir.

Ornek 3.6 MSC; dijital goruntiistint ele alalim.

Sekil 3.2. MSC}

MSCy={po=(1,2),p1=(2,1),p2=(3,2),p3 = (2,3)} C Z* ve

po < p1 < p3 < p2 olsun. O-simpleksler

(Po), (p1),(p2), (p3)
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ve 1-simpleksler

eo = (pops),e1 = (pap2),e2 = (p1p2),e3 = (pop1)

seklindedir. 1-simplekslere sinir operatorind uygalars

d1(e0) = (pa) — (po)
d1(e1) = (p2) — (p3)
d1(e2) = (p2) — (p1)
d1(e3) = (p1) — (po)

ede edilir.
Onerme 3.7 [1]Her 1 < g <migin 9, 1 09, =0dir.

Ispat: Her (po, p1, ..., py) € C5(X) igin
q

aq—loaq(<P0/P1/"-/Pq>):aq—l(Z(_l)i<PO/---/ﬁi/---/Pq»
i=0
- q
Z V(Y (=1 po,css By oer Pis s Pa))
j=0 i=0

+Z l+] po,...,ﬁ\]‘,m/ﬁi/"'/pl]>)

]<l
Z( )l+](<PO/ /p]/ /pl/ rpq>) Z(_]‘)k+l+1(<p0’""ﬁ\k""’l/j\l""’pq>)
j<i k<l
oldugundan
dg-1094({po,p1,---rpq)) =0
elde edilir. O

Sonug 3.8 [1] (X,x) C Z" de m boyutlu dijital simpleksler kompleksi olsun.
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Oy Om Oy d d
Cr(X) 10225 o (x) -2 e ()22 e x) -2 o

m—1

bir zincir komplekstir.
Ispat: Cg(X) serbest abel gru@, homomorfizm ve); ; o 9; = 0 oldujundan

O 0 O 0 0
Cr(X) 1025 ox ()2 e ()2 P e x) -2 o

m—1

bir zincir kompleks olur. O

Simdig-boyutlu dijital homoloji grubunu tanimlayalim;

Tanim 3.9 [1] (X, ), dijital simpleksler kompleksi olsun.

o Z5(X) =Ker 9, grubuna dijital simpleksler g- devirlerin grubu denir.
e B{(X) =Im 9,41 grubuna dijital simpleksler g- sinirlarin grubu denir.
e Hi(X) = Z{(X)/Bj(X) bolim grubuna g. dijital simpleksler homoloji grubu

denir.

Tanim 3.10 [7] ¢ : (X,x0) — (Y,xq) dijital gorintiler arasinda bir fonksiyon
olsun. X dexg-yakinlikli her P dijital (xo, m)-simpleksi i¢cing(P), n < mi¢in Y

de (x1,n)-simpleks isep ye dijital simpleksler doniisim denir.

Tanim 3.11 [7] ¢ : (X,x0) — (Y,xq) dijital simpleksler dénisim olsurg. > 0
icin ¢4 : C3°(X) — C4' (Y) homomorfizmi

@:({po, - pq)) = (@(p0), - (Pq))

seklinde tanimlanir.
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Teorem 3.12 [1] f: (X,x0) — (Y,x1) bir dijital (xo,%;)-izomorfizm ise
H* (X) = Hy'(Y)
dir.

Ispat: f: (X,x0) — (Y,%;) bir dijital (io,%;)-izomorfizm olsun. Bu durumda f
surekli old@undan %1, x; € X, x; ve x, kp-yakindir< f(x1) ve f(x2), x1-yakin

veyaf(x;) = f(xz) dir" kosulunu sglar.m > g > 0 olsun.
fi: G (X) — C'(Y)

(Po, p1s-rPg) = fr((Po,P1, s Pg)) = (f(P0), f(P1),-r f(Pg))
seklinde tanimlanirf; dontstimdy nin tanimindan dolay! iyi tanimli ve bijeksiyondur.

BoyleceCy° (X) = Cy' (Y) elde edilir. Sonug olarak
Hy* (X) = Hy'(Y)
olur. [l

Teorem 3.13 [1] (X, «) tek noktal dijital gorunti ise

K _ Z, q:O
H‘Y(X)_{ 0, g>0

dir.

Ispat: X = {xo} olsun.m > ¢ > 0igin X in icerdigi dijital (x,q)-simpleks mevcut
olmadgindanCy (X) =0 dir. Béylece, tumm > g > 0 i¢in Hy (X) = 0 dir.

q =0olsun.C§(X), dijital (x,0)-simpleks bazli serbest gismeli grup oldgundan
Cy(X) = Z dir.

0 0
0*1> Cs(X) *04)
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kisa dizisinde Ind; = 0 ve Kerdy = Z dir. BoyleceH(X) = Z dir. O

Teorem 3.14 [1] X dijital basit kapali x-egri ise

« | Z, 9=0,1
Hq(X)_{ 0, g#0,1

dir.

Ispat; X = {x0,x1,..., x4} C Z? bir dijital basit kapalix-egri olsun. Bu durumda,

x; ve x;, k-yakindir& i = j £ 1(modq) dur.

CE(X) = {(x0), (x1), ..., (x)} = Z7H!
CE(X) = {(x0,x1), (x1,%2), ..., (xg,%0) } = 29T

dir. m > q > 1icin C;(X) = 0 oldugundanHy (X) = 0 dur.

0 J 0
042) CH(X) A, C(X) io

kisa dizisinden Ind, = 0 ve Kerdy = Z7+1 bulunur. Dger taraftan

d1(no(xo0,x1) + n1(x1,x2) + -+ + nq(xq,xo>) =

no(x1 — xo) +n1(x2 —x1) + -+ + ny(x0 — x)
esitliginden Ima; = Z1 dur.

d1(no(xo,x1) + n1{x1,x2) + -+ +ny(xg,%0)) =0
l’lo(xl — X()) +n1(x2 — xl) + - —i—qu(X() — xq) =0

(l’lq — Tlo)Xo + (Tl() — nl)xl +- (l’lq,1 — qu)xq =0

esitligi cozildiglndeny = ny = - - - = n; = n olur. Buradan Ked; = Z dir. Sonug
olarakH} (X) = Z = Hjj(X) elde edilir. O
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Teorem 3.15 [1] (X,x) C Z" dijital gérintisix-yol baglantili iseH§(X) = Z
dir.

Ispat: X in 0-simplekslerinin(po), (p1), ..., (p) oldujunu kabul edelim.

H o d o
o0 L g0 2o

dizisi elde edilir.0y sifir homomorfizmi oldgundan
Z5(X) =Kerdy = C§(X)

n .
olur. C§(X) in eIemanIanZkipi, k; € Z seklindedir.Iddia ediyoruz ki
=0

B§(X) = {i}kim € CX(X) | £k = 0) (+)

dir. Iddiamiz ddjruysa,
p:Z5(X) = Z

Ykipi — Lki

déniistim rtendir ve cekirdeBf(X) dir. Birinci Izomorfizm Teoreminden
H§(X) = Z olur. (x) esitligini géstermek icin ¢ift tarafli kapsamay1 gosterelim.

n

¥ = Zkipi S Cg(X) ve Ekl =0

i=0
olsun. Herhangi bip € X secersekX, x-yol bajlantili old@undan hem; € X
icin p denp; ye bir x-yol vardir. g; : p den p; ye olanx-yolu olusturan dijital
1-simplekslerin kiimesi olsui; (0;) = p; — p olduju agiktir.}_k;o; € C}(X) dir

ve

o1 (L kioi) = Y kio1(0;) = Lki(pi — p) = Lkipi — (Zki)p
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olur. Y_k; = 0 oldugundan

v =) _kipi = 01(Lkio;) € B§(X)

n
i=0

dir. Tersine,y € B§(X) isey = 01(Xkie;i), e; € Cf(X) yanie;, 1-simplekstir ve
e; = (pr.ps;) seklindedir. Boylece

v = Lkior(er) = Lkior((prps;)) = Lki(ps, — pr,) = Lkips, — Lkipr,
olur. k; iki kez ve zit isaretli olarak tekrarlagiindan)_k; = 0 dir. Bdylece
H§(X) = Z§(X)/B§(X) 2 Z
elde edilir. O

Ornek 3.16 X, Y ye dijital homotopi denk ikeitf;" (X) ve Hy' (Y) izomorf olmayabilir,

MSCy={(1,0),(0,1),(=1,0),(0,-1)}
dijital gorintistni ele alahimVISCg dijital basit kapal8-egri ve 8-blzilebilir bir
egridir. Bu nedenle tek noktall uzaya dijité8, 8)-homotopi denktir. Teorem 3.13
ve 3.14 derH} (MSCy) =Z ve H? ({+}) =0 dir. Sonug olarakVISCq ~ 5 gy {*}
iken H}(MSC}) ve HY({}) izomorf dejildir.

Teorem 3.17 [1] (K, «), m boyutlu dijital simpleksler kompleksi olsun.

1. Herg > 0igin Hy (K) sonlu dretilen gruptur.
2. Tumg > micin Hy (K) =0 dur.

3. H},(K) serbest abel gruptur.
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Ispat:

1. Cg(K) sonlu dretilen bir gruptur. Dolayisiyla alt grulZ;;(K) da sonlu Uretilen

olup bélum grubuHg (K) da sonlu dretilen gruptur.
2. Sonug 3.4 den her> m i¢in Hy (K) =0 dr.

3. Cr

r.1(K) = 0 oldugundanBy, (K) = 0 dir. Bu durumda

H;, (K) = Z3,(K)

elde edilir. Serbest abel grubun alt grubu da serbest abpl@dwundanH¥, (K)

serbest abel gruptur. (]

Teorem 3.18 [7] Her bir g > 0 igin H;, simpleksler kompleksler ve simpleksler

dondasumler kategorisinden abel gruplar kategorisinelaivaryant funktordur.

Ispat: HZ;O (X), dijital simpleksler kompleks olaK objesi Gizerinde tanimlanmistir.

¢ (X,x0) — (Y,xq) bir dijital simpleksler dénisiim ise
¢« Hy’ (X) — Hy' (Y)
doniisimiz € Z;°(X) olmak tizere
9+(z + By’ (X)) = p4(2) + By ()
seklinde tanimlanif x .y : (X,x0) — (X,xo) birim dontisiimu i¢in
(Tixx0))# = Hy* (X) = H*(X)
donistiminde € Z;°(X) igin

(T(x0))+ (2 + B (X)) = (L(x,))2(2) + By*(X) = z + By’ (X)
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olur. Bu durumda(1x ) )« = 1H§0(X) bulunur.¢ : (X,x9) — (Y,%1) ve
P (Y,x1) = (W,x2) dijital simpleksler dénusumleri icin

g H(X) — HY' (Y) ve . : Hy'(Y) — H2(W)

déniistimlerinde € Z(X) olmak tizere
(P 0 9:) (z + B (X)) = ¢ (z + B (X))
= . (y(z) + Bg'(Y))
= (¢4(2)) + By (W)
= (¥; 0 ¢1)(z) + By (W)
= (Yo @)y(z) + B (W)
= (Yo ¢).(z+ B (X))

olur. Buradan(¢ o ), = ¢. o i, elde edilir. [

Ornek 3.19 [7] X = {po = (0,0),p1 = (1,0),p2 = (1,1)} C Z?2, 8-yakinlikli bir

dijital géruntt olsun. X in dijital simpleksler homoloji gbu

8 _ ] Z q9=0
Hq(X)_{ 0, q#0

dir. X in noktalarininpy < p; < p2 seklinde siralan@ini kabul edelim.X, iki

boyutlu dijital bir goriintu oldgundang > 2 i¢in
Hy(X) = {0}
dir. C3(X), C}(X) ve C8(X) serbest abel gruplarin bazlar sirasiyla

{{po), (p1), (p2) },
{{pop1), (P1p2), (Pop2) },
{{pop1p2)}
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dir. Béylece

0 0 0 0
0—> CB(X) — CB(X)— C3(X)—>0

kisa dizisini elde ederiz. Ird; = BS(X) = {0} oldugunu gorebiliriz.

d2(al{pop1p2)) = a({p1p2) — (por2) + (pop1))
32 (a(pop1p2)) = 0= a((p1p2) — (pop2) + {(pop1)) =0=a=0

olur. Bu durumda Ked, = Z8(X) = {0} dir. Béylece
H3(X) = Z3(X)/B3(X) = {0}
elde edilir.

B (X) =Im 3, = {a((pop1) + (p1p2) — (pop2))|a € Z}

dir. Ayrica
d1(a(pop1) +blpop2) +c(p1p2)) = ad1({pop1)) + bo1({pop2)) + cd1({p1p2))

= a((p1) = (po)) +b((p2) — (po)) +¢({p2) — {p1))

= (—a—b){po) +(a—c)(p1) + (b+c){p2) =0
Bdylecea = —b = c elde edilir. Buradan

Z}(X) =Kerdy = {a((pop1) + (p1p2) — (pop2)) la € Z} = BY(X)
olur. Boylece
H}(X) = Z§(X)/B}(X) = {0}
elde edili.

B = {a(po) +b{p1) + c(p2)|{a,b,c} CZ,a+b+c=0} 27
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a+b+c=0=c=—-a-b

91 in tanimindan Imd; = B3(X) C B olur. SimdiB C BS(X) oldujunu gésterelim:
a(po) +b(p1) — (a4 b)(p2) € Bigin

a(po) +b(p1) — (a+b)(p2) = a1 (—alpop2) — b{p1p2)) € B3(X)
oldugundanB C BS(X) dir. BuradanB = B§(X) = Z? elde edilir.
Kerdy = Z§(X) = {ao(po) +a1(p1) +az(p2) la; € Z2,i=0,1,2} = Z°
bulunur. Bu durumda
H3(X) = Z3(X) /BY(X) = Z

olur. Boylece

elde edilir.

Teorem 3.20 [7] MSC{ ={(—1,0),(0,—1),(0,1),(1,0) } niin simpleksler homoloji

grubu
Z, q=0,1

8 I
Hq(MSCS)—{ 0 o

dir.

Ispat: MSC} niin noktalaring po = (—1,0), p1 = (0,—1),p2 = (0,1), p3 = (1,0)}
olarak gosterelim ve bu noktalarm < p; < p2 < p3 seklinde siraland@ini kabul

edelim. MSC; iki boyutlu dijital bir gérunti old@undang > 2 igin
Hg (MSCg) = {0}

dir. C§(MSC}) ve C¥(MSC}) serbest abel gruplarin bazlari sirasiyla
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{{po), (1), (p2)},{p3) },
{{pop1), (p1p2), (Pop3),(p2p3) },

dir. Boylece
9 d 9
02 CB(MSCL) —5 C8(MSCL) —% 0

kisa dizisi bulunur. Ind, = B}(MSC§) = {0} dir. Ayrica
d(a(pop1)+b{p1p2)+c(pops)+d(p2ps)) =adi((pop1))+bd1({p1p2))+cd1({pops))
+d1 ((p2p3))
=a((p1)—(po)+b((p2) — (p1))
+c((p3)—(po) +d({pz)—(p2))
=(—a—c)(po)+(@—b){p1)+(b—d)(p2)
+(c+d)(p3)
=0

dir.a = b = —c = d elde edilir. Buradan

Z}(MSCq) =Ker a1 = {a({pop1) + (p1p2) — (pop3) + (p2p3))|a € 2} = Z
olur.

HE(MSCY) = Z8(X)/B}(X) = Z

elde edilir.

BR(MSCg)={to(po)+t1{p1)+t2(p2)+H(—to—t1—t2){p3) | i = 0,1,2,Vp; €2} =77
ve

Z§(MSCq) = {ko(po) + ki(p1) +ka(p2) +ks(p3) |i =0,1,2,3k; € Z} = Z*
oldugundan

H3 (MSCy) = Z5(X)/B}(X) = Z
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bulunur. Béylece

Z, q=0,1

0, g#0,1

elde edilir. 0

HS(MSCy) = {

Teorem 3.21 [7] MSS/4 nin dijital simpleksler homoloji gruplari

7, q=0,2

18 Iy —
H] (MSSlS)—{ 0 0

dir.

Sekil 3.3. MSS!g

Ispat: MSSig nuin noktalaring po = (1,1,0), p1 = (0,2,0), p» = (—1,1,0),
p3 = (0,0,0),ps=(0,1,—1),ps = (0,1,1)} C Z3 olarak g6sterelim ve bu noktalarin
p2 < p3 < pa < p5 < p1 < po seklinde siralandini kabul edelimMSSi8 dijital

goruntisindg > 3 icin
HB(MSS}s) = {0)

dir. Cl8(MSS}g), C13(MSS)g) ve CI¥(MSS)q) bazlar sirasiyla

O-simpleksler(po), (p1), (p2),(p3), (p4), (p5)
1-simplekslery = (pap1),e1 = (p2ps),e2 = (papa), ez = (p2ps),es = (pap1),

es = (p3pa),e6 = (papo),e7 = (psp1),e8 = (P3ps),e9 = (pPspo),

€10 = <P1Po>,€11 = <P3Po>
2-simplekslery = (papap1), 01 = (pap1po), 02 = (p3papo),03 = (P2p3p4),

04 = (p2psp1),05 = (p2p3ps),06 = (psp1po),07 = (P3pspo)
olan serbest abel gruplardir. Bdylece
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d 0 d 0
0> CI¥(MSS}g) — CI¥(MSSlg) — Cl¥(MSS}g) —> 0

kisa dizisi elde edilir. Ind; = BI¥(MSS!g) = {0} dir. Ayrica
aZ(é”iUi) = 1002(00) + 1192(01) 4 1202 (02) + 1392(03) + 1492 (01)
iz
+150,(05) + 102(0%) + n792(07)
=no(es —eg +e2) +n1(e10 — €6 + eq) + na(es — €11 + e5)
+nz(es —ex +eq) +nyg(ey —eg+e3) + ns(eg — ez +eq)
+ne(e10 — e9 + e7) + ny(eg — e11 + es)
=eo(—np —na) +e1(n3 +ns) + e2(no — n3) + ez (ns — ns)

+€4(TZ0 + TZ]) + 85(712 + 1’13) + 66(—111 + 1’12) + 67(1’14 + TZ6)

+eg(ns+ ny) + eo(—ne + n7) + eio(n1 + ne) + e11(—n2 — ny)

olur. Buradan

eo(—i’lo — TZ4) + 61(713 + TZ5) + 82(710 — 1’13) + 83(1’14 — 1’15) + 64(1’10 + TZ])
+es(na + n3) + es(—n1 + n2) +e7(ns + ne) + es(ns + n7) + eo(—ne + n7)

+elo(n1 + TZ6) + 811(—1’12 — TZ7) =0
denklemi ¢dzllurse

—Nng=Mmny =Ny =—N3=1MN4 =HN5=—Ng= —Ny="N
bulunur. Bu durumda
Z33(MSS)g) =Kerd, = {n(—op+ o1+ or— 03+ 04+ 05— 06— 07) |[n € Z} =Z
elde edilir. Boylece

HI3(MSSig) = 73 (MSS}s) / By (MSS'g) = Z

olur.

11
01() _kie;) = koo1 (o) + k101 (e1) + koo (e2) + k301 (e3) + ka1 (es) + k501 (e5)
i=0
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+ke01(e6) + k701 (e7) +kso1 (es) + ko1 (e9) + k1001 (e10) + k1191 (e11)
=ko(p1 — p2) +ki(ps — p2) + ka(ps — p2) +k3(ps — p2)
+ka(pr — pa) + ks(pa = p3) +ke(po — pa) + k7(p1 — ps)
+ks(ps — p3) +ko(po — ps) + kio(po — p1) + k11 (po — p3)
= po(ke + ko + k1o + k11) + p1(ko + k4 + k7 — ko)
+p2(—ko — k1 — k2 — k3) + p3(ky — ks — ks — k11)

+p4(k2 — k4 + ks — k6) + p5(k3 — k7 + kg — kg)
elde edilir. Buradan

po(k6 + kg + k19 +k11) —|—P1(ko + kg + ky —k]o) —|—P2(—ko — ki1 —ky — kg)

+p3(ky — ks — ks — k1) + palka — ks + ks — k¢) + ps(ks — k7 + kg —ko) =0

denklemi ¢ozilirse
ks =—ko — ki —ky
ke = ko — k4 + ks
ko = —ko — k1 — ko — ky + ks
kio = ko + ks + k7
kin = kg — ks — ks
olur. Bu durumda
Z8(MSS;g) =Kerdy = {koeo+ kie1 + kaea+ (—ko — k1 — ko) es + kaes + kses
+(ko — ka+ ks)es + kzey + kges + (—ko — k1 — ko — ky + kg)eo
+ (ko + kg +ky)ero + (k1—ks—kg)en | ki €Z,i =0,1,2,4,5,7,8}
~ 77
bulunur. Ayrica

B}S(MSSiS) =Imd, = {tono + tie1 + taen + (—to —t — t2)€3 + tzeq + tae5
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+(ty — t3 + ty)ee + tsey + tees + (—to — t — ta — t5 + L6 ) €9
+(to+t3+ts)ero+ (—t1 +ts+te)enn |ti €Z,i=0,1,2,3,4,5,6}

~ 77
olur. Boylece
H{®(MSS}g) = Z1°(MSS'g) / Bi* (MSS1g) = {0}
elde edilir.
B®(MSSig) =Imdy = {fo(po) + h1{p1) + ha(pa2) + h3(ps) + ha(ps)
+(=ho—hy—hy—h3—hy){ps) |i=0,1,2,3,4Vh; € Z} = 7°
ve
Z3¥(MSS15) = {no(po) +n1(p1) + na{p2) + n3(ps) +na(pa) + ns(ps)
i=0,1,2,3,4,5Vn; €Z} = 7"
oldujundan
HIB(MSS}g) = ZIB(MSS}g) /B (MSS}g) = Z

bulunur. Béylece

Z, q=0,2

0, g#0,2

elde edilir. O

H;S(MSSQS) = {

Teorem 3.22 [7] MSSg in dijital simpleksler homoloji gruplar

Z, q=0
H(MSS1s) =< 7%, q=1
0, g#0,1

dir.

Ispat: MSS;s in noktalarini

{po=(0,0,1),p1 = (LL,1),p2 = (1,2,1),p3= (0,3,1), ps = (~1,2,1),
ps=(=1,1,1),ps = (0,1,0),p7 = (0,2,0), ps = (0,2,2),po = (0,1,2)} C Z°
olarak gosterelim ve bu noktalarps < ps< po< ps< po< p7< ps< p3a< p1< p2

seklinde siralangini kabul edelimMSS;g dijital gorintusindey > 3 icin
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Sekil 3.4. MSSlg

H®(MSS1g) = {0}

dir. Ci¥8(MSSss), C18(MSSss) ve Ci8(MSSys) serbest abel gruplarinin bazlari

siraslyla

O-simpleksler(po), (p1), (p2), (p3), (pa), {Ps), (Ps). (P7), (Ps), (Po)
1-simplekslery = (pop1),e1 = (pops),e2 = (pspo),e3 = (Pops),ea = (pPaps),

65 = <P9P1>,€6 = <P5P9>,€7 = <P6P1>,€8 = <P1P2>,€9 = <P5P6>/
e10 = (pep7),e11 = (pspa),e12 = (psp2), €13 = (Paps), 14 = (pPsps),

€15 = <P4P3>,€16 = <P4P7>,€17 = <P3P2>,€18 = <P7P2>,€19 = <P7P3>
2-simplekslery = (popop1), 01 = (popepi1),02 = (pPspope),03 = (Pspop9),

04 = (papsps), 05 = (pap7p3),06 = (Pspap2),07 = (P7P3p2)
dir. Boylece

0 0 0 d
022 CI8(MSS15) —2+ CI8(MSSs5) — CI8(MSS15) —> 0

kisa dizisi elde edilir. Ind; = BI(MSS1g) = {0} dir. Ayrica
7

82(21’11‘0'1‘) = 1’1082(0’0) + 7’1182 (0’1) + 1’1282(0’2) + 1’1382(0’3) + 1’1482 (0’4)
i=0

+1502(05) + 1602(06) + 1702(07)

= 1’10(65 — € —|—€1) + n1(€7 — € —|—€3) +n2(€3 — €9 +€2)

+nz(e; — eg +€2) + n4(e1s — €15 + e13) + ns(e19 — e15 + e16)
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+n6(e17 — e1a + e1a) + n7(e17 — e1g + e19)
=eg(—ng —ny) +e1(ng+ ns) + ex(ny + n3) + ez(ny + na)
+es(no) + es(—n3) +e7(n1) + eg(—n2) + e12(—ne) + e13(n4)
+e14(ng + ng) + e15(—ng — ns) + e16(ns) + e17(ng + ny)

+e18(—ny) + e19(ns + ny)
elde edilir. Buradan

60(—1’10 — TZ]) + 61(71() + TZ3) + 62(712 + 1’13) + 63(1’11 + 1’12) + 65(1’10) + 66(—1’13)
+ez(n1) + e9(—n2) + e1n(—ne) + e13(na) + era(ng + ng) + e15(—n4 — ns)

+ei6(n5) + e17(ne + n7) + e1g(—ny) +eg(ns +ny) =0

denklemi ¢ozullrse

ng=mn1=mnp=n3=mn4=ns=ng=ny=>0

bulunur. Bu durumd&®(MSSs) =Ker d, = {0} dir. Béylece
HI8(MSS15) = Z18(MSS15) / BIS(MSS1s) = {0}

elde edilir. Ayrica

al(ikiei) =koo1(eo) + k191(e1) + kod1(e2) + k301 (e3) + k491 (eq) + k501 (es5)
+ke01(e6) + k701 (e7) + kso1(es) + ko1 (e9) + k1001 (e10) + k1101 (€11)
+k1201(e12) + k1301 (e13) + k1401 (e14) + k1501 (e15) + k1691 (e16)
+k1701(e17) + kigo1(e1s) + k1901 (e19)

= ko(p1 — po) +ki(po — po) + ka(po — ps) + k3(ps — po)

+ka(ps — po) + ks(p1 — po) +ke(po — ps) + kz(p1 — pe)
+ks(p2 — p1) +ko(ps — ps) + kio(p7 — ps) + ki1 (pa — ps)
+ki2(p2 — ps) + ki3(ps — pa) + kia(ps — ps) + kis(ps — pa)

+ki6(p7 — pa) +k17(p2 — p3) + kis(p2 — p7) +kio(ps — p7)
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= po(—ko — k1 + ko — ks) + p1(ko + ks + k7 — ks)
+pa(ks + k12 + k17 + kig) + pa(kia + k15 — k17 + ki9)
+pa(kin — ki3 — kis — kig) + ps(—k2 — ke — ko — k1)
+pe(ks — k7 + ko — k1o) + p7 (k10 + kie — k1s — k19)

+pg(ky — k1o + ki3 — kia) + po(ks — kg — ks + k)
olur. Buradan

po(—ko — k1 + ko — k3) + p1(ko + ks + k7 — kg) + p2(ks + kiz + k17 + kig)
+p3(kis + kis — ki7 + k19) + pa(kin — ki3 — kis — ki)
+ps5(—ky — ke — ko —k11) + pe(ks — k7 + ko — k1g) + p7(k1o + kis — k1g — k19)

+ps(ks — ko + ki3 — k1a) + po(k1 — ks — ks +ke) =0
denklemi ¢ozilurse

Z8(MSS15) =Kerdy = {kopo + kip1 +kapa + (—ko — k1 + k) p3 + kapa + ksps
+(—k1 + ks + ks) pe + k7p7 + (ko + ks + k7) ps + kopo
+(—ko — k1 + ko — k7 +ko)p1o + (—k2 — ko + k1 — ks — ks)pn1
+k1op12+ki3p13 + (ka—kia +ki3) pra+ (ki—ko—ka—ks—ko—ki3—k16)p15
+ki6pis + kizp17 + (—ko — ks — k7 — k12 — k17) p1s

+(—k1 + ko + ks + ko + k1o + kig + kiy)pro|a € 2} = ZM
bulunur. Keb, = {0} oldugundand, doénlsiimu birebirdir. Dolayisiyla

BI8(MSS1s) = CI8(MSS5) = Z8

olur. Bu durumda

H}S(Msslg) = Z}S(Msslg)/B}S(MSSm) >~ 73
elde edilir.

Bi®(MSSis) = {to(po) + t1(p1) + t2(p2) + t3(ps) + ta(ps) + t5(ps) + te(ps)

+t7(p7) +ts(ps) + (—to —t1 — ty — t3 — ty — t5 — ts — t7 — tg)(po)
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i=0,1,2,3,4,5,6,7,8Vt; € Z} = 7°
ve
753 (MSS1s) = {ko{po) +k1(p1) +ka(p2) +ks(ps) + ka{ps) + ks (ps) +ke(ps)
k7 (p7) + ks (ps) + ko (po) |i =0,1,2,3,4,5,6,7,8,9%k; € Z} = Z1°
oldugundan
Hy®(MSS1g) = Zi¥(MSS15) /Bi* (MSS1s) = Z

bulunur. Béylece

Z, q=0
HP(MSSig) = Z°, g=1
0, g#0,1
elde edilir. Il

Teorem 3.23 [7] MSS; nin dijital simpleksler homoloji gruplari

Z, q=0
HO(MSSg) =< 75, q=1
0, g+#0,1

dir.

Sekil 3.5. MSS,

Ispat: MSSg nun noktalaring po = (1,0,0), p1 = (1,1,0), p» = (1,1,1),
p3=(1,0,1),p4 = (0,0,1),p5 = (0,1,1), ps = (0,1,0), p7 = (0,0,0) } C Z3 olarak
gosterelim ve bu noktalarip; < ps < ps < ps < po < p3 < p1 < p2 seklinde

siralandgini kabul edelimMSS;, dijital goruntusindey > 2 igin

H{(MSS;) = {0}
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dir. C§(MSS;) ve C$(MSS}) serbest abel gruplarinin bazlari sirasiyla

O-simpleksler(po), (p1), (p2), (p3), (pa), (p5). (pe). (p7)
1-simplekslerey = (pop1),e1 = (pops),e2 = (p1p2),es = (pep1),ea = (psp2),

€5 = <P3P2>,€6 = <P4P3>,€7 = <P7P4>,€8 = <P4P5>,€9 = <P6P5>/

e10 = (p7pe),e11 = (prpo)
dir. Boylece

9 9 d
02 CO(MSSL) —- C§(MSSL) — 0

kisa dizisi elde edilir. I, = B$(MSS;) = {0} dir. Ayrica
11
o1 (Zniei) =10 (60) + 1101 (61) + 1701 (62) + 1301 (63) + 1401 (64) + 1501 (65)

i=0
+1601 (e6) + 1701 (e7) + ngdq (eg) + n9d1 (e9) + 111091 (e10) + 11191 (e11)
=no(p1 — po) +m1(ps — po) + n2(p2 — p1) + n3(p1 — pe)
+14(p2 — ps) + ns(p2 — p3) + ne6(ps — pa) + n7(ps — p7)
+ng(ps — pa) + no(ps — pe) + n10(pe — p7) + n11(po — p7)
= po(—no — ny + n11) + p1(no — na + n3) + pa(na + ny + ns)

+p3(111 —n5 + Tl6) + p4(—116 +ny — Tlg) + P5(—Tl4 + ng + Tlg)

+pe(—n3 — n9 + n10) + p7(—ny — nig — n11)
elde edilir. Buradan

Po(—no — Ny +ﬂ11) +P1(Tlo —ﬂz+n3) +p2(nz+n4+n5) +p3(n1 — s +n6)
+pa(—ne + ny —ng) + ps(—n4 + ng + ng) + pe(—nz — ng + nyp)

+p7(—ny —nyp—ny1) =0

denklemi ¢ozulirse

ng =np —ns
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ng = —np — Njs
ng = —ni + ns
ny = —nq + ns + ng
Ng = —nz — 15 — Ng

njp =n3z — Ny — N5 — Ng
nyp =nyp+ny—ns
olur. Bu durumda
Zf(MSSé) =Kerd; = {(ny — n3)ep + nie; + npex + nzes + (—np — ns)eq + nses
+(—n1+ ns)eg + (—ny + ns + ng)ey + ngeg + (—ny — ns— ng)ey
+(n3—npy—ns—ng)ey+ (n1 +np—ns)ey |n; €2,i=1,2,3,5,8}
~7°
bulunur. Buradan
HS(MSSy) = Z8(MSSy) /B (MSS}) = 7°
elde edilir.
B§(MSSy) =Imay = {to(po) +t1(p1) +ta(p2) +t3(ps) +ta(pa) +15(ps) +te(ps)
+(—to—t—ta—ts—ta—t5—1te)(py) |1 =10,1,2,3,4,5,6Vt; € Z}
~ 77
ve
Z§(MSSg) = {no{po) + m(p1) + n2(p2) + na(ps) +na(ps) +ns(ps) + ne(pe)

+n7(py) |i=0,1,2,3,4,5,6,7Vn; € Z} = 78
oldugundan
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HS(MSS,) = Z§(MSS.)/BS(MSSL) = Z

bulunur. Béylece

Z, q=0
Hp(MSSg) =<¢ 25, q=1
0, g#0,1
elde edilir. O

3.1. Euler Karakteristik

Tamim 3.24 [7] (X,x) C Z" bir dijital gorinti veg > 0igin a4, (X, x) daki dijital
g-simplekslerin sayisi olsuriX, «) nin Euler karakterisgi;
n
X(Xx) =} (=1)a

q=0

seklinde tanimlanir.

Teorem 3.25 [7] Bir (X,«x) C Z" dijital gorintisu icin
n
=) (—1)7rankH}(X)
q=0

dir.

Ispat:

Om 0 Om— 0
2 o () oy (X) 2

zincir kompleksini g6zoniine alalim. Her hﬁg(X) rankia, olan bir serbest dgsmeli

gruptur. Ayrica
Hf(X) = Zg(X)/Bg(X) =kerd,; /Imd, 1

oldugundan rankiy (X) =rankZ (X)—rankBj (X) olur. Herg > 0 igin
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0— Z§(X) = C5(X) — B;‘,l(X) —0
kisa tam dizisi vardir. Buradan
ag =rankCy (X) :rankZ;(X)JrrankBg_l(X)

olur. Bu durumda

m m

x(Xx) =) (—1)ia; = Z(—1)q(rankzg(x)+rank334(X))
q=0 q=0
= Z -1
q

m m
0( TrankzZs (X) + Z(:)(—l)‘irankBgfl(X)
= q:
bulunur. ranB* ; (X

~—

= 0 =rankB}, (X) oldujundang — 1 yerineq alabiliriz.

xX(X,x) = i(—l)’irankzg(x) + i(—l)‘i“rankBg(X)
9=0 =0

Il
NgE

(—=1)[rankZf (X) —rankB (X)]
0

q

=

(—1)7rankH (X)

q=0
elde edilir. O

Teorem 3.26 [7] (X,xo) C Z™ ve (Y,x1) C Z™, (xo,x1)-izomorf iki dijital

goranti olsun. Bu durumda

X(X,x0) = x(Y,x1)
dir.

Ispat: X veY dijital goruntleri arasinddx, k1 )-izomorfizm varsa Teorem 3.12
den
Hy* (X) = Hy'(Y)

olur. Teorem 3.25 den ispat elde edilir. O

Ornek 3.27 MSS1g in Euler karakterisgiini hesaplayalim.
)((MSSlg,18) =0p— & +0p = 10—-204+8=-2
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Teorem 3.25 i kullanarak hesaplarsak yine ayni sonucu eldeze

X(M5518/18) :rankHég(Msslg)—rankHlls (MSSlg) =1-3=-2.

Ornek 3.28 MSS!¢ niin Euler karakterigjini hesaplayalim.
X(MSSig,18) =rankH8(MSS)g) —rankH® (MSS)q)+rankHi® (MSS))

=1-04+1=2.

3.2. Dijital Goruntulerin Relatif Homoloji Gruplari

Tanim 3.29 [24] Bir (K, «) dijital simpleksler kompleksKy, K nin alt kompleksi
iseCy(K)/Cp(Ko) bolim grubung-boyutlu relatif zincir grubu denir ve; (K, Ko)

ile gosterilir.

ap : Cg(K,K()) — C;_l(K,K())

homomaorfizmine sinir operatdrii denir.

Tanim 3.30 [24] (Ko, «), (K, x) dijital simpleksler kompleksinin bir alt kompleksi

olsun.

e Z3(K,Ko) =Kerd, grubuna dijital simpleksler relatif p- devirlerin gruburde
° Bg(K,KO) =Im 9,11 grubuna dijital simpleksler relatif p- sinirlarin grubunite

e H(K,Ko) = Zj(K,Ko) /By (K, Ko) b6lim grubuna p. dijital simpleksler relatif

homoloji grubu denir.
C3(K, Ko), C5(K) nin alt grubu veCy(K) nin C;(Ko) a bélum grubudur. Yani
Cy (K, Ko) = C5(K)/C(Ko)

seklinde yazilabilir. Zincirler icin
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' j
0— C5(Ko) - CK(K) = CS(K,Ko) —0

tam dizisi mevcuttur. Simdi simpleksler dontistimuyletilea relatif homoloji homomorfizmini

ele alalim.
f:(K,Ko) — (L, Ly)

bir simpleksler donugimi ise buna karsilik gelen zindmigsimu

fe: C5(K,Kq) — C5(L, Lo)
seklindedir.f;, d ile degismeli yanif, o0 = d o f; dir.
Teorem 3.31 [27] K bir dijital simpleksler kompleksKy alt kompleks olsun.

.. = Hpy(Ko) — Hy(K) — Hp(K,Ko) — H;fl(Ko) — ..

tam dizisi mevcuttur.
Ispat:

0— CS(Ky) - c5(K) Lo Cx(k,Kg) — 0

b

] )
0—C5_y(Ko)-L s (K) s (K Ko)— 0

dejismeli diyagramini ele alalim.

o HS(Ko) = HES(K) =5 HE(K,Ko) -5 HE_j (Ko) —- -
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dizisinin tam olmasi i¢in Im, =Ker j,, Im j, =Kerd ve Imd =Ker i, olmalidir.

1) ik olarak Imi, =Ker j, oldugunu gosterelim.
je(ix(z' + B')) =j«(i(z") + B) = j(i(z)) + B" = B”

oldugundan Imi,, CKer j, bulunur.

z + B €Ker j, olsun. Bu durumda
jo(z+B) = j(z) + B" = B

oldugundanj(z) = 9”(c") vej érten old@undanc” = j(c) dir. Dolayisiyla
j(z) =9"(j(c)) = j(a(c)) vej(z — oc) = 0 dir. Tamliktanc’ mevcuttur ve
i(¢") =z —d(c) dir. Buradan

ix(+B)=i(d)+B=z—9(c)+ B=z+B

olur. Boylece Kerj, Clm i, elde edilir.
2) Simdi Im j, =Ker d oldugunu gosterelim. Buradé& homomorfizminin yerine

i~19j~1 homomorfizmini alalim.
4(j.(z+ B)) = d(j(z) + B") =i 10 (j(z) + B") =i '3(z) + B' = B

oldugundan Imyj, CKerd bulunur.

z'" + B” €Kerd olsun. Bu durumda
d(z" +B")=d(z")+ B =i"19j"1(z") + B' = B’
oldujundanx’ = i~19j71(z") € B’ vex’ = 9'(c’) dur. Dolayislyla
i(x') =i(d'(c")) = a(i(c')) =a(j ("))

olur. Buradard(j~1(z") —i(c')) =0vej~1(z") —i(c") € Z oldugundan
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j.GIE") — i(e) + B) = (7 (2")) — j(i(e')) + B =2 4 B

Boylece Kerd CIm j, elde edilir.

3) Son olarak Imi =Ker i, oldujunu gosterelim.
ix(d(z" +B")) =i.(d(z") + B') =i.(i"'9j (") + B') =0(j ' (z")) + B=B

oldugundan Imd CKer i, bulunur.

z' + B’ eKeri, olsun. Bu durumda
i.(z+B')=i(Z)+ B=B

oldugundani(z’) = a(c) ve d"(j(c)) = j(d(c)) = j(i(z')) = 0 ve buradan
j(c) € Z" olur. Dolayisiyla

d(j(c) +B") = i*lajfl(j(c) +B") = rla(c) + B = i*li(z’) +B =Z+B
Boylece Keri, Clm d elde edilir. O

Ornek 3.32 MSC} = {po=(-1,0),p1=(0,—1),p2=(0,1),p3=(1,0)} C Z>
dijital goriintusinin alt uzay olarak = {(0,1)} i ele alalim.

Teorem 3.31 in yardlmlyles(Mscg,A) yI hesaplayalim A tek nokta kiimesi
oldugu igin Teorem 3.13 den

HS(A):{ 0, g#0

elde edilir. Teorem 3.20 den,

7, q=0,1

8 1
Hq(MSCS)—{ 0 4401

bulunur. Teorem 3.31 den,

.. = HJ(A) — H} (MSCq) — HJ(MSCy, A) — Hy_1(A) — ...
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tam dizisini elde ederiz. Teorem 3.15 dBj(MSCj, A) = Z dir.

0— Z — HY(MSC}{,A) —Z —Z —Z —0

Birinci Izomorfizm Teoremini uygulagimizda,
HY(MSCj, A)/Kerd 2Im d

olur. Dizinin tamlgindan Imk, =Kerd ve Imd =Ker i, dir.i, izomorfizm old@undan,

Keri, = 0 bulunur. Imd = 0 dir. Tekrar Birincilzomorfizm Teoremini uygularsak,
Z./Kerk, =Im k,

bulunur.k, monomorfizm oldgundan Keik, = 0 dir. Imk, =Kerd = Z ve
HY(MSC,A) = Z

elde edilir. Boylece

7, q=0,1

8 ! _
Hq(MSCS,A)—{ 0 4401

olur.
3.3. Eilenberg-Steenrod Aksiyomlari

Aksiyom 1 (Birimlilik aksiyomu) [10, 24] X, x-yakinlikli bir dijital goriintd olsun.
i:(X,x)— (X, x) birim fonksiyonu is€, : H*(X)— H¥(X) da birim fonksiyonudur.

Aksiyom 2 (Birlesmelilik aksiyomu) [10,24K, Y ve Z sirasiylaky, k1, kx-yakinlkli
dijital goruntuler olsunk : (X,xg) — (Y,x1) vek: (Y,x1) — (Z,x2) dijital strekli

fonksiyonlar ise(k o 1), = k, o h, dir.
Aksiyom 3 (Degismelilik aksiyomu) [10, 24](X,A) ve (Y,B) sirasiylaxy ve

x1-yakinlikh dijital goriintt ciftleri olsunf : (X, A) — (Y, B) ise asgidaki diyagram
dejismelidir.
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H (X, A) HE (Y, B)
Ox Ja*
o) 0 g

Aksiyom 4 (Tamhk aksiyomu) [10,24]: A — X ve p: X — (X, A) kapsama

dondasumleri olmak tizere

K l* K P« K a* LS
e HE(A) 2 HE(X) 55 HE(X,A) 25 HE 4 (A) —

dizisi tamdir.

Aksiyom 5 (Boyut aksiyomu) [1, 10, 24X, x-yakinhkl tek noktall uzay isg # 0
icin Hy (X) = 0 ve H(X) = Z dir.

Dijital gortintiilerde homotopi ve excision aksiyomlargsammaz. Bu aksiyomlarin

cebirsel topolojideki tanimlarini verelim.

Homotopi Aksiyomu: [10,24] X veY topolojik uzaylarji: X - Yvek: X —Y
homotopik is€1, = k. dir.

Homotopi aksiyomunun gganmaddi Ornek 3.16 da verilmistir.

Excision Aksiyomu: [10,24] (X, A) ikilisi igin U C IntA olacak sekildell, X in
acik bir alt kimesi olsun. Bu durumda
Hy(X—UA-U)=Hy(X,A)

izomorfizmi vardir.

Onerme 3.33 [10] Dijital gériintiilerde simpleksler homoloji igin exd aksiyomu

saglanmaz.
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ispat: 8-yakinlikli X = {PO = (_1/0)/ p1= (O/_l)/ p2= (1/0)/P3 = (0/1)} cz?

dijital gérunttsina ele alalim.

p3
po p2

P1
Sekil 3.6. X

Teorem 3.20 den

3 | Z, 9=0,1
Hq(X)_{ 0, g#0,1

dirr A={p1=(0,-1),p2=(1,0),p3=(0,1)} veU = {p1 = (0,—1) } olsun.
ACX,UCAvelUC IntAdir HY(X —U,A— U)veH}(X,A) y hesaplayalim.

p3

p2

P1 p1
Sekil 3.7. AvelU

Z, 9q=0

H;;(A):H;;(u):{ 0 450

dir. Aksiyom 4 den

K l* K P K a* K
o HE(A) 2 HE(X) 25 HE(X,A) 25 HE 4 (A) — -

tam dizisi vardirg > 1 i¢in H;(A) = 0 oldugundan

i _ Px 0 v ks
0—2Z— H}(X,A)— Z ]—> Z — H§(X,A) — 0
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tam dizisi elde edilir. Dizinin tam§indang.. epimorfizmdir. Buradan
H§(X,A) = Z olur. j, kapsama doniisimu olgundan Kerj, = 0 dir. Dizi tam

oldudu igin Kerj. = Im 9, dir. Birinci Izomorfizm Teoreminden
HY(X,A)/Kerd, = 1ma.

olur. Bu durumdaH? (X, A) =Ker 9, elde edilir. Dizinin tamigindan
Im p.=Kera, dir. DolayistylaH?(X, A) =Im p.. olur. Boylecep, bir epimorfizmdir.
Diger taraftan dizi tam oldju i¢in p. monomorfizmdir. Bdylece.. bir izomorfizmdir

ve HY(X, A) = Z olur. Boylece

8 [z, 49=0,1
Hy(X,A) = { 0, g#0,1
bulunur.
p3 p3
Po p2 p2

Sekil 3.8. X — Uve A— U

SimdiHj} (X — U, A — U) yu hesaplayalimd —U C X —Udur. X —Uve A —U

nun simpleksler homoloji gruplari
H};(X— u) :H,’;(A —-Uu)= {
dir. Aksiyom 4 den

o HE(A=U) 5 HE(X—U) = HE(X—U,A=U)—HE_(A=U) —-.

tam dizisi vardirg > 1 igin Hy (X — U) = 0 oldugundan
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o mx-ua-m Lzl z P mx—ua-u) o

tam dizisi elde edilir. Dizinin tam§jindang.. epimorfizmdir. Buradan
H§(X — U,A — U) = Z olur. j, kapsama dénustimu olfundan Kerj, = 0 dr.

Dizi tam oldWu icin Kerj, = Im 9., dir. Birinci Izomorfizm Teoreminden
H}(X —U,A—U)/Kerd, = Ima.

elde edilir. Bu durumdd?(X — U, A — U) =Ker 9. olur. Dizinin tamlgindand.
monomorfizmdir. Dolayisiyla Ked,, = 0 bulunur. BoyleceH$(X — U, A—U) =0

oldujundan
Z, q=0
0, g#0

elde edilir.q = 1 icin H}(X, A) # H}(X — U, A — U) oldugundan simpleksler

HY (X —U,A—U) :{

homoloji igin excision aksiyomu dijital goéruntilerdeganmaz. O

3.4. Dijital Géruntiler igin Lefschetz Sabit Nokta Teoremi

Tanim 3.34 [11] (X,«) bir dijital gérunti vef : (X,x) — (X,x), (x,x)-strekli
bir fonksiyon olsun(x) = x olacak sekilder € X mevcutsg X, «) dijital gériintusu

sabit nokta 6zeljine sahiptir denir.

Sabit nokta 6zelfii topolojik bir invaryanttir. Yani dijital izomorfizm ile &runur.

Tanim 3.35 [11] (X, «), dijital homoloji gruplari sonlu uretilmis ve bazi boyaittia
yok olan bir dijital géruintt olsunf : (X, x) — (X, ) donustimu icin.( f) Lefschetz
sayisl,f, : H(X) — Hf(X) olmak Uzere

AMf) = Zn:(—l)itr(f*)
seklinde tanimlanur. =0
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Teorem 3.36 [11] G, bir serbest abel grup vég : G — G birim homomaorfizm

olsun.tr(1¢g), 1 nin izi olmak zerér(1g) =rank(G) dir.

Ispat: G serbest abel grup olgundanG nin ranki1 dir. 1 : G — G birim déntisiim
oldujundan ve ¢, birim 1 x 1-matrise sahip oldjundanl ; nin izi 1 dir. Dolayisiyla
tr(1g) =rank(G) dir. O

Teorem 3.37 [11] (X, «), sonlu bir dijital simpleksler kompleks veya sonlu dijital
simpleksler kompleksin retrakti e (X, «) — (X,x), A(f) # 0 olan bir dénusuim

ise f sabit bir noktaya sahiptir.

Ispat: f nin sabit noktalara sahip olmayini kabul edelim. Bu durumda(f) =0
olduju gosterilmelidir. Buna gore turr(f. : H(X) — H(X)) ler sifir olarak

elde edilmelidir. Bunun igin Lefschetz ilkesi denilen

n

AS) = Y (=1)tr(fe: CH(X) = CH(X))
esitligine ihtiyag vardir(X, g(r)un dijital homoloji gruplarini hesaplamak igfff ( X)
dijital simpleksler zincirleri kullanilir.f nin sabit noktalari oimagindan ve( X, «)
kompakt oldgundanf, noktalari en az bir sabit pozitif aralikta hareket ettikme
zorundadir. Bu sabit aralik olsun. Bu durumda ¢api/ 10 dan daha kuiguk olan
simpleksler kullanilir vef ye, g dijital simpleksler dontsumuyle yaklasilirga f
nin 6/2 iginde olur.é nin g, f ye homotopik olacak sekilde ¢ok kiiguk ofpliinu
kabul edelim. Dolayisiylg = f olarak alinabilir. f, noktalari en az zerinde
hareket ettirdjinden ve bizim dijital simplekslerimizin ¢aplari en fa21Aa10 oldu-
gundanf nin her bir dijital simpleksi kendisine donustirmesi imkadir. Buradan
heri icin

tr(fy: CH(X) = C{(X)) =0

elde edilir. |
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Teorem 3.38 (Bir Boyutlu Brouwer Sabit Nokta Teoremi) [11] H€2,2)-sirekli
f:[0,1]z — [0,1]z fonksiyonu sabit bir noktaya sahiptir.

Ispat: f:[0,1)z — [0,1]z, (2,2)-stirekli olsun.f(0) = 0 ve f(1) = 1 oldugundan
f, sabit bir noktaya sahiptir. O

Teorem 3.39 (Iki Boyutlu Brouwer Sabit Nokta Teoremi) [11]
X ={(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)} C Z?2, 4-yakinlikli bir dijital gériintii olsun. Her
(4,4)-surekli f : (X,4) — (X,4) fonksiyonu sabit bir noktaya sahiptir.

Ispat: X in Lefschetz sayisini hesaplayalif: (X,4) — (X,4) olsun.
fe t Hy(X) — Hg(X) dénustimiini ele alaling. = 0 igin f. : Hg(X) — Hg(X)

yani f. : Z — Z birim homomorfizmi elde edilir. Teorem 3.36 den

tr(f.) =rankZ) =1

dir. g > 0 i¢in f, sifir dontisumuddur. Boylece

n

Af) =Y (-1)tr(fs) =1-04+0-0+--- =1
i=0
elde edilirA(f) =1 # 0 oldujundan Teorem 3.37 defsabit bir noktaya sahiptir.

O halde iki boyutlu Brouwer Sabit Nokta Teoremi dijital gétdler icin s@lanir[]

Sabit nokta 6zelfjinin bir topolojik 6zellik oldu sonucuna ulasilir. Yani topolojik
olarak denk olan iki topolojik uzayin her ikisinde de salwkta 6zellgi ya vardir

ya da yoktur.

Teorem 3.40 [11] (X,x) ve (Y,«’) dijital gorintleri icin X ~(, ) Y olsun.

,x) sabit nokta 6zelligine sahips&’,«x’) de sabit nokta 6zelligine sahiptir.
X bit nokta ozelligi hipg&’,«") de sabit nokta dzelligi hipti

Ispat: X ~ () Y Oldugundan(x, x’)-stirekli ve tersi(x’, k) -stirekli olan
f:(X,x) — (Y,«’) bijektif fonksiyonu mevcuttur. Ayric& sabit nokta 6zel§ine
sahiptir yani her(x,x)-strekli ¢ : (X,x) — (X,x) fonksiyonu sabit bir noktaya

sahiptir.ii: (Y,x") — (Y,«’), (x',«")-surekli olsun. Bu durumda
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hof:(X,x)— (Y,x') ve flohof:(X,x)—(Xx)
fonksiyonlari sirasiyldx, x’)-strekli ve(x, «)-sureklidir. X sabit nokta 6zel§ine
sahip old@undan birc € X igin f~1(h(f(x))) = x dir. f(f 1(h(f(x)))) = f(x)
oldugundari(f(x)) = f(x) olur. Bu durumda: sabit bir noktaya sahiptir. O

Sonug 3.41 [11] Sabit nokta 6zelligi dijital goriintler icin topoldf bir invaryanttir.

Teorem 3.42 [11] (X, «) bir dijital gorinti vef : (X,x) — (X, ) bir (x,x)-strekli

donustim olsunX, x-blzulebilir isef sabit bir noktaya sahiptir.

Ispat: X, x-buzulebilir isef =~ . 1x dir. DolayisiylaX ve tek noktall gorntu

ayni dijital homoloji grubuna sahiptir. Bu durumda

Z, i=0
w0 ={ % 120

elde edilir.f : (X, x) — (X,x) olsun.f, : Hy (X) — Hj(X) homomorfizmi alinirsa,

g =0i¢in f, : Z — Z birim homomorfizmi elde edilir. Teorem 3.36 dan

tr(fy) =rankZ) =1

olur.q > 0igin £, sifir donisumudur. Dolayisiylain Lefschetz sayisi

n
A=Y (-D)tr(f)=1-0+0-0+---=1
i=0
elde edilir.A(f) =10 oldugu icin Teorem 3.37 deji sabit bir noktaya sahiptir]
Ornek 3.43 [11] X, Ornek 3.19 daki dijital goriintii ise hés, 8)-surekli

f:(X,8) — (X,8) donisimii icim ( f) Lefschetz sayisi

fo HY(X)=Z - H(X)=2Z
dontstimunin izidirf, birim donisum oldgundan izi sifirdan farklidir. Teorem
3.37 den(X,8) dijital goruntiisu Uzerindeki her doniisim en az bir sabktaya
sahiptir.

Sonug 3.44 [11] Tek nokta goruntisityle ayni dijital homoloji gruplaa sahip

(X, x) dijital goruntust her zaman sabit bir noktaya sahiptir.
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"1 (n 4 1)-ktptn sinin B4I"+1) ile ", n-kuresi homeomorfiktir. Bir dijital
kipun sinirini kullanarak bir dijital kire olusturulahilZ™ nin orjinini 0, ile

gOsterelim. Boxer [5] kiire benzeri dijital gorintiy

Sn=[-1,1%5"\ {0p11} Cc 2"

seklinde tanimlamistir.

Lefschetz Sabit Nokta Teoreminin tersinin dijital gorietiicin dojru olmasi gerekmez.

Bunu bir érnekle goérelim.

Ornek 3.45 [11] $;={(1,0),(1,-1),(1,1),(0,1),(0,—1),(—1,1),(=1,0),(=1,-1)},
Z? de 4-yakinlkl dijital bir kiiredir. BuMSC, dijital 4-kapali @risidir. Teorem

3.14 den

ser [ Z q=01
Hq(51>—{ 0, g#0,1

elde edilir.¢ : (S1,4) — (S1,4), dijital (4,4)-surekli donisim olsun. Bu doniisim
z € 51 i¢in ¢(z) =z olarak tanimlanirp nin Lefschetz sayis#, ¢1 birim fonksiyonlar

oldujundan

q .
M) =Y (—1)tr(¢i: HH(S1) = H}(S1)) =1—1=0
i=0
dir. BoyleceA(¢) = 0 olmasina rgmen¢ sabit noktaya sahiptir. Sonug olarak

asddaki elde edilir.

Sonug 3.46 [11] Lefschetz Sabit Nokta Teoreminin tersinin dijital gatuler icin

dogru olmasi gerekmez.

S, nin Lefschetz sayisini hesaplayalim.

Ornek 3.47 [11] S, =[-1,1]3,\{(0,0,0) }, Z> de6-yakinlikli dijital bir 2-kiiredir.
Bu MSS; dijital gorintusudirf : (S2,6) — (S2,6), dijital (6,6)-surekli donisim
olsun. Teorem 3.36 dafinin Lefschetz sayistfy : Z — Z birim fonksiyon ve

f:Z% — 7 olduundan
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q .
Af) =Y (—1)tr(fe : H¥(S2) = HP(S2)) =1 —23 = —22
i=0
dir. Sonug oIaraIyé sabit noktaya sahiptir.

Onerme 3.48 [11] (X, «) bir dijital goruntt vey (X, x), (X, x) nin Euler karakteristigi
olsun.f : (X,x) — (X, x) donusuimu birim dénlislime homotopikigg) = x (X, «)
dir.

Ispat: Lefschetz sayisini homoloji olmaksizify,: C¥(X) — Cf(X) olmak tizere

n n

Af) =Y (=D)tr(fe : HE(X) = Hf (X)) =} _(=1)'tr(f,)

=0 =0
seklinde tanimlanir. Homotopik dondsumleszincirler lizerinde ayni donisimu
urettigindenl, : Cf(X) — CF(X) donusumi incelenebilit; dontistimi
a;(X,x) x a;(X,x) birim matrisidir ve bdylece izi;(X, ) dir. Sonug olarak
n

AS) =Y (CDr(f) = ) (- D'ai(X, ) = x(X,x)
0 =0

elde edilir l O

-

Ornek 3.49 [11] MSS, nu (X,6) ile gosterelim vef : (X,6) — (X,6), dijital
(6,6)-surekli dontistim olsum.> Tigin f, : HY(X) — HY(X) bir sifir déntstimudr.
Dolayisiylatr(f;) = 0 dir.g = 0 igin fo, Z tzerinde birim fonksiyon oldgundan
tr(f.) = 1 dir. Diger taraftarg = 1 icin tr(f.) = rank(Z°) = 5 olur. Lefschetz

sayisl
3

Mf) = L (=)'tr(fi) =1-54+0=—47#0
i=0
elde edilir. Teorem 3.37 defisabit noktaya sahiptinvISSg, niin Euler karakteriggi

x(MSS/,6) = —4 dir.
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4. DIJITAL GORUNTULERDE KOHOMOLOJ |1GRUPLARI

Tanim 4.1 [9] Bir (X, «) dijital simpleksler kompleks olsun. Her hjre Z icin
g-boyutlu dijital eszincir grubu
C1*(X) = Hom(Cg(X),Z)
esitligiyle veg-boyutlu egsinir operatoru
87: C1(X;G) — CTHX(X; G)
dy+1 SINIr operatorinin duali olarak tanimlanir. Bu durumdéadiisimpleksler

eszincir kompleksi

C*(X) ={C7(X),87}

seklinde tanimlanir.

cf, g-boyutlu bir eszincir ve,, g-boyutlu bir zincir isec? nunc, Uzerindeki dgeri
(cf,cq) ile gosterilir. Bu durumda egsinir operatoriiniin tanimi

(0(c),¢q) = (c7,9(cq))
seklinde olur.c; temel eszincirinin d@eri o; Uzerinde 1, dier baz elemanlari

uzerinde 0 dirg € G isego; In dejerio; lizerindeg, diger baz elemanlari Gizerinde

0 dir.c = }_g;o; olarak yazilabildjinden

6(c) = X.gid(07)
elde edilir. 5(c7) yu belirlemek igin her bir yonlio, p-simpleksi igind(c*) 1
hesaplamak yeterlidir;, ylizlerinden birc olan timp + 1-simpleksler ves; = F1

olmak Uzere

o(c*) = YT’

olur.

Onerme 4.2 [24]Her 1 < g <migin 87071 =0drr.
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Ispat; Her1 < q <migin d; 1 00d,; = 0 oldugunu biliyoruz.g-boyutlus™ eszinciri
veq + 1-boyutlu 7; zincirini ele alalim.
((8g41004)(07),Tj) = (8411(8¢(07)), Tj)
= (64(07),9941(77))
= (0", (99 0 9g11) (7))

=0
oldugundand, ;1 o §; = 0 dir. O

Tanim 4.3 [9] (K,«x) = {K7*,67} bir dijital simpleksler eszincir kompleks olsun.
59 : K9% — K9t homomorfizminin cekirdgine dijital esdevirler grubu denir ve
Z7%(K) ile gosterilir.67 nun goruntiisuine dijital essinirlar grubu deniBée 1+ (K)
ile gosterilir. Buradan dijital kohomoloji grubu

H%*(K) = Z27*(K)/B7*(K)

seklinde tanimlanir.

Teorem 4.4 [27] Her g > 0 igin, H7*, dijital simpleksler eszincir kompleksler ve
simpleksler donustuimler kategorisinden, abel gruplaegatisine bir kontravaryant

funktordur.

Ispat: H* (X), dijital simpleksler eszincir kompleks ol@hobjesi iizerinde tanim-
lanmistir.g : (X,x0) — (Y,x1) bir dijital simpleksler dénusum ise
@*: H1"1(Y) — H7™(X)
dénlsimiz € Z9*1(Y) olmak lizere
9" (z+BI(Y)) = 9i(2) + BI(X)
seklinde tanimlani y ...y : (Y, %1) — (Y, x1) birim dontistimi icin
(Liyp)* - HI(Y) = HOA(Y)

donlsiimunde € Z9*1(Y) igin
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(Liv ) (24 B (X)) = (Lyq))*(z) + BT (Y) = z+ BT (Y)
olur. Bu durumda1(y ,,))* = 1y (y) bulunur.g: (X,x0) — (Y,%1) ve

p: (Y,x1) — (W,x,) dijital simpleksler doniisiimleri igin
¢*: HIM(Y) — HY(X) ve ¢*:HI™(W)— H?(Y)
donustmlerinde € Z9% (W) olmak iizere
(¢* oyp*)(z + BT2(W)) = ¢*(y*(z + B™2(W)))

= ¢*($*(z) + B (Y))
= ¢'(y*(2)) + B (X)
= (9" o ¢*)(2) + B¥(X)
= (o ¢)f(z) + BT (X)
= (Yo 9)"(z+ By (W))

olur. Buradany o )* = ¢* o ¢* elde edilir. O

Teorem 4.5 (X, ) tek noktall dijital goriinti ise

HI(X) :{ Z, q=0

0, 4>0
dir.

Ispat: (X,«) tek noktali dijital géruntii isg > 0 igin

CI*(X) = Hom(C§(X),Z) =0
oldugundanH%"*(X) = 0 elde edilir. Dger taraftanj = 0 igin
CO%(X) = Hom(C§(X),Z) = Z

dir. Dolayisiyla

0 1
02 cox(x) 20

kisa dizisi vardir. Kes!' = Z ve Im 6° =0 oldugundanH"* (X) = Z elde edilir]
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Teorem 4.6 X dijital basit kapalix-egri ise

Z, =0,1
0 ={ 300

dir.

Ispat: X = {xo,x1,..., x5} C Z?2 bir dijital basit kapalic-egri olsun. Bu durumda,

x; ve xj, k-yakindir& i = j £ 1(modq) dur. C§(X) ve Cf(X) bazlar, sirasiyla

{(x0), (x1), s (xg) }

{30 = <x0/x1>,€1 = <x1,x2>,---,€q = <xq,x0>}

olan serbest abel gruplardin. > g > 1 i¢in C3(X) = 0 oldugundanH (X) = 0
dir.

p) ) )
0— CN(X) —5 CE(X) =0

kisa dizisi bulunurC%*(X) = Hom(C§(X),Z) ve C**(X) = Hom(C¥(X),Z)
oldugundan

-1 0 1
09— cox(x)- L crr(x) S 0

kisa dizisi elde edilir.

d1(e0) = x1 — xo,
d1(e1) = x2 — x1,

d1(e2) = x3 — x2,

al(eq) = X0 — X4

oldugundan 0-eszincirleri
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50xs =e; — e,
Oxr =eg—e
1 — 0 1

x5 =e1 — ey,

0,x
5xq—eq_1—eq

bulunur.

q
80(Y nixt) = no(eq — eg) + n1(eo — e1) + na(er — e2) + -+ +ny(eg—1 —ey)
i=0

=eg(—ng+ ny) +ei(—ny +nz) +ex(—ny +n3) + -+ 4 e4(ng —

ng)

elde edilir.

eo(—no +n1) +ei(—ny+nz) +ex(—ny+mn3) + - +e4(ng—ny) =0
denklemi ¢ozildgundeny = n; = --- = n, = n olur. Dolayisiyla

29%(X)={n(xo+x1+x+ - +x)|ncZ}=7Z
bulunur.B*(X) =Im 61 = {0} oldujundan
HO"(X)=7Z
dir.
B (X)=Imo®={toeo+ tre1+ taea+- - - +tg_1eg_1+(—to—t1 —tr—---—t,_1)ey
It €Z,i=0,1,2,.,q—1} = Z1
olur. Z'*(X) =Ker §! 2 Z7+1 oldugundan

Hlf"(X) =7
dir. Bu durumda
Z, q=0,1
q,x — 7 7
HY(X) { 0, g#0,1
elde edilir. O

Teorem 4.7 (X,x) C Z" dijital goriintusiix-yol baglantil iseH"* (X) = Z dir.
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Ispat: X in 0-simplekslerinin(po), (p1), ..., (p») oldugunu kabul edelim.

-1 0
0 L} CO,K(X) 54, Cl,K(X)

dizisi elde edilir.6~! in gorintusu sifir oldgundanB®*(X) =Im 6—1 = {0} dr.
ZO%(X) =Ker & dir.
n
A= {Zklpl |k1 = k,l = 0,1,...,1’1}
i=0 _
olsun. Z%*(X) = A oldujunu iddia ediyoruzlddiamiz dd@ruysa,Z%*(X) = Z
olur ve H*(X) = Z elde edilr.

Iddamizi ispat edelimp,,, ps, € X noktalarini secelimX, «-yol baglantili oldujundan,
X de heri igin p,, denps, ye biro; yolu vardir. X de p,, denps, ye bir x-yol olan

o;, dijital 1-simplekslerin kiimesidir.

0; = {<Prir pr+1,'>/ <Pr+l,-/ p7+2i>/"'/ <Psfl,-/ Ps,»>}
k=rr+1,..,sicin e, = (pk, pri1,) Olsun.

i = {eriler+ljl cees esfl,-}

olur.
di(er,) = pr+1, — Pris
d1(erv1,) = Pre2; — Prein
o1 (€r+2i) = Pr+3; — Pr+2;
01(es—2,) = Ps—1, — Ps—2;»
d1(es—1;) = ps; — Ps—1.5
oldujundan

5O(pr+11) =€ — Cr1;n
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50(p7’+2z) = er+l,- - er+2i-

50(173*1;') =852 — €51,
elde edilir. y;, o; yolu Uzerindeki dijital0-simplekslerin kiimesi olsun.
w=Ykyi€ Aigin

0 (w) = 0°(Lkyi) =k L& (7i) =kL(er, — es—1,) =kLer, —kLes—1, =0
olur. Bu durumdav € Z% (X) elde edilir.

n
Tersinef € Z0%(X) isef = ) k;p; € CO*(X) ve
i=0

= O(i(:)kipi) = ékiéo(pi) =

dir.

Zk 5 'Yz Z — €5 l Zk €r; — Zn:kiesfl,- =0
i=0

=0

bulunur.)_ke,, = }_k;es_1, oldugundani = 0,...,n i¢in k; = k dir. Buradarf € A
olur. BoyleceZ?*(X) = A= Z ve

HOf"(X) = ZO"‘(X)/BOJ‘(X) =7
elde edilir. O

Ornek 4.8 MSS/ ¢ niin kohomoloji gruplarini hesaplayalim.
MSSi¢ niin noktalaringpo = (1,1,0),p1 =(0,2,0), po=(—1,1,0),p3=(0,0,0),
ps=(0,1,—1),p5=(0,1,1)} C Z3 olarak alalim ve bu noktalar

P2 <P3 < P4<pP5<p1<Ppo
seklinde siralansin.
Cl8(MSS!g), CI8(MSS)g) ve C3¥(MSS)g) serbest abel gruplarinin bazlari olan

O-simpleksler, 1-simpleksler ve 2-simpleksleri Teore@l3deki gibi alalim.
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0 0 0 0
0—> CI(MSS}g) —> CIB(MSS}y) — CIB(MSS}g) — 0

kisa dizisi elde edilir.
COJS(MSSQS) = Hom(CéS(MSSQS),Z),
C“S(MSSQS) = Hom(C%S(MSSig),Z),

C218(MSS}g) = Hom(CL¥(MSSg),Z),
oldujundan

5! & é! &2
0— CO8(MSS]s) — CMB(MSSg) — C*1¥(MSSig) — 0

kisa dizisi bulunur.

d1(e0) = p1 — p2, d1(e6) = po — pa
d1(e1) = p3 — p2, d1(e7) = p1 — ps»
d1(e2) = pa — p2, di(es) = ps — p3
d1(e3) = p5 — p2, d1(e9) = po — ps,
d1(es) = p1 — pa d1(e10) = po — p1
d1(es) = ps — p3, di(e11) = po — p3

oldugundan 0-eszincirler,

50;78 = e + €9 + e19 + €11,
50;7; =ep +e4 +e7— e,
(50 * __ _ _ _

P = —€)— €1 — €2 —¢€3,
50 * _ _ _

P3 =¢€1 — €5 — €3 — €11,
(SOPZ =ey) —ey4 +e5 — €,
8Opt=e3—e7+es—e9

elde edilir.

92(00) = 02({p2pap1)) = (pap1) — (pap1) + (paps) = es —eo + €2,



d2(01) = 92 ((pap1po)) = (p1po) — (papo)
d2(02) = 92({papapo)) = (papo) — (p3po)
02(03) = 02({p2p3ps)) = (papa) — (P2p4)
92(03) =

92(05) = 02({p2p3ps)) = (paps) — (p2ps)
d2(06) = 2({psp1p0)) = (P1po) — (pPspo)
d2(07) = 2({papspo)) = (pspo) — (p3po)

oldugundan 1-eszincirler,

Stey = —op — oa,
51616 = 03 + 05,
stes = op — 03,
5l€§ = 04 — 05,
ste; = op + o,
Slet = on + 03,

olur. Oncelikles® in gekirdgini bulalim.

n
n
( +
92({p2psp1)) = (psp1) — (p2p1) + (p2ps) = e7 —eo +e3
( +
+
+
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5163 = —06 + 07
0 ETO =01 + 0¢,
Sley; = —om — oy

5
8%) nipy) =noles+ eg+ e+ e11) +n1(eo+es+e7 —e1g) +na(—eg—e1 —er —e3)
i=0

+nz(e; —es —eg —e11) +na(ex —es+e5—ep) +n5(e3 — ez +eg —eg)

elde edilir.

eo(ny —na) +e(—na+ns3) +ex(—np + ny) + e3(—ny + ns) + es(ny — na)

+es(—n3 +ng) + eg(ng — ng) +ey(ny — ns) + eg(—nz + ns) + eg(—ns + no)

+€10(Tl0 — Tl]) +eq1 (1’10 — Tlg) =0,

denklemi ¢ozilirse

No=mny="mny=MnN3=ng4=mns=n

olur. Bu durumda

ZO08(MSSig) ={n(po+p1+p2+ps+pstps)nczZy=2Z

bulunur.B%18(MSS/s) = 0 oldugundan,
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HO(MSSi) = Z
dir.
11
51(Zki6?) = ko(—O’o — 0'4) + k1 (0’3 + 0'5) + kz(O’o — 0'3) + k3(0’4 — 0'5)
i=0
+k4(0() + 01) + k5(02 + 0’3) + ké(—Ul + 0’2) + k7(04 + 0’6)

+k8(0'5 + 0'7) + k9(—0’6 + 0'7) + k1o (0’1 + 0'6) + kll(—O'z — 0'7)
51 in gekirdggini bulalim.

(To(—ko + ko + k4) + (T1(k4 — ke + k]o) + 02(k5 + kg — k]l) + Ug(kl — ko + k5)

+oy(ks + k7 — ko) + o5 (k1 + kg — k3) + 06(k7 — ko + k10) + 07(ks + ko — k11) =0

denklemi ¢ozulirse
ko =k + kg + ks
ko = k1 + ks

ks =ky + ks + ks — k7

ke = k4 + k1o
ks =ky + ks — ky
kg = k7 + k1o

olur. Bu durumda
ZMS(MSSQS) ={(k1 +ks+ ks)ey + kief + (ki +ks)ey + (k1 + kg + ks — k7)e}
+k4ef; + k5€; + (k4 + k]o)eg + k7€; + (k4 + ks — k7)€§ -+ (k7 + k]o)es

+kio€;y + (ke + ks + kig)e;, |k € Z,i =1,4,5,7,10} =2 Z°

elde edilir. Dfer taraftan
B1'18(MSS§8) = {toE() + t1e1 + trep + tzez + (to — t2)€4 + (tz — t1)€5 + te6

+(to —ta)ey + (t3 — t1)es + (ta — t3 + ta)eg + (—tg + t2 + t4)e1o
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+(—t1 +ta+ty)en |t €2Z,i=0,1,2,3,4} = Z°
bulunur.B18(MSS]4) = Z118(MSS;4) oldujundan
HUIS(MSS},) 2 {0)
dir.
Bz’lg(MSS/ls) = {hoU’o + hioq + haoo + h303 + hyoy + hs505 + heog
+(h5 —hg+hy—hg—hz+ hy+ h1)07 ’ hie Z,i = 0,1,2,3,4,5,6}

~ 77
olur. Z>18(MSS;g) = Z8 oldujundan

H218(MSS!,) = Z

dir. Bu durumda
Z, q=0,2

q,18 ! —
H98(MSS) {O/ 02

elde edilir.
Ornek 4.9 MSS;g in kohomoloji gruplarini hesaplayalim.

MSSig in noktalarini{ pp = (0,0,1),p1 = (1,1,1),p2 = (1,2,1),p3 = (0,3,1),
P4 = (_1/2/1);P5 - (_1/1/1)/P6 = (0/1/0);P7 = (0/2/0)/P8 - (0/2/2)/

po = (0,1,2)} C Z3 olarak alalim ve bu noktalar

P5 < Pa<po<pPe<po<p7<pg<p3<pi1<p2
seklinde siralansin.
Cl8(MSS;s), C18(MSS1s) ve C3¥(MSSyg) serbest abel gruplarinin bazlari olan

0-simpleksler, 1-simpleksler ve 2-simpleksleri Teore@23deki gibi alalim.

d 0 d d
022 CI8(MSSy5) 2 CI8(MSS15) - CI(MSS1s) — 0

kisa dizisi elde edilir.
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oldugundan

571

Cl,lS(M5518) = Hom(C%S(Msslg),Z),

0 1
02 COB(MSS15) 2 CLIB(MSS15) 2 C213(MSSs5)

kisa dizisi bulunur.

d1(e0) = p1 — po, d1(e10) = p7 — po
d1(e1) = po — po, d1(e11) = ps — ps,
d1(e2) = po — ps, d1(e12) = p2 — ps
d1(e3) = ps — po, d1(e13) = ps — Pas
d1(es) = ps — po, d1(e14) = p3 — ps
d1(es) = p1 — po, d1(e15) = p3 — pa,
d1(es) = po — ps, d1(e16) = p7 — Pa
d1(e7) = p1 — pe. d1(e17) = p2 — p3,
d1(es) = p2 — p1, di(e1s) =p2 —pr
d1(e9) = pe — ps, d1(e19) = p3 — p7

oldugundan 0-eszincirleri,

8p5 = —eo —e1 + e — e,
5017; =ey+ 65+ ey — esg,
(50p§ =eg + e1p2 + ey + e1s,
80p3 = e1a + e15 — e17 + exo,
0% _
0"py = e —e13 — e15 — e,
50 X o _ _

Ps = —€2 — € — €9 — €11,
Opt =e3—e7+eg — e,

0% _
0°py = ey +e16 — €18 — €19,

OOps =es —e1n +e13 — 14,

2

—0
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W@:q—m—%+%

seklinde elde edilir.

d2(00) = (pop1) — (Pop1) + (pope) =5 —eo +e1,
92(01) = (pep1) — (Pop1) + (pope) = e7 —eo + €3,
92(02) = (pops) — (Psps) + (pspo) = e3 —eg +e2,
92(03) = (pops) — (pspo) + (pspo) = e1 — €6 + €2,
92(01) = (psp3) — (paps) + (paps) = e1a — e15 + e13,
02(05) = (p7p3) — (pap3) + (pap7) = e19 — e15 + e,
02(06) = (pap2) — (psp2) + (psps) = e17 — e1x + ey,
02(07) = (p3p2) — (p7p2) + (p7p3) = e17 — e1s + €19,
oldugundan 1-eszincirleri,
5166 = —0p — 01, 610 = {0}
Sley = on + 03, 5 e, = —(76,
5163 =01 + 09, 518T3 = 0y,
ste; = {0}, olet, = oy + 0%,
5165 = 0y, Slers = —oy — 05,
51 = —03, 51616 = 05,
51e; =0, ley, = o6 + 07,
= {0}, 5161}5 = —07y,
Sley = —o, Slerg =05 + 07

olarak bulunur. Onceliklé® in cekirddini bulalim.

9
(50(2711-;9;‘) =no(—ep —e1 +ex—e3) +ny(eg+es+e7 —eg)

i=0

+ny(eg + e1p + €1y + e1g) + n3(e1s + e15 — e17 + e19)
+ny(e; — ez —eis —eip) +n5(—ex — e —eg —eqq)

+ne(es — ez +e9 — e10) + ny(e10 + €16 — €18 — €19)
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+ng(es —e1p +e13 — e1a) + n9(e; —es — €5+ e)
olur. Buradan

eo(—no +n1) + e1(—no + ng) + ea(ng— ns) + es(—np + ng) + es(ng — nog)
+€5(Tl1 — 1’19) + 66(—115 + 1’19) + 67(1’11 — Tl6) + Eg(nz — 1’11) + 69(—115 + 1’16)
+€10(—n6 + 1’17) +e1 (1’14 — Tl5) + 612(712 — Tlg) + 613(—714 + Tlg) + 614(713 — 1’18)

+ei5(n3 —ny) +e16(—na+ny) +e17(ny — nz) + erg(n2 — ny) + er9(n3 — nz7) =0,

denklemi ¢ozulirse

Nop=mny=mnp=nN3=MnN4 =MNnN5=MNg=MNy=MNnNg=MnNg=n

elde edilir. Bu durumda,

ZOJS(MSSls) ={n(po+p1+p2+ps+pstps+pst+pr+pst+po)|ncZ} =2
olur. B%18(MSS;5) =2 0 oldugundan,

H°'18(M5518) =7
dir. o
81 (Y _kie;) =ko(—00 — 1) + ki (00 + 03) +ka(02 + 03) +k3(01 + 02) +ka({0})
i=0
+ks(00) + ke(—03) + k7(01) + ks ({0}) + ko(—02) 4 k10({0})
+k11({0}) +k12(—0'6) +k13(0’4) + k14(0'4 + 0'6) + k15(—0'4 — 0'5)

+ki6 (0’5) + k17((76 + 0’7) + k]g(—(77) + k19(05 + 0’7)
sl in gekirdajini bulalim.
oo(—ko + k1 + ks) + 01(—ko + k3 + k7) + 02 (ko + ks — ko) + 03 (k1 + ko — ke

+0ou (ki3 + kia — ki5) 4+ 05(—ki5 + k16 + k19) + 06 (—k12 + k14 + k17)

+0o7(kiy — kig +ki9) =0

denklemi ¢ozulirse
ko = k1 + ks

ke = ki + k2
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ky =k + ks — ks
ko = Ky + ks
k12 = kia + k17
kis = ki3 + k1a
kis = ki3 + k14 — k16 + k17

kig = ki3 + k14 — k16
olur. Buradan

ZV8(MSS1g) = { (k1 + ks)ej + kie} + koes + kael + kaej + kset + (ki + ke
(ki + ks — ks )et + kseg + (ko + k3)eg + kioel + kiiel
+(k14 + kiy)el, + kizes + kiael, + (kiz + k1a)ejs + kieeiq
+kize}; + (kiz + kia — kie + ki7)ejg + (ki3 + kia — kig)ejg

\ki€Z,i=1,4,57,10} = 72
bulunur. Dger taraftan

BY18(MSS1g) = {toeo + tie1 + taea + taes + taes + (to — t1)es + (t1 + t2)es
+(to — t3)ey + tseg + (t2 + t3)eg + teerg + tre1n + (fo — t1 — ta +t5)e1n
+(t1 +tr +ty —t7)ers +tgers + (t + tr + tg — t7 + ts)ers
+(t2t+t3+te—t7)ee+ (to—t1—ta + ts—tg)erz+ (fo—ta+ ts —te)e1s
+(h —ts+ts—te+1t3)ew|ti € Z,i=0,1,2,3,4,5,6,7,8} =2 Z°

dur. Bu durumda

H1'18(M5518) = 23
elde edilir. Ayrica
B>18(MSS1g) = {hooo + h101 + hooa + h303 + haoy + hs05 + heoe
+hyoy ’ hieZ,i=0, 1,2,3,4,5,6,7} ~ 78
olur. Z218(MSS1g) = Z8 oldugundan
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H28(MSS1g) = {0}

bulunur. Bu durumda

Z, q=0
H'8(MSS;g) =4 Z°, gq=1
0, g=>2

elde edilir.
Ornek 4.10 MSS; niin kohomoloji gruplarini hesaplayalim.

MSSg nun noktalaringpy = (1,0,0),p1 = (1,1,0),p2 = (1,1,1),p3 = (1,0,1),
ps = (0,0,1),p5 = (0,1,1),ps = (0,1,0),p7 = (0,0,0)} C Z3 olarak gésterelim
ve bu noktalarirp; < ps < ps < ps < po < p3 < p1 < p2 seklinde siralanguni

kabul edelimMSS; u¢ boyutlu dijital bir gérunti oldgundang > 3 igin

H1°(MSSg) = {0}
dir. C§(MSS}) ve C§(MSSy) serbest abel gruplarinin bazlari olan 0-simpleksler

ve 1-simpleksleri Teorem 3.23 deki gibi alalim.
%) 9 0
02 CO(MSSL) —- C§(MSSL) — 0

kisa dizisi elde edilir.
cofé(Mssg) = Hom(Cg(MSS’é),Z),
C1'6(MSS’6) = Hom(Cf(MSSé),Z),

oldugundan

51 &0 o!
0— C%(MSS;) — CM(MSS;) — 0

bulunur.



oldugundan 0-eszincirler,

dir. Ayrica
7

77

1— Ppo di1(es) = p3 — pa
3 — Po, d1(e7) = pa — p7,
2 — P1, di(es) = p5 — pa
1= Pé: d1(e9) = p5 — P,
2 — 5, d1(e10) = ps — p7
2 — P3, di(e11) = po — p7
50p3 = —eg—e1 + €11,

5Opi‘ =ey— ey +e3,
(50;9; =ep + e4 + €5,

5Op§ =e; — es5+ e,

(50;91 = —ep + ey — eg,
5()]9; = —ey4 + eg + ey,
8'pg = —es —eq + e,

0% _
0py = —ey — e — e11

50(2”:‘101') =108’ (po) + 116" (p1) + 1n26°(p2) + n38° (p3)

i=0

+140°(pg) + n56°(ps) + ned’ (ps) + n76°(p7)

=ng(—eg —e1+e11) +ni(eg —ex+e3) +na(ex+es +es)

+n3(e; —es + ) + na(—eq + ez — eg) + ns(—es + eg + e9)

+ng(—e3 — eg +e1g) + ny(—ez —ep — e11)

eo(—no+mn1) +e1(—ng +nz) +ex(—ny + n2) +ez(ny —ne)

+€4(Tl2 — 1’15) + 65(1’12 — Tl3) + 66(713 — Tl4) + 67(714 — 1’17)
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+eg(—n4 + n5) + e9(ns — ng) + e19(ne — nz) + eq1(no — n7)
elde edilir. Buradan

eo(—no +ny) +ei(—ng +nz) +ea(—ny + n2) 4+ e3(n1 — ng) + es(n2 — ns)
+€5(1’12 — Tl3) + 66(713 — Tl4) + 67(714 — 117) + 68(—114 + Tl5) + 69(715 — Tl6)

+€10(Tl6 — 117) + 611(110 — Tl7) =0

denklemi ¢ozilurse

Ngo=mny =mnyp="mnN3=MN4=MN5=MNeg=MNy=TnN

olur. Bu durumda

2%0(MSSg) =Kerd® = {n(po+p1+p2tps+pstpstpetpr)ln€Z}=2
bulunur.B%(MSS;) =Im 6~ = {0} oldujundan,

Ho’é(MSSé) =7
dir. Ayrica
Bl’é(MSSg) =lm ' = {toeo +tier +trenr +tze3 + a0+ (tz — t1)€5 +t5eq 4+ teey

+(—t1 +tHh—t4+ t5)€8+ (tz-‘r i3 — t4)€9+ (to —hh—t3+1t5+ t6)€10

—|—(—t1 + t5 + t6)€11 |l =0,1,2,3,4,5,6Vt; € Z} ~ 77
elde edilir.Z16(MSS}) =Kers! = Z? oldugundan

H6(MSS!) = Z16(MSS.,)/ BV (MSS,) =~ Z5

olur. Boylece
Z, q=0
H7(MSS,) =¢ 75 gq=1
0, g#0,1
dir.

Ornek 4.11 MSS;5MSSg in kohomoloji gruplarini hesaplayalim.

MSS158MSSys in noktalarin{ po=(1,1,1), p1=(1,2,1),p2=(1,3,1),p3=(0,4,1),
p4:(_1r311)/p5:(_1/2/1)/]76:(_1/1/1)/ p7:(0/0/1)/p8:(0/3/0)/ p9:(0/2/0)/
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13 12

|- Tops eps Jepi 4
R Pt P p® PR
FUN U SRR SO

- e
Piod P9 Ppg >

Sekil 4.1. MSSlgﬁMSSug

P10 = (0, 1,0),;?11 = (0,3,2),]912 = (0,2,2),]913 = (0, 1,2)} C Z3 §eklinde alalim

ve bu noktalar

Poe < Ps <psa<p7<p<pro<pr<ps<pn<pg<ps<po<pr<p2
olarak siralansin.
C(l)S(MSSmtiMSSm), C%S(MsslgﬁMsslg) ve C%S(MsslgtiMSSw) serbest abel

gruplarinin bazlari olan

0-simpleksler(po), (p1), (p2), (P3), (pa). (ps). (Pe), (P7), (ps). (pa),
(p10), (p11), (p12), (p13),

1-simplekslery = (pop1),e1 = (p1p2),e2=(pap2),e3=(paps),ea= (pspa),
es=(pops),e6 = (PeP7),7=(p7po),es = (p7p10),€9 = (Pr0p9),
e10=(pops),e11=(psps),e12=(pP11P3),€13= (P12P11), €14 = (P13 P12),
e1s=(p7p13),e16=(P13P0),€17={P10Po),e18=(P6P10),€19=(P6P13),
e20=(pop1),e21=_psps),e22=(psp12),€23=(p12p1),€24=({psp2),
exs = (paps),e26 = (pap11),e27 = (p11p2)

ve

2-simplekslewry = (p7p10po),01 = (prp13po), 02 = (PeP7P10),03 = (PeP7P13),
04 = <P8P3P2>,U5 = <P11P3P2>,U6 = <P4P11P3>,U7 = <P4P8P3>

seklindedir.m > 3 igin C}8(MSS158MSS1g) asikar grup oldgundan
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83 az 81 ao
0 HC%S(MSSwﬁMSSw) HC}g(MSSmj:tMSSw)HC%S(MSSwﬁMSSw)H O

kisa dizisi elde edilir.

CO,lS(MSSlSﬁMSSw) > HOm(C(l)S(MsslgﬁMSSm),Z).
CU18(MSS18MSS1g) =2 Hom(C18(MSS15£MSS1s), Z),
C218(MSS182MSS1g) 22 Hom(CL¥(MSS15¢MSS1g), Z)

olur. Buradan

-1 0 1 2
0 Lco’lg(MSS18ﬁM5518)icl’lg(MsslgﬁMSSm)(s—CZ'lg(MSS]gﬁMSSm)i 0.

dizisi bulunur.

d1(e0) = p1 — po d1(e14) = p12 — p13
di(e1) = p2 — p1, d1(e15) = p13 — p7,
di(e2) =p2—p3 d1(e16) = po — P13
d1(e3) = p3 — pa, d1(e17) = po — p1o;
d1(es) = pa—ps d1(e18) = p1o — Ps
d1(es) = p5 — Pe. d1(e19) = p13 — Ps
d1(es) = p7 — Pe. d1(e20) = p1 — pos
d1(e7) = po — p7, d1(e21) = po — ps
d1(es) = pio — p7. d1(ex2) = p12 — ps.
d1(e9) = po — p1os d1(e23) = p1 — P12
d1(e10) = ps — po, d1(ex4) = p2 — ps,
di(e11) = p3 — pss d1(e25) = p8 — Pas
d1(e12) = p3 — pi1, d1(e26) = p11 — P4,
di1(e13) = p11 — p12 d1(e27) = p2 — pu1

oldugundan 0-eszincirler,



50]?6 = —ey +e7 + e16 + €17,

5019{ =ey — €1 + ey + €23,
50]9; =e1 + ey +ex + 627,
(5019; = —ey +e3 +e11 +e12,
8Op; = —e3 + es — €25 — €26,
00pt = —es +e5 — a1 — e,
8Opt = —es — eg — e15 — €19,
8Op; = es — e7 — eg — e1s,

(SO

Opg =e10 — €11 — e + €5,

0

0°ps = eg — e10 — e + €1,
0% _

0"ply =es — e9 + e1g — e17,

8Opi, = —e1n + e13 + ez — €27,
80pi, = —e13 + e1a + e — 23,
8Opiy = —e1s + e15 — e16 + €19
elde edilir.
92(00) = (p1opo) — (p7po) + (p7p10) = €17 — €7 + es,
d2(01) = (p13po) — (p7po) + (p7p13) = e16 — €7 + e1s,
92(02) = (p7p10) — (PeP10) + (Pep7) = €5 — €158 + es,
92(03) = (p7p13) — (Pep13) + (pep7) = €15 — e19 + es,
02(04) = (pap2) — (psp2) + (pspa) = e2 — eas + 11,
02(05) = (pap2) — (puip2) + (p1ips) = e —ex7 +en2,
02(06) = (p11p3) — (paps) + (pap11) = e12 — e3 + ez,
92(07) = (psp3) — (paps) + (paps) =e11 —e3 +ex5
oldugundan 1-eszincirler,
= {0}, otey, = {0},
= {0}, (51615 =01 + 03,
5163 = 04 + 05, 518% =01,
51€§ = —0¢ — 07, 5181} = 00,
ste; = {0}, Slerg = —o,
et = {0}, (51819 = —03,
(5166 =0y + 03, 620 = {0}
Sler = —op — oy, 621 = {0},
5168 = 0y + 07, 822 = {0}
= {0}, 323 = {0},
‘310 = {0}, d'es, = —oy,
Slei, = o4 + 07, 5le§5 =0y,
5 e12—05+c76, ot €56 = U6s
&'ej; = {0}, les; = —05

81
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olur. 6% in gekirddini bulalim.é° in tanimindan,
50(2”%) =no(—ep + €7+ e16 + e17) +ni(eo — e1 + ez + €23)
iz
+ny(e1 + ex + exs + ea7) + n3(—ex+ es+ e11+ e1n)
+ny(—e3+ eq— exs — e6) + ns(—es+e5—ex —exn)
+16(—e5—es —e13 —e19) +n7(e6 —e7 — es — e15)
+ng(e10—e11 —ex +e25) +19(e9 —e10—ea0+e21)

+n19(es —eg+ e1g —e17) + n11(—e1n + e13 +ex —e27)

+n1p(—e13+ era+ exn — ex3) + ni3(—e1a+ €15 — e16+ €19)

elde edilir.

eo(—no+mny) +e1(—ny +ny) +ex(ny — n3) + e3(ng — ny) + eg(ng — ns)
+es(ns— ng) + es(—ne+ n7) + e7(no — n7) + es(—nz+ nig) + eg (19 — 1)
+e10(—n9+ng)+e11(n3— ng) +e1n(n3— n11) + e1z(n11 — n12) + e (12— n13)
+e15(n13 — n7) + e1g (o — n13) + e1z7(no — n1o) + e1g(—n6 + n19)

+e19(—1ne+ n13) + ex0(n1 — 19) + ex1(—n5+ ng) + exn(—ns+n1)

+eo3 (11 —n12) +epa(np —ng) +eps5(—na+ng) +ege(—1a+n11) +e27 (12 —n11) =0,

denklemi ¢ozulirse

Ng="Mn1 =N =MNnN3=H4 =MN5=MNe=MN7=MNg =19 =MN19=N11 =MN12 =N13 =1
bulunur. Bu durumda sifir boyutlu esdevirlerin grubu

ZO8(MSS1g) ={n(po+ p1+ p2+ p3+ pa+ ps+ ps+ p7+ ps+ po+ p1o

+putpotpr)|ncZi =272
elde edilir. B%'(MSS153MSS1s) = 0 oldujundan

HOJS(MSSlgijSSH;) =7
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dir.
51 Zke =ko({0})+k1({0})+ko(04+05)+ks(—06—07)+ka({0})+ks5({0})
+ke(02+ 03) + k7(—00— 01) + ks (00 + 02) + ko ({0} ) + k10({0})

+k11 ((74 +(T7) —|—k12((75 —|—(T6) +k13({0}) +k14 ({0}) +ki1s5 (0’1 —|—(73)

+ki6(01) +k17(00) + k1s(—02) + ki9(—03) + k20 ({0}) + k21 ({0})

+k22({0}) +k23({0}) —|—k24(—(74) +k25(07) +k26(06) +k27(

s in gekirdggini bulalim.
(To(—k7 + kg + k17) + (T](—k7 + k15 + k](,) + 02(k6 —kig + kg)

+03(ke — k19 + ki5) + 04(ko + k11 — koa) + 05 (ko + k12 — koy)

+06(—ks + k1o + kog) + 07(—k3 + k11 + kos) =0

denklemi ¢ozullrse,

k3 = kip + kas,
ke = ks + kis,
ky = ks + kq7,

kie = ks — k15 + k17,
kig = kg + k15 + ki,

kos = ko + k11,
kos = —ki1 + k12 + kos,
ko7 = ko + k1o

olur. Boylece

Z18(MSS188MSS1g) = {koe§ + kiej + kaes + (k12 + koo )5 + kaej
+kset + (ks + kig)e; + (ks + ki7)es + kseg + koeg
+kioejy + kiej; + kizel, + kizej; +kisej, +kisels
+(ks— ki5+ki7)eis+kizei, +kigeig+ (ks+ kis+kig)elq
+kooesy +kores; +kaes, +kozess + (ko +ki1)esy

H(—k11+ki2 + ks )ess + kogess + (ko + kin)ed,

_0—5)



84
|kieZ,i=0,1,2,4,5,8,9,10,11,12,13,14,15,17,18,20,21,22,23,26 }
~ 720
elde edilir. Dfer taraftan

BU8(MSS158MSS1g) = {toeo + tre1 + taen + tzes + tyeq + tses + toes
+(—tg—t1 + tr +t3 + ta + t5 — tg)ey + tres + tgeg + toerg
+(t3 +tg +t5 +te + t7 +ts — to)en + tioera + tieis + tizeis
—i—(tg 4ty +t5 + tg + 2ty + 2ty — t1o — t11 — t12)615
+(—to — t1 + ta + tio + ti1 + t12)ese
+(—to—t +tr+it3+ta+t5s — te —t7)err + (te + t7)e1s
+(t3 + ty + t5 + 2tg + 2ty + 2t — t190 — t11 — t12)619
+(—t1+ta+ta+ty+ts—te—t7—tg)ean+ (—t5+te+t7+15)en
+(t3 4ty — t1g — t11)ex + (—t + 2 + tig + t11)exs
+(t2+t3+t4+t5+t6+t7+t3 — t9)624
+(—t5 — te — t7 — tg)eas + (t3 — tio)ezs + (t2 + tio)ear

|t;€7,i=0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} 2 Z1

bulunur. Buradan
HMS(MSSlgtiMSSm) = Z7

dir.
B*18(MSS158MSS1s) = {hooo + h101 + haos + h303 + haoy + hs0s + heoy
+hyoy |h; € Z,i=0,1,2,3,4,5,6,7} = 78

olur. Z>'8(MSS1MSS15) = Z8 oldugundan,

H?'8(MSS15£MSS15) = {0}
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dir. Sonug olarak

Z , q=0
H8(MSS18MSS13) =4 727 , g=1
0 , g=>22

dir.

Ornek 4.12 MSSgMSSe nin kohomoloji gruplarini hesaplayalim.

P41 P40 P39 P38 p37
35 36

|
32! 31! 30: 29: <
[ [ L : T pas
P21 & - |- |-k Pde -|-pdx { @pie 1 @ps
N\ N\ ‘\\‘ 777\
0% " 7%( 7F‘77187‘7\7 7‘717T\ F‘h(j“ F%p
199 : : 15
Poa - @ --1@--f&'-Ta |
pow - Pl | P2 (P3| Pig
ps> p7> Pe> P5~

P10 P11 P12 P13 P14
Sekil 4.2. MSSgtMSSg

MSSetMSSg nin noktalarini
{PO - (O/O/O)/ Pl - (0/ 1/0)/P2 - (01210)/ PS - (0/3/0)/P4 - (0/4/0)/
PS - (1/410)/ P6 - (1/3/0)/P7 - (1/210)/ PS - (1/110)/ P9 - (1/0/0)/

P10 = (2,0,0), p11 = (2,1,0), p12 = (2,2,0),p13 = (2,3,0), p1a = (2,4,0),
pis =(2,4,1),p16 = (2,3,1),p17 = (2,2,1),p18 = (2,1,1),p19 = (2,0,1),
p20 = (1,0,1), p21 = (0,0,1),p220 = (0,1,1),p23 = (0,2,1), p2a = (0,3,1),
p2s = (0,4,1),p26 = (1,4,1),p2r = (1,4,2),p28 = (2,4,2),p29 = (2,3,2),
p3 =(2,2,2),p31 = (2,1,2),p32 = (2,0,2),p33 = (1,0,2),p3a = (1,1,2),
pss = (1,2,2), p36 = (1,3,2),p37 = (0,4,2),p3s = (0,3,2), p3o = (0,2,2),
pso = (0,1,2),p41 = (0,0,2)} C Z3

olarak alalim ve bu noktalar
Po < p21 < pay < p1 < p < py < p2<ps<p3 <p3<pu<pss
< Pa < p2s <p37 < P9 < P2 < P33 <pg<pss<p7<p3<pPs<P36

< p5 < P2s < P27 < P1o < pro < p32 < p11 < p18 < p31 < p12 < p17 < pao
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< P13 < P16 < P29 < P14 < P15 < P28
seklinde siralansiG}® (MSSeMSSs) ve C18(MSSei MSSs) serbest abel gruplarinin

bazlar sirasiyla

O-simpleksler(po), (p1), (p2), (p3), (P4). (P5), (Ps), (P7), (Ps), (Pa). (P10), (P11), (P12), (P13),
(p14), (p15), (P16), (P17), (P18), (P19), (P20), (P21), (P22), (P23), (P24), (P25), (P26), (P27),

(P28), (P29), (P30), (P31), (P32), (P33), (P3a), (P3s), (P3e), (P37), (P3s), (P39), (Pao), (paa),
1-simplekslery = (pop1),e1 = (pops),e2 = (pop21),e3 =(pip2),es= (pips),

es = (p1p22),e6 = (p2p3).e7= (pap7),es = (p2p23),e9 = (p3pa),e10= (P3ps),
e11= (papaa),e12=(paps),e13= (papas),e1a = (psps), €15 = (Psp1a), €16 = (P5p26),
e17= (p7pe),€18 = (PeP13), €19 = (Psp7), €20 = (p7p12),€21= (pops), e = (pspi1),
ex = (papa0), €21 = (pap10),€25 = (P1op11), €26 = (P10P19),€27 = (P11P12),

exs = (p11p18), €20 = (P12p13), €30 = (P12P17),€31 = (P13P14),€32 = (P13P16),
e33 = (P14P15), €31 = (P16P15), €35 = (Pa6P15),€36 = (P15P28),€37 = (P17P16),
ess = (P16P29),€30 = (P1sp17),€as0 = (P17P30), €41 = (P19P18), €42 = (P18Pa1),
eq3 = (p19pa2),ess = (Pa1p20),€a5 = (P20P33),ea6 = (P20P19), €47 = (p21pa1),
ess = (p21p2), €19 = (pnp2),es0 = (P22pw),es1 = (P23p2a),es2 = (P23P39),
es3 = (p24p25),esa = (Paapss), €55 = (PaspPae),es6 = (P25paz),es7 = (psp27),
ess = (p27p2s),eso = (pazp2z),ec0 = (PaepP2a7),€61 = (P29p28), €62 = (P30P29),
e63 = (P36P29), 64 = (P31P30),€65 = (P35P30),€66 = (P32P31),€67 = (P34P31),
ees = (P33P32),€60 = (P33p34a),€70 = (Pa1P3s), ez = (Paopas), ez = (P3apss),
e73 = (p3op3s),e7a = (P3spss),€75 = (PasPas) €76 = (Paspaz),e77 = (P3opss),
e7s = (paop39),€79 = (pPa1pa0),

olur. m > 2 igin C8,(MSSsiMSSs) asikar grup oldgundan



87

) d )
0 CO(MSSeiMSSe) — C§(MSSetMSSs) — 0

kisa dizisi bulunur.
Co’lg(MSS6ﬁMSS6) = HOm(Cg(MSS6ﬁMSS6),Z),

CY18(MSSetMSSs) = Hom(CS(MSSeMSSe), Z)
dir. Boylece

51 50 o
07— CO6(MSSefiMSSe) — CL(MSSetMSSe) — 0

dizisi elde edilir.

d1(eo) = p1— po d1(e27) = p12 — pu1, d1(es54) = pas — Pous
d1(e1) = po — po, d1(e28) = p18 — pits d1(es5) = p2s — p2s5s
d1(e2) = pa1 — po. d1(e29) = p13 — p12s d1(es6) = P37 — P25,
d1(e3) = p2 — p1, d1(e30) = p17 — p12s d1(es7) = p27 — P26,
d1(es) = ps — p1, d1(e31) = p1a — p13s d1(ess) = pag — p27s
d1(es) = p2 — p1, d1(e32) = p16 — P13 d1(es9) = p27 — pazs
di(es) =p3 —p2 d1(ex3) = p15 — P14s d1(e0) = P27 — P36
d1(e7) = p7 — p2, d1(e34) = p15 — P16 d1(e61) = p2s — P29,
d1(es) = p3 — p2 d1(e35) = p15 — P26, d1(e62) = P29 — P30,
d1(e9) = pa — p3, d1(e36) = p2s — P15 d1(e3) = P29 — P36
d1(e10) = ps — p3 d1(e37) = p16 — P17, d1(e64) = P30 — P31,
a1(611) = P24 — P3 a1(638) = P29 — P16 a1(665) = P30 — P35,
d1(e12) = ps — pa, d1(e39) = p17 — p1ss 91(e66) = p31 — P32,
d1(e13) = p25 — pa d1(es0) = p3o — P17, d1(e67) = P31 — P34,
d1(e14) = ps — pe» d1(e41) = p18 — P19, d1(es8) = P32 — P33
d1(e15) = p1a — ps, d1(ea2) = p31 — piss 01(e69) = P3a — P33,
d1(e16) = p26 — P5. d1(es3) = p32 — P19, d1(e70) = p3s — pats
d1(e17) = ps — p7. 01(e4s) = p20 — P21, d1(e71) = p3a — paos
d1(e18) = p13 — Pe: 0d1(es5) = p3s — P20, d1(e72) = p35 — P34,
d1(e19) = p7 — ps, d1(es6) = P19 — P20, d1(e73) = p3s — P39,
d1(e20) = p12 — p7, d1(ea7) = pa1 — p21s d1(e74) = P36 — P35»
d1(e21) = ps — po d1(ess) = p22 — pats d1(e75) = p36 — P3ss
d1(e22) = p11 — ps 01(es9) = p23 — p22, d1(e76) = p37 — p3ss
d1(e23) = p20 — po, d1(es0) = pao — P22, d1(e77) = p3s — P9,
d1(e24) = p1o — po, d1(es1) = poa — P23, d1(e78) = P39 — paos
d1(e25) = p11 — p1os d1(es2) = p3o — P23, d1(e79) = pao — pa1
d1(e26) = P19 — P1os d1(es3) = p25 — Poas



oldugundan 0-eszincirler,

8ps = —eo —e1 — ey,

8Op; =eg — ez — ey —es,
8Op; =e3 —ec —e7 —es,
60p; = eg — eg — e10 — e11,
8Op; =eg — e1a — en3,

80pt =e1n + €14 — e15 — €1,
8Opt = e1p — e1s + e17 — eis,
80ps = ey — e17 + e19 — e,
8Opf = es — e19 + €21 — e,
8Ops = e1 — ex1 — ex3 — eny,
80piy = exs — €25 — €26,
89p3, = exn + €25 — €27 — €23,
8pt, = ean + €27 — €29 — €30,
8Opiy = e1g + 20 — €31 — €3,
8pt, = e15 +e31 — ez,
8Opis = ess + €35 — €36 + €33,
80pi = ez — ess + e37 — e3g,
8Opi, = es0 — es7 + e30 — eap,
6Opig = e2s — €30 + €41 — g,
8Opig = 26 — €41 — ea3 + €6,
6Op30 = €23 + eaq — €45 — e,

41
50(21(1]9?) = ko(—ffo — €1 — 82) —|—k1 (8() —e3 — 64 — 65) + k2(€3 — € — €7 — Eg)
i=0

83 = e — eas — eay — eus,
6%p3, = e5 + esg — eq9 — es0,
60p3, = es + eag — €51 — 52,
6%p3, = e11 — es3 — esy + es1,
8%p3s = e13 + es3 — es5 — es6,
8Op3c = e16 + es5 — es7 — €35,
80p3, = es7 — esg + €39 + €e0,
6Op3s = €3 + €58 + €61,

80p3e = €38 — €61 + €62 + €63,
89p3y = ean — €62 + €pa + €65,
8Op%, = esr — eea + €66 + 67,
60p3, = ea3 — g6 + ees,

60p3, = eas — ees — €60 + €70,
80ps, = —egr + ego + €71 — e,
8Op3is = ez + e73 — eza — ees,
80p3e = ees + e7a + €75 — egp,
60p3, = ese — eso + €76,

8Opke = ess — e75 — €6 + €77,
80p3y = eso — e73 — e77 + ers,
8Opi, = eso — e71 — ezg + eyo,
8Opi, = eay — €70 — ey

elde edilir.6° in gekirddini bulalim.s° in tanimindan

+kz(eg — e9 —e19 —e11) + ka(eg — e1p — e13)

+ks(e12 + €14 — e15 — e16) + ko (10— €14+ e17 — e1g)

+ky(e7 — e17+ e19— ex) + ks(es — e19+ €21 — €22)

+ko(e1 — ex1 — ex3 — eaa) + k1o(e24 — €25 — €6)

+ky1 (e + ex5 — ey — eg) + k1o (€20 + €27 — €29 — e3p)

+ki3(e18 + €29 — €31 — e32) + kia(eis + ez — es3)

+ki5(e3a +e35 —e36+e33) +ki6(e30 —e30+e37 —e33)



olur.

+k17(e30 — es7 +e30 —eq0) + kig(eas — €39 +e41 —eq2)
+k19(e26 — €41 — €43 +e46) +koo (€23 + €44 — €45 — e46)
+ko1(e2 — s — €47 — es8) + koo (es5+ ess — eq9 — e5p)
+ko3(es + es9 — €51 — e52) + koa(e11 —es3 —esq+es51)
+kos5 (€13 +es3 — es5 — es6) +kog (€16 + €55 — €57 — e35)
+kao7(es7 — ess + eso + ee0) + ks (€36 + ess + es1)
+kao(ess — ee1 + es2 + €63) + k3o (eso — €62 + €6s + 65)
+ka1(eqa — e + €66 + €67) + ka2 (ea3 — ee6 + e6s)
+k33(e45 — €68 — €69 +e70) + k34 (—e67 +eg0 +e71 —e€72)
+kas (€72 +e73 — ez —e65) + kag (€63 + €74 + €75 — ee0)
+kaz(ese — eso + e76) + ks (es4 — e75 — ez6 + e77)
+kao(es2 — e73 — e77 + ezg) + kao(eso — e71 — ezg + e79)

+ky1(eq7 — €70 — e79)

89

eo(—ko +k1)+e1(—ko +ko)+ex(—ko + k1) +es(—ky + ko) + es(—k1 + ks)

+€5(—k1 + kzz) +€6(—k2+ k3) + 87(—k2—|— k7) —|—€g(—k2+k23)

—|-€9(—k3—|— k4) + 610(—k3 +k6) + 811(—](3 +k24) —|—€12(—k4 +k5)

+e13(—ky+kos) +e1a(ks — ko) + e15(—ks+ ki) +e16(—ks + k)

+e17(—k7 +ke) +e18(—ke+ ki3) +e19 (k7 — ks) + exo(—k7 + k12)

+eo1 (kg — ko) + exn (—ks+ k1) + ez (—ko + kao) + eaa(—ko + k1p)

+eos(—kio + k11) + ea(—kio + k19) + ea7(—ki1 + k1) + eag(—k11 + ki)

+ex9(—kio+ ki3) + es0(—kio + ki7) + e31(—kiz + k1a) + ez (—k13 + ki6)
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+e33(—kia+ kis) + e34 (k15 — kig) + e3s(kis — ko) + 36 (—k15 + kos)
+e37(kis — k17) + eas(—ki + koo ) + €30 (k17 — kis) + eao(—k17+ k3o)
+ea1(kis — k19) + eaa(—kis + ka1) + ez (—kig + kaz) + eaa (koo — ka1 )
+e4s5(—kao+ k33) + eas (k19 — k20) + ea7(—ka1 + ka1 ) + eas(—ka1 + k22)
+ea9(—ka + ka3) + eso(—kaa + kao) + es1(—kas + koa) + esa(—kaz + k3o)
+es3(—kaa+ kos) + esa(—kas + kss) + es5(—kas + kag ) + es6(—kas + ka7)
+es7(—kae + ka7) + ess(—kaz + kas) + eso (ka7 — kaz) + eeo (ka7 — kae)
+e61(kas — kao) + €62 (kao — k3o) + €3 (koo — k36 ) + €64 (k3o — ka1)
+e65(kso — kas) + ee6 (ka1 — kaa) + es7 (ka1 — kas) + ees (ka2 — ka3)
+e69(—kss + kaa) + ezo(kaz — ka1) + e71(kas — kao) + e72(—kaa + k3s)
+e73(kas — kao) + e74(—kas + kae) + e75(kas —kas) +e76 (ka7 —kas)

+e77(ksz — ka1) +e7g(kso — kao) +e79(kso — k1) =0,
denklemi ¢ozilirse
ko=ki=ky=ks=ky=ks =ke =k; =ks =ko =kio =ki1 =kio =ki3

= k14 = k15 = k16 = k17 = k1g = k19 = koo = ko1 = kop = koz = ko4 = kos
= koo = ko7 = kog = koo = k3o = k31 = k3o = ka3 = k3s = k35 = k3s = k37

=kag = k39 = kgo = kg1 =k

bulunur. Buradan sifir boyutlu esdevirlerin grubu
Z06(MSSetMSSe) ={k(po+ p1+ p2+ -+ + pso+pm)|n€Z} = Z
olur. B%®(MSSg#MSSs) = {0} oldujundan

HO’18(MSS6ﬁMSS6) =Z

dir. Diger taraftan

Bl’6(M556ﬂMSS6) = {toeo + t1e1 + taep + t3e3 4 tgeq + tses + tees



91
t7e7 + tges + toeg + tipe1o + t11e11 + fize12 + f13e13
+(to — t10 + t12)e1s + tiae1s + tisers + (ks — t7 + tio)er7
+tige1s + (t3 — tg + t7)e1g + tizean + (fo — t1 + ta)enn
+t1geo + ti9eas + taoezq + (to — t1 + g + tig — tao)eos
+tare6 + (t3 — tg + t7 + t17 — tig)eay + taens
+(te — t7 + tio + tie — t17)ea9 + t2zesp
+(to — t10 + t12 + t1a — tig)es1 + trezr + tasess
+(to —tio+t12 +t1a —tis — taa +t25)ess + (e — tis +tas)ess
+tasess + (te — t7 + tio + tis — t17 — a3 + taa)esy
+tazess + (t3 — ta + t7 + ti7 — t1g — to + t23)e3o
+tageso + (to — t1 + ta +tig — too — ta1 + t2)eq
+tagesr + taoeqs + (f1 — ta + tio)eas + taress
+(—t19 + too + t1)ess + taresy + (to — t2 + t5)eqs
+(t3 — t5 + tg)eso + tazeso + (te — ts + t11)esy + tasesn
+(to — t11 + t13)ess + tasess + (t12 — t1a + t1s)ess + tsese
+tazesy + (t1a — tis + tos + tag — t37)ess
+(t12 — t13 + t15 — t36 + t37)eso + tageeo
+(—ts +to — t1o + t12 + tig — trg + tas + trs — tr7)ee
+(te — t7 + tio + tie — t17 — taz + tag + tay — tag)esn
+(—tg + tig — t1o — t15 + tig + tag + toy — t37 + t3g)ess
+(ts — tg +t7 + t17 — tig — ton + t23 + tag — ta9)ess + t39¢65

+(to — t1 + ty + t1g — tog — f21 + tao + trg — t30) €66
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+tyoe67 + (—tg + tao + ta1 + 3o — t31)e6s

+(to — t1 +tg + t1g — tig + ton + tog — t31 — ts0)es9

+(t1 —ta+ti9+t31 —t32)e70

H(ty—ts+tig+to -+t —taz —tio)en

+(t3 — ta+t7 4+ tiy — tig — ton + toz + tog — tag — t39 + tag Jen
+(t7 — tg + t17 + tog + tag — tag — t39)ez3

+(te —t7 +to+tio +tis — tiy — tog — tog +t37 — tag +t39)ens
+(to—t11 +t1o+tis — t35 +t37 — t3g)ers

+(to —t11+t13 —t3s +136)ezs

+(te —ts +t11 — tag +tas)er7 + (t3 — t5 + ts — t3z + tag)ers

—|-(t()— tr+ts5—ti9+ trg— tap+ f33)€79 | LeZ,i= 0,1,2,...,40}

) Z41

bulunur. Z118 (MSS¢t MSSe) == 78 oldugundan

HY18(MSSeiMSSe) = 7%

elde edilir. Sonuc olarak

dir.

Z , q=0
H7%(MSSstMSSe) =< Z¥ , g=1
0 , g=22

4.1. Dijital Goruntulerin Relatif Kohomoloji Gruplari

Tanim 4.13 Bir (K, «) dijital simpleksler kompleksKy, K nin alt kompleksi ve G

bir abel grup olsun. p boyutlu relatif eszincirlerin grubu
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CP*(K,Kp;G) = Hom(Cg(K,Ko),G)
esitligiyle tanimlanir. Relatif essinir operatosii relatif sinir operatorinin duali

olarak tanimlanir:

8 : CPX(K,Ko; G) — CPHIX(K, Ko; G)

Bu homomorfizmin gekirdgi Z7*(K,Ko; G), goruntiisiB?+1*(K,Ky; G) olmak
Uzere, bunlar sirasiyla relatif esdevirler grubu ve rekgsinirlar grubu olarak

adlandinilir. Buradan relatif kohomoloji grubu

HP*(K,Ko;G) = ZP*(K, Ko; G) / BP*(K, Ko; G)

seklinde tanimlanir.

CPX(K,Ko;G), CP*(K;G) nin alt grubu veCP*(K; G) nin CP*(Ky; G) ye bolim
grubudur. YaniCP*(K,Ky; G) = CP*(K;G) /CP*(Ky; G) olarak yazilabilir.

Bir relatif eszincirCj; (K, Ko) dan G ye bir homomorfizmdir. Bu homomorfizmlerin
grubuCj(Ko) alt grubu tizerinde sifirlanadi(K) dan G ye tiim homomorfizmlerin
grubuna karsilik gelir. BuC;(K) dan G ye tim homomorfizmlerin grubunun alt
grubudur. BoyleceCP*(K,Ky;G), K — Ky ile olusturulanK nin eszincirlerinin

grubudur.
Zincirler igin

' j
0— Ci(Ko) — Ci(K) = C5(K,Ko) —0

tam dizisi mevcuttur. Relatif zincir gruplari serbest ddugcin bu dizi parcalanandir.

Bu durumda
0 — CP¥(Ky;G) -~ CPH(K;G) L CPH(K,KniG) — 0

dizisi tam ve parcalanandjrprojeksiyon dongsimuntn duﬁlkapsama doénusimi

vei kapsama déntstimuniin duakisitiama déntisimudr.
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Simdi simpleksler dontstmuyle Uretilen kohomoloji hanafizmini ele alalim.

f: (K,Ko) — (L,L())

bir simpleksler dontstimi ise buna karsilik gelen zindmigsimd

fi: C5(K,Ko) — C(L, Lo)
seklindedir.f, in duali eszincirleri eszincirlere dontsturdr. Germfﬂ ile gosterilir.
f, 9 ile deismeli old@undanf* déniisimis ile dejismelidir. f; 0 0 = 9 o f;
denkleminin dual o f* = f* o § denklemidir. Bu durumdg* esdevirleri egdevirlere

ve essinirlari essinirlara taﬁ.a eszincir dontusumi denir. Bu kohomoloji gruplarinin

*

HP*(K,Ky; G)JHP"‘(L, Ly;G)

homomorfizmini Gretir. Funktor 6zellikleri gganir.i birim iseiy, birim ve dolayisiyla
i* da birimdir. Benzer olarakg o f); = g; o f; denklemi dual olarak

(go f)f = f* o ¢* denklemini verir.

Teorem 4.14 [27] K bir dijital simpleksler kompleks, alt kompleks olsun.
. &= HP*(Kg; G) + HP¥(K;G) < HP*(K,Kp; G) < HP~V*(Kp; G) 4 ...

tam dizisi mevcuttur.

Ispat:

0— CP1X(K, Ky) - CP15(K) Lo Cr1%(Kp)— 0

ol

0— CPE(KKo) - crr(k) L crr(Kg) — 0

dejismeli diyagramini ele alalim.
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e HPUR(Kg) B (K Ko) S He (R) L HPR () —--

dizisinin tam olmasi i¢in Iml =Ker i*, Im i* =Ker j* ve Im j* =Ker d olmalidir.
1) Ik olarak Imd =Keri* oldujunu gosterelim. Buradahomomorfizminin yerine

i~16j=1 homomorfizmini alalim.

i*(d(Z" 4 B//)) — i*(d(Z”) 4 B/) — i*(ifléjfl(zu) + B/) — 5(]'—1(21/)) + B=B
oldugundan Imd CKer i* bulunur.

z' + B’ €Keri* olsun. Bu durumda

i*(z +B')=i(z)+B=B8
oldugundani(z’) = d(c) ve " (j(c)) =j(6(c)) = j(i(z")) = 0 dir ve buradan
j(c) € Z" olur. Dolayislyla

d(j(c) +B")=i"1%6j"1(j(c) + B")=i"16(c) + B =i li(zZ)+ B'=Z + B’
dur. Boylece Ket* CIm d elde edilir.
2) Simdi Imi* =Ker j* oldugunu gosterelim.

j*(i*(2' + B)) = j*(i(z') + B) = j(i(2)) + B" = B"
oldugundan Im* CKer j* bulunur.

z + B €Ker j* olsun. Bu durumda

j*(z+B)=j(z) +B"=B"
oldugundanj(z) = ¢”(c”) ve j 6rten oldgundanc” = j(c) dir. Dolayisiyla
j(z) =08"(j(c)) = j(d(c)) vej(z — dc) = 0 dir. Tamhktanc’ mevcuttur ve
i(¢") =z —d(c) dir. Buradan

i*(+B)=i(d)+B=z—6(c) +B=z+B
olur. BOylece Keri* Clm i* elde edilir.

3) Son olarak Iny* =Ker d oldugunu gosterelim.
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A" (=-+ B) = d(j(z) + B") = 718 1 (j(z) + B) =i~3(z) + B' = B'
oldugundan Imj* CKerd bulunur.

z!" + B eKerd olsun. Bu durumda

d(Z” + B//) — d(z”) + B/ — i_l(Sj_l(Z’/) + B/ — B/

oldugundany’ = i~16j~1(z") € B’ vex’ = &'(¢’) diir. Dolayisiyla

i(x) =i(&'(c")) = 8(i(c")) = 8(j(2"))
olur. Buradans(j~1(z”") —i(c’)) = 0vej~1(z") —i(c’) € Z oldugundan

]-* (]-71(2//) - i(cl) + B) 2]'(]'*1(2”)) _]'(i(cl)) +B'=7"+B"
bulunur. Boylece Keil Clm j* elde edilir. 0

Ornek 4.15 MSS!, = {po=(1,1,0),p1 = (0,2,0), p2 = (—1,1,0), p3 = (0,0,0),
ps=(0,1,—1),p5 = (0,1,1)} C Z? dijital géruntiistiniin alt uzay! olarak
A=1{(0,1,1)} y1 ele alalim.

Teorem 4.14 uin yardimiylBH%18(MSS/g, A) y1 hesaplayalimA tek nokta kiimesi
oldugu icin, Teorem 4.5 den

Hq/18(A) :{ 0. q;o

elde edilir. Ornek 4.8 den,

Z, q=0,2

q,18 Iy —
HI'8(MSS!) {0, 0

bulunur. Teorem 4.14 den,

.. = HY8(MSSlg, A) — HT8(MSS]g) — HI'8(A) —
HI+UI8(MSS!, A) — ...

tam dizisi elde edilir. Teorem 4.7 déd’18(MSS/g, A) = Z olur.
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0 i* s 1 *
0Lz 7z 7 L uss, 4) K o

Birinci Izomorfizm Teoremi uygulanginda,

H8(MSSig, A) /Kerk* = Im k*
olur. Dizinin tamlgindan Imé' =Ker k* ve Im i* =Ker 6! dir. i* izomorfizm
oldugundan, Keri* = 0 ve Im i* = Z bulunur. Kers! = Z dir. Tekrar Birinci

Izomorfizm Teoremi uygulanirsa,

Z/Kers' = Im ot
oldugundan Im¥! = 0 =Ker k* ve
HYIB(MSS!,, A) =0

elde edilir. Boylece

Z, q=0

q,18 / —
H7'¥(MSSlg, A) {0, 740

olur.

4.2. Eilenberg-Steenrod Aksiyomlari

Aksiyom 1 (Birimlilik aksiyomu) [10, 24] X, x-yakinlikli bir dijital gortintti olsun.
i:(X,x)— (X,«) birim fonksiyonu ise* : H**(X) — H**(X) da birim fonksiyondur.
Aksiyom 2 (Birlesmelilik aksiyomu) [10,24K, Y ve Z sirasiylakg, x1, xkx-yakinhkli
dijital goruntuler olsunk : (X,x9) — (Y,x1) vek: (Y,x1) — (Z,x2) dijital strekli
fonksiyonlar ise(k o h)* = h* o k* dir.

Aksiyom 3 (Degismelilik aksiyomu) [10, 24](X,A) ve (Y, B) sirasiylaxy ve
x1-yakinlkh dijital gorunti giftleri olsunf : (X, A) — (Y, B) ise asgidaki diyagram
dejismelidir.
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*

H7-1% (Y, B) H-1%0(X, A)

o* J&*

Hq'Kl(B) (f|A)* Hq,KO(A)

Aksiyom 4 (Tamlik aksiyomu) [10,24]: A — X vep: X — (X, A) kapsama
doéntsumleri olmak Uzere

o HR(X, A) Lm0 (x) 1 Her(A) gt (x, A) — e

dizisi tamdir.

Aksiyom 5 (Boyut aksiyomu) [1, 10, 24K, x-yakinlkh tek noktall uzay ise

G, g=0

6 ={ 5 120

dir.

Dijital goruntilerde homotopi ve excision aksiyomlargEammaz. Bu aksiyomlarin

cebirsel topolojideki tanimlarini verelim.

Homotopi Aksiyomu: [10,24] X ve Y topolojik uzaylarji: X - Yvek: X =Y
dondsimleri homotopik ise* = k* dir.
Excision Aksiyomu: [10,24](X, A) ikilisi igin U C IntA olacak sekilddl, X in

aclk bir alt kiimesi olsun. Bu durumda
H1(X—-U,A—U)=H1(X,A)

izomorfizmi vardir.

Onerme 4.16 [10] Dijital gériintiilerde simpleksler kohomoloji igin eision aksiyomu

saglanmaz.
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ispat: 8-yakinlikl X = {PO = (_1/0)/ p1= (0/ _1)/P2 = (1/0)/ p3 = (0/1)} cz?

dijital gorunttsiana ele alalhm.

p3
Po p2

P1
Sekil 4.3. X

Teorem 4.6 dan

Z, q=0,1
Hq'S(X):{o Z7é01

dirr A={po=(-1,0),p1 =(0,—-1),p2=(1,0)} veU = {p> = (1,0) } olsun.
ACX,UcCAvelUC IntAdir. HY8(X —U,A— U)veH8(X, A) yI hesaplayalim.

Z, q=0

H*(A) :H‘V‘(U):{ 0 10

dir.

Po p2 p2

p1
Sekil 4.4. AvelU

Aksiyom 4 den

*

e HIS(X, A) T H8(x) s s (A) O Hat8(x,A) e

tam dizisi vardirg > 1 i¢in H7*( A) = 0 oldujundan
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* *

0" msx )z Loz O omsx a2 K

tam dizisi elde edilirg* epimorfizm old@undan Imy* = Z dir. Dizinin tamligindan
Im 5! = Ker g* ve Imi* = Ker 6! bulunur.i* izomorfizm old@undan Im* = Z,
dolayisiyla Kers! = Z olur. Buradan Ims! = Ker g* = 0 dir. Birinci Izomorfizm
Teoreminden

H'3(X,A)/ Kerg* = Im g*
olur ve H'8(X, A) = Z elde edilir. SimdiH8(X — U, A — U) yu belirleyelim.

1%
|41

Sekil4.5. X — Uve A— U

X —U={po=(-1,0),p1=(0,—1),p3=(0,1)}

A—=U={po=(=1,0),p1=(0,-1)}
olur. A—UC X —Udur. X — U ve A — U nun simpleksler kohomoloji gruplari

Z, q=0

HY*(X — U) = H7 (A — U) :{ 0 >0

dir. Aksiyom 4 den

e HINX— U, A—U) 5 mxx—u) Loaora—u) &

tam dizisi vardirg > 0 i¢in H7*(X — U) = 0 oldujundan

60 s i o g k
0 SHS(X—U,A-U)o 72 7 SHB(X-U,A-U)YS0
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tam dizisi elde edilir. Dizinin tam§indan Ims! = Ker k* ve Im j* = Ker 8! olur.
j* izomorfizm old@undan Imj* = Z = Ker é! dir. Buradan Imé' = 0 bulunur.

Dolayistyla Kerk* = 0 dir. Birinci Izomorfizm Teoreminden

HY8(X —U,A—U)/Kerk* = Im k*
olurve H'#(X — U, A — U) = 0 elde edilir.
g=1igin H1®(X,A) # H7¥(X — U, A — U) oldugundan simpleksler kohomoloji

icin excision aksiyomu dijital gérinttlerdeanmaz. O
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5. DIJITAL GORUNTULERDE KOHOMOLOJ | GRUPLARI
UZERINDE CUP CARPIMI

Tanim 5.1 [9] (X, ) bir dijital simpleksler kompleksR, degismeli ve birimli bir
halka olmak Uzere&R toplamsal grubunu g6z 6niine alaliof. ve ¢ eszincirlerin

cup carpimi,
—:CPX(X,R) x C¥%(X,R) — CP*4%(X,R)

<cP— i, [vg, ..., Vpig] >=< P, [v0,...,0p] > . <, [0p, . Vpyg) >
formdiliyle tanimlanir. Buraday < ... < v, Siralamasiyla verilmistir ve’, R de

carpimdir.
Teorem 5.2 [9] Dijital simpleksler cup ¢arpimi bilineerdir.

Ispat: a,ay,a € HP*(X,G1) ve B, B1, B2 € HI*(X,G,) igin

<(a14a2) ~ B,[00, .-, Vpiq) >=< (a1 +2), [00, ..., Vp] > . < B, [Vp, s Vpig] >
= (< a1, [vg,...,vp] >+ < &2, [00,...,Vp] >). < B, [Vp) e Vpig] >

=<1, (00, .-, 0p] > . < B, [Vp, oy Vpig] >+ < a2,[00,...,0p] > . < B, [Vp,..s Vpig] >
=<1~ B,[00, .. Vpig] >+ < a2~ B,[00,..., Vpsg) >

=<y — B+ az— B[00, Vpig] >

ve

<a— (B1+B2), (00, Vpig) >=< 2, [00,...,0p] > . < (B1+B2), [Vp) s Vpig) >
=<, [0g,..., Vp] > (< B1,[Vp, s Vpig] > + < B2, [Vp) ey Vpig] >)

=<, [00,...,0p] > . < B1,[Vp, s Vpig] >+ <, [00,...,0p] > . < B2, [Vp, s Vpig] >
=<0 — B1,[00,..,Vpsq) > + <&~ B2, [00, ..., Vp1q] >

=<wa— B1+a— B2, [Vo,... Vpsq] >

Bu durumda

(tr+ax) —B=a;—B+ar—pB ve a— (B1+p2)=a—PB1+a—p
elde edilir. O
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Teorem 5.3 [9] c?, ¢ eszincirleri ved essinir operatord igin

5((;?7 N Cq) =6cP — 1+ (_]_)PCP — oct

dur.

Ispat: oc? — c7ve (—1)Pc? — &cf dijital simpleksler eszincirlerifiog, ..., v 441

Uzerindeki dgerleri sirasiyla

Z (—1)icP (00, +vs iy ooy Vp | €T [Upt1s ey Upt g 1)
0<i<p+1
ve =r
(=1)? Z l(—l)"*”c”[vo,...,vp]cq[vp,...,z?i,...,vaﬂ] 2
p<i<p+q+

bulunur. (1) ve (2) ifadelerini topladgimizda (1) in son terimiyle (2) nin ilk
terimi birbirine esit ve zit isaretli oldiundan toplamdan cikarilir. Ber terimlerin
toplami,é(c? — cf) dijital simpleksler eszincirininvo, ..., v, 411] Uzerindeki dgerine

esittir. O

Teorem 5.4 [9] (X, «) bir dijital simpleksler kompleks olsun. Dijital simple&sl
eszincirler Uzerinde cup carpimi birlesmelidir, yani
dir. 1x ile verilen dijital simpleksler eszincir birim elemangdyani

dir.

Ispat: c? € HP*(X,G1), ¢ € HY*(X,G,) vec” € H*(X,G3) olsun.

< (P — ) — ", [00,.s Vprgir] >=< (P — ), [v0, ..., Vp1g] >

< Cr, [Up+q,...,'l)p+q+r] >
= (<P, 00,0 0p] > . <L [Up) ey Vpig) >). < [Opigroes Vpigar] >

=< P, [v0,..., 0p] > (<, [Vp, s Vpig] > < [Opigs s Vpigar] >)



=< P, [vo,..., vp] > (< T~ [0p, s Vpigis] >)
=< — (T — "), 00, Vpigir] >
Diger taraftan

<1x —c?,[vg,...,vp) >=<1x,[vg,...,vp] > . < cF,[vp,...,vp] >

=<c?, vy, ..., vp) >
ve

<P —1x,[vo, ..., vp] >=<cF,[vo,..., vp] > . < 1x,[v0, ..., 0p] >

=<c?, vy, ..., vp) >

elde edilir. O

Teorem 5.5 [9] ¢¥ € HP*(X,Gy) vecT € H7*(X, G,) dijital esdevirler ise
cl — 1= (_]_)pch — cP

dir.

Ispat:

<P 1,00, ..., Vpyq) >=< P, [00,...,0p] > . < 1, [0y, ..., Vpig] >
ve

<l P, [pig, V0] >=< T, [Vp1g, . Up) > . <, [0p, ..., 00] >

elde edilir.[v,, ..., vo] = (—1)"0F1)/2[y, ..., v,] oldugundan

(p+a)(p+q+1) —p(p+1) —q(g+1) =2pq
olur. Béylece ispat tamamlanir. O

Teorem 5.6 (X,x1) C Z™" ve(Y,xy) C Z" dijital gbrinttler olsun.
f:(X,x1) = (Y,x2) dijital surekli bir dénisum ve? € HP*(X,G;) ve
c? € H1*(X,G,) dijital esdevirler ise

fr(el—ct) = fr(ef) — fr(c7)

dur.

105
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Ispat:

< FHEP 1), [0, O] S=< P e 8, [F(00), e f (0pg)] >
=< 0P, [F(00), s f(0p)] > . < L [F (V)0 f(0p19)] >
=< f*(cP), [v0, - vp) > . < f5(c), [0, e Vpig) >
=< () FHE), [0y Opg) >

elde edilir. O

Tanim 5.7 (X, x) bir dijital simpleksler kompleks olsui**(X; R) = ©H"*(X;R)
grubu cup carpimiyla birimli bir halka olur. Buin dijital simpleksler kohomoloji

halkasi denir.

5.1. Dijital Géruntulerde Kohomoloji Halkasi
Ornek 5.8 MSSig nui ele alalim.

MSS/g niin noktalarini ve simplekslerini 3.21 deki gibi alahm.
Simpleksler kompleksinin 1-esdevirleri

w=ej+e]+e5+e3,

— * * * *
z=—e, t+e; —es+e,

_ * * * *

— * * * *
p=—ey— ey —ez+ e,

7= —ep testegteqy,
_ * * * *
0= —eg—eg—e—eq
seklinde olur.

(w—z,[cacsc1]) = (w, [caca]) (2, [cac1]) = 1.1 =1,

(w—a,[cacsc1]) = (w, [cacs])(a, [c5e1]) = 1.1 =1,
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(w— B, [c2cac1]) = (w, [cacs]).(B, [esc1]) = 1. — 1= —1,

(w—,[cac3cs]) = (w, [e2c3]) (7, [eaea]) =11 =1,
(w6, [cacacr]) = (W, [caca]). (8, [cac1]) = 1.0 =0,

(W — w,[cacsc1]) = (w, [cacq]) (W, [csc1]) =1.0=0.

Benzer sekilde djer esdevirlerin cup ¢arpimi alinarak ggtaki tablo elde edilir.

—|\w|z | & | B | 7|
w|0| 11 ]|-1]1]0
z|0|-1]{ 01| 0]-1
« 0] 0 |-1]1]0|1
g0 0|0 |-1]0]1
y|0| 1|1 |0]-1]-1
510,000 }|0]O0

Ornek 5.9 MSSg i ele alalim.

MSS1g in noktalarini ve simplekslerini Teorem 3.22 deki gibi atal
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Simpleksler kompleksinin 1-esdevirleri

x=ey+e]+e;+eg,
— pk * * *
y=eyt+es+e;+eg,
% * * *
zZ=¢e, —e3+e —ey,
— pk * * *
r=ej —e, —es +eg,
% * * %
w=eyt+e+e—ey,
— pk * *
k=e] —et+eg,
I =e5—e;+eg,
u=-e)+e+es
=6 5 77
v=-e;+e; +eg,

seklinde olur.

a = ej3 + ej5 + ejg + ego,
b= ejs +ej; —ejg + gy,
c=ejytejstejgtey,
d = ey — ej; +ejg — e,
e = ey, +ej5 —ej; + ey,
f=els—ej3tep,

g =ej5 +ej3 + e
h=ej; + e}, +ejg,

I =ej9 — €5 T eig
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(x =y, [cococr]) = (x, [coco])- (v, [cocr]) =11 =1,
(x —z,[eococr]) = (x,[coco]).(z, [coc1]) =1.0 =0,
(x —r,[eococ1]) = (x, [coco]).(r, [coc1]) = 1. =1 = —1,
(x —w,[escocs]) = (x, [csco]).(w, [coce]) = 0.1 =0,
(x —k, [cococr]) = (x, [coco]).(k, [coc1]) = 1. — 1 = —1,
(x —1,[escoce]) = (x, [esco])- (L [cocs]) = 0.1 =0,
(x —u,[eocoer]) = (x, [coco]).(u, [coc1]) = 1.1 =1,

(x — v, [cococr]) = (x,[coco]).(v, [coc1]) = 1.0 = 0.

Benzer sekilde djer esdevirlerin cup ¢arpimi alinarak ggtaki tablo elde edilir.

— | x|y|lz | r|w| k|1l |ul|v
x| 0|1} 0|-1{0|-1]0]1]0
y|1]0|-1| 00| 0]|-1|1]0
z|1(1}1{1|1|1}|1]|-1]|0
r|—-1{1, 1 |-1]-1|-1|-1| 110
wi|1l|1}1 |-1}{-1|-1(-1] 1|0
kyfoj{1,0|-1]0|-1| 0] 110
/{1 |0|-1{ 0] 0|0 |-1]1]0
u| 0000 0]0]O0]O0]|O
v|1|1}|-1|{1 |1 |1|1]0]0

5.2. Dijital Géruntulerde Kohomoloji Cebri

Tanim 5.10 Vi € I, M; modil iseM = & M; graded moduldiM graded moduli
icin
OP-MIM—M

homomorfizmasi vars# graded cebirdir denir.

Teorem 5.11 (X, «) dijital simpleksler kompleksi icitH**(X,G), ¢arpimi cup

carpimi olan bir graded5-cebirdir.
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Ispat: H**(X,G) nin bir gradedG-modiil old@unu gosterelim. Bunun igin

H**(X,G) =®H"*(X,G) olmak izerg17*(X, G) nin bir G-modul old@u gosterilmelidir.
BuradaG bir degismeli halka,H?*(X, G) bir halkadir.

a,nq,00 € H"(X,G) veg,g1,82,1 € Gigin

G x H1*(X,G) —» H""(X,G), (g &) — gw

skaler carpimi

o o.(ng+wp) =g.01 + g2
° (gl —|—g2).zx =810+

o (91-82)-a = g1.(g2.2)

o la=u

kosullarini sgladgindanH?* (X, G) bir G-moduldur. DolayisiyldH**(X,G) bir
gradedG-modul olur. Bu durumdad ** (X, G),

—: H¥*(X,G) x HP*(X,G) — HT"P*(X,G)
cup carpimiyla bir grade@-cebirdir. (]

Teorem 5.12 Her x € S? igin ¢(—x) = —g(x) olacak sekilde surekli bir

g : 8% — St donustimu yoktur.

Ispat: S* depy = —pa, p1 = —ps, p2 = —pe Ve p3 = —p7 dir. S? de

Co = —C25 €7 = —C18
C1= —C4 g = —C17
C2 = —C23 C9 = —C16
C3 = —C22 C10 = —C15
C4 = —C21 C11 = —C14
C5 = —C20 C12 = —C13

C6 = —C19
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Co C3 cg
1 N\&4 \&7
co' s ! 6
| | | | p7
C11 & - |- | & [0 [ Po * Ps
BN 17 # g 7015;?\ C14 |
€19 711*7:7 ' Pre--------9ps5
cie - X e [T !
C21 Cog™ :
€17 (53 €23 p2 o P4
p3
Sekil 5.6. S? ve S!
olur. g : 2 — S! déntsiimiini
g(co) =po g(co) =ps g(c1g) = p2
g(c1) = po g(c10) = ps g(c19) =p2
g(c2) =po glen) =p1 g(c20) = p3
g(c3) =p7 glci2) =p g(cn) =ps
g(cy) = p7 g(c13) =ps g(c) =p3
g(cs) =p7 g(c14) = ps g(c3) = pa
g(ce) = ps g(ci5) =p1 g(coa) = pa
g(c7) = ps g(c16) =1 g(c25) = pa
g(cs) = ps g(c17) =p2

seklinde tanimlayalim. Buna gore: S* — S! fonksiyonunda her € S? igin
g(—x) = —g(x) kosulu s@lanmig olur. Fakat bu fonksiyon surekligikir.

c10,¢11 € S? birbirine 6-yakin olmasina @meng(cio) = ps ile ¢(c11) = p1 birbirine
4-yakin dejildir. Her x € S? igin ¢(—x) = —g(x) olacak sekilde stirekli bir fonksiyon

tanimlanamaz. O

Teorem 5.13 (Borsuk-Ulam)z = 1,2 igin f : S" — Z" siirekli donugimu verilsin.

f(x) = f(—x) olacak sekilder € S™ mevcuttur.

Ispat: Béyle bir x olmadgini kabul edelimg : 5> — S! déniistimii

A f(x)
8(%) = =

olarak alinirsgg(—x) = —g(x) olur. Bir 6nceki teoremden celigki elde edilir.

f(x) = f(—x) olacak sekilder € S" mevcuttur. O
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Ornek 5.14 f: S' — Z surekli doniisumint tanimlayalim.

po(—=1,1) p7(0,1) ps(1,1)
p1(=1,0) ps(1,0)
1,—-1
p2(=1,-1) P3(0,—1’)74( :
Sekil 5.7. st

st depo = —P4, P1 = —P5, P2 = —P6,: P3 = —P7 dir. f S Z donU§umunu

f(po) = f(ps) =0
f(p1) =f(ps) =1
f(p2) = f(ps) =1
f(ps) =f(p7) =0

surekli bir donisiimdar.
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5.3. Sonug

Bu calismada cebirsel topolojideki bazi 6zelliklerinitdij versiyonlari bulunmaya
calisildL.ilk olarak dijital topolojinin temel kavramlari verilerekijital temel grubun
nasil olusturuldgu ifade edildi. Sonra dijital simpleksler homoloji grutauntmlanarak,
cesitli dijital gorintilerin homoloji gruplari belirleh. Ayrica Euler karakterisii,
relatif homoloji gruplari ve homoloji i¢in Eilenberg-Ste®d aksiyomlariyla ilgili
cesitli sonuglara ulagildi. Daha sonra dijital kohonjidlanimlanarak, bazi dijital
ylzeylerin dijital kohomoloji gruplari hesaplandi. Dgitkohomoloji icin de relatif
gruplar ve Eilenberg-Steenrod aksiyomlari ifade edildin 8larak dijital simpleksler
cup gcarpiminin tanimi verilerek, cup ¢carpimi yardimiyl&S; s ve M'SSyg yiizeylerinin
dijital kohomoloji halkalari belirlendi vé{** (X, G) nin cup carpimiyla bir graded
G-cebir old@u gosterildi. Bundan sonraki asamada ulasilan sonkglé&nilarak,

dijital kohomoloji operatérleri tanimlanabilir.
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