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2020, 99 sayfa

Bu tez dort boliimden olugmaktadir.
Tezin birinci bolimii olan Girig kisminda tez konusu tanitilarak konu ile ilgili
temel kabul edilen ¢aligmalarin tarihgesi kisaca verilmistir.

Ikinci boliimde tezin okunurlugunu kolaylastiracak ve ispatlarda kullanilacak
olan bazi temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. Ayrica bu boliimde genel
olarak halka ile modiillere ait bilinen bazi ileri yapisal 6zellikler ve sonuglar yer
almaktadir.

Tezin igciincii boliimiinde ilk olarak pure alt modiiller ve flat modiillere ait
devaminda ise singiiller ve nonsingiiler modiillere ait bazi temel ozellikler
verilmistir. Bu boliimde 7,-kapali alt modiiller tanimlanmig ve extending modiiller,
bu yeni kapali alt modiiller yardimiyla torsion teoriye gore purely 7;-extending
modiil olarak genellestirilmistir. Yeni tanimlanan bu extending modiillerin genel
teoride yer alan bazi temel 6zellikleri sagladig1 gosterilmistir. Ayrica flat modiiller,
modiiliin injektif genislemesi ve carpimsal modiiller gibi faktorler kullanilarak
purely 7,-extending modiillerin karakterizasyonu yapilmis ve semi-hereditary
halka tizerinde extending modiillerin bir stniflandirmasi verilmistir.

Son olarak tezin dordiincii boliimiinde pure kapali alt objeler, gii¢lii pure kapali alt
objeler ve sonlu ulasilabilir toplamsal kategorilerde pure boliim Goldie boyut ile
ilgili ¢aligmalar yer almaktadir. Bu kategoride, direkt limitler ve pure epimorfik
goriintiiler altinda kapali olan objelerin her sinifinin pure boliim sonlu boyutlu bir
objesinin her giiclii pure kapali alt objesinin bir yar1 yerel endomorfizma halkasinin
var oldugu ispatlanmisgtir.

Anahtar Sozciikler: Pure Altmodiiller, Flat Modiiller, Singiiler ve Nonsingiiler
Modiiller, Extending Modiiller, UC-modiiller, Goldie Boyut
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ABSTRACT

THE STRUCTURES OF MODULES, RINGS AND CATEGORIES
DEFINED BY PURE PROPERTY

Azime TARHAN

Ph.D. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Semra DOGRUOZ
2020, 99 pages

This thesis mainly consist of four chapters.
In the first chapter the topic of thesis has been introduced and studies that are
considered in basic literature are briefly mentioned.

In the second part of the thesis some basic definitions and theorems that are used
in proofs and make the thesis easier to read are introduced. In addition, some
known advance properties and results of general structure of rings and modules
are included.

In the third part of this thesis, firstly given the basic properties of pure submodules
and flat modules and in the continuation some properties related to singular and
nonsingular modules are given. In this section, T,-closed submodules are defined
and extending modules are generalized as purely 7,-extending modules with this
new closed submodules according to a torsion theory. It has been shown that these
newly described extending modules provide some basic features in general theory.
In addition, by using factors such as flat modules, injective envelope hull of the
modules and multiplicative modules, the characterization of purely 7;-extending
modules has been introduced and a classification of extending modules on a
semi-hereditary ring is given.

The last part of the thesis pure closed subobjects, strongly pure closed subobjects
are studied and given pure quotient Goldie dimension in finitely accessible additive
category. We prove in this category every strongly pure closed subobject of a
pure quotient finite dimensional object of every class of objects closed under direct
limits and pure epimorphic images has a semilocal endomorphism ring.

Key Words: Pure Submodules, Flat Modules, Singular and Nonsingular Modules,
Extending Modules, UC-modules, Goldie Dimension
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L. Anng

: A, B nin altmodiilii

: A, B nin large (essential) altmodiilii

: A, B nin 0z altmodiilii

: A, B nin pure altmodiilii

: A, B nin small altmodiilii

: A dan B ye olan R-homomorfizmalarinin sinifi

. Alt siireklilik (lower continuous)

: A nin B ye boliim modiilii

: A modiillerinin direkt toplami

: A modiillerinin direkt ¢arpimi

: A modiillerinin toplanu

: A/C objesinin monic C-ortiisii

: Azalan Zincir Sart1 (Descending Chain Condition)
: Artan Zincir Sart1 (Ascending Chain Condition)
: Bir M modiiliinde a elemaninin R de sol sifirlayani
: Bir M modiiliiniin R de sol sifirlayani

: Bir M modiiliiniin uniform boyutu

: Bir M modiiliiniin singiiler altmodiilii

: Bir M modiiliiniin t-singiiler altmodiilii

: Bir u elemaninin mertebesi

: Bir V vekor uzayinin boyutu

: Bir vektor uzayr homomorfizmasinin ranki

: Esas ideal bolgesi (Principal Ideal Domain)

: f homomorfizmasinin gekirdegi

: f homomorfizmasinin goriintiisii

: M modiiliiniin endomorfizma halkas1

: M modiiliiniin radikali

: M sol R-modiil

: M modiiliiniin torsion altmodiilii

: M nin biitiin altmodiillerinin kafesi (lattice)

: N, M modiiliiniin bir 7,-kapal1 altmodiilii

: R halkasinin tiim essential sol ideallerinin kiimesi

: R halkasinin Jacobson radikali



Xvi

: Sol R-modiillerin sinifi

: Sol R-modiillerin kategorisi

: U’larin direkt toplami

: U ile sonlu iiretilmis modiillerin sinifi
: U ile iiretilmis modiillerin sinifi

: Ust siireklilik (upper continuous)

: X objesinin pure injektif genislemesi (pure injective envelope)



1. GIRIS

Extending modiil kavrami J. von Neumann’in 1930’Iu yillarda gerceklestirmis
oldugu calismalara dayanmaktadir [65], [66]. J. von Neumann’in Quantum
mekanigine olan ilgisi ve bu alandaki c¢alismalari, giiniimiizde tam modiil
kafeslerinde (complete module lattice) {iist siireklilik (upper continuous) ve alt
sireklilik (lower continuous) olarak adlandirilan siirekli geometri (continuous
geometry) kavraminin gelismesine vesile olmustur.

R birimli, birlesmeli bir halka ve [ bir indis kiimesi olmak {izere i € I, b; € R
ve a € R igin R’nin esas (principal) sag ideallerinin kafesinde her {b;},c; C R ve

{a} C R goz oniine alinirsa alt ve st siireklilik sirasiyla

1. (Ic): aR+ (NierbiR) = Nic;(aR+ biR)
2. (MC): aRN (ZiEI blR) = Ziel(aRﬂb,-R)

bicimindeki kosullar ile tanimlanmustir.

Bir R halkasinda her r € R icin rar = r olacak sekilde bir a € R varsa bu halka von
Neumann diizenli (von Neumann regular) olarak adlandirilir. J. von Neumann [65]]
ve [66] calismalarinda siirekli geometriler teorisini ve bir von Neumann diizenli
halkasinin sol esas ideallerinin kafes yapisini gelistirmigstir. J. von Neumann
diizenli halkalar1 eger sol esas ideallerinin kafesi {istten ve alttan siirekli ise siirekli

halka (continuous ring) olarak adlandirmigtir.

Utumi, J. von Neumann’in ¢alismalarim gelistirerek bir diizenli halkay1 eger sol
esas ideallerinin kafesi iist siirekli ise sol siirekli (left continuous) olarak tanimlamig
ve "Diizenli bir R halkasinin sol siirekli olmasi icin gerek ve yeter kosulun bir sol
R-modiil olarak R’nin extending olmasidir." durumunu ispatlamistir [80]- [81].
Utumi ayrica diizenli olmasi gerekmeyen ancak sol R-modiil R’nin continuous

veya quasi-continuous (yani 7-injektif) oldugu halkalar tizerinde ¢alismistir. Bu
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kavramlar Jeremy [53]], [54]], Mohamed-Bouhy [[62]] ve Takeuchi [77] tarafindan

modiiller izerine taginmistir.

Injektif modiiller, modiil teoride ve daha genel anlamda cebirde 1960’l1 ve
1970’1i yillarda onemli yer tutmaya baslamig ve Carl Faith’in [33] ¢alismasiyla
daha da etkili hale gelmistir. Bunun diginda o zamanlardan giiniimiize injektif
modiiller ile von Neumann’in siirekli geometri kavrami iizerinden Quantum
Mekanikleri modeli denemesiyle modiillerin cesitli genellestirilmesi konusunda
pek ¢ok calisma yapilmistir. Injektif modiiller icin elde edilen pek cok sonug
M-iiretecli modiilleri kapsayan o [M] kategorisinde M’yi injektif obje olarak iceren

self-injektif (ve diger) M modiillerine uyarlanmigtir [82].

Teorinin gelisimi icinde daha genel olarak modiillerde yani siirekli (continuous)
ve m-injektif modiillerde calismalar arttirilarak sonuglar genellestirilmigtir. Tim
bu modiiller, altmodiillerinin extending olmas1 yani her altmodiiliiniin bir direkt

toplananda essential olmasi sebebiyle ortak bir 6zellige sahiptir.

1960’11 yillarin sonunda Osofsky "Bir R halkasinin yar1 basit olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul her devirli R-modiil injektiftir." dnermesini ispatlamistir [68]], [[69].
Ayrica Osofsky, P. Smith ile [70] ¢calismalarinda bir 6[M] kategorisinde her devirli

R-modiiliin injektif ise M modiiliiniin yar1 basit oldugunu gostermislerdir.

Pek ¢ok matematik¢i continuous ve quasi-continuous modiiller {izerinde ¢aligarak
teorinin gelisimine katki saglamigti. Mohamed ve Miiller’in [[63]] ile Dung,
Huynh, Smith ve Wisbauer’in [31] kitaplar1 bu konuda yazilmis temel eserler
arasinda yer almaktadir. Ayrica Miiller ile dgrencileri (6zellikle Kamal ve Rizvi)

ve Harada ile 6grencileri (6zellikle Oshiro) ile adin1 sayamadigimiz daha pek ¢cok
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matematikgi yaptiklart calismalarla bu teorinin gelistirilmesine destek vermislerdir.

Bu gelismelerden bagimsiz olarak Goldie 1958-1960 yillar1 arasinda ilk olarak
quotient halkalarin tiimleyenleri (complement) kavramini diisiinmiistiir [44]], [45]]
ve bu calismalar Hajarnavis’i sol CS (complement summand)-halkalar1 ¢aligmaya
sevk etmistir. Bu baglamda R’nin bir R-modiil olarak extending oldugu durumu
Chatters ile birlikte caligmislardir [[13]]. Sonraki donemlerde Chatters, Khuri ile
isbirligi yaparak sol CS (complement summand)-halkalar iizerindeki modiillerin
endomorfizma halkalarin1 arastirmistir [14]. Teorinin gelisiminde arastirmacilar
farkli terminolojiler kullanmuglardir.  Ornegin Chatters ve Hajarnavis CS
terminolojisini kullanirken Harada ve onun ekolu lifting modiillere dual olarak
extending modiil terimini kullanmiglardir [48]]. Bu terminoloji [31]] eserinde de bu

sekilde kullanilmustir.

1980’1i yillarda 6zellikle M. Harada’nin dgrencisi olan B. Miiller, Tariq Rizvi ile

birlikte extending modiillerle ilgili calismalar yapmastir [64].

R bir halka, M bir sol R-modiil ve N, M modiiliiniin sifirdan farkli bir altmodiilii
olsun. Eger M’nin sifirdan farkli her altmodiilii ile N’nin arakesiti sifirdan farkli
ise N’ye M’nin bir essential altmodiilii denir ve N <, M ile gosterilir.

Yani0 AN <, M<=VO#AK <Micin NNK #0.

M bir R-modiil ve N, M’nin bir essential altmodiilii olsun. Bu durumda M’ye
N’nin bir essential genislemesi denir. Ayrica kapali (closed) altmodiil "Eger
M’nin bir K altmodiiliiniin M’de hicbir 6z essential genislemesi yoksa K, M’de
bir kapali altmodiildiir." seklinde tanimlanir. R birimli birlesmeli bir halka
ve N, birimsel bir M sol R-modiiliiniin altmodiilii olmak tizere M modiiliiniin

altmodiilleri kolleksiyonunda N’yi essential olarak iceren maksimal K altmodiilii
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N’nin M’deki kapanist (closure) olarak tanmimlanir. M’nin bir N alt modiilii
icin M’nin N ile arakesiti sifir olacak sekildeki altmodiillerin kolleksiyonundaki
maksimal L altmodiiliit N'nin M’deki tiimleyeni (complement) olarak adlandirilir.
Yani M NL = 0 olacak sekilde L, M’nin maksimal atmodiiliidiir. Bundan bagka
"Bir M modiilintin K altmodiiliiniin bir kapali altmodiil olmas1 i¢in gerek ve
yeter kosulun K’nin M’de bir tiimleyen olmas1 " bilinen bir 6zelliktir. Eger bir M
modiiliiniin her kapali altmodiilii M nin bir direkt toplanani ise M extending modiil
olarak adlandirilir. M’nin her timleyen (complement) altmodiilii M nin bir direkt

toplanani ise M’ye CS-modiil denir.

Bu baglamda bir R-modiil M i¢in agagida verilen ifadeler birbirine denktir:

1. M bir extending modiildiir.
2. M’nin her N altmodiilii i¢in N’ nin M’deki her kapanisi (closure) M nin bir direkt
toplanamdir.

3. M’nin her altmodiilii M’nin bir direkt toplananinda essentialdir.
Ayrica burada bir M modiilii i¢in agagidaki sartlarin denkligi de bilinmektedir:

1. M bir CS-modiildiir.
2. M’nin her N altmodiilii icin N’nin M’deki tiimleyeni (complement) M nin bir
direkt toplananidir.

3. M’nin her kapali (closed) altmodiilii M’ nin bir direkt toplanamdir.

Extending modiillere 6rnek olarak basit (simple), yar1 basit (semisimple), uniform

ve quasi injective modiiller verilebilir.

Halka ve modiil Teorisinde injektif modiillerin sinifi direkt toplam ayrisim

ozelliklerine sahip olmasi sebebiyle oldukca Onemli yer tutar. Bir M injektif



R-modiilii daima extending modiil olur.

Bu baglamda A. Tercan ve P. Smith de continuous ve quasi continuous modiiller
lizerine caligmislardir [75[]. Ancak continuous ve quasi continuous modiillerin
modiil siiflaria gore genellestirmeleri i¢in S. Dogrudz ve P. F. Smith’in [25]]
caligmasina bakilabilir. Ayrica yakin donemde Sh. Asgari, S. Dogrudz ve P. F.
Smith’in [25]] calismasindan esinlenerek torsion teoriye gore continuous ve quasi

continuous modiillerin bir genellemesini yapmustir [4]].

Injektif modiillerdeki direkt toplam ozellikleri extending modiiller icin

diisiiniildiigiinde agagidaki agik problem ile kargilagilmigtir:

Acik Problem: Bir extending modiilin direkt toplananlar1 extending olurken
herhangi iki extending modiiliin direkt toplami her zaman extending olmak
zorunda degildir. Ornegin p bir asal say1 olmak iizere Z/Z, ve Z/Z 3 Z-modiilleri
Z-modiil olarak extending modiil iken Z/Z, ®© Z/Z,s direkt toplam Z-modiilii
extending modiil degildir. Ciinkii K = Z(1+Z, p+Z,3) kapal altmodiil olmasina
ragmen bir direkt toplanan degildir. Kamal ve Miiller [55]’de baz1 6zel sartlar
altinda extending modiillerin direkt toplaminin da extending modiil oldugunu
gostermistir. Bu agik problem halka ve modiil teorisinin gelisimine oldukga katki

saglamugtir.

Extending modiil teorisi gelisiminde A. Harmanci ve P. Smith’in [49] ¢calismasinda
yapmis olduklar1 bagil injektif (relative injective) extending iki altmodiiliin direkt
toplaminin extending oldugu ispatlar1 acik probleme simdiye kadar verilen en
onemli cevaptir. S. Dogruéz ve P. Smith [25], [26] calismalarinda modiil siniflarina

gore extending modiilleri genellestirmiglerdir. Daha sonra S. Dogrudz [25]
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ve [28] calismalarinda torsion teoriye extending modiillerin ilk genellestirmesini
yapmistir. Aym1 zamanda son donemlerde Adnan Tercan ve dgrencileri de teorinin

gelisimine oldukca katki saglayacak [3]], [[78]], [79] ¢alismalarimi yapmiglardir .

Tezin ikinci boliimiinde, tezin ileriki bolimlerinde kullanilacak temel tanim ve
ozelliklere yer verilmistir. Bu boliimde 6zellikle modiil teorinin temel kaynaklari
arasinda yer alan basta F. W. Anderson-K. R. Fuller [5], N. V. Dung, D. V.
Huynh, P. E. Smith and R. Wiasbauer [31]], F. Kasch [57] ve S. H. Mohamed-B. J.

Miiller [[63]] olmak iizere pek ¢ok farkli kaynaktan yararlanilmusgtir.

Uciincii boliimde K. R. Goodearl’in [46] kitabinda tanimladig1 s-kapali (closed)
modiillerin bir genellestirilmisi olan 7,-kapali (closed) alt modiiller tanimlanmig
ve bu altmodiiller yardimi ile extending modiiller purely 7,-extending modiil
olarak pure altmodiillere gore genellestirilmistir. Bu boliimde ihtiya¢ olan pure
altmodiillere ait temel 6zellikler verilerek extending modiillerin karakterizasyonu

caligiimigtir.

Bu baglamda R-modiiller icin pure olma durumu ilk olarak P. M. Cohn [[17]]

tarafindan ortaya atilmistir. "Sol R-modiillerin bir

0 - K - L - M -0

kisa tam dizisinin pure tam olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul her A sag R-modiilii

icin

ARK — AQL — AQM 0
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dizisinin tam olmasidir." [17]. Burada K modiiliine, L’de pure altmodiil denir.

Diger taraftan L’nin bir K altmodiiliiniin pure olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

0 - K - L - L)K —— 0

kisa tam dizisinin pure olmasidir. Buradan herhangi bir K modiilii icin hem 0 hem
de K modiiliiniin pure altmodiiller oldugu kolayca goriilebilir. Cohn pure kavrami

ile ilgili olarak asagidaki temel teoremi vermistir:

Teorem 1.0.1. [17, Theorem 2.4] M bir R-modiil ve P, M modiiliiniin bir
altmodiilii olsun. P’nin M modiiliinde pure olmasi icin gerek ve yeter kosul; "/
sonlu bir indis kiimesi olmak iizere her i € I igin P’de a;; € R, m; € M ve bir J
sonlu indis kiimesi i¢in j € J olacak sekilde Xa;;m; = g; verilsin. Bu durumda her

i € Iigin Xa;;m; = Xa;,p; olacak sekilde p; € P vardir." durumunun saglanmasidir

Irving Kaplansky bu tanimi Esas Ideal Bolgesi (Principal Ideal Domain) icin R
bir halka, M bir R-modiil ve P, M modiiliiniin bir altmodilii olmak iizere P’nin
M’de pure olmasint; her r € R icin ¥M N P = rP ifadesine denk gelen ifadeyle
genellestirmistir [56]. Bunun diginda pure altmodiiller ile ilgili gelismeler icin Carl
Faith [33]], David J. Fieldhouse [36] ve [37]] calismalar1 incelenebilir. R bir halka,
M bir R-modiil ve N, M’nin bir altmodiilii olmak iizere R’nin her sonlu iiretecli /
ideali igin IN = IM NN oluyorsa N’ye M’nin bir pure altmodiilii denir ve N <, M
ile gosterilir [5]]. L. Fuchs extending modiilleri su sekilde genellestirmigstir: M bir
R- modiil olmak {iizere eger M’ nin her altmodiilii M’nin bir pure altmodiiliinde
essential ise M’ye purely extending modiil denir. Ayrica R-modiil M’nin purely
extending olmasi icin gerek ve yeter sartin M nin her kapali altmodiiliiniin M’de
pure olmasi gerektigini gostermistir [40[]. J. Clark da "Nonsingiiler bir R halkas1
icin R’nin purely extending olmasi icin gerek ve yeter kosulun her devirli (cyclic)

nonsingiiler R-modiiliin flat olmasidir." dnermesini ispatlamigtir [[15].
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Bu boliimde torsion teoriye gore nonsingiiler modiiller yardimi ile 73-kapali
altmodiil tanimlanarak bu kapali altmodiile gore yeni bir purely 7;-extending
modiil kavramina yer verildi. Burada yeni tanimlanan yeni extending modiiliin
genel extending modiil 6zelliklerinden bazilarini sagladigi gosterildi.  Ayrica
extending modiil teorisinde yer alan agik probleme yonelik ¢6ziim arandi. Bu
baglamda bir modiiliin purely 7;-extending modiil olabilmesi icin baz1 gerek ve
yeter kosullar elde edilerek karakterizasyonlar yapildi. Ayrica bir R halkasinin
direkt toplaminin purely 7s-extending olmasina iligkin bir simiflandirma yapilarak

bu siniflandirma Teorem [3.3.7]ile verildi.

Ayrica ligiincii bolimde Victor P. Camillo ve Julius M. Zelmanowitz [12] ile
Patrick Smith’in [74] calismalarinda yer alan UC-modiillerin bir genellemesi
yapilarak 7-torsion halka iizerinde her R-modiilin bir 7,-UC-modiil oldugu

gosterildi.

Tezin dordiincii boliimiinde pure kapali altobjeler ve sonlu ulagilabilir toplamsal
kategorilerde pure quotient Goldie boyut ile ilgili calismalar yer almaktadir.
Burada M. K. Berktag’in [7] ve [9] calismalarindan esinlenilmigtir. [7]]
calismasinda motivasyon icin A. Facchini ve D. Herbera’nin [32]] calismasi
g6z Oniinde bulundurulmugstur. A. Facchini ve D. Herbera’min [32]’de C bir
Grothendieck kategori olmak iizere eger A, sonlu Goldie boyuta (dimension) sahip
ve her A — A monomorfizmasi bir izomorfizma olacak sekilde C’nin bir objesi
ise bu durumda A’nin endomorfizma halkasit Endc(A) nin yart yerel oldugunu
gostermiglerdir. R birimli bir halka M birimsel bir sag R-modiil olmak iizere eger
M sifirdan farkli m tane altmodiiliin direkt toplamini igerecek sekilde en biiyiik

m tamsayisina M ’'nin sonlu Goldie boyutu denir ve udim(M) = m ile gosterilir.



(Eger boyle bir m tamsayis1 yoksa M sonsuz Goldie boyuta sahiptir denir [23]].)

C bir kategori olmak iizere eger C’nin direkt limitleri var, sonlu tiretecli objelerinin
sinif1 skeletally small ve her objesi sonlu iiretecli objelerin bir direkt limiti ise C’ye

sonlu ulasilabilir kategori (finitely accessible category) denir.

Bir R halkasi i¢in R/J(R) bir yar basit Artin halka ise R’ye bir yar:t yerel halka
(semilocal ring) denir. R ve S birer halka ve ¢ : R — S bir halka homomorfizmasi
olsun. Eger her r € R i¢in @(r), S’de tersinir olmak iizere r eleman1 R’de tersinir

ise @ yerel (local) homomorfizma olarak adlandirilir.

Bu boliimde s6z edilen kategorilerde direkt limitler ve pure epimorfik goriintiiler
altinda kapali olan objelerin her giiclii (strongly) pure kapali altobjesinin bir yerel

endomorfizma halkasina sahip oldugu ispatlanmigtir.
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2. TEMEL TANIM VE OZELLIKLER

Bu boliimde tez i¢in gerekli olan bazi temel tanim ve 6zellikler kaynaklar ile

birlikte verilmigtir.

2.1. Kullanilan Baz1 Genel Tanim ve Teoremler

n,n

Tammm 2.1.1. [52] R bos olmayan bir kiime; "+" toplama ve

non

carpma
diyecegimiz R iizerinde tanimli iki tane ikili islem verilmig olsun. Eger

1. (R,+) bir Abel grup,

nn

2. Riizerinde "-" igleminin birlesme 6zelligi var,

"non

3. Riizerinde "-" igleminin "+" iglemi tizerinde sagdan ve soldan dagilma ozelligi

var

ise (R, +,) cebirsel yapisina bir halka denir.

(R,+,-) halkasmin "+" iglemine gore etkisiz elemanina halkamin sifir eleman

nn

denir ve Og ile gosterilir. Her R halkasinin sifir eleman1 vardir. R halkasinin

nn

islemine gore etkisiz elemani olmayabilir. Eger R halkasinin islemine gore
etkisiz eleman1 varsa bu elemana birim eleman; R’ye de bir birimli halka denir. R

halkasinin birim elemani1 1y ile gosterilir.

Ayrica R halkast "-" islemine gore degisme oOzelligine sahip ise bu halkaya

degismeli halka denir.

Tanmm 2.1.2. [52] r, R halkasinin sifirdan farkli bir elemani olsun. Eger R’nin
rs = Og (sr = Og) olacak sekilde sifirdan farkli bir s eleman1 varsa r’ye sol (sag)
sifir bolen denir. R halkast sol ve sag sifir bolen icermiyorsa R halkasina bir sifir

bolensiz halka denir.

Tammm 2.1.3. [52] Birimli ve sifir bolensiz bir halkaya fam halka; birimli,

degismeli ve sifir bolensiz bir halkaya tamlik bolgesi (integral domain) denir.
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Tanim 2.1.4. [61] R bir halka ve S, R halkasinin bos olmayan bir altkiimesi olsun.
R halkasinin iglemlerine gore S kendi bagina bir halka oluyorsa S’ye R halkasinin
bir althalkast denir.

R halkasinin sifir1 O olmak iizere {0} ve R, R halkasinin asikar althalkalaridur.

Teorem 2.1.5. [61, Theorem 11.1.2] R bir halka ve S, R’nin bos olmayan bir
altkiimesi olsun. S’nin R halkasimin bir althalkast olabilmesi icin gerek ve yeter

kosul

(1) Hera,be Sicina—beS

(2) Hera,be Sicinab e §

ozelliklerinin saglanmasidir.

Tanim 2.1.6. [52] R bir halka ve A, R halkasinin bir altkiimesi olsun. R halkasinin
A’y1 kapsayan biitiin althalkalarinin arakesitine A’nin iirettigi althalka denir ve

< A > ile gosterilir. A’nin elemanlarina da < A > halkasinin iiretecleri denir.
Tanim 2.1.7. [52] R bir halka ve I, R’nin bog kiimeden farkli bir altkiimesi olsun.

1. Hera,beligcina—b el ve

2. HeraclIveherrcRicinracl (ar €l)

oluyorsa I’ya R’nin bir sol (sag) ideali denir.

Eger I, R’nin hem sol hem de sag ideali oluyorsa I’ya R’nin bir ideali ad1 verilir.
Burada {0} ve R altkiimeleri R halkasinin (sol, sag) idealleridir. Bu ideallere asikar
idealler ad1 verilir. R’nin bunlarin disindaki diger tiim (sol, sag) idealleri asikar
olmayan ideal olarak adlandirtlir. 7, R halkasinin bir ideali olmak tizere eger I # R
ise I idealine R’nin bir 0z (proper) ideali denir.

Tanim geregi her idealin bir althalka oldugu agiktir.

Tanim 2.1.8. [57] Birimli birlesmeli bir halkanin O ve kendisinden baska iki yanl
ideali yoksa bu halkaya bir basit halka denir.
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Tanmm 2.1.9. [61] R bir halka ve A, R’nin bir alt kiimesi olsun. R’nin A’y1
kapsayan biitiin sol (sag) ideallerinin arakesitine A 'nin iirettigi sol (sag) ideal denir
ve <A >; (<A >,)ile gosterilir.

Burada < A >, R halkasinin A’y1 iceren en kiigiik sol idealidir. Eger

A ={ai,ay,...,a,} bigiminde sonlu bir kiime ise A ile iiretilen < A >; sol ideali

< ap,ap,...,a, > ile gosterilir ve < A >;, sonlu iiretilmig bir sol ideal olarak
adlandirilir. Eger A = {a} tek elemanli bir kiime ise A’nin irettigi < a >; sol
idealine sol esas (principal) ideal denir ve < a > ile gosterilir. Sag esas (principal)

ideal benzer sekilde tanimlanir.

Tamm 2.1.10. [52] R birimli ve degismeli bir halka olsun. R halkasinin her ideali
esas (principal) ideal ise R halkasina bir esas (principal) ideal halkas: denir.
Her ideali esas ideal olan birimli, degismeli ve sifir bolensiz halkaya esas ideal

bolgesi (principal ideal domain (PID)) denir.

Tanmm 2.1.11. R bir halka ve I, R’nin bir sol ideali ve J, R’nin bir sag ideali ise o
zaman IJ = {Y a;b|a; € I,b; € J}, R’nin bir ideali olur.
Bir a € R i¢in Ra, R’nin bir sol ideali ve aR, R’nin bir sag idealidir. Boylece R(aR),

R’nin bir ideali olur. Bu ideal RaR ile gosterilir.

Tanim 2.1.12. [|82]] R birimli bir halka olmak iizere R’nin bir a elemani i¢in a*=a

oluyorsa a’ya bir idempotent eleman denir.
Burada a, birimli bir R halkasinin bir idempotent eleman1 olmak iizere R halkasinin
her x elemani icin ax = xa oluyorsa (yani a, R halkasinin merkezinin bir elemani

ise) a’ya bir merkezil idempotent eleman denir.

Tanim 2.1.13. [61] R birimli bir halka ve P, R halkasinin P # R olacak sekilde bir
ideali olsun. R halkasinin herhangi iki / ve J ideali i¢in eger IJ C P olmasi  C P

veya J C P olmasim gerektiriyorsa P idealine bir asal ideal denir.
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Teorem 2.1.14. [61] Theorem 17.1.2] R birimli bir halka ve P, R halkasinin P # R
olacak sekilde bir ideali olsun. P idealinin asal olmasu icin gerek ve yeter kosul her

a,b € R icin aRb C P iken a € P veya b € P onermesinin dogru olmasidir.

Sonug 2.1.15. [61, Corollary 17.1.3] R birimli ve degismeli bir halka ve P, R
halkasinin P # R olacak sekilde bir ideali olsun. P idealinin asal olmast icin gerek
ve yeter kosul her a,b € R icin ab € P iken a € P veya b € P onermesinin dogru

olmasudr.

Tanim 2.1.16. [61]] R birimli bir halka ve M, R halkasinin M # R olacak sekilde
bir ideali olsun. M C I C R olacak bicimde R halkasinin herhangi bir / ideali yoksa

M idealine R halkasinin bir maksimal ideali denir.

Teorem 2.1.17. [|61, Theorem 17.1.7] Birimli ve degismeli bir R halkasinin her

maksimal ideali R’nin bir asal idealidir.

Tanmm 2.1.18. [57]] R bir halka olmak lizere R’nin her r elemani icin rrr=r

olacak sekilde bir r € R varsa R’ye diizenli (regular) halka denir.

Onerme 2.1.19. [57, p.38] Bir R halkast icin sagidaki ifadeler denktir:

(i) R diizenlidir (regular).
(i1) R’nin her devirli (cyclic) sag ideali Rg’nin bir direkt toplanamdir.
(iii) R’nin her devirli (cyclic) sol ideali gR’nin bir direkt toplananidir.

(iv) R’nin her sonlu iiretecli (finitely generated) sag ideali Rg’nin bir direkt

toplananmdir.

(v) R’nin her sonlu iiretecli (finitely generated) sol ideali grR’nin bir direkt

toplananmidr.

Tanmm 2.1.20. [82] Bir vektér uzayinin homomorfizmasinin ranki goriintii

uzayinin boyutu olarak tanimlanir.
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Tez icinde ispatlarda kullanilacak olan bir vektér uzayinin endomorfizma

halkasinin yapisi ile ilgili agagidaki tanim ve dnermeleri verelim:

Lemma 2.1.21. [82] 3.9] K bir béliimlii halka; V, K iizerinde bir vektor uzayt ve
S =End(gV) olsun.

(1) Her f e Sicin fgf = f olacak sekilde g € S vardir (yani S diizenlidir (regular)).
(ii) Bir f € S epimorfizmaswin iceren her sol ideal S’ye denktir.

(iii) Bir g € S monomorfizmasint iceren her sag ideal S’ye denktir.

(iv) Eger dim(xV) =n € N ise o zaman End(xV') bir basit halkadr.

(v) Eger dim(gV) sonsuz ise o zaman I = {f € S | rank(f) sonlu } i¢in

(@) I, S’de bir minimal idealdir ve I* = I;
(b) 1, bir merkezil idempotent eleman tarafindan iiretilmez;
(c) 1, bir sol ideal olarak sonlu iiretecli degildir,

(d) Eger (xV)’nin bir sayabilir tabant varsa o zaman I, S’deki tek asikar

olmayan idealdir.

(vi) Eger dim(gV') sonsuz ise o zaman her sonsuz asal (cardinal) sayt icin
kK <dim(gV) olup I ={f € S | rank(f) < x} kiimesi S’de bir idealdir ve S’nin

her ideali bu bicimdedir.

Tanim 2.1.22. [82] R bir halka ve r, R’nin bir eleman1 olsun. r+¢ — rt = 0 olacak
sekilde bir ¢ € R varsa r’ye R halkasinin bir sol quasi regular elemani denir. Benzer
sekilde sag quasi regular eleman da tammlidir. Eger R’nin bir r eleman1 hem sol
hem de sag quasi regular ise r’ye quasi regular eleman denir.

Bir R halkasinin bir A idealinin tiim elemanlar1 yukaridaki 6zellige sahipse A’ya

quasi regular ideal denir.
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Lemma 2.1.23. [82, 21.10]

(1) Bir R halkasinda (R birimli olmayabilir) her sol quasi regular sol ideal ayni

zamanda sag quasi regular olur.

(i1) Birimli bir R halkasinda bir sol I ideali icin asagidaki ifadeler denktir:

(a) I sol quasi regular idealdir.
(b) I quasi regular idealdrr.

(c) I, rR’de essential olur.

Onerme 2.1.24. [35, Proposition and Definition 19.24] R bir halka olmak iizere
eger R asagida verilen denk kosullardan birini saglryorsa R’ye diizenli (regular)

halka denir.

(i) Her devirli sol R-modiil diizdiir (flat).
(ii) Her sol R-modiil diizdiir (flat).

(iii) x € R ise xax = a olacak sekilde a € R vardir. (Bu durumda xa, xR’yi iireten

bir idempotent elemandir.)
(iv) Her devirli sol ideal bir idempotent eleman tarafindan iiretilir.

(v) Her sonlu iiretecli sol ideal bir idempotent eleman tarafindan iiretilir.

Ugiincii bolimde tanimlanip detayli ozellikleri verilen flat modiillerin diizenli

(regular) elemanla iligkisi burada Teorem ile agagidaki sekilde verilmistir:

Teorem 2.1.25. [57, Theorem 10.4.9] Bir R halkas icin asagidaki kosullar

denktir:

(1) Her gM modiilii diiz (flat) modiildiir.
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(2) Herr € R icin rr'r = r olacak sekilde R’de bir r elemani vardur.
(3) R halkasinin her devirli sag ideali Rg’nin bir direkt toplananidr.

(4) R halkasinin her sonlu iiretecli sag ideali Rg’nin bir direkt toplananidir.

Boylece Teorem[2.1.23] ile diizenli (regular) halkanin tanimi asagidaki gibi de

verilebilir:

Tamm 2.1.26. [57] Teorem [2.1.25] kosullarindan birini saglayan bir R halkasi da

bir diizenli (regular) halka olarak adlandirilir.

Tanim 2.1.27. R bir halka olsun. R’nin /; ideallerinin her I; 2 I, D ... azalan zinciri

duragan ise R’ye bir Artin halka denir.

Ayrica halkanin regiilerligi ile ilgili ispatlarda kullanigli olan asagidaki tanim

verilebilir:

Tamim 2.1.28. [82] R birimli bir halka olmak iizere R’nin Jacobson radikali J(R)

asagidaki bigimlerde tanimlanabilir:

1. R’deki maksimal sol (sag) ideallerin arakesitidir.
. R’deki tiim essential sol (sag) ideallerin toplamidir.

. Tim sol quasi-regular ideallerin toplamidir.

2

3

4. En biiyiik (sol) quasi-regular ideal

5. J(R)={r € R | herhangi a € R i¢in 1 — ar tersinirdir. }
6

. Basit sol (sag) R-modiillerin sifirlayanlarinin arakesitidir.

Tamim 2.1.29. [82] R bir halka olmak iizere R/J(R) bir yar1 basit artin halka ise

R’ye yariyerel (semilocal) halka denir.

Tamim 2.1.30. [82] Birimli bir R halkasi i¢in asagidaki ifadeler birbirine denktir:

1. R bir yerel halkadir.
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2. R halkasiin tek bir maksimal sol ideali vardir.

3. R halkasinda essential olacak sekilde bir maksimal sol ideal vardir.

4. R halkasinda tersinir olmayan (non-invertible) herhangi iki elemanin toplami
tersinir degildir.

5. R halkasiin tek bir maksimal sag ideali vardir.

6. R halkasinda essential olacak sekilde bir maksimal sag ideal vardir.

Tamim 2.1.31. [57] (R,+,) bir halka olsun. (M,+) bir degismeli toplamsal grup

olmak tlizere
*: RxM — M
(bm) — rxm

ile tanimlanan * fonksiyonu her m,m;,m,; € M ve her r,r;,r, € R igin

L. rx(my+my)=rxmy+rsxmy
2. (n+rn)xm=rixm+ry*xm

3. (r1-m)sm=ryx(ryxm)

kosullarini sagliyorsa M’ye bir sol R-modiil denir. gM ile gosterilir. Benzer sekilde
sag R-modiil tanimlanir. S ve R iki halka olmak lizere M bir sol R-modiil ve bir sag

S-modiil ise M’ye bir R-S-bimodiil denir ve gMy ile gosterilir.

Tanmm 2.1.32. [57] M bir sol R-modiil olsun. N, M’nin bos kiimeden farkli
bir alt kiimesi olmak iizere eger N kendi bagina bir sol R-modiil olma kosullarini

sagliyorsa N’ye M’nin bir altmodiilii denir ve N < M ile gosterilir.

Tamm 2.1.33. [57] R bir halka M ve N sol R-modiiller olsun. f: M — N
fonksiyonu asagidaki ozellikleri saglarsa f ye bir sol R-modiil homomorfizmasi
ad1 verilir.

(1) Hermy,my € Migin f(m; +ma) = f(my)+ f(ma)

(2) HermeM vereRigin f(rm) =rf(m) dir.

f homomorfizmasi orten ise epimorfizma, birebir ise monomorfizma , bire-bir ve

orten ise izomorfizma adim alir.
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Tanim 2.1.34. [57] M ve N birer R-modiil; f : M — N bir modiil homomorfizmasi
olmak iizere

Gor(f) ={f(a) | a € M} kiimesine f’nin gériintii kiimesi denir.

Cek(f) ={ae M| f(a) =0y} seklinde tanimli Cek(f) kiimesi de f’nin ¢ekirdegi
olarak adlandirilir. Ayrica

Escek(f)=Coker(f) :=N/f(M) ve

Esgor(f) =Coim(f) := M/ f~1(0) seklindedir.

Tammm 2.1.35. [57]] M ve N iki sol R-modiil olmak tizere bir

o : M — N homomorfizmast i¢in Cek (), M’de small yani Cek(o) < M ise o ya
small homomorfizma denir. Eger o orten ise o ya small epimorfizma denir.

Eger a : M — N homomorfizmasi igin Gor(a), N modiilinde essential yani
Gor(a) <. N ise o ya essential (large) homomorfizma denir. Eger o birebir ise

« ya essential (large) monomorfizma denir.

Tanim 2.1.36. [57]] M bir R modiil ve N, M’nin bir altmodiilii olmak iizere M’den
M /N boslim modiiliine 1 (m) = m+ N seklinde tanimli 7 homomorfizmasina dogal

(kanonik) homomorfizma ad1 verilir. Burada 11 homomorfizmasi 6rtendir.

Teorem 2.1.37. [5] M ve N birer sol R-modiil olmak iizere

1.Izomorfizma Teoremi: f : M — N bir modiil homomorfizmast olmak iizere
M /Cek(f) =Gor(f) dir.

Z.fzomorﬁzma Teoremi: K ve L, M’nin birer altmodiilleri olsun. O zaman

K/(K NL)= (K+L)/L.

3.Izomorfizma Teoremi: Eger K ve L, M’nin K < L olacak sekilde birer
altmodiilleri ise o zaman (M /K)/(L/K) = M /L.

Bu calisma boyunca aksi belirtilmedigi siirece halkalar birimli ve birlesmeli, tim
modiiller birimsel sol R-modiil olarak kabul edilecektir. Ayrica ¢aligmada yer
alan tamim ve Ozelliklerle ilgili detayh bilgi icin [S], [[12f], [27], [30], [49] ve [S7]

caligmalar1 incelenebilir.
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Tanim 2.1.38. [52] M bir sol R-modiil ve X, M modiiliiniin bir altkiimesi
olsun. M’nin X kiimesini kapsayan biitiin altmodiillerinin arakesitine X tarafindan
iiretilen altmodiil denir ve < X > ile gosterilir. Burada X kiimesinin elemanlari,
< X > altmodiiliiniin iiretecleri olarak adlandirilir. Eger X sonlu elemana sahipse
X’in iirettigi altmodiile bir sonlu iiretilmis altmodiil denir. Ayrica X = {x} seklinde
tek elemanli ise

< {x} > kisaca < x > kiimesine bir devirli (cylic) altmodiil ad1 verilir.

Eger M =< X > ve X sonlu ise M modiiliine sonlu iiretilmis R-modiil denir. Ayrica
burada X sonlu kiimesi M’yi geren kiime olarak da bilinir. M =< m > olacak
sekilde bir m € M varsa M modiiliine m tarafindan iiretilen bir devirli R-modiil

denir.
Teorem 2.1.39. [52] M bir R-modiil ve X, M modiiliiniin bos olmayan sonlu bir
altkiimesi olsun. Bu durumda

<X >={rxi+rxa+...+rXy | 11,12, € RiX1,%0, .06, € X}

bicimindedir.

Sonuc 2.1.40. [5] M bir R-modiil ve m € M olsun. O zaman

<m>=Rm={rm|r R}

seklindedir.

Tamm 2.1.41. [61] R bir halka ve M bir R-modiil olsun. (Xg)ges, M modiiliiniin
elemanlarinin bir indislenmis altkiimesi olsun. [ indis kiimesinin her sonlu
oy, 0, ..., 0 elemanlari ve her r(,r,...,r, € Rigin rixg, +roxg, +... + 14X, =0
olmasi r; = ry = ... = r, = 0 olmasini gerektiriyorsa (X )qes kilmesine dogrusal
(lineer) bagimsizdir denir.

R birimli bir halka ve M birimsel bir R-modiil ise M’nin bir X = {x1,x2,...,x,}
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altkiimesinin M’yi germesi i¢in gerek ve yeter kosul M’nin her bir m elemaninin
her r, € R (i = 1,2,...,n) icin m = x1r; + xor> + ... + x, 1, lineer kombinasyonu
biciminde yazilabilmesidir.

F bir R-modiil olmak iizere F' eger lineer bagimsiz (X )qes geren kiimesine sahip
ise (ranki I’nin kardinali olan ) serbest (Xy)qes tabanina sahip bir serbest (free)

R-modiil olarak adlandirilir.

Tanmm 2.1.42. [52] U, sol R-modiillerin bir sinift ve M bir sol R-modiil olsun. I/

sinifinda bir (sonlu) indislenmis (U )gea kiimesi var ve

DU M - 0
A

tam dizi ise M modiiliine U/ ile sonlu iiretilmistir ya da U, M’yi sonlu iiretir denir.
Eger U = {U} tek elemanli bir kiime ise o zaman U, M’yi sonlu iiretir.

Yani (sonlu) / kiimesi icin

u - M -0

tam dizisi vardir. Burada M modiilii U -iiretecli (U -generated) olarak da adlandirilir.

Tamim 2.1.43. [52] M bir R-modiil ve {M) } o, M modiiliiniin altmodiillerinin bir

ailesi olsun. Eger

1. M=Y M) ve
2. VA € Algll’l M)L ﬂ():u#AM#) = {0}

ise M modiiline {M} }, altmodiillerinin bir i¢ direkt toplami veya sadece direkt
toplami denir ve M = @, (M) ile gosterilir. Bu durumda M, alt modiillerine M
modiiliiniin direkt toplam terimleri (direkt toplananlari) denir.

Eger M modiili sifirdan farkli altmodiillerinin bir direkt toplami seklinde
yazilamiyorsa M’ye parcalanamaz (indecomposable) modiil denir. Eger M modiilii

parcalanamaz modiil degilse M modiilii parcalanabilir modiil olarak adlandirilir.
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M bir R-modiil ve M = @, (M, ) olmak iizere indis kiimesi 6zel olarak A = {1,2}
ise M = M| & M, seklinde ifade edilebilir.

Tamim 2.1.44. [57]] M bir sol R-modiil ve N, M nin bir altmodiilii olsun.

M = N ® K olacak sekilde M modiiliiniin bir K altmodiilii var ise N ye M nin
bir direkt toplanani (direct summand) denir. Ayrica M sifirdan farkli bir R-modiil
olmak tizere M nin sifirdan ve kendisinden bagka direkt toplanani yoksa M ye direkt

parcalanamaz (direct indecomposable) modiil denir.

Sonug 2.1.45. [57, Corollary 3.4.11 (2)] R bir halka, M ve N sol R-modiiller olsun.
Bir B : M — N, R-modiil homomorfizmasi i¢in asagidakiler denktir:
(1) P bir pargalanabilir epimorfizmadir.

(2) PBy= 1y olacak sekilde y : N — M homomorfizmasi vardir.

Tanim 2.1.46. [57]] Bir M modiiliiniin sifirdan farkli bir altmodiilii N olsun. M nin
N de icerilen sifirdan ve N modiiliinden bagka altmodiilii yok ise N modiiliine M

nin bir minimal altmodiilii denir.

Tanmm 2.1.47. [57] Sifirdan farkli bir M modiiliiniin her N altmodiilii i¢cin N = 0
veya N = M ise M ye bir basit (simple) modiil denir. Yani bir M modiilii basit ise

M, 0’dan farkli olup O ve kendisinden baska altmodiilii yoktur.

Tanmm 2.1.48. [57] (My)aca, M modiiliniin basit altmodiillerinin indislenmig

kiimesi olsun. Eger M = @Ma ise M modiiliine yaribasit modiil (semisimple

A
module) denir.

Teorem 2.1.49. [57] Bir R-modiil M icin asagidaki ifadeler denktir:

(1) M’nin her altmodiilii basit (simple) altmodiillerin bir toplanudir.
(2) M basit (simple) altmodiillerin bir toplanudir.

(3) M basit (simple) modiillerin bir direkt toplanmidir.
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(4) M’nin her altmodiilii M ’nin bir direkt toplanamdir.

Tanmm 2.1.50. [57] Teorem [2.1.49[deki sartlar1 saglayan bir R-modiil M’ye
yaribasit (semisimple) modiil denir.

R bir halka olmak iizere gR ve Rp bir yaribasit modiil ise R’ye yaribasit halka denir.

Tammm 2.1.51. [57] N, M modiiliiniin bir 6z altmodilii olsun. M modiiliiniin
N altmodiiliinii kapsayan N modiiliinden bagka hicbir 6z altmodiilii yok ise N

modiiline M nin bir maksimal altmodiilii denir.

Modiil kategorisinde maksimal altmodiil, maksimal 6z altmodiil anlamindadir.
Minimal altmodiil ise minimal sifirdan farkli altmodiil anlamindadir. Ornegin M
modiiliiniin basit (simple) olmast i¢in gerek ve yeter kosul M’ nin minimal ve 0

modiiliiniin M’ nin maksimal altmodiilii olmasidir.

Lemma 2.1.52. [57, Lemma 2.2.4] M bir basit modiil ise {0}, M modiiliiniin
maksimal altmodiiliidiir ve M’nin sifirdan farkli her m elemant icin Rm = M olup

M devirlidir.
Tamim 2.1.53. [5]] Bir sol R-modiil M igin
RadM = ﬂ{ K<M | K,M de maksimal }

= Y{L<M | LM}

tanimlansin. Burada RadM, M nin bir altmodiilidiir. Bu altmodiile M modiiliiniin

radikali denir.

Tanim 2.1.54. [82] R bir halka olsun. Rad(gR) ye, gR nin (Jacobson) radikali
denir. Rad(gR), R nin iki yanli idealidir ve J(R) ile gosterilir.
Eger M modiiliiniin hi¢ bir maksimal altmodiilii yoksa Rad (M) = M’dir.

Tamim 2.1.55. [5]] M bir R-modiil ve £, M modiiliiniin altmdoiillerinin bir kiimesi

olsun. £ kiimesindeki her



23

L <L, <...<L,..

zinciri i¢in L, = L, (i = 1,2,...) olacak sekilde bir n varsa £ kiimesi artan zincir
sartin1 (ACC) saglar.

Bir M modiiliiniin tiim altmodiillerinin kafesi £(M) artan zincir sartin1 sagliyorsa
M modiiliine nother (noetherian) modiil denir.

Benzer sekilde bir M modiiliiniin £ kiimesindeki her
Li>L>...>L,...

zinciri i¢in L, ; = L, (i = 1,2,...) olacak sekilde bir n varsa £ kiimesi azalan zincir
sartin1 (DCC) saglar.
Bir M modiiliiniin tiim altmodiillerinin kafesi £(M) azalan zincir sartini sagliyorsa

M modiiliine artin (artinian) modiil denir.

Onerme 2.1.56. [5, Proposition 10.9] Bir M modiilii icin asagidaki ifadeler

denktir:

i. M nother modiildiir.
ii. M modiiliiniin her altmodiilii sonlu iireteclidir.

iii. M modiiliiniin altmodiillerinin bos kiimeden farkli her altkiimesi bir maksimal

elemana sahiptir.

Benzer durum artin modiiller i¢in agagidaki gibidir:

Onerme 2.1.57. [5, Proposition 10.10] Bir M modiilii icin asagidaki ifadeler

denktir:

1. M artin modiildiir.

ii. M modiiliiniin her boliim modiilii sonlu esiireteclidir.
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iii. M modiiliiniin altmodiillerinin bos kiimeden farkli her altkiimesi bir minimal

elemana sahiptir.

Sonug 2.1.58. [5| Corollary 10.11] M sifirdan farkli bir modiil olsun.

(1.) Eger M artin modiil ise o zaman M modiiliiniin bir basit altmodiilii vardir;

hatta Soc(M) bir essential altmodiildiir.

(ii.) Eger M modiil ise o zaman M modiiliiniin bir maksimal altmodiilii vardur;

hatta Rad(M) bir superfluous altmodiildiir.

Teorem 2.1.59. [57, Theorem 6.1.2]

(D M bir sol R-modiil ve N, M’nin bir altmodiilii olsun. Bu durumda asagidaki
ifadeler denktir:
(1) M noetherdir.
(2) N ve M/N notherdir.
(3) M ’nin altmodiillerinin her N < Ny < N3 < ... artan zinciri duragandir.
(4) M ’nin her altmodiilii sonlu iirete¢lidir.

(5) I bir indis kiimesi olmak iizere M’nin N; altmodiillerinin her {N; | i € I}
kiimesinde XiciN; = Lic,N; olacak sekilde sonlu bir {N; | i € Iy} (yani

sonlu Iy C I) alt kiimesi vardir.

(I) M bir sol R-modiil ve N, M’nin bir altmodiilii olsun. Bu durumda asagidaki
ifadeler denktir:
(1) M artindir.
(2) N ve M/N artindir.
(3) M’nin altmodiillerinin her N > N, > N3 > ... azalan zinciri duragandir.

(4) M’nin her boliim modiilii sonlu egiireteglidir.
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(5) I bir indis kiimesi olmak iizere M’nin N; altmodiillerinin her {N; | i € I}
kiimesinde (\;c;N; = iy, Ni olacak sekilde sonlu bir {N; | i € Ip} (yani

sonlu Iy C 1) alt kiimesi vardir.

Tanim 2.1.60. [57] M bir sol R-modiil olsun. M nin her N altmodiilii i¢in
A+ N = M olmasi durumunda N = M oluyorsa A altmodiiliine M de small

(superfluous) altmodiil denir ve A < M ile gosterilir.

Tamm 2.1.61. [31]] R bir halka, M bir sol R-modiil ve N, M modiiliiniin sifirdan
farklr bir altmodiilii olsun. Eger M’nin 0’dan farkli her alt modiilii ile N’nin
arakesiti sifirdan farkli ise N’ye M’nin bir essential altmodiilii denir ve N <, M
ile gosterilir.

NYani0#N <, M <V0#K <Micin NNK #0.)

M bir R-modiil ve N, M’nin bir essential altmodiilii olsun. Bu durumda M’ye N’nin

bir essential geniglemesi denir.

Her modiil kendisinin bir essential altmodiiliidiir. Bir R-modiil M nin bu sekildeki
essential genislemesine asikar essential genisleme denir. Bunun digindaki diger
essential genislemeler 0z (proper) essential genisleme olarak adlandirilir.

@ rasyonel sayilar cismi bir Z-modiil olarak diisiiniiliirse Z’nin bir essential

genislemesi olur.

Lemma 2.1.62. [59, Remark 3.27 (i)] M ve N, N C M olacak sekilde birer
R-modiil olsun. M modiiliiniin N’ nin bir essential genislemesi olmasi icin gerek
ve yeter kosul M ’nin sifirdan farkli herhangi bir m elemant icin 0 # rm € N olacak

sekilde R halkasinda bir r elemaninin var olmasidir.

Lemma 2.1.63. [59, Remark 3.27 (ii)] K,L,M; K < L < M olacak sekilde birer
R-modiil olsun. Eger K, L’nin bir essential altmodiilii ve L, M nin bir essential
altmodiilii ise o zaman K, M’nin bir essential altmodiilii olur. Yani essential

altmodiiller gecislilik ozelligine sahiptir.
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2.2. Baz Injektif ve Projektif Modiil Ozellikleri

Tanmm 2.2.1. [57] R bir halka ve U bir R-modiil olmak iizere R-modiillerin her bir

o : K — M monomorfizmasi ve her bir f : K — U homomorfizmast igin

U

A

ya:

0 K—2+Mm

diyagramimi de8ismeli yapan (yani ¢ = 3 olacak sekilde) bir ¢ : M — U
homomorfizmasi varsa U’ya M’ye gore injektif (injective) modiil (veya U,
M-injektiftir) denir. Eger U, biitiin sol R-modiillere gore injektif ise U’ya bir
injektif modiil denir. {M; | i € I'}, sol R-modiillerin bir sinif1 olmak iizere her farkli
i,j € I eleman cifti igin M;, M j-injektif oluyorsa M; modiillerine aralarinda injektif
(relative injective) modiiller denir. Ozel olarak U = M igin M modiilii M-injektif

ise M’ye quasi injektif modiil denir.

Teorem 2.2.2. [57, Theorem 5.3.1 ] Bir sol R-modiil Q icin asagidakiler denktir:
(1) Her & : Q — B monomorfizmast parcalanabilir yani Goér(E), B de bir direkt
toplanandir.

(2) Her o.: A — B monomorfizmast ve her ¢ : A — Q homomorfizmast i¢in

¢ = Ko olacak sekilde bir x : B— Q homomorfizmast vardir. Yani

0

s

:K'

0 A -2+ B

diyagrami degismelidir.
(3) Her o : A — B monomorfizmast i¢in

Hom(a,1p) : Homg(B,Q) — Homg(A, Q) bir epimorfizmadir.

Tamim 2.2.3. [57|] Teorem de belirtilen denk kosullarindan birini saglayan

bir gQ modiiliine injektif R-modiil denir.
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Tanim 2.2.4. [57] M bir R-modiil olsun. Eger Q, injektif R-modiil ve
n : M — Q monomorfizmas1 bir essential (large) monomorfizma ise 7

monomorfizmasina M 'nin bir injektif genislemesi (injective hull) denir.

Teorem 2.2.5. (Baer Kriteri) [[57, Theorem 5.7.1] Bir gM modiiliiniin injektif
olmas: icin gerek ve yeter kosul gR’nin her sag [ ideali ve her p : [ — M
homomorfizmasi i¢in i : I — R icerim doniisiimii olmak iizere p = 7i olacak sekilde

bir 7 :x R — M homomorfizmasi vardir.

Tammm 2.2.6. [34]] M bir R-modiil ve N, M’nin bir altmodiilii olmak iizere M’ nin
her ¢ endomorfizmasi i¢in @(N) C N oluyorsa N’ye M’nin bir fully invariant

altmodiilii denir.

Eger M modiili kendisinin tim injektif genislemelerinin bir fully invariant

altmodiilii ise M quasi-injektif modiil olur [41]].

Tamm 2.2.7. [57] R bir halka olsun. n €Z olmak iizere M,, R-modiillerin ve f,

modiil homomorfizmalarinin bir dizisi asagidaki bicimde verilsin:

fn—l fn fn+l
n—1 Mn Mn+1 — =

. —

Eger Gor(f,_1) =Cek(f,) saglaniyorsa bu diziye bir tam dizi denir. Ozel olarak

0 el ey N - 0

seklindeki tam diziye bir kisa tam dizi denir.

Kisa tam dizide f homomorfizmasinin birebir, g homomorfizmasinin orten ve

Gor(f) =Cek(g) oldugu agiktir.

Onerme 2.2.8. [31, Characterization p.8] M,N,K,L birer R-modiil olmak iizere

asagidaki ifadeler denktir:
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(i) N, M-injektiftir.
(ii) Her f: E(M) — E(N) morfizmast icin f(M) < N’dir.

(iii) R-modiillerin 0 — K — M — L — 0 bicimindeki tiim tam dizilerine gore

Homg(—,N) funktoru tamdur.

(iv) M’nin her U devirli altmodiilii icin N, U -injektiftir.

Bu durumda her 0 — K — M — L — 0 tam dizisi icin N, K-injektif ve L-injektif

olur.

Teorem 2.2.9. [57, Theorem 5.3.1 ] Bir sol R-modiil P icin asagidakiler denktir:
(1) Her & : B — P epimorfizmast parcalanabilir yani Cek(E), B de direkt
toplanandir.

(2) Her B : B — C epimorfizmast ve her y : P — C homomorfizmast icin y = A

olacak sekilde bir A : P — B homomorfizmasi vardwr. Yani

diyagram degismelidir.

(3) Her B : B— C epimorfizmast icin

Hom(1p,B) : Homg(P,B) — Homg(P,C) bir epimorfizmadur.

Tamm 2.2.10. [57] Teorem de belirtilen denk kosullardan birini saglayan bir

g P modiiliine bir projektif R-modiil denir.

Tamim 2.2.11. [57] M bir R-modiil olsun. Eger P projektif modiil ve & : P — M
epimorfizmasi bir small epimorfizma ise & epimorfizmasina M nin bir projektif

ortiisii (projective cover) denir.

Lemma 2.2.12. [59, Lemma 3.28] Bir R-modiil M ’nin injektif olmast icin gerek

ve yeter kosul M ’nin hi¢ bir 0z essential genislemesinin olmamasidur.
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Lemma 2.2.13. [59, Lemma 3.29] Herhangi bir R-modiil M ’nin bir maksimal

essential geniglemesi vardir.

Teorem 2.2.14. [59, Theorem 3.30] N < M olacak sekildeki R-modiiller icin

asagidaki ifadeler birbirine denktir:

(1) M, N’nin bir maksimal essential genislemesidir.

(2) M hem N ’nin bir essential genislemesidir hem de bir injektif modiildiir.

(3) M, N iizerinde minimal injektiftir.

Tanmm 2.2.15. [59] Teoerem in denk kogullarindan birini saglayan M

modiiliine N nin bir injektif genigslemesi (injective hull (envelope)) denir.

Bir M modiiliiniin injektif genislemesi E(M) ile gosterilir. Lemma [2.2.13| ile
herhangi bir M modiiliiniin bir injektif genislemesi vardir. Ayrica injektif genisleme

izomorfizma farkiyla tek tiirliidiir.

Onerme 2.2.16. [50, Proposition 3.5.6]

(i) Herhangi M ve M, modiilleri icin E(M, & M,) = E(M,) ® E(M,) dir.

(1) Eger ¢ : M — Q bir monomorfizma ve Q bir injektif modiil ise o zaman

01 = E(M) olmak iizere Q = Qy © Q, seklindedir.

2.3. Baz1 Temel Tensor Carpim Ozellikleri

Simdi de ozellikle tezin iiciincli boliimiinde islenen flat modiillerin taniminda
kullanilan tensor ¢arpimla ilgili asagidaki bazi tanim ve 6zellikleri verelim:

Tensor ¢arpim (bagka halkalar {izerinde uygun kosullar altinda olsa da) genel
olarak bir Ag modiilii ve bir gU modiiliinden yeni bir A ® U Z-modiiliiniin

olusturulmasidir. A ®g U tensor ¢arpimini tanimlamak icin
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AxU={(a,u)|a€AucU};A veU’'nun ¢arpim kiimesi,

F = F(A xU,Z) serbest (free) sol Z-modiilii (ya da sag Z-modiilii, Z degismeli
oldugundan Z i¢in yoniin bir 6nemi yoktur) gostersin. Ayrica K,

Dy = {(a+d,u)— (a,u)— (a ,u) | a,d € A,ucU},

Dy ={(a,u+u)—(a,u)—(a,u)|acAuu cU},

T = {(ar,u) — (a,ru) |ac€c A,uc U,r € R}

olmak iizere F’nin D; UD, UT kiimesi tarafindan iiretilen (bir Z-modiil olarak)
altmodiilii olsun. Verilen bu A, U, F modiilleri ve K altmodiilii ile tensor carpim

asagidaki bi¢cimde tanimlanir:

Tammm 2.3.1. [57] R bir halka Ag bir sa§ R-modiil ve grU bir sol R-modiil
olmak iizere A ®g U := F /K ile tanimli F /K boliim modiiliine R iizerinde Ag ile
rU’nin tensor carpumi denir. F’nin (a,u) elemaninin F — F /K ’ye tanimh dogal
epimorfizma altindaki goriintiisiine a ile #’nun tensor ¢arpimi denir ve a ® u ile
gosterilir.

a®u:= (a,u)+ K seklinde tanimlidur.

Tensor carpimin R iizerinde tanimli oldugu agiksa o zaman kisaca A ®g U yerine

A ®U yazilir. Tensor carpimin agagidaki elementer dzellikleri vardir:

Ozellik 2.3.2. [57, Operational Rules 10.1.2]

. (a4+d)@u=aQ@u+d Qu,
La®@utu)=a®uta®u,

Lar@Qu=aru,

. —(a®u)=(—a)@u=a® (—u),

2
3
4. 0Qu=a®0=0,
5
6. (a®u)z=(az)Qu=a® (uz),z€7Z

Tanmm 2.3.3. [[60] R degismeli bir halka olsun. Ey,...,E,, F birer R-modiil olsun.

f i E; x...xE, = F n-coklu dogrusal doniisiimlerin (multilineer map) modiili
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L"(Ey,...,Ep F) ile gosterilsin. (Her bir degiskende lineer (yani R-lineer) olan
doniistime bir ¢oklu dogrusal doniisiim (multilineer map) denir.)

Eger f:E{ X ...xE, =+ F ve g: E| X ... X E, = G birer multilineer doniigtimler ise

/f
g
v

Ei x..xXE, A G

f — g morfizmasi

diyagramini degismeli yapan bir 4 : F — G homorfizmasi ile tanimlanabilir. Bu
kategorideki (R-Mod da yer alan) bir objeye (modiile) R iizerinde E1, ..., E,,’nin bir

tensor ¢carpinu denir.

Onerme 2.3.4. [60, Proposition 1.1] K, L ve M birer R-modiil ve k € K, € L ve
m € M olmak iizere (k®1) @ m— k® (I ® m) olacak sekilde tek bir
(K®L)®M — K® (L®M) izomorfizmas: vardir.

Bu dnerme ile tensor carpimin birlesme 6zelligini sagladigi sdylenir.

Onerme 2.3.5. [60, Proposition 1.2] M, N birer R-modiil olsun. Bu durumda
méeM ven €N icin m®n +— n®m olacak sekilde tek bir M QN — N@ M

izomorfizmasi vardir.

Tensor carpimin pek ¢ok funktoriyel (functorial) 6zelligi vardir:
i=1,...,n i¢in lineer donilislimlerin bir f; : M; — M, kolleksiyonunu g6z oniine
alalim. Burada carpim iizerinde bir [] f; : HM; — [1M; indirgeme doniisiimii elde
edilir. Tensor carpim icine kanonik doniigiim ile [] f; doniisiimii olusturulacak
olursa
Myx..xM, — M| ®...9M,
I1fi T(fiyeenfn)

M X.. XM, —— M| ®..QM,
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diyagramini degismeli yapan T'(fi,..., f,) ile gosterilen bir indirgeme doniisiimii
elde edilir. Bu ise 7 nin funktoriyal oldugunu yani eger i = 1,...,n i¢in f;o g;

dogrusal (lineer) doniisiimlerin bir bilegkesi ise

T(fiogis s fuogn) =T (f1,, fa) 0T (81, ,8n)

Ve

olur.
Burada T(f1, ..., fn), X; @ ... ®x,, € M} @ ... ® M,, elemanini

filx; ®..®) fo(x,) goriintiisiine esleyen tek lineer doniigiimdiir.
T I LM, M) — LI M, Q- M;)

seklinde diigliniilebilir. 7’nin ¢oklu dogrusal doniisiim (multilineer map) oldugu

aciktir.

f: N — N ve g1,82: M’ — M homomorfizmalari verilsin. O zaman

(f,g) — T(f,g) olmak iizere

T(f,g1+82)=T(f81)+T(f 8)ve
T(faagl) :aT(fagl)

ozelikleri saglanir.
Ozel olarak N sabit bir modiil segilir ve modiillerden modiillere T(M) = N @ M
olacak sekildeki T = 7 funktoru goz Oniine alinirsa o zaman 7T her bir M .M

modiil ¢ifti icin 7(f) = T(id, f) ile formiilize edilen bir
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T L(M M) = L(t(M),t(M))

dogrusal (lineer) doniisiimiine yiikselir.

T(f1,..., fn) gosterimi yerine f; ® ... ® f, gosterimi de kullanilabilir.

2.4. Bazi Ileri Modiil Ozellikleri

Tanmm 2.4.1. [52] G bir grup ve a € G olsun. a" = e olacak sekilde en kiiciik n
pozitif tam sayisina a elemanin mertebesi denir. Eger G grubu toplamsal bir grup
ise 0 zaman a € G i¢in n.a = e olacak sekilde en kiiciik pozitif n tam sayisina a

elemaninin mertebesi denir ve n(a) ile gosterilir.

Tamim 2.4.2. [52] G bir abel grup olsun. G;={ u € G | n(u) sonlu } kiimesi G nin

bir altgrubudur. Bu altgruba G nin bir burulmali (torsion) altgrubu denir.

Tamim 2.4.3. [52]] G bir abel grup olsun ve G;= { u € G | n(u) sonlu } kiimesi

verilsin. Eger G = G; ise o zaman G abel grubuna burulmali (torsion) grup denir.

Tanim 2.4.4. [47] M bir sol R-modiil ve X, M’nin bir altkiimesi olsun.

Ann(X) = {r € R | her x € X i¢in rx = 0} kiimesine X ’in stfirlayani denir ve bu
kiime R’nin bir sol idealidir. R halkasini belirtmek i¢in Anng(X) olarak yazilir.

M Dbir sol R-modiil oldugundan belirtilmesi gerektigi durumda Ann(X)

yerine [.Ann(X) yazilr.

M = R durumunda sol R-modiil olarak gR’ye gore sifirlayanlar tanimlanir. Boylece
X CRicin l.Ann(X) = {r € R | her x € X i¢in rx = 0} sol sifirlayan olarak
tanimlanir. Sag sifirlayanlar da benzer sekilde

rAnn(X) = {x € M |her x € X i¢in xr = 0} seklinde tanimlanir.

Ayrica modiillerde var olan sifirlayanlar asagidaki bicimde verilir:

M bir sol R-modiil ve Y, R’nin bir alt kiimesi ise M’de

Anny(Y) = {x € M | her y € Y i¢in yx = 0} kiimesi M modiiliinde Y’nin

sifirlayanidir ve bu kiime M’nin bir toplamsal alt grubudur. Bu sifirlayan kiimesi
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1.Anny (Y') bigiminde belirtilir. Sol R-modiil M de R’nin bir sol idealinin sifirlayani
M’nin bir altmodiiliidiir. Bir sag modiil iizerinde R halkasinin bir sol idealinin

stfirlayan1 benzer sekildedir.

Bir M modiiliiniin bir elemaninin ve kendisinin sifirlayan1 asagida verilmistir:

Tanim 2.4.5. [42] R bir halka ve M bir sol R-modiil olsun. Bir m € M icin

Anng(m) ={r € R | rm=0 } kiimesine m nin R deki sol sifirlayanlarinin kiimesi
denir. Bu kiimenin R de bir ideal oldugu aciktir. Bu ideal Anng(m) ile de gosterilir.
Ayrica Anng(M)={ r € R | rM = 0 } kiimesine de M ’nin R’deki sifirlayani denir.
Burada Anng(M) de R’nin bir idealidir. Bir m € M elemam i¢in eger m nin
stfirlayan1 R’nin sifir ideali degil ise m ye M nin bir burulmali (torsion) elemani

denir.

Tanim 2.4.6. [57] R bir tamlik bolgesi ve M bir sol R-modiil olsun.

T(M)={x€M| Anng(x) # 0 } kiimesi bir altmodiildiir. Bu altmodiil M nin
bir burulmaly (torsion) altmodiilii olarak adlandirilir. Eger T(M) = M ise M’ye
burulmaly (torsion) modiil denir. Eger T (M) = 0 ise M burulmasiz (torsion free)

modiil olarak adlandirilir.

Tanmim 2.4.7. [47] Bir R halkasi iizerinde bir sol R-modiil M i¢in eger Anng(M) =0
ise M modiiliine bir sadik (faithful) R-modiil denir.

Sifirdan farkli bir R halkasi iizerinde bir sadik modiil daima sifirdan farklidur.
Ayrica R-modiil M’nin sifirlayan1 R halkasinin bir idealidir ve R/Ann(M) tizerinde

her zaman bir sadik modiil olur.

Teorem 2.4.8. [52, Theorem 2.1] Birimli bir R halkasinda birimsel bir R-modiil
F icin asagidaki kosullar denktir:

(1) F nin bos olmayan bir tabani vardir.

(2) F, her biri sol R-modiil olarak R ye izomorf olan devirli R-modiillerin bir

ailesinin i¢ direkt toplamidir.
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(3) F, sol R-modiil R nin kopyalarimin bir direk toplamina R-modiil olarak
izomorftur.

(4) Asagidaki ozellikleri saglayan bos olmayan bir X kiimesi ve bir 1 : X — F
fonksiyonu vardur:

Herhangi bir birimsel R-modiil A ve f : X — A fonksiyonu verilsin. O zaman f1 = f
olacak sekilde bir tek f : F — A, R-modiil homomorfizmasi vardir. Baska bir deyisle

F, birimsel R-modiiller kategorisinde bir serbest (free) objedir.

Tanmm 2.4.9. [52] Teoremin in denk sartlarini saglayan bir R halkasi
iizerindeki birimsel F modiiliine X kiimesi iizerinde bir serbest (free) R-modiil

adi verilir.

Tanmm 2.4.10. [46] M, sifirdan farkli bir R-modiil olmak iizere M’nin sifirdan
farkll her altmodiilii M’de essential ise M’ye bir uniform modiil denir. Buna denk
olarak M’nin sifirdan farkli her iki altmodiiliiniin arakesiti sifirdan farklidir. Yani

M +# 0 olmak iizere M’nin sifirdan farkli her N, K altmodiilii icin N N K £ 0 ’dur.

Tanim 2.4.11. [46] R bir halka ve M sifirdan farkli bir R-modiil olsun. M, sifirdan
farkl1 altmodiillerinin bir sonsuz direkt toplamini icermez ancak ve ancak M, bazi
1 <i<nigcin U; <M uniform altmodiilleri i¢cin U; ¢ U, & ... @ U, biciminde
bir essential altmodiil kapsayacak sekilde negatif olmayan bir n tamsayist vardir.
Bu n tamsayis1 M modiilii i¢in tek tiirlii olup n tamsayisina sonlu uniform boyut
ya da Goldie boyut (Goldie rank) denir ve udim(M) bigiminde gosterilir. Yani
udim(M) = n’dir. Eger M = 0 ise udim(M) = 0 yazilir.

Tamim 2.4.12. [12] R bir halka, M bir sol R-modiil ve udim(M), M’nin diizgiin

(Goldie) boyutunu gostermek iizere M nin tiim A, B altmodiilleri i¢in

udim(A + B) = udim(A) 4+ udim(B) — udim(A N B)

ise M’ye bir dimension modiil denir .
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Bir M modiiliiniin her sonlu iiretecli altmodiiniin sonlu uniform boyutu varsa M’nin

sonlu yerel uniform boyutu vardir denir.

Tamim 2.4.13. [31]] R bir halka, M bir sol R-modiil ve K, M’nin bir altmodiili
olsun. Eger K’nin M’de hicbir 6z essential genislemesi yoksa K’ye M’de bir kapali
(closed) altmodiil denir ve K <. M ile gosterilir.

Yani; K< M K<,L<M=K=L)

Tamm 2.4.14. R bir halka, M bir sol R-modiil ve N < M olsun. M modiiliiniin
N altmodiiliinii essential olarak iceren altmodiillerin ailesindeki maksimal K
altmodiiliine N’nin M’deki kapanisi (closure) denir.

Zorn Lemma yardimiyla M’nin her altmodiiliin M’de bir kapanig1 vardir.

Tanmm 2.4.15. [31]] R bir halka, M bir sol R-modiil ve N, M’nin bir altmodiilii
olsun. M modiiliiniin A altmodiillerinin ailesinde N N H = 0 6zelligine sahip
maksimal olan K altmodiiliine N’ nin M’deki tiimleyeni (complement) denir.

Eger M modiiliiniin K, N’nin bir tiimleyeni olacak sekilde bir N altmodiilii varsa
K’ye M’nin bir tiimleyen (complement) altmodiilii denir.

Zorn Lemma ile bir M-modiiliiniin her alt modiiliiniin M’de bir tiimleyeni

(complement) vardir.

Timleyen (complement) altmodiillerin varlig1 ile asagidaki denk ozelliklere
sahibiz:

Bir M modiiliiniin LN N = 0 olacak sekildeki L ve N altmodiiller i¢in

(i) L <K olacak bicimde N’nin M’de bir K tiimleyeni (complement) vardir.

(il)) K& N direkt toplam1 M’ nin bir essential altmodiiliidiir (K &N <, M).

(iii) K, M’de kapal1 (closed) altmodiildiir.

Onerme 2.4.16. [63, Proposition 2.1] Herhangi bir (quasi-) injektif R-modiil M

asagidaki ozellikleri saglar:
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(1) M modiiliiniin her altmodiilii M’nin bir toplananinda essential altmodiildiir

(Cy).

(1) Eger M modiiliiniin bir A altmodiilii M’nin bir direkt toplananina izomorf ise

o zaman A da M modiiliiniin bir direkt toplanani olur (C3).

Ayrica eger M modiilii (Cy) ozelligine sahipse;

(i) My, ve M, M modiiliiniin My "M, = 0 olacak sekildeki direkt toplanan

altmodiilleri ise o zaman M| & M, modiilii de M ’nin bir toplanant olur (Cs).

Tanmm 2.4.17. [63] M bir R-modiil olmak {izere M, (C1) ve (C2) kosullarini
sagliyorsa M’ye siirekli (continuous) modiil; (C1) ve (C3) kosullarin1 sagliyorsa

M’ye quasi siirekli (quasi-continuous) modiil denir.

Bir R-modiil M i¢in asagidaki diyagram dogrudur:
M, injektif = M, quasi-injektif=- M, continuous = M, quasi-continuous = M,

(C1) sartim1 saglar.

Tanimm 2.4.18. [31]] R bir halka ve M bir sol R-modiil olsun.

1. Eger M modiiliiniin her kapali (closed) altmodiilii M’nin bir direkt toplanani ise
M modiiliine bir extending modiil,

2. Eger M modiiliiniin her tiimleyen (complement) altmodiilii M’ nin bir direkt
toplanani ise M modiiliine bir CS-modiil (CS:complement summand);

3. Bir M modiiliiniin her altmodiilii M’nin bir direkt toplananinda essential ise M

modiilii (C1) sartin1 saglar denir.
Teorem 2.4.19. [31]] Tanum de verilen dzellikler denktir.

Tanmm 2.4.20. [24] R bir halka ve sol R-modiillerin R-Mod kategorisinde bir
X swmifi sifir modiiliinii iceren ve izomorfizmalar altinda kapali R-modiillerin bir

ailesini gostersin.
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Eger kM modiilii X siifina ait ise gM’ye bir X'-modiil denir. gM’nin X" sinifina

ait gN alt modiiliine bir X -altmodiil denir.

Tamim 2.4.21. [76] R bir halka ve 7, R-modiillerin bir sinifi olmak iizere eger 7T

1. Direkt toplamlar altinda kapals,
2. Homomorfik goriintii altinda kapal1 ve
3. Genislemelere gore yani kisa tam dizilere gére genislemeler altinda kapali ise

(yani modiillerin 0 — N — M — K — 0 kisa tam dizisinde N, K € T ise M € Tdir.)

bir burulmali (torsion) sinif olarak adlandirilir.
Diger taraftan F ={F € F | her T € T i¢in Hom(T, F)= 0 } seklinde tamimli F

siifina bir burulmasiz (torsion-free) sinif denir.

Uyari 2.4.22. Burada F sinif1

1. Altmodiiller altinda,
2. Direkt carpimlar (dolayisiyla direkt toplamlar) altinda ve
3. Geniglemelere gore yani kisa tam dizilere gore genislemeler altinda kapalidir

(yani modiillerin 0 - N — M — K — O kisa tam dizisinde N, K € F ise M € F’dir).

Tanmm 2.4.23. [76]] 7 bir torsion sinif ve F bir burulmasiz (torsion-free) sinif

olmak iizere

1. =( T, F) ikili sistemine bir burulmali (torsion) teori ,

2. T smuft altmodiillere gore kapali ise o zaman t=( T, JF) sistemine bir kalitsal
burulmali (hereditary torsion) teori denir.

3. Eger F smifi homomorfik goriintii altinda kapaliysa o zaman 7=( 7, F)

sistemine bir es-kalitsal burulmali (co-hereditary torsion) teori ad1 verilir.

Tamm 2.4.24. [76] 7 bir torsion teori ve M;’ler M modiiliiniin 7 -altmodiilleri

olmak iizere

1. ©(M) =Y M; <M. M’nin maksimal 7 -altmodiiliidiir.
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2. Eger t(M)=M ise M modiiliine bir T-burulmali (t-torsion) modiil ve

3. ©(M)=0 ise M’ye bir T-burulmasiz (T-torsion-free) modiil denir.

Tamim 2.4.25. t=( 7T, F) bir torsion teori ve M bir R-modiil olsun. Eger M nin bir
N altmodiilit M modiiliinde essential ve M /N € T ise N altmodiiliine M modiiliinde
T-essential altmodiil denir ve N <; M ile gosterilir.

(Bu taniminin orijinali 1965 yilinda Tsai tarafindan yapilmistir. Bakiniz [43]]. )

Tanim 2.4.26. Bu tanim kullanilarak burulmali (torsion) teoriye gore extending

modiil tanimi1 asagidaki sekilde verilmigtir:

1. Eger N < M icin N altmodiiliiniin M modiiliinde hicbir 6z 7-essential
genislemesi yoksa N alt modiilii M modiiliinde 7-kapalidir denir ve N <; M ile
gosterilir [27]).

2. Eger M’nin her t-kapali (closed) alt modiilii M modiiliiniin bir direkt toplanani
ise M modiiliine bir T-extending modiil denir [[27]].

3. M bir R-modiil ve N, M modiliiniin bir altmodiilii olsun. M modiiliiniin
N altmodiiliinii 7-essential alt modiil olarak iceren bir 7-kapali (closed) K
altmodiiliine N’nin M modiiliindeki 7-kapanisi (closure) denir [29], [30].

4. M bir R-modiil olsun. M’nin her alt modiiliiniin M modiiliinde tek bir T-kapanisi

varsa M modiiliine bir T — UC modiil denir [29]], [30].

Tanim 2.4.27. [31] M bir R-modiil olmak iizere eger M’nin kopyalarinin her direkt

toplami extending ise M’ye X-extending modiil denir.

Lemma 2.4.28. [28, Lemma 2.1] 7T bir torsion teori N ve K bir M modiiliiniin

altmodiilleri olsun. O zaman asagidaki 6zellikler vardir:

(1) N, M modiiliinde t-essential ise N, M modiiliinde essential altmodiildiir.

(i1) N, K modiiliinde t-essential ve K, M modiiliinde t-essential ise N, M

modiiliinde t-essential altmodiildiir.
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(iii)) N, M modiiliiniin bir kapali (closed) altmodiilii ise N, M modiiliiniin bir

T-kapali (closed) altmodiiliidiir.
(iv) M, bir t-extending modiil ise M, extending modiil olur.

(v) M bir t-extending modiil olsun. N altmodiiliiniin M modiiliinde kapali olmast

icin gerek ve yeter sart N altmodiiliiniin M modiiliinde t-kapalt olmasidur.

(vi) N, M modiiliiniin bir direkt toplanani ise N, M modiiliinde t-kapali olur.
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3. PURE ALTMODULLERE GORE EXTENDING MODUL
OZELLIGI

Modiil teoride pure altobjelere gore extending modiiliin bir genellemesi daha
once [8]’de verilmistir  Bu boliimde extending modiiller {izerine yapilan
caligmalar 151¢1nda tanimlamig oldugumuz T,-kapali altmodiiller yardimu ile purely
extending modiillerin torsion teoride bir genellemesi olan purely 7;-extending
modiil yapisi olusturuldu. Extending modiil teoride yer alan klasik bazi temel
ozelliklerin ve teoremlerin, yeni tanimlanan purely 7;-extending modiiller icin
de varlig1 gosterildi. Ayrica extending modiil teorideki halihazirda agik olan
ayrisim problemi lizerinde caligildi. Yani purely 7;-extending modiillerin direkt
toplamimin bazi1 sartlar altinda purely 7;-extending modiil oldugu gosterildi.
Burada flat modiillerin 6zellikleri kullanilarak purely 7;-extending modiillerin bir
karakterizasyonunu olusturuldu. Ayrica bir R halkasinin semihereditary olmasi
durumunda elde edilen karakterizasyon Teorem3.5.7/de halka siniflandirmasi
olarak verildi.

Burada genellemeye ge¢meden 6nce calisma i¢in gerekli olan diiz (flat) modiiller

ve pure altmodiillerle ilgili agsagidaki temel tanim ve 6zellikler verilecektir:

3.1. Diiz (Flat) Modiiller ve Pure Altmodiiller ile Ilgili Temel Ozellikler

Tanmm 3.1.1. [83] F bir sol R-modiil ve M, N birer sag R-modiil olsun. Her

a : Mr — Ng monomorfizmasi ve 1z : F — F birim homomorfizmasi icin
a®lp: M®gF — N ®gF homomorfizmast bir monomorfizma oluyorsa F
modiiliine bir diiz (flat) modiil denir. Daha genel olarak F bir diiz (flat) sol R-modiil

olsun. Bu durumda sag R-modiillerin her
0—M-—N

tam dizisi igin
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00— MRRRF —NQgF
dizisi tamdir yani, tensor funktor sag R-modiillerin
0—M-—N

tam dizisini korur.

Onerme 3.1.2. [5] M, N ve K birer sag R-modiil,

0 0
0 ~ Mp - Ng ~ Kg -0

bir kisa tam dizi ve D bir sol R-modiil olsun. Bu durumda 1p : D — D birim

doniigiim olmak iizere @ = 0 @ 1p ve B = ¢ ® 1p olarak alimirsa

M®RD4Q>N®RDLK®RD 0

dizisi tam olur.

Tanmm 3.1.3. [5] RU ve Mg birer R-modiil olmak iizere —r ® U funktoru M orta
terimli tiim kisa tam dizilerin tamligim1 koruyorsa rU’ya M modiiliine gore diiz

(flat) modiil (M-flat modiil) denir. Yani sag R-modiillerin her

0 - K - M ~ L -0

kisa tam dizisi i¢in

0

KQU — MU — LU

dizisi tam oluyorsa U bir M-flat modiil olur. Bu durumda acik¢a U modiiliiniin

M-flat olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M’nin her K altmodiilii i¢in

0

KrRQU — Mp®U
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dizisinin tam olmasidir.
Eger pU modiilii her sol R-modiile gore flat ise RU’ya diiz (flat) sol R-modiil denir.

Diiz sag modiiller (flat right module) benzer sekilde tanimlidir.

Onerme 3.1.4. [60] Bir sag R-modiil F icin asagidaki durumlar denktir:

(i) Sol R-modiillerin her

tam dizisi i¢in

FON —— FQM — FQK

dizisi tamdir.

(i1) Sol R-modiillerin her

0 ~ N - M ~ K 0

kisa tam dizisi i¢in

0

FQN —— FQOM —— F®RK

dizisi tamdir.

(iii)) Her 0 — N — M birebir (injection) doniisiimii i¢in

0

FQN — FQM

dizisi tamdir.

Yukarida verilen denk kosullardan birini saglayan bir F modiilii de diiz (flat) modiil

olarak adlandirilir.



44

Lemma 3.1.5. (The Flat Test Lemma) [5, Lemma 19.17 ] Bir M sol R-modiilii icin

asagidaki durumlar denktir:

(1) M diiz (flat) modiildiir,
(i) M modiilii Rg-diizdiir (flat);

(iii) R’nin bir (sonlu iiretecli) I sag ideali icin l;(a ® m) = am ile tamuml olacak

sekildeki L : I @ M — IM olan Z-epimorfizmast bir monomorfizmadir.

Teorem 3.1.6. [83, Theorem 1.1.4] Bir sol R-modiil F icin asagidaki ozellikler

denktir:

(1) F diiz (flat) modiildiir.

(2) R’nin her (sonlu iiretecli ) sag I ideali icin r € I ve x € F olmak iizere
W (r®x) = rx olacak gekilde taniml y; : 1 Qg F — IF olan Z-lineer doniisiimii

injektiftir.

Tanmm 3.1.7. [5] R bir halka, M bir R-modiil ve N, M’nin bir altmodiilii olmak
izere R’nin her sonlu tiretecli / ideali icin /N = IM NN oluyorsa N altmodiiliine M
modiiliiniin bir pure altmodiilii denir ve N <, M ile gosterilir.

Bir M modiiliiniin her direkt toplananinin pure altmodiil oldugu agiktir ancak tersi

dogru degildir.

Tamim 3.1.8. [57]] @ bir monomorfizma olmak iizere her R-modiil gM icin @ ® 1,
de bir monomorfizma oluyorsa & pure monomorfizma olarak adlandirilir.
N, M’nin bir altmodiilii olmak iizere i : N — M icerim doniisiimii pure ise o zaman

N, M’nin bir pure altmodiilii olarak adlandirilir.

Tanim 3.1.9. [83]] Sol R-modiillerin bir

0 - N - M ~ L -0
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kisa tam dizisi verilsin. Her sag R-modiil A i¢in

0

AQN — AQM — AQL

dizisi tam dizi oluyorsa

0 N M - L -0

dizisine pure tam dizi denir. Burada N’ye M’ nin bir pure altmodiilii denir.

Teorem 3.1.10. [5, Lemma 19.18] [83, Theorem 1.1.5] F bir diiz (flat) sol R-modiil
olsun. Sol R-modiillerin bir 0 — K — F — N — 0 tam dizisini goz oniine alalim.
Bu durumda N’nin flat R-modiil olmasi icin gerek ve yeter kosul R’nin her (sonlu
iiretecli) sag I ideali icin IK = IF N K olmasidir. Yani

N diiz (flat) modiildiir < K, F’nin bir pure altmodiiliidiir.

Sonu¢ 3.1.11. [57, Corollary 10.4.2] Bir diiz (flat) modiiliin her izomorfik

goriintiisii de diiz (flat) olur.

Onerme 3.1.12. [73| Proposition 3.46] R herhangi bir halka olsun. Bu durumda

(1) Sol R-modiil R, bir diiz (flat) sol R-modiildiir.

(1) I bir indis kiimesi olmak tizere M; (i € I) sol R-modiillerinin bir direkt toplami
olan @ M; modiiliiniin diiz (flat) olmast icin gerek ve yeter sart her i € I icin M;

modiiltiniin diiz (flat) olmasidir.
(iii) Her projektif R-modiil diiz (flat) modiildiir.

Sonug 3.1.13. [57, Corollary 10.4.6] M bir sol R-modiil olmak iizere eger M nin
her sonlu iiretecli altmodiilii bir diiz (flat) altmodiil tarafindan iceriliyorsa o zaman

M bir diiz (flat) modiil olur.

Sonug 3.1.14. [57) Corollary 10.4.7] Eger bir o : Ag — Br homomorfizmasi ve

bir kM modiilii i¢in
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OR1ly :ARrM — BRrM

bir monomorfizma degilse 0 zaman A’nin (@ | Ag) ® lp bir monomorfizma

olmayacak sekilde bir sonlu iiretecli A altmodiilii vardir.

Bir gM modiiliiniin diiz (flat) oldugunu gostermek icin yukarida verilen Sonug
yardimiyla A sonlu iiretecli olmak iizere o : A — B monomorfizmasina
kisitlayabiliriz. Buradaki soru ihtiya¢ duyulan test monomorfizmalar1 daha da
kisitlanip kisitlanmayacagidir. Bu durumda injektif modiiller ile Baer Kriteri’nin
uygulanmasina donmiis oluruz.

Z tamsayilar halkasi i¢cin Mz modiil sinifinda bir injektif esiireteci yardimiyla
injektif modiillere indirgeme gergeklestirilir. D = Q/Z olmak iizere X € My i¢in
X° :=Homg(X,D) seklinde tanimlansin. Bdylece X° de bir Z-modiil olur. M bir
sag R-modiil olmak iizere X =g M icin ¢ € M°, r € R ve m € M olmak iizere
(or)(m) = @(rm) esitligini saglayan M° bir sag R-modiil olur ve bu durumda M°,
bir Z — R-bimodiil olarak diisiiniilebilir. Herhangi bir u :x M —g N doniisiimii i¢in
u° :=Hom(u, 1p) : N° — M° olsun. Bu durumda °, g M’den Mg’ye bir siray1

tersine ceviren funktor (contravariant functor) olur.
Teorem 3.1.15. [57, Theorem 10.4.8] Bir gkM modiilii icin asagidaki ifadeler

denktir:

(1) grM flat modiildiir.

(2) iy : Ig — Rpg icerim doniigiimii olmak tizere Rg ’'nin her sonlu iiretecli I sag ideali

icin iy ® 1p; bir monomorfizmadir.
(3) Xz =Homz(M,D) bir R-modiil olarak injektiftir.
Teorem ile Q rasyonel sayilar kiimesini gostermek iizere Z C Q i¢in bir sol

R-modiil M’nin flat olmasi igin gerek ve yeter kosul Homz(M,Q/Z) nin injektif

olmasidir.
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Lemma 3.1.16. [57, Lemma 10.5.1] M bir flat sol R-modiil N, M modiiliiniin bir
altmodiilii, I, R halkasinin bir sag ideali ve i : I — R icerim doniisiimii verilsin. Bu

durumda agagidaki ozellikler denktir:

() i®lyn:ARR(M/N) — R®g (M/N) doniisiimii bir monomorfizmadur.
(i) NNIM = IN dir.

Lemma 3.1.17. (Five Lemma) [5, Lemma 3.15] I = {1,2,3,4,5} indis kiimesi
ve her i € I icin f; : X; — Y; olan R-modiil homomorfizmalarimin tam dizilerinden

olusan asagidaki degismeli diagrami verilmis olsun.

X .0 > X3 - X4 > X5
fi f2 /3 Ja fs
Y; Y, > Y3 - Yy > Y5

O zaman

(1) f1 bir epimorfizma, f> ve fi birer monomorfizma ise fz bir monomorfizmadir.
(1) fs bir monomorfizma, f> ve f4 birer epimorfizma ise f3 bir epimorfizmadir.
(ii1) fi1, f2, fa ve fs5 birer izomorfizma ise f3 bir izomorfizmadir.

Lemma 3.1.18. (Snake Lemma) [60, Lemma 9.1] R-modiillerin asagidaki tam

dizileri ile verilmis degismeli diagrami goz oniine alinirsa;
M

M B
-, |
- N F N
Bu durumda bir

Cek(f) — Cek(g) — Cek(h) — Escek(f) — Escek(g) — Escek(h) — 0

M

if

0 o /

/ o "
h
/

o "

tam dizisi vardir.
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Burada a eger bir monomorfizma ise Cek(f) — Cek(g) doniisimii de
monomorfizmadir. Eger B bir epimorfizma ise Escek(g) — Escek(h) doniisiimii

de bir epimorfizma olur.

Onerme 3.1.19. (The Snake Diagram) [11, Proposition 1] Modiillerin tam dizileri

ile verilen asagidaki degismeli diyagrami goz oniine alalim.

M—en—L
’ O‘l ’ / ’
M N > L

Bu durumda asagidaki ozellikler saglanir:
(1) h birebir ise
Gor(g)N Gor(a') =Gor(a o f) =Gor(go a);
(i1) f orten ise
Cek(g)+Gor(a) =Cek(B og) =Cek(hoB)
Sonu¢ 3.1.20. [11, Corollary 1] Onerme [3.1.19'un sonucu olarak asagidaki
ozellikler vardir:

@) Oc/,f ve h bire-bir ise g bire-birdir.

(ii) B, f ve h drten ise g rtendir.

Sonu¢ 3.1.21. [11, Corollary 2] Onerme {3.1.19un diger bir sonucu olarak

asagidakiler saglanir:
(i) g bire-bir ve f,B orten ise o zaman h bire-birdir.
(i) g orten ve h, o bire-bir ise f ortendir.

Pure altmodiillerin tez i¢inde ispatlarda kullanilan bazi temel 6zellikleri ispatsiz
olarak verilmistir. Ancak teknik i¢in Onerme [3.1.22[nin ispat1 6rnek olarak

asagidaki sekilde verilmisgtir:
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Onerme 3.1.22. (36| Proposition 1.2] M bir R-modiil; A ve B, M’nin A < B olacak

sekildeki altmodiilleri olsun. Bu durumda asagidaki ozellikler vardir:

(i) AL, B<, Mise A<, Mdir

(i) A <, M ise A <, B'dir

(iii) B <, M ise B/A <, M /A dur.

(iv) A<, MveB/A<,M/Aise B<,M’dir.

(V) Eger A, M’de pure ise o zaman M’nin A’y iceren altmodiilleri ile M /A’nin
altmodiilleri arasinda birebir esleme vardir. Bu durum pure altmodiillerin, pure

altmodiillere karsuik geldigi anlanindadir.

ispat:

(i) A, B’de pure altmodiil oldugundan R’nin her sonlu iiretegli / ideali icin
IA = IBNA ve B, M’de pure altmodiil oldugundan benzer sekilde /IB=IM NB
dir. Buradan yerine koyma ile

IA=(IMNB)NA=IMN(BNA) =IMNA olur. Boylece A <, M elde edilir.

(i) A <, M ise R’nin her sonlu iiretegli / ideali igin JA = IM NA’dir. IA C IB ve
IA C A oldugundan /A C IBNA olur.
Diger taraftan /A C (IBNA) C (IMNA) = IA oldugundan (/IBNA) C IA olur.

Boylece IA = IBN A elde edilir. Buradan A, B’de pure almodiil olur.

(iii) B, M’de bir pure altmodiil olsun. Bu durumda R’nin her sonlu iiretecli / ideali
icin IB =IM N B olur. O halde IB C IM ve IB C B’dir.
Burada I(B/A) = I(M/A) N (B/A) oldugunu gostermeliyiz.
IB C B oldugundan I(B/A) C (B/A) olur (x).
Ayrica B/A < M /A oldugundan I(B/A) C I(M/A) olur (xx).
(%) ve (xx) geregi I(B/A) CI(M/A)N(B/A) olur.
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Simdi ¥ € I(M/A) N (B/A) alalim. Bu durumda x € I(M/A) ve X € B/A olur.
Buradaa € I ve m+A € M /A olmak iizere ¥ = Y a(m+ A) seklinde yazilabilir.
O zaman X = ) (am+A) olur. ¥ € B/A oldugundan ¥ =Y (am+A) € B/A elde
edilir. Buradan am € B olur. Ayrica am € IM oldugundan am € BNIM elde
edilir. Diger taraftan B, M’nin bir pure altmodiilii oldugu i¢in

BNIM = IB ve boylece am € IB olur. Bu durumda am+A € I(B/A) oldugundan
x=Y(am+A) € I(B/A) yani x € I(B/A) elde edilir. Boylece

I(M/A)N(B/A) C I(B/A) olur. Burada ¢ift yonlii kapsamadan
I(B/A)=1(M/A)N(B/A) yani B/A, M /A’da pure altmodiil olur.

(iv) A <, M ve B/A <, M/A olsun. N bir R-modiil olmak iizere asagidaki tam

dizilerin degismeli diagramini gdz oniine alalim.

N®A —>— N®B —— N®B/A 0
N®A ——— NOM —— N®M/A 0

“ / . . . “
Eger v ve c birer monomorfizma ise 1 bir monomorfizma oldugundan

Sonug (i) geregi b bir monomorfizma olur. Bdylece Tanim ve
Lemma[3.1.16]ile B, M modiiliinde purealtmodiil olur.

(v) (ii1) ve (iv)’iin agik bir sonucudur.

Onerme 3.1.23. [36] Proposition 1.3] R-modiiller i¢cin 0 - K — L — M — 0 bir

tam dizi olsun. Bu durumda

(i) M bir diiz (flat) modiil ise K, L’de pure altmodiil olur.

(ii) Eger L diiz (flat) ise (i) nin tersi de saglamr. Bu durumda K de aym zamanda

diiz (flat) olur.
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(iii) L diiz (flat) modiil ise o zaman K’nin L’de pure altmodiil olmasi icin gerek ve

yeter kosul M ’nin diiz (flat) modiil olmasidur.

(iv) M diiz (flat) modiil ise L’nin K’yi iceren altmodiilleri ile M’ nin altmodiilleri

arasinda birebir esleme vardir.
(v) Eger K, L’nin bir direkt toplanani ise o zaman K, L’de pure altmodiil olur.

Teorem 3.1.24. [36, Theorem 1.7] M bir sol R-modiil ve P, M’nin bir altmodiilii

olsun. Asagidaki kosullar1 gbz oniine alalim:

(1) M/P flat modiildiir.

(1.a) P, M’nin pure altmodiiliidiir.

(2) R’nin tiim sag [ idealleri i¢in IM N P = [P’dir.

(2.a) R’nin tiim sonlu iiretegli sag [ idealleri i¢in IM NP = [P dir.
(2.b) R’nin tiim esas sag [ idealleri i¢in IM N P = [P dir.

(3) Her r € Rigin rM NP = rP’dir.

Bu durumda

(I)=(l.a)=(2) & (2.a)= (2.b) = (3)

gerektirmeleri vardir.

Ayrica M bir flat modiil ise o zaman

(1) & (1.a) < (2) gerektirmeleri saglanir.

3.2. Singiiler Modiil ve Bazi Temel Ozellikleri

K. Goodearl [46] c¢alismasinda nonsingiiler modiiller yardimiyla s-kapali
altmodiilleri tanimlamistir. Bu kisimda yapilan genellemeye 151k tutan bu tanimi

vermeden once yapilandirmamiza temel olusturan asagidaki dzellikler verilecektir:
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Tamim 3.2.1. [46] R bir halka olmak iizere Le(R), R’nin tim essential sol
ideallerinin kiimesini gostersin. Ayrica I, R’nin bir sol ideali ve r € R ise

Ir-'={x€R|xrel}=(I:r),Rhalkasmin bir sol idealidir.

Onerme 3.2.2. [46, Proposition 1.19] Bir R halkast icin asagidaki izellikler

vardir:

(i) R € Le(R)dir.

(ii) EgerI <J <gRvel€ Le(R) ise 0 zaman J € Le(R) olur.
(iii) EgerI,J € Le(R) ise INJ € Le(R) olur.

(iv) Egerl € Le(R) ver € Rise 0 zaman Ir~' € Le(R) olur:

Tanim 3.2.3. [46] R bir halka ve M bir R-modiil olmak iizere

Z(M)={meM|Ann(m) <, R}

seklinde tanimlansin. Burada Z(M), M’nin bir altmodiiliidiir ve M’nin singiiler
altmodiilii olarak adlandirilir.

Eger Z(M) = M ise M modiiliine singiiler (tekil) modiil denir.

Eger Z(M) = 0 ise M modiilii nonsingiiler modiil adim alir.

Ayrica R halkasinin bir nonsingiiler sol R-modiil olmasi icin gerek ve yeter sart
Z(gR) = 0 olmasidir. Bu durumda R’ye bir sol nonsingiiler halka denir. Eger
Z(grR) = R ise R halkas1 sol singiiler halka olarak adlandirilir. (Diger taraftan R
halkasinin 0 olmadig1 durumlarda R halkasi asla singiiler modiil olamaz.)

Burada degismeli olmayan halkalar iizerinde sag ve sol nonsingiilerligin denk
ifadeler olmadigini belirtmeliyiz.

Ayrica R = 7Z tamsayilar halkasi olarak alinirsa Z’nin sifirdan farkli her ideali Z’de

essential oldugundan Le(Z) kiimesi Z’nin sifirdan farkli tiim ideallerinin kiimesi
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olur. Z halkasi iizerinde bir M modiilii ve M’de bir x elemani verilsin. Bu durumda
x € Z(M) olmast igin gerek ve yeter kosul bir n pozitif tamsayisi igin (nZ)x = 0

yani x eleminin sonlu mertebeli olmasidir. Buradan agsagidaki 6zelliklere sahibiz:

(i) Z(M), M’nin torsion altgrubudur.

(i) M’nin singiiler olmast i¢in gerek ve yeter kosul M’nin bir torsion grup

olmasidir.

(iii)) M’nin nonsingiiler olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M’ nin bir torsion-free grup

olmasidir.

Ozel olarak 7Z nonsingiiler modiil ve dolayisiyla Z bir nonsingiiler halkadhr.

(Benzer ozellikler herhangi bir tamlik bolgesi icin de gecerlidir.)

Uyarn 3.2.4. Burada singiiler ifadesinin karsilig1 tekil olarak verilebilir. Ancak
singiiler olmayan bir modiil, tanimlanig1 geregi tam olarak nonsingiiler modiile
karsilik gelmemektedir. Yani "Bir M modiilii singiiler degilse nonsingiilerdir."
ifadesi dogru degildir. Dolayisiyla nonsingiiler modiile tekil olmayan modiil
diyemeyiz. Bu sebeple tez icerisinde teknik olarak singiiler modiil ve nonsingiiler

modiil terimleri kullanilmstir.

Tamim 3.2.5. [46] M bir R-modiil ve N, M’nin bir altmodiilii olmak iizere M /N bir
nonsingiiler modiil ise N’ye M’nin bir s-kapali (s-closed) altmodiilii denir. M’nin
herhangi bir N altmodiilii i¢cin M nin N’yi i¢eren en kiiciik s-kapali K altmodiiliine

N’nin M’deki s-kapanuisi (s-closure) denir.

Onerme 3.2.6. [46, Proposition 2.3] Z(R) = 0 oldugunu kabul edelim. N < M

birer sol R-modiil ve K, N altmodiiliiniin M’deki s-kapanisi olsun. Bu durumda
(i) K/N=Z(M/N)

(ii)) K, M modiiliinin N < K ve K/N singiiler olacak sekildeki tek s-kapali

altmodiiliidiir.
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(iii) Eger M nonsingiiler bir modiil ise o zaman K, M modiiliiniin N <, K olacak

sekildeki tek s-kapalr altmodiiliidiir.

Onerme 3.2.7. [46, Proposition 2.4] M ’nin her s-kapali altmodiilii M 'de bir kapaly
altmodiildiir. Eger M nonsingiiler modiil ise M ’nin her kapali altmodiilii M ’nin bir

s-kapalr altmodiilii olur.

3.3. Torsion Teoriye Gore Purely Extending Modiiller

Bu kisimda aksi belirtilmedikge halkalar birimli ve birlesmeli; modiiller sol modiil
kabul edilecektir.

Bu boliimde J. Clark’m [15]] ile B.H. Al-Bahrani’nin [2] ¢alismasinda yer alan
baz1 ozellikler kullanilarak yeni tanimladigimiz 7,-kapali (7;-closed) altmodiil
yardimiyla bir burulmali (torsion) teoriye gore genellestirilmis purely 7;-extending
modiiliin tanim1 verilmistir.  Ayrica Tg-kapali (closed) altmodiil ve purely

T,-extending modiiliin teoride sagladig1 temel 6zellikler elde edilmistir.

Tammm 3.3.1. [15] M bir R-modiil olmak iizere M’nin her altmodiilii M’ nin bir
pure altmodiiliinde essential ise M’ye bir purely extending modiil denir. Herhangi

bir extending modiiliin purely extending oldugu agiktir.
Lemma 3.3.2. [40], [15, Lemma 1.1] Herhangi bir R-modiil M icin asagidaki

ifadeler denktir:

(i) M bir purely extending modiildiir.
(i) M ’nin her kapali altmodiilii M ’de pure altmodiildiir.

(iii) Eger A, M’nin injektif genislemesi E (M) nin bir direkt toplanant ise o zaman
ANM kesisimi M ’nin bir pure altmodiiliidiir.

Tamm 3.3.3. [2] M bir R-modiil olmak iizere eger M nin her s-kapali altmodiilii

M’nin bir pure altmodiilii oluyorsa M’ye bir purely s-extending modiil denir.
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M bir purely extending modiil olmak iizere M’ nin bir purely s-extending modiil

oldugu aciktir. Ancak tersi dogru degildir.( [2, Example (1.2)])

Uyar 3.3.4. [2]’de kullanilan y-kapalilik K. Goodearl’in Tanim [3.2.5]te verdigi
bicimdedir. K. Gooderal s-kapali altmodiil tanimin1 nonsingiiler modiil 6zelligi ile
verdiginden [2]’de, s-kapali altmodiil semboliiniin yanlis anlagildig1 ve s-kapalilik
yerine y-kapalilik; purely s-extending yerine purely y-extending ifadelerini
kullandiklar1 kanaatindeyiz. Bu sebeple bu calismada s-kapali altmodiil ve purely

s-extending modiil kavramlar1 kullanilmigtir.

Tamim 3.3.5. [46] R bir halka ve I, R halkasinin bir sol ideali olsun. 7 bir R-modiil
olarak xR modiiliinde T-essential ise I idealine R halkasinin T-essential ideali denir

ve I <; R ile gosterilir.

Tanimm 3.3.6. [71] R bir halka ve M bir R-modiil olmak iizere

Z:(M) ={me M| Ann(m) <, R}

ile tammlansin. Eger Z; (M) = M ise M’ye t-singiiler modiil denir. Eger Z(M) =0

ise M T-nonsingiiler modiil olarak adlandirilir.

Simdi ¢alismamizin temelini olusturan agagidaki iki yeni tanimlama verilebilir:

Tamim 3.3.7. M bir R-modiil ve N, M modiiliiniin bir altmodiilii olmak iizere M /N
bolim modiilii bir T-nonsingiiler modiil ise N altmodiiliine M’nin bir T,-kapalt

(closed) altmodiilii denir ve N <. M ile gosterilir.

Tanmm 3.3.8. M bir R-modiil olmak iizere M modiiliiniin her 7;-kapali (closed)
altmodiili M modiiliinde pure oluyorsa M modiiliine purely 7s-extending modiil

denir. Kisaca p. -extending ile gosterilir.
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Burada 6zel kapali altmodiil ve bu altmodiil yardimiyla tanimlanan yeni extending
modiil; nonsingiilerlik kavramu ile iligkili oldugu i¢in sembollerde 7, gdsterimi

kullanima tercih edilmistir.

Lemma 3.3.9. R bir t-torsion halka olsun. N, M modiiliinde ts-kapali bir

altmodiil ise o zaman N, M de kapalidir.

Ispat: N, M modiiliinde 7,-kapali bir altmodiil olsun. Bu durumda M /N béliim
modiilii T-nonsingiiler yani Z;(M/N) = 0 olur. R bir t-torsion halka oldugundan
Z:(M/N) = Z(M/N) olur. N altmodiiliniin M modiiliinde kapali olmadigini
kabul edelim. Bu durumda M modiiliiniin N altmodiiliinii essential olarak iceren
bir K altmodiilii vardir. O halde K/N boliim modiilii singiiler olur [46]. Yani
Z(K/N) = K/N elde edilir. Diger taraftan Z(K/N), Z(M/N) modiiliniin bir
altmodiilii ve Z;(M/N) = 0 oldugundan ve boylece Z(M/N) = 0 oldugundan
Z(K/N) = 0 yani K/N nonsingiiler bulunur. Ancak K/N singiiler oldugundan
K/N = 0 elde edilir. Buradan N = K olur ve dolayisiyla N, M’de bir kapali

altmodiil olur. O

Sonuc¢ 3.3.10. R bir t-torsion halka olmak iizere eger M bir purely extending

modiil ise o zaman M purely T-extending modiil olur.

Ispat: M bir purely extending modiil ve N, M modiiliiniin bir 7,-kapali altmodiilii
olsun. R bir 7-torsion halka oldugundan Lemma [3.3.9)ile N, M’nin bir kapali
altmodiilii olur. [15, Lemma 1.1] geregi M modiiliiniin her kapal1 altmodiilii M’de
purediir. Buradan N, M’de pure altmodiil olur. Béylece M bir purely 7;-extending
modiil olur. O

Burada extending modiil teorisindeki asagidaki temel 6zellige sahibiz:

Lemma 3.3.11. M = M| & M, bir purely 1s-extending modiil ise M| ve M, de birer
purely Tg-extending modiildiir. Yani purely Ts-extending bir modiiliin herhangi bir

direkt toplanani da purely T;-extending modiil olur.
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ispat: M = M| & M, bir purely T;-extending modiil ve Ny, M| modiiliiniin 7;-kapali
bir alt modiilii olsun. Bu durumda Z;(M; /N;) = 0 olur. Ispat igin N; altmodiiliiniin
M;’de pure oldugunu gostermeliyiz. Bunun icin Oncelikle N; modiiliiniin M
modiiliinde 7,-kapali oldugunu yani (M/N;) boliim modiiliniin T-nonsingiiler
oldugunu gostermeliyiz. Diger bir deyisle Z;(M/N;) = 0 oldugunu ispatlamaliy1z.
(M /Np) bolim modiiliiniin T-nonsingiiler olmadigini kabul edelim.

(Yani Z;(M /N ) # 0 olsun.)

Bu durumda Ann(m + N;) <, R olacak sekilde N; # m + N; € M/N; elemani
vardir. Diger yandan m € M = M| + M, oldugundan m; € M, ve mp € M, olmak

tizere m = m; + m; seklinde tek tiirlii yazilabilir.

Ann(m+Ny) = Ann((m;+mp)+ Ny) = Ann(m; + Ny +my + Ny)
= Ann(my +N1) NAnn(my + Ni)

(Bakiniz: [S, Proposition 2.16]).

Ayrica Ann(m+ N;) <z, R oldugundan yukaridaki esitlikten

Ann(my +Ny)NAnn(my + Ny) <;, R olur. Buradan

Ann(m; +Ny)NAnn(my + Ny) C Ann(m; 4+ N;) C R oldugundan

Ann(mj 4+ N;) <, R bulunur. Bu ise Z;(M/N;) # 0 olmasi ile gelisir. O halde
Z:(M/N;) = 0 yani N;, M modiiliinde 7,-kapali altmodiil olur. Varsayim geregince
M bir purely 7;-extending modiil oldugu icin Nj, M modiiliinde pure altmodiil olur.
Boylece Onerme (i1) geregi N, M, ’de pure altmodiil olur. O halde M; bir
purely 7,-extending modiil olarak bulunur.

M, altmodiiliiniin purely 7;-extending oldugu benzer sekilde gosterilir. O

Sonuc¢ 3.3.12. [ sonlu bir indis kiimesi olmak iizere M = @,c;M; bir purely
Ts-extending modiil olsun. Bu durumda her i € I icin M; de purely Ts-extending

olur.

Ispat: Lemma|3.3.11|ile ispat aciktir. O
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Lemma 3.3.13. C bir R-modiil olsun. C’nin bir T-nonsingiiler modiil olmast icin
gerek ve yeter kosul her t-singiiler R-modiil A icin Homg(A,C) = 0 olmasudur.
Ispat: Oncelikle C bir t-nonsingiiler modiil ve A bir 7-singiiler R-modiil
olmak iizere f : A — C bir R-modiill homomorfizmas1 olsun. Bu durumda
f(A) = f(Z:(A)) < Z(C) olur.  Gergekten f(Z;(A)) < Z¢(C) oldugunu
gosterelim:

x € f(Z:(A)) ise x = f(a) olacak sekilde a € Z;(A) vardir. Buradan Ann(a) <; R
olur. r € Ann(a) alirsak rx = rf(a) = f(ra) = 0 yani r € Ann(x) bulunur. Buradan
Ann(a) < Ann(x) < R oldugundan Ann(x) < R bulunur. Yani x € Z;(C) olur.
Buradan hipotez geregi Z;(C) = 0 oldugundan f = 0 yani Homg(A,C) =0
bulunur.

Karsit olarak her 7-nonsingiiler A modiilii igin Homg(A,C) = 0 olsun. Ozel
olarak Homg(Z:(C),C) = 0 olur. Buradan Z;(C) — C icerim doniisiimii sifirdir.

Boylece Z;(C) = 0 yani C bir 7-nonsingiiler modiil olur. O

Lemma 3.3.14.  7-nonsingiiler modiillerin smifi kisa tam dizilere gore

genislemeler altinda kapalidir. Yani

0 - C - B A 0

dizisinde C ve A birer T-nonsingiiler modiiller ise B de bir t-nonsingiiler modiil
olur.
Ispat: C ve A t-nonsingiiler iki modiil olsun. Her 7-singiiler M modiilii icin

Lemma|3.3.13|ile Homg(M,C) = 0 ve Homg(M,A) = 0 olur. Boylece
0 — Homg(M,C) — Homg(M,B) — Homg(M,A) — 0

kisa tam dizisinden Homg(M,B) = 0 elde edilir. Buradan B modiilii yine Lemma
3.3.13|ile T-nonsingiiler olarak elde edilir. O

Simdi asagidaki iki lemma sonug olarak verilebilir:
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Lemma 3.3.15. M bir R-modiil olmak iizere K, N ’nin bir altmodiilii olacak sekilde
M’nin K ve N altmodiilleri verilsin. Eger K, N nin bir Ty-kapali alt modiilii ve N
de M’nin bir t,-kapali alt modiilii ise bu durumda K, M modiiliiniin bir t,-kapali
altmodiilii olur.

ispat: K, N modiiliinde 7s-kapali ve N, M modiiliinde 7,-kapali bir altmodiil
oldugundan Z;(N/K) =0 ve Z;(M/N) = 0 olur. Burada Z;(M/K) = 0 oldugunu

gostermeliyiz. Simdi

0

N/K —— M/K — M/N

0

kisa tam dizisini goz Oniine alalim.

[46, Proposition 1.22.(a)] geregince nonsingular modiillerin smifi kisa tam
dizilere gore genislemeler altinda kapalidir. Z;(M/N) C Z(M/N) = 0 oldugundan
nonsingiiler bir modiil 7-nonsingiiler olur. Lemma [3.3.14] ile 7-nonsingiiler

modiillerin siif1 kisa tam dizilere gore genislemeler altinda kapali oldugundan

0 N/K —— M/K ——~ M/N 0

dizisinde N/K ve M /N t-nonsingiiler iken M /K de T-nonsingiiler olur. Boylece
Z:(M/K) = 0 yani K, M modiiliinde bir 7,-kapali altmodiil olur. O
Yukarida verilen Lemma [3.3.15] ile 7,-kapali altmodiillerin gegislilik ozelligini

sagladig1 sOylenir.

Lemma 3.3.16. M bir purely ts-extending modiil ve N, M modiiliintin bir T,-kapali
altmodiilii ise N de purely Tg-extending modiildiir.  Diger bir deyisle purely
Ts-extending bir modiiliin T,-kapall bir altmodiilii de purely Ts-extending olur.

Ispat: M bir purely 7,-extending modiil; N, M modiiliiniin bir T,-kapal
altmodiili ve K, M’de t,-kapali altmodiil olsun. Lemma [3.3.15 ile 7,-kapali
altmodiiller ge¢islilik 6zelligini sagladigindan K, M’de 7,-kapali olur. M bir purely

T,-extending modiil oldugundan K, M’de pure altmodiildiir.
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Onerme [3.1.22| (i) geregi K, N’de pure altmodiil olur. Boylece N purely

T,-extending modiildiir. O

Kapali altmodiillerin arakesitlerinin bir kapali altmodiil olmasi gerekmez [46,

Example 1.6]. Ancak 7,-kapali altmodiiller icin asagidaki 6zellik saglanir:

Onerme 3.3.17. M bir R-modiil ve N, K; M modiiliiniin birer Ts-kapali
altmodiilleri olsun. Bu durumda N N K, M modiiliiniin bir ts-kapalr alt modiilii

olur.

ispat: M bir R-modiil; N ve K, M modiiliiniin birer 7,-kapali altmodiilleri olsun.
Bu durumda M/K ve M /N modiilleri 7-nonsingiiler olur. Yani Z;(M/N) =0
ve Z:(M/K) = 0 olur. $Simdi Z;(M/(N NK)) = 0 oldugunu gostermeliyiz.
Z:(M/(NNK)) # 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda Ann(m) <; R
olacak sekilde M/(N N K)’nin sifirdan farkli en az bir m elemam vardir.
Burada m = m+ (NNK) i¢in m ¢ NN K’dir. Diger taraftan bu m € M igin
fl=m+N € M/N veim=m+K € M/K elemanlarini secelim.

Ann(m) C Ann(m) ve Ann(m) C Ann(im)’dir. Gergekten 0 # r € Ann(m) olsun.
O zaman rm = 0 yani rm+ (NNK) = NNK olur. O halde rm € NN K’dir.
Buradan rm € N ve rm € K bulunur. Boylece rm+N =N ve rm+K =K
oldugundan riit = 0 ve ri = 0 olur. Yani r € Ann(ih) ve r € Ann(7) bulunur.
Boylece Ann(m) C Ann(i) ve Ann(m) C Ann(i) elde edilir. Diger taraftan
Ann(m) <, R oldugundan Ann(i) <, R ve Ann(im) <z, R elde edilir. Bu durumda
Z:(M/N) =0 ve Z;(M/K) = 0 hipotezinden m € N ve m € K yani m € NNK
bulunur. Buradan i = m+ (NNK) = NNK yani m = 0 celiskisi elde edilir. Bu
durumda Z;(M /N NK) = 0 olmalidir. Béylece NN K, M’de 7,-kapali alt modiil

olur. O

Sonuc 3.3.18. 7,-kapali altmodiillerin herhangi arakesiti de ts-kapali olur.
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Ispat: Onerme [3.3.17nin acik bir sonucudur. O

Lemma 3.3.19. M bir R-modiil olmak iizere K, L’nin bir altmodiilii olacak sekilde
M’nin K ve L altmodiilleri verilsin. Eger L, M ’nin bir Tg-kapali (closed) altmodiilii
ise L/K, M /K nin bir ty-kapali (closed) altmodiilii olur.

Ispat: L, M’nin bir 7,-kapali altmodiilii olsun. Bu durumda Z;(M /L) = 0 olur.
Diger taraftan (M/K)/(L/K) = M/L ve t-nonsingiiler modiiller izomorfizmalar
altinda kapali oldugundan Z.((M/K)/(L/K)) = 0 olur. Yani L/K, M/K

modiiliinde 7,-kapali olarak elde edilir. O

Lemma 3.3.20. M bir R-modiil olmak iizere M modiiliiniin K < L olacak sekilde
altmodiilleri verilsin. Eger L/K, M /K béliim modiiliiniin bir T,-kapali altmodiilii
ise o zaman L, M modiiliiniin bir tg-kapali altmodiilii olur.

Ispat: L/K, M/K modilinin bir 7,-kapali altmodiili oldugundan
Z:((M/K)/(L/K)) = 0 olur. Buradan (M/K)/(L/K) = M/L ve t-nonsingiiler
modiiller izomorfizma altinda kapali oldugundan Z;(M/L) = 0 yani L, M’de

Ts-kapali altmodiil oldugu elde edilir. a

Onerme 3.3.21. M bir purely Ty-extending R-modiil ve N, M’nin bir Ty-kapali
altmodiilii olsun. Bu durumda M /N béliim modiilii de purely Ts-extending modiil
olur.

Ispat: M bir purely 7;-extending R-modiil ve N, M’nin bir 7,-kapali alt modiilii
olsun. Bu durumda N, M’de pure olur. N < K < M i¢in K/N, M /N’de t-closed bir
altmodiil olsun. (M/N)/(K/N) = M /K ve t-nonsingiiler modiiller izomorfizmalar
altinda kapali oldugundan Z;(M /K) = 0 olur. Yani K, M’de 7,-kapal1 altmodiildiir.
Hipotez geregi M purely 7;-extending bir modiil oldugundan K, M’de pure olur.
Onerme (iii) geregince K/N, M /N’de pure ve bdylece tanim geregi M /N
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purely Ts-extending modiil olur. O

Tamm 3.3.22. [74] Bir M modiiliiniin bir N altmodiiliiniin kapanig1 Temel Tanim
ve Ozellikler boliimiinde Tanim [2.4.14{ ’te verilmistir. Her alt modiiliiniin tek bir

kapanisi olan modiillere UC (unique closure)- modiil denir.

Torsion teoriye gore kapali (closed) altmodiiller ve U C-modiillerin simiflandirilmasi
[29]] ve [30] ¢alismalarinda verilmistir. Burada torsion teoriye gore kapali (closed)

modiillerin bagka bir genellemesi agagidaki gibi verilmisgtir:

Tanmmm 3.3.23. M bir R-modiil ve N, M modiiliiniin bir altmodiilii olmak iizere
M’nin N’yi kapsayan en kii¢iik 7;,-kapali K altmodiiliine N’nin M’deki t;-kapanisi

(closure) denir. N’nin tg-kapanist N~ % ile gosterilir.

Lemma 3.3.24. M bir R-modiil olmak iizere M modiiliiniin her altmodiiliiniin M’de
bir ty-kapanisi vardir.

Ispat: M, bir R-modiil ve A, M nin bir altmodiilii olsun.

S={K<M|N<K ve K< M} kimesini tammlayalim. Z;(M/M) =0
oldugundan M, M’de t;-kapal1 bir altmodiilii olur yani M € S’dir. Buradan S bos
kiimeden farklidir. Simdi C, S’de bir zincir olsun. C = (g.c¢ K; alahm. Sonug
3.3.18| geregince C, M’de t,-kapali olur. O zaman C € S olur. Bu durumda Zorn
Lemma ile S’nin bir en kiiciik elemani vardir. Bu elemana H dersek H, N’nin

M’deki Tg-kapanigina karsilik gelir. O

Tanimm 3.3.25. M bir R-modiil olmak iizere M’nin her N altmodiiliiniin M’de tek

bir 7,-kapanigi varsa M’ye bir 7,-UC modiil denir.

Onerme 3.3.26. R bir T-torsion halka ise her R-modiil bir T,-UC-modiil olur.
Ispat: M bir R-modiil ve N, M’nin bir altmodiilii olmak iizere N’nin M’de K ve

L gibi iki T,-kapanigt var olsun. Yani N < K <;. M ve N <L <;. M olsun. Bu



63

durumda Z;(M/K) =0 =K ve Z;(M/L) =0 = L olur.

Iddia: Z;(M/(KNL)) =0=KNL.

Z:(M/(KNL)) # 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda

Z:M/(KNL)) ={m+ (KNL) | Ann(m+ (KNL)) <, R} # KNL olur. O
halde tanim geregi Ann(m + (K NL)) <. R olacak sekilde bir m ¢ KNL
vardir, Burada r € Ann(m+ (KN L)) ise rm € KNL C K olur. Buradan
r € Ann(m+ K) elde edilir. O halde Ann(m+ (KN L)) C Ann(m + K) olur.
Benzer sekilde Ann(m+ (KN L)) C Ann(m + L) oldugu gosterilebilir. Boylece
Ann(m+K) <, R ve Ann(m+ L) <, R olacak seklde m ¢ (K N L) oldugu goriiliir.
Yani Ann(m+K) <, R ve Ann(m+L) <, R olacak seklde m € (KN L)" vardr.
Buradan m ¢ K veya m ¢ L olur. Diger taraftan R bir 7-torsion halka oldugundan
R/Ann(m + K) € T ve R/Ann(m + L) € T olacagimdan Ann(m + K) <; R
ve Ann(m + L) <, R olacak sekilde m ¢ K veya m ¢ L vardir. Bu durum ise
Z:(M/K) =K ve Z:(M /L) = L hipotezi ile ¢elisir. O halde Z;(M/(KNL))=KNL
olmalidir. Boylece M /(K N L) bolim modiilii T-nonsingiiler ve buradan K N L,
M’de t5-kapali (closed) altmodiil olur. Ayrica N < (KN L) oldugundan K NL,
N’nin M’de bir 7,-kapanigi olur. Ancak K ve L bu 6zellikteki minimal altmodiiller
oldugundan KNL = K ve KNL = L elde edilir. Sonug¢ olarak K = L olur. Yani

N’nin M’de tek bir T,-kapanisi vardir. Bu durumda M bir 7,-UC-modiil olur. a

3.4. Torsion Teoriye Gore Purely Extending Modiiliin Yapilandirilmasi

Bu kisimda purely 7s-extending modiillerin karakterizasyonlar1 farkli bicimlerde
elde edilmis olup ¢arpimsal modiil, fully invariant modiiller gibi baz1 6zel modiiller
ile yapilandirilmas sergilenmistir. Ayrica flat ve semihereditary halkalar iizerinde

purely 7;-extending modiiller karakterize edilmistir.
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Onerme 3.4.1. M bir R-modiil olmak iizere M’nin purely Ts-extending modiil
olabilmesi icin gerek ve yeter kosul M’nin her N altmodiiliiniin Tg-kapanisinin
(N~%) M’de bir pure altmodiil olmasidur.

Ispat: M bir purely T,-extending modiil olsun. O zaman M modiiliiniin her
T;-kapalt altmodiili M modiiliinde pure olur. Zorn Lemma kullanilarak M
modiiliiniin her N altmodiiliinin M’de bir T;-kapanisinin var oldugu goriiliir.
Boylece 7;-kapanisg tanimindan N~ % altmodiilii de M’de t,-kapali olur. Hipotez
geregi N~ % alt modiilii M’de pure olur.

Karsit olarak M’nin her N altmodiilii i¢in N’nin purely tg-kapanmigt N~%
altmodiiliniin M’de pure alt modiil oldugunu kabul edelim. Diger yandan K,
M’de 7,-kapali bir altmodiil olsun. Boylece 7,-kapanis tanimindan K~ % = K olur.
Hipotez geregi K% yani K, M’de pure altmodiil olur. Bu durumda M’nin herhangi
bir 7;-kapali altmodiili M’de pure elde edilir. Boylece M bir purely 7;-extending

modiil olarak bulunur. O

Teorem 3.4.2. R bir t-torsion halka, M bir R-modiil, E(M); M’nin injektif
genislemesi olmak iizere, M’nin purely Ts-extending modiil olabilmesi icin gerek
ve yeter kosul E(M)’nin ANM, M’de ts-kapali altmodiil olacak sekildeki her A
direkt toplanani icin AN M altmodiiliiniin M ’de pure olmasidr.

Ispat: R bir 7-torsion halka, M bir R-modiil, E(M), M nin injektif genislemesi
ve M bir purely 7,-extending modiil olsun. Bu durumda E(M)’nin ANM <. M
olacak sekildeki her A direkt toplanani icin A N M’ nin M’de pure oldugu agiktir.
Karsit olarak A, M’nin bir 7,-kapali altmodiilii ve B, A’nin M’de bir tiimleyeni
olsun. Bu durumda A & B <, M olur [46, Proposition 1.3]. Buradan agikca
A®B <, E(M) oldugu goriilir. Béylece E(A) ® E(B) =E(A®B) = E(M) elde
edilir [47]. A=ANM <, E(A) "M oldugundan (E(A) M) /A bir singiiler modiil
olur. Ayrica R bir 7-torsion halka oldugundan (E(A) N"M)/A t-singiiler olur. Diger
taraftan (E(A) NM)/A < M/A ve A, M’nin bir T,-kapal altmodiilii oldugundan
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M /A t-nonsingiiler ve boylece (E(A) N M)/A t-nonsingiiler olur. Bu durumda
(E(A)NM)/A =0 yani E(A) "M = A elde edilir. A, 7,-kapali oldugundan
E(A)NM de M’de t,-kapali olur. Burada E(A), E(M)’nin bir direkt toplanani
oldugundan hipotez geregi E(A) "M de M’de pure alt modiildiir. Yani A, M’de

pure ve bdylece M purely 7,-extending modiil olur. O

Teorem 3.4.3. R bir t-torsion halka, M bir R-modiil ve E(M),M nin injektif
genislemesi olmak iizere E(M)’nin ANM, M’de ty-kapali olacak sekildeki her A
direkt toplanant icin A+ M bir flat modiil olsun. O zaman M bir purely Ts-extending

modiildiir.

Ispat: ANM, M’de t,-kapali altmodiil olacak sekilde A, E(M)’nin bir direkt
toplananini olsun. Asagidaki

i A

0 ANM - M - M/(ANM)

0

veE

0 cA e AyM I (A M)A

0

kisa tam dizilerini gbz 6niine alalim. Burada i, i, birer icerim doniisiimii ve fi, f>
birer dogal epimorfizmadir. A, E(M) modiiliniin bir direkt toplanani oldugundan
E(M)=A®A' olacak sekilde E(M)’nin bir A" altmodiilii vardir. Bu durumda A,
A+ M’nin bir direkt toplanani olur. Gergekten A +M < E(M) oldugundan
(A+M)=(A+M)NEM)=(A+M)N(AGA)=AG[(A+M)NA|

bulunur (Modiiler Kuralindan). Bu durumda

153

0 - A c A+M e (A M)A
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kisa tam dizisi de paragalanabilir olur. Diger taraftan A 4+ M flat ve flat modiillerin
homomorfik goriintiileri de flat oldugundan (A + M)/A flat olur. Diger taraftan
M/(ANM) = (A+ M)/A oldugundan M /(AN M) bolim modiili de flat olur.
Burada Teorem [3.1.24] ile AN M, M’de pure bulunur. Boylece Teorem [3.4.2]

geregince M purely 7;-extending modiil olur. O

Tamm 3.4.4. [6]] R degismeli, birimli bir halka ve M birimsel bir R-modiil olsun.
M modiiliiniin her N altmodiilii icin N = IM olacak sekilde R halkasinin bir / ideali
varsa M modiiliine bir carpimsal R-modiil (multiplication R-module) denir.

Bir M modiiliiniin bir N altmodiilii i¢in
(N:M)={reR|rM CN}

biciminde tanimlansin. Buna gére M’ nin bir carpimsal R-modiil olmasi icin gerek

ve yeter kosul M’nin her N altmodiilii icin N = (N : M)M olmasidir.

Tamim 3.4.5. [16]] M bir R-modiil ve N, M’nin bir altmodiilii olmak tizere eger
N=Hom(M,N)N =X{¢(N)| ¢:M — N}

biciminde ise N’ye M’nin bir idempotent altmodiilii denir.
Eger M modiiliiniin her altmodiilii idempotent ise M fully idempotent modiil olarak

adlandirilir.
Yukarida verilen tanim ile asagidaki sonuglar kolaylikla elde edilebilir:

(i) Her modiil kendisinin bir idempotent altmodiiliidiir.

(i) Bir modiiliin her direkt toplanani1 idempotent altmodiildiir.

Teorem 3.4.6. [67, Theorem 2.11] M bir ¢carpimsal R-modiil ve M = M| & M5,
M ve M, fully idempotent altmodiillerin bir direkt toplami olsun. Bu durumda M

modiilii de bir fully idempotent modiildiir.
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Onerme 3.4.7. [67, Proposition 2.12] M bir ¢arpumsal R-modiil ve N, M nin
bir altmodiilii olsun. Eger M fully idempotent modiil ise o zaman M /N de fully

idempotent modiil olur.

Lemma 3.4.8. [67, Lemma 2.13] M bir fully idempotent R-modiil, N, M ’nin bir
altmodiilii ve I, R’nin bir ideali olsun. Bu durumda N "MI = NI olur. Yani N,

M ’de bir pure altmodiildiir.

Burada fully idempotent altmodiiller ile elde edilen agsagidaki teorem verilebilir:

Teorem 3.4.9. R degismeli bir halka, M bir carpimsal R-modiil ve M = My & M,
M, ve M, fully idempotent altmodiillerin bir direkt toplami olsun. Bu durumda M
bir purely ts-extending modiildiir.

Ispat: M bir carpimsal R-modiil ve N, M’nin bir 7,-kapali altmodiilii olsun.
Teorem [3.4.6] geregince M bir fully idempotent R-modiil olur. Yine Lemma [3.4.8]
geregince T;-kapali N altmodiilii M’de pure olur. Bdylece M modiilii purely

T,-extending elde edilir. a

Tanim 3.4.10. Bir R halkast bir R-modiil olarak kendi iizerinde purely Tg-extending

ise R’ye purely Ts-extending halka denir.

Purely 7,-extending bir modiiliin halka ile kismi bir karakterizasyonunu belirten

asagidaki onerme verilebilir:

Onerme 3.4.11. R degismeli bir halka ve M bir sadik carpimsal (faithful
multiplication) R-modiil olsun. grR, purely Tg-extending modiil ise M de purely
Ts-extending modiil olur.

Ispat: N, M’nin bir 7,-kapali alt modiilii olsun. M carpimsal bir R-modiil
oldugundan N = (N : M)M yazilir.

Iddia: (N : M), gRR’de T;-kapali bir altmodiildiir.
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Simdi (N : M) nin R’de 7,-kapali olmadigini kabul edelim. Bu durumda R/(N : M)
T-nonsingiiler degildir. Yani Z;(R/(N : M)) # 0 olur. O zaman Ann(r+ (N : M)),
R’de t-essential olacak sekilde R/(N : M)’nin sifirdan farkli en az bir 7 eleman
vardir. Buradan 7 =r+ (N : M) # (N : M) olur. Bu durumda rmy ¢ N olacak
sekilde en az bir 0 # mgy € M vardur.

Burada Ann(r+ (N : M)) C Ann(rmp + N) olur: Gergekten s € Ann(r+ (N : M))
olsun. O zaman sr+ (N : M) = (N : M) olur. Buradan sr € (N : M) elde edilir.
Yani (sr)M C N oldugu goriiliir. (*).

Simdi s € Ann(rmy+ N) oldugunu gosterelim.

s(rmo+ N) = srmp + N’dir. Ancak (sr)M C N oldugundan ve (*) ile bir my € M
icin srmo € N bulunur. Yani srmo+ N = N olur. Buradan s € Ann(rmy+ N) olur.
Boylece Ann(r+ (N : M)) C Ann(rmo+ N) elde edilir.

Diger taraftan N, M’de 7, kapali oldugundan M /N t-nonsingiiler olur. Boylece
rmo+ N = N olur ki bu durum rmy ¢ N olmasi ile celigir Bunun sebebi
(N : M)’ nin R’de ts-kapali olmadigi kabuliidir.  Boylece (N : M), R’de
T,-kapali olmak zorundadir. Ayrica grR purely 7;-extending oldugundan
(N : M) de R’de pure olur. Simdi R’nin sonlu iiretecli bir I ideali i¢in
IN=IN:MM=(INN:M))M=IMN(N: MM =IMNN olur (Tanim
3.4.4). Buradan t,-kapali N altmodiilii M’de pure ve boylece M modiilii purely

T,-extending modiil olur. O

Onerme 3.4.12. |15, Proposition 1.3] R bir nonsingiiler halka olmak iizere
R’nin purely extending olmasi icin gerek ve yeter kogul her devirli nonsingiiler

R-modiiliin diiz (flat) olmasidir.

Onerme 3.4.13. R bir diiz (flat) halka olsun. gR purely Ty-extending ise her devirli
T-nonsingiiler R-modiil diiz (flat) olur.
Ispat: R bir diiz (flat) halka olmak iizere zR purely T,-extending modiil olsun.

a € R olmak iizere M = Ra, a tarafindan {iretilen bir devirli T-nonsingiiler
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R-modiil olsun. f:R — M, f(r) = ra doniigimiinii tammlayalim. Burada
f’nin o6rten homomorfizma oldugu ayrica Cek(f) = Ann(a) oldugu agiktir.
Buradan R/Cek(f) = R/Ann(a) = Ra olur. Ayrica Ra, t-nonsingiiler modiil
ve t-nonsingiiler modiiller izomorfizmalar altinda kapali oldugundan R/Ann(a)
T-nonsingiiler bulunur. Boylece Ann(a), R’de t,-kapali olur. Hipotez geregi
Ann(a) =Cek(f), R’de pure olur. R diiz (flat) ve Cek(f) pure oldugundan Teorem
3.1.10| geregince R/Cek(f) = M diiz (flat) yani Ra diiz (flat) olur. O

Onerme [3.4.13iin tersi asagida verilmistir:

Onerme 3.4.14. R bir esas ideal bilgesi ve diiz (flat) halka olsun. Her
T-nonsingiiler R-modiil diiz (flat) ise R purely Ts-extending olur.

ispat: K, R’nin bir ty-kapali ideali olsun. O zaman R/K t-nonsingiiler olur. R,
PID oldugundan R’nin her ideali esas ideal ve buradan R/K bolim halkasi da
PID olur. Boylece kendisi yani R/K devirli olur. Hipotez geregi R/K diiz (flat)
olacagindan Teorem geregince K, R’de pure bulunur. Bdylece R purely

Ts-extending olur. O

Teorem 3.4.15. R bir esas ideal bolgesi ve diiz (flat) halka olsun. Bu durumda
RrR nin purely ts-extending modiil olabilmesi icin gerek ve yeter kosul her devirli

(cyclic) T-nonsingiiler R-modiiliin diiz (flat) olmasudir.

Ispat: Onerme [3.4.13|ve Onerme [3.4.14|kullamlarak kolayca goriilebilir. a

Tanim 3.4.16. [76] R birimli bir halka olmak {izere R’nin her sol (sag) ideali
projektif ise R’ye bir sol (sag) kalitsal (hereditary) halka denir. Eger R halkasinin
her sonlu iiretecli sol (sag) ideali projektif ise R’ye bir sol (sag) yarikalitsal

(semi-hereditary) halka denir.
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Teorem 3.4.17. R bir semi-hereditary halka olmak iizere gR’nin purely
Ts-extending olmasi icin gerek ve yeter sart her devirli T-nonsingiiler R-modiiliin
diiz (flat) olmasidir.

Ispat: R bir purely T7,-extending semi-hereditary halka; M, R’nin bir a eleman:
tarafindan {retilen bir devirli 7-nonsingiiler R-modiil olsun. Yani M = Ra
T-nonsingiiler olsun. f: R — Ra; f(r) = ra homomorfizmasini goz oniine alalim.
Burada f’nin orten oldugu aciktir. R/Cek(f) = R/Ann(a) = Ra ve T-nonsingiiler
modiiller izomorfizmalar altinda kapali oldugundan R/Cek(f) 7-nonsingiiler olur.
Bu durumda Cek(f), R’nin bir 7;-kapali bir altmodiilii olur. Hipotez geregi Cek(f),
R’de pure olur. Diger taraftan R bir semi-hereditary halka oldugundan R halkasinin
her sonlu iiretecli ideali projektif ve buradan R/Cek(f) projektif olur. Dolayisiyla
R/Cek(f) diiz (flat) olur. Boylece Ra yani M diiz (flat) elde edilir.

Karsit olarak; C, R’nin t,-kapali bir ideali olsun. R/C, t-nonsingiiler ve R/C
devirlidir. Bu durumda hipotez geregi R/C diiz (flat) olur. Teorem geregi C,

R’de pure bulunur. Boylece gR’nin bir purely 7,-extending modiil oldugu goriiliir.

a

Teorem 3.4.18. R bir semi-hereditary halka olsun. Bu durumda R & R’nin purely
Ts-extending olmast icin gerek ve yeter sart her T-nonsingiiler 2-iiretecli R-modiiliin
diiz (flat) olmasidir.

Ispat: M = Rm| + Rm; bir T-nonsingiiler R-modiil olsun. f: R®R — M doniisiimii
f(ri,r2) = rimy +ramy ile tammlansin. Burada f’nin 6rten homomorfizma oldugu
acikti.  Boylece (R @ R)/Cek(f) = M olur. Bu durumda (R @ R)/Cek(f)
T-nonsingiiler oldugundan Cek(f), R & R’de 7,-kapali altmodiil olur. Hipotez
geregi Cek(f), R @ R’de pure olur. R semi-hereditary bir halka oldugundan R diiz
(flat) olur. Diiz (flat) modiillerin direkt toplamlar1 da diiz (flat) oldugu icin RS R
de diiz (flat) olur [46]. Boylece Onerme (iii) geregi (R® R)/ Cek(f) yani

M modiiliiniin diiz (flat) oldugu elde edilmis olur.
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Karsit olarak C, R @ R’nin bir 7;-kapal altmodiilii olsun. Bu durumda (R®R)/C
T-nonsingiiler olur. Diger taraftan R @ R 2-iiretecli T-nonsingiiler bir R-modiil
oldugundan (R @ R)/C de 2-iiretegli 7-nonsingiiler R-modiil olacagindan hipotez
geregi (R® R)/C diiz (flat) olur. Bu durumda Teorem geregi C, RO R’de

pure olur. Bdylece R @ R purely 7,- extending elde edilir. O

Sonug¢ 3.4.19. R bir semi-hereditary halka ve I sonlu bir indis kiimesi olsun.
Bu durumda ©;)R’nin purely Ty-extending olmast icin gerek ve yeter kosul her
T-nonsingiiler I-iiretecli R-modiiliin diiz (flat) olmasidir.

Ispat: Teorem [3.4.18[in agik bir sonucudur. O

3.5. Torsion Teoriye Gore Purely Extending Modiiliin Halka ile

Simiflandirilmasi

Burada bir R halkasinin purely 7;-extending olmasi durumu tanimlanmis ve
purely 7s-extending halkanin siniflandirilmasi yapilmistir. Son olarak bir purely

Ts-extending modiil 6rnegi olusturulmugtur.

Tanmm 3.5.1. [83] R bir tamlik bolgesi (integral domain) olmak iizere eger R

halkasinin her sonlu iiretecli ideali projektif ise R’ye bir Priifer domain denir.

Onerme 3.5.2. [73, Proposition 3.49] R bir tamlik bolgesi olmak iizere eger M bir

diiz (flat) R-modiil ise M torsion free modiildiir.

Sonucg 3.5.3. [73, Corollary 3.50] Eger R bir esas ideal bolgesi (PID) ise her

torsion free R modiil diiz (flat) olur.

Sonug 3.5.4. [31} Corollary 12.10] R bir tamlik bolgesi olmak tizere asagidaki
ifadeler denktir:

(i) R bir Priifer bolge (domain) dir.
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(ii) r(R®R) bir extending modiildiir.
(iii) grR bir sonlu X-extending modiildiir.

Onerme 3.5.5. [15, Proposition 1.6] R bir tamlik bolgesi olsun. Bu durumda

asagidaki ifadeler denktir:

(1) R bir Priifer bolge(domain)dir.

(i) R® bir extending modiildiir.

(iii) R bir purely extending modiildiir.

(iv) Her n € Nigin R™ bir extending modiildiir.

(v) Hern € N icin R"™ bir purely extending modiildiir.

Onerme 3.5.6. [73, Proposition 3.46] R herhangi bir halka olmak iizere

(i) Rg sol R-modiil olarak diizdiir (flat).

(i1) Sol R-modiillerin bir ®;M; direkt toplanimin diiz (flat) olmasi icin gerek ve

yeter kosul her bir M ; modiiliiniin flat olmasidur.

(iii) Her projektif sol R-modiil diiz (flat) modiildiir.

Simdi purely 7-extending modiil icin halka ile asagidaki genellestirilmis

karakterizasyon verilebilir:

Teorem 3.5.7. R, bir semi-hereditary tamlik bolgesi (yani Priifer Domain) olsun.

Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:

(1) R bir diiz (flat) halkadr.
(2) R R extending modiildiir.

(3) RDR bir purely extending modiildiir.
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(4) RSB R bir purely s-extending modiildiir.

(5) RS R bir purely tg-extending modiildiir.

(6) Her bir n € N icin @@, R bir extending modiildiir.

(7) Her bir n € N icin @@, R bir purely extending modiildiir.
(8) Her bir n € N icin @, R bir purely s-extending modiildiir.

(9) Her bir n € Nicin @, R bir purely tg-extending modiildiir.

Ispat:

()& (2)<= (3)< (6)< (7) gerektirmeleri Sonug kullamlarak Onerme
[3.5.5]te verilmistir.

(3) = (4): Onerme m geregi her s-kapali altmodiil bir kapali altmodiil

oldugundan purely extending modiiliin purely s-extending modiil oldugu agiktir.

(4) = (3): R bir tamlik bolgesi oldugundan R nonsingiilerdir. Buradan R © R
nonsingiilerdir. Boylece Onerme geregi her kapali altmodiil s-kapalidur.

Dolayisiyla purely s-extending modiil purely extending modiil olur.
(6) < (7) denkligi timevarim ile (3) < (4) gerektirmesinden agiktir.
(7) & (8) [2, Theorem 2.3]’te tiimevarim yontemi ile agiktir.

(1) = (5): R bir diiz (flat) halka olsun. R tamlik bolgesi oldugundan
Onerme (i) geregi R ® R diiz (flat) olur. Diger taraftan R bir tamlik bolgesi
oldugundan R nonsingiilerdir. Buradan R, T-nonsingiiler olur. 7-nonsingiiler
modiiller direkt toplamlar altinda kapali oldugundan R ® R de 7-nonsingiiler
olur. [22, Corollary (3.3)] geregi R & R 7-torsion free olur.

Simdi K, R & R’nin bir 7,-kapali altmodiilii olsun. Bu durumda tanim geregi

(R@R)/K bir t-nonsingiiler altmodiil olur. Bdylece tekrar [22} Corollary 3.3]
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geregi (R®R)/K t-torsion free olur. Ayrica R bir semi-hereditary halka ve

(R®R) /K sonlu iiretecli oldugundan (R @ R) /K projektif ve Onerme (iii)
geregi (RO R)/K diiz (flat) olur. Bu durumda Teorem [3.1.24kullamlarak K nin
R @ R’de bir pure altmodiil oldugu goriiliir. Boylece tanimdan R & R bir purely

T,-extending modiil olarak elde edilir.

(5) = (4) : R®R’nin purely 7,-extending oldugunu kabul edelim. L, R @ R’nin bir
s-kapali altmodiilii olsun. O halde (R @ R)/L, nonsingiiler yani
Z((R®R)/L) = 0°dir. Bu durumda Z;((R®R)/L) = 0 olacagindan (R®R)/L
T-nonsingiiler olur. Buradan L, R & R’de T,-kapali altmodiil olur. Boylece R@® R
purely 7-extending oldugundan L, R @ R’de pure olur. Sonug olarak R ® R

purely s-extending elde edilir.

(5) = (9): Sonug3.4.19[dan agiktir.

(9) = (8): Bu gerektirme (5) = (4) dnermesi ve tiimevarim ile agiktir.

Bu karakterizasyon ile elde ettigimiz agagidaki drnege sahibiz:

Ornek 3.5.8. Z tamsayilar halkasi (kendi tizerinde sol Z-modiil) olmak iizere

7, & Z bir purely Ts-extending Z-modiildiir.

ispat: Z bir esas ideal bolgesi (PID) oldugundan Z’nin her ideali serbest (free)
ve boylece her ideali projektif olur. Buradan Z bir hereditary halkadir. Boylece
Z bir semihereditary halka olur. Ayni zamanda Zgz sonlu iiretecli oldugundan
semihereditary tanimi geregi Zy, projektiftir. Boylece Zz diiz (flat) modiil olur.
Onerme m (1)= (5) geregi Z & Z bir purely 7,-extending modiil olur. Ayrica
Lemma [3.3.11] geregi purely 7,-extending modiillerin direkt toplananlart da purely
T,-extending oldugundan Zz modiiliiniin bir purely 7,-extending modiil oldugu

goriiliir. O
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4. PURE KAPALI ALTOBJELER VE PURE BOLUM GOLDIE
BOYUT (PURE QUOTIENT GOLDIE DIMENSION)

Bu boliimde pure kapali altobjeler (pure closed subobjects), giiclii pure kapali
altobjeler (strongly pure closed subobjects) ve sonlu ulagilabilir toplamsal
kategorilerde (finitely accessible additive category) pure boliim Goldie boyut (pure
quotient Goldie dimension) ile ilgili caligilmigtir. Bu baglamda sonlu ulasilabilir
toplamsal kategorilerde, direkt limitler ve pure epimorfik goriintiiler altinda kapali
olan objelerin her sinifinin pure bolim (quotient) sonlu boyutlu bir objesinin her
strongly pure kapali altobjesinin bir yar1 yerel (semilocal) endomorfizma halkasina

sahip oldugu ispatlanmustir.

Bu calisma pure Goldie boyut (dimension) [7] ve sonlu ulagilabilir toplamsal
kategorilerde dual pure Goldie boyut (dimension) [9] calismalarinin devami
niteligindedir. Buradaki amacimiz sonlu ulagilabilir toplamsal kategorilerde pure
boliim Goldie boyutu agiklamaktir.

[7]’te pure Goldie boyut kavrami calisgilmis ve A, sonlu Goldie boyuta sahip ve
A’dan A’ya tamimli her pure monomorfizma bir izomorfizma olacak sekilde bir
sonlu ulagilabilir toplamsal A kategorisinin bir objesi ise A’nin endomorfizma
halkast End 4(A)’nin yari yerel (semilocal) oldugu ispatlanmigtir. Bu sonug A.
Facchini ve D. Herbera’nin [32, Corollary (4.5)]’in bir genellestirilmisi olarak
diisiiniilebilir. M. K. Berktag [[9] calismasinda dual pure Goldie boyut kavrami
tanimlanmig ve A, sonlu ulagilabilir toplamsal A kategorisinin bir objesi olmak
tizere A’nin, pure Goldie boyutu n ve dual Goldie boyutu m ise End 4(A) yar yerel
ve End 4(A)’min dual Goldie boyutu n + m’den kiigiik veya n+ m’ye esit oldugunu
gostermigtir.  Bu sonu¢ 32, Corollary (6.5)]’in sonlu ulagilabilir toplamsal
kategorilere bir genigletilmisi olarak diisiiniilebilir.

Modiil teoride kapali (closed) alt modiiller (yani [31]’de gecen anlamiyla

essentially closed) mevcuttur ve oOzellikle kapali elemanlar/objeler kafes ve
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kategori teori yapilarinda uygulanmasi acisindan olduk¢ca 6nemli bir yer
tutmaktadir. Bu calismanin Pure Kapali Altobjeler kisminda sonlu ulagilabilir
toplamsal kategorilerde pure kapali altobjeler (pure closed subobject) ile gii¢lii pure
kapal1 altobjelerin (strongly pure closed subobject) tanimlar1 yapilmig ve sonlu pure
quotient boyutlu objelerin siniflandirilmasinda dnemli rol oynayan kapali altobjeler
ile pure kapali altobjeler arasindaki iligki verilmistir. Bu durum sonlu pure
bolim boyutlu objelerin karakterizasyonunda onemli rol oynamaktadir. Ayrica
bu boliimde sonlu ulagilabilir bir toplamsal kategorinin sonlu boyutlu objeleri
icin bunlarin pure kapali altobjelerine gore klasik boyut formiiliiniin (classical
dimension formula) [32, Corollary (5.10)] bir genellestirilmesi Teorem {.2.10|
olarak verilmisgtir.

Son kisimda sonlu ulasilabilir toplamsal kategoriler i¢in pure boliim Goldie boyut
tanimi verilmis ve bu kategoride direkt limitler ve pure epimorfik goriintiiler altinda
kapal1 objelerin her sinifinin bir pure boliim sonlu boyutlu objesinin her giiclii pure
kapali altobjesinin (strongly pure closed subobject) bir yari yerel endomorfizma
halkasina sahip oldugu ispatlanmustir. [32]’de belirtildigi gibi bir modiiliin/objenin
bir yar yerel halkaya sahip olmasi pek ¢ok avantaj saglar.

Oncelikle bu boliim icinde kullanacagimiz kategori teorisinde yer alan bazi temel

tanim ve Ozellikleri verelim:

4.1. Temel Tamim ve Ozellikler

Tanim 4.1.1. [82] Obj(C) objelerin bir smnift olsun. C’deki objelerin her siralt
(A, B) ciftiicin (A, B) # (A',B') iken Morc(A, B)NMorc (A, B') = @ olacak sekilde
A’dan B’ye morfizmalarin bir Morc(A,B) kiimesi var ve C’nin objelerinin her
(A,B,C) tgliisii i¢in bir Morc(A,B) x Morc(B,C) — Morc(A,C), (f,g) — gof
morfizmalarin bileskesi agagidaki ozellikleri saglarsa C’ye bir kategori (category)

denir.
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1. Birlesme 6zelligi: Obj(C)’nin A, B,C, D, objeleri igin f € Mor¢(A,B),
g € Mor¢(B,C) ve h € Morc(C,D) olmak tizere h(gf) = (hg)f
2. Birim morfizmalar vardir: Obj(C) nin her A objesi i¢in B € Ob j(C) olmak tizere
Morc(A,B)’deki her f morfizmi i¢in fidy = idpf = f olacak sekilde bir

idy € Morc(A,A) ve idg € More(B, B) morfizmalart vardir.

Genellikle kolaylik olsun diye Morc (A, B) yerine Mor(A,B) ve A € Obj(C) yerine

A € C yazilir. f € Morc(A,B) icin genelde f : A — B gosterimi kullanilir.

Tanim 4.1.2. [82] C ve D birer kategori olmak iizere

1. Obj(D) C Obj(C)

2. Obj(D)’nin her A, B objesi i¢in Morp(A,B) C Morc(A,B)

3. D’deki morfizmalarin bilegkesi C’deki bileskenin kisitlanigt ise D’ye C’nin bir

altkategorisi (subcategory) denir.

Eger Morp(A,B) = Mor¢(A,B) ise D’ye C’nin bir fam altkategorisi (full

subcategory) denir.

Tamim 4.1.3. [18] Ay, sonlu temsil edilebilir (finitely presented) objelerin bir

sinifi olmak tizere 4’ 1n bir F objesi i¢in

0 — Hom4(F,X) — Homu(F,Y) — Hom(F,Z) — 0

dizisi tam dizi oluyorsa .4 kategorisindeki g o f = 0 olacak gekildeki

0 cx Loy 5.y - 0

dizisine bir pure tam dizi denir. Bu durumda f’ye bir pure monomorfizma g’ye de

bir pure epimorfizma denir .

Tanim 4.1.4. [5, Definition (0.12)] Burada funktor (functor), kategorilerin

homomorfizmalar1 olarak diisiiniilebilir. C = (C,morc,0) ve D = (D, morp,0)
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birer kategori olsun. A,B,C objeleri C kategorisinden alinmak iizere, F ", C’den
D’ye bir fonksiyon ve F ", C’nin morfizmalarindan D’nin morfizmalarina bir
fonksiyon olmak iizere C’nin her A,B,C objesi ve C kategorisinde tanimli her

f:A— Bve g:B— C morfizmasi icin

/

(F1) F'(f) : F(A) = F(B) ve F'(g) : F(B) — F(C) doniisimleri D
kategorisinde fonksiyonlar

(B2) F'(gof)=F (g)oF (f)

(E3) F'(14) =14

sartlar1 saglaniyorsa F = (F ' F ”) fonksiyonlarin ¢iftine C kategorisinden D

kategorisine bir sira koruyan funktor (covariant functor) denir. Boylece bir sira

koruyan funktor objeleri objelere, fonksiyonlar1 fonksionlara, birimleri birimlere

gotiiriir ve

degismeli diyagramini

biciminde korur.

Tamim 4.1.5. [5, Definition (0.12)] C = (C,mor¢,0) ve D = (D, morp,o) birer
kategori olsun. A,B,C objeleri C kategorisinden alinsin. F ", C’den D’ye bir

. " ., . . . .
fonksiyon ve F, C’nin morfizmalarindan D’nin morfizmalarina bir fonksiyon
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olmak iizere her A, B, C objesi ve C kategorisinde tanimliher f:A —Bveg:B—C

morfizmasi i¢in

(F1%) F'(f) : F(B) — F'(A) ve F'(g) : F(C) — F'(B) doniisiimleri D

kategorisinde fonksiyonlar
(F2%) F'(gof)=F(f)oF"(g)

(F3%) F'(14) = Lpra)

sartlar1 saglaniyorsa F = (F ' F N) fonksiyonlarin ciftine C kategorisinden D
kategorisine bir sirayi tersine dondiiren funktor (contravariant functor) denir.

Boylece sirayi tersine dondiiren funktor

degismeli diyagraminda

seklinde oklar1 tersine dondiiriir.

T, C’den D’ye bir sira koruyan (covariant) [siray1 tersine ¢eviren (contravariant)]
bir funktor olsun. C’den D’ye her sira koruyan (covariant) [siray1 tersine ceviren
(contravariant)] T : C — D funktoru C’deki A’dan B’ye morfizmalarin1t D’de
T(A)’dan T(B)’ye [T(B)’den T(A)’ya] eslesin. Yani her A, B € Obj(C) i¢in

Tap: Morc(A,B) — Morp(T(A),T(B))

[Ta,p: Morc(A,B) — Morp(T(B), T(A))] doniisiimiine sahibiz [82].

Modiil kategorsinde morfizmalari modiil homomorfizmalari olarak diisiiniiriiz.



80

Tamim 4.1.6. [82] C, D birer kategori ve T, C’den D’ye tanimli bir siray1 koruyan
(covariant) (veya siray1 tersine ¢eviren (contravariant)) funktor olsun.

1. C’nin her A, B objesi i¢in Ty p injektif (bire bir) ise T ye faitful funktor

2. C’nin her A, B objesi i¢in Ty p surjektif (6rten) ise T ye full funktor

3. T hem full hem de faithful ise T ye fully faithful funktor denir.

Tamm 4.1.7. [38]], [58] C bir kategori olmak iizere C’nin objelerinin sinift bir
kiime oluyorsa C kategorisine bir small kategori denir.

C bir kategori olmak iizere C’deki objelerin izomorf olmalar1 objelerin esit
olmasini gerektiriyorsa yani C’deki her izomorfizma bir otomorfizma oluyorsa C
kategorisine sketally kategori denir.

C kategorisindeki objelerin izomorfizma siniflar1 bir small kiime bi¢iminde ise o

zaman C kategorisine bir sketally small kategori denir.

Tamim 4.1.8. [58] C bostan farkli bir kategori olsun. C kategorisinin objelerinin
her bir C,C; ¢ifti ve bir D € C objesi i¢in ¢; : C; — D morfizmalar1 var ve @y, ¢
morfizmalarinin her bir ¢ifti i¢cin W o @ = y o ¢, olacak sekilde bir v : D — E
morfizmi ve bir E € C objesi varsa C kategorisine filtrelidir (filtered) denir.

Eger C sketally small filtreli kategori ise bir X : C — A (C — X¢) funktorunun

lﬂ)’lCEC Xc es limitine (colimit) bir direkt limit ad1 verilir.

Tanmmm 4.1.9. [58] A, C kategorisinin bir objesi olsun. C kategorisinde her
LimB,), direkt limiti igin LimH om(A,B) ) — Hom(A,%Bl) dogal morfizmasi bir
izomorfizma oluyorsa A objesine bir sonlu temsil edilebilir (finitely presented) obje
denir. C’deki sonlu temsil edilebilir (finitely presented) objelerin full alt kategorisi
fpC ile gosterilir.

C bir toplamsal kategori olmak iizere fpC sketally small ve C kategorisindeki her
obje, fpC’deki objelerin bir direkt limiti ise C’ye bir yerel sonlu temsil edilebilir

(locally finetely presented) kategori denir.
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Tamim 4.1.10. [1]] A direkt limitlere sahip bir toplamsal kategori olsun. 4
kategorisinde her obje bu kategorinin sonlu temsil edilebilir objelerinin bir direkt
limiti olacak sekilde sonlu temsil edilebilir objelerin bir kiimesine sahip ise .4

kategorisine sonlu ulasilabilir kategori denir.

Ornegin direkt limitleri tam olan, bir iiretec ve escarpimlar (coproducts) ile
olusturulan Abelian kategoriler Grothendieck kategori olarak adlandirilir. Her
R-modiil M i¢in o|[M] kategorisi bu tiirden bir kategoridir. Yani bir Grothendieck

kategoridir. Burada o [M] kategorisi asagidaki sekilde tanimlidur:

Tanmm 4.1.11. [82] M ve N birer R-modiil olsun. Eger N, bir M-iiretegli
(M-generated) modiiliin bir altmodiiliine izomorf ise N’ye M ile altiiretilmistir
(subgenerated by M) ya da M, N igin bir altiiretectir (M is subgenerator for N)
denir.

C, sol R-modiillerin R-Mod sinifinin bir altkategorisi olsun. Eger C’deki her obje
M ile altiiretilmis ise C alt kategorisine M ile altiiretilmistir ya da M, C igin bir
altiiretectir denir .

Objeleri M ile altiiretilmig biitiin R-modiillerden olusan R-Mod sinifinin full

altkategorisi (full subcategory) o[M] ile gosterilir.

Bu tanim ile M, o[M]’de bir altiiretectir ve bir modiiliin M ile altiiretilmis olmasi
icin gerek ve yeter kosul M-iiretecli modiiller arasinda bir morfizmanin bir
cekirdegi olmasidir.

Ay, sonlu temsil edilebilir (finitely presented) objelerin bir sinifi olmak iizere
& =Func(A",Ab), AgPden abel (degismeli) gruplarin Kategorisine tiim
contravariant fanktorlerin bir kategorisi olsun. Bu durumda £ yerel sonlu temsil
edilebilir (finitely presented) bir Grothendieck kategori olur.

F, &deki bir siray1 tersine ceviren (contravariant) funktor olmak iizere F,
sonlu iiretecli projektif objelerin bir direkt limiti ise F’ye bir diiz (flat) obje denir.

T:A— EyeT(A)=Hom(—,A) seklinde tanimli, full ve faithfull funktor olmak
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tizere agagida verilen Yoneda’nin Lemmasi yardimi ile 4 kategorisinin £’nin tiim

flat objelerinin F =Flat(Ag",Ab) full altkategorisine denk oldugunu sdyleyebiliriz.

Lemma 4.1.12. (Yoneda Lemma) U,V € Obj(C) olsun. s : hy — hy fanktérlerinin
herhangi bir morfizmast verilsin. Bu durumda h(Q) = s olacak sekilde tek bir

¢ : U — V morfizmi vardir. Baska bir deyisle h funktoru fully faithful olur.

Ayrica F’deki f’nin bir pure monomorfizma olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul
f’nin £’de bir monomorfizma olmasidir. A, £’nin bir objesi olmak iizere A
kategorisindeki herhangi bir pure tam dizi i¢in Hom 4(—,A) funktoru tam oluyorsa
A’ya pure injective obje denir. C, £ kategorisinde bir obje olmak iizere F nin her Z
objesi igin Ext}(Z,C) = 0 oluyorsa C’ye esburulmali obje (cotorsion object) denir.
F kategorisinin bir M objesinin pure injektif olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul
M’nin £’de cotorsion olmasidir [18]], [51]].

X sol R-modiillerin bir sinif1 olsun. Bu durumda X sinifinin bog kiimeden farkli
ve izomorfizmalar altinda kapali oldugunu hatirlayalim. Yani M € X ve N = M ise
N € X’dir. Ayrica X sinifinin sonlu direkt toplamlar ve direkt toplananlar altinda
kapal1 oldugunu varsayalim. Yani M{,M;,...,M; € X ise o zaman M| M, B ... B
M, € X olur. Eger M = N@® L € X ise o zaman N, L € X’dir.

Tamm 4.1.13. [83] M bir sol R-modiil ve X € X olsun. Eger asagidaki kosullar1
saglayan bir ¢ : M — X lineer doniisiimii (modiil homomorfizmasi) varsa X’e

M’nin bir X'-envelopu adi verilir.

(1) X eXile herhangi (p’ M — X lineer doniigiimil igin (p/ = f olacak sekilde
bir f: X — X doniisiimii vardir. Bagka bir deyisle her X ex icin

Homg (X, X') — Homg(M,X') — 0

dizisi tamdir.
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(2) ¢ = fo olacak bicimde f : X — X bir endomorfizma ise o zaman f bir

otomorfizmadir.

Eger sadece (1) sarti1 saglaniyorsa [(2) olmayabilir] bu durumda ¢ : M — X bir
X-preenvelope olarak adlandirilir.
Kolaylik acisindan bazen ¢, M’nin bir X-envelopu (preenvelopu) olarak

adlandirilir.

X -ortii (X-cover) dual olarak tanimlanir.

G bir Grothendieck kategori olmak tizere X', G’deki objelerin bir sinifi ve A, G’nin
bir objesi ve F,F "€ X olsun. Herhangi bir f : F " — A morfizmasi p:F—A
morfizmasina indirgenebiliyorsa p’ye A’nin bir X'-precover: denir. Herhangi bir
g : A — A endomorfizmast g o p = p olacak sekilde bir otomorfizma oluyorsa
F’ye bir X-cover denir. Bir toplamsal kategorideki X siifindan kasit objelerin
bir sinifinin izomorfizmalar altinda kapali olmasidir.

O halde &£ yerel sonlu temsil edilebilir (local finitely presented) Grothendieck
kategori olmak iizere £’nin full altkategorisi F, A’ya denk oldugundan burada
altkategori A ve genis £ kategorilerinde ¢aligtigimiz1 varsayabiliriz.

Ayrica bu c¢aligmada aksi belirtilmedigi siirece .A bir sonlu ulagilabilir toplamsal
kategori, £ birlesmeli fanktor kategori ve C, A’nin direkt limitler ve epimorfik

goriintiiler altinda kapali objelerinin bir sinifin1 gésterecektir.

Tamm 4.1.14. [83] F*, flat precovera sahip M modiillerinin sinifim gostermek
lizere M € F* olsun. Herhangi bir flat R-modiil F igin Ext}(F,M) = 0 oluyorsa
M’ye bir esburulmali modiil (cotorsion module) denir.

C=F' tim esburulmali (cotorsion) sol R-modiillerin sinifi olsun. Bir R-modiil
M icin ¢ : M — C bir C-genisleme (C-envelope) doniisiimiine bir esburulmali
genisleme (cotorsion envelope) denir. Burada ¢ bir monomorfizmadir. Ayrica

buradaki C-genisleme M nin C kategorisindeki injektif geniglemesi anlamindadir.
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(Degismeli (abelian) gruplar icin esburulmali genislemeler kavrami [39] de

incelenmistir.)

4.2. Pure Kapali (Closed) Altobjeler

Bu boliimde sonlu ulagilabilir toplamsal kategorilerde pure kapali altobjeler ile
giicli pure kapali altobjelerin kavramlar1 ve kapali altobjeler ile pure kapali
altobjeler arasindaki iligki verilmistir. Ayrica sonlu pure boliim boyutlu objeler ve
bunlarin pure kapal1 altobjeleri i¢in klasik boyut formiiliiniin (dimension formula)

bir genellestirilmesi yapilmigtir.

Tamm 4.2.1. [1] A,A" ve A", bir sonlu ulagilabilir toplamsal A kategorisinin
objeleri olsun. p:A — A bir pure monomorfizma olmak iizere f o p bir
pure monomorfizma olacak sekilde f : A" — A" monomorfizmasi bir pure

monomorfizma oluyorsa p’ye pure essential monomorfizma denir.

Tammm 4.2.2. [10] F, bir sonlu ulagilabilir toplamsal A kategorisinin bir objesi
olsun. S, F objesinin bir altobjesi olmak iizere f : S — L bir pure essential
monomorfizma iken S = L olacak sekilde F’de bir L altobjesi varsa F’nin S
altobjesine (F’de) pure kapalidir (closed) denir. Eger S, kendini iceren her bir
objede pure kapali ise S’ye giiclii pure kapali (strongly pure closed) altobje denir.

Ornegin A kategorisindeki bir F objesinin her direkt toplanan1 F objesinde pure
kapalidir ve A’daki her pure injektif obje kendini iceren herhangi bir objede giiclii
pure kapalidir [51, Lemma 2.(ii)].

Onerme 4.2.3. [10, Proposition 1] Sonlu ulasilabilir toplamsal bir A
kategorisinde herhangi bir pure injektif objenin her pure kapali altobjesi bir direkt

toplanandir.

Ispat: Sonlu ulagilabilir toplamsal kategoride bir pure injektif objenin her pure

kapal1 altobjesi pure injektiftir. Boylece ispat tamamlanir. O
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Asagidaki standart sonug kolayca elde edilir.

Onerme 4.2.4. [10, Proposition 2] A, bir sonlu ulasilabilir toplamsal A
kategorisinin bir objesi olsun. C, B’nin bir altobjesi ve B de A’nin bir altobjesi

olsun. Bu durumda C, A’da pure kapali ise C, B’de de pure kapali olur.

Tanmm 4.2.5. [82] {A; }a bir C kategorisinin objelerinin bir ailesi olsun. Eger C
kategorisindeki {g, : Ay — Y }A morfizmalarin her ailesi i¢in €, g = g, olacak
sekilde tek bir g : K — Y morfizmasi varsa {€, : Aj — K} morfizmalari ile C’deki

bir K objesine {A} } A ailesinin escarpimi (coproduct) denir.

Onerme 4.2.6. [19, Proposition 2.1] C escarpumlara sahip bir kategori ve X, C
kategorisinde escarpimlar altinda kapali objelerin bir sinift olsun. Bu durumda

asagidaki ifadeler denktir:

(1) C kategorisindeki her objenin bir monic X -ortiisii vardir.

(i1) X, homomorfik goriintiiler altinda kapalidir.

Asagida verdigimiz sonug sonlu ulagilabilir toplamsal .4 kategorisinde pure kapali
altobjelerin genis Grothendieck &£ kategorisindeki kapali altobjelerle iligkisini

gosterir:

Lemma 4.2.7. [10, Lemma 1] A, C kategorisinin bir objesi ve S, A objesinin bir
altobjesi olsun. S, A kategorisinde A objesinde pure kapali ise S, £ kategorisinde
A objesinde kapali olur.
Ispat: [20, Theorem 2.6] geregi .A’daki her objenin bir C-ortiisii (cover) vardur.
[20, Theorem 2.6]'nin ispatinda gosterildigi tizere [20, Theorem 2.4] ve [20}
Theorem 2.5] kullanilirsa 7 : A — £ funktoru full ve faithful oldugundan C, A
kategorisinde oldugu gibi £ kategorisinde de aym kapanig 6zelliklerine sahiptir.
(82, (33.9)]’un bir uyarlamasi olarak C sinifinin direkt toplamlar ve pure epimorfik

goriintiiler altinda kapali olabilmesi i¢in gerek ve yeter kogsul C’nin direkt limitler
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ve pure epimorfik goriintiiler altinda kapalr olmasidir. Bdylece [[19, Proposition
2.1] geregi £’deki her objenin bir monic C-ortiisii (cover) vardir.

Simdi C, £ kategorisindeki A objesinin bir S altobjesinin kapanigi olsun. FC(A/C),
A/C’nin monic C-0rtiisii olacak sekilde &£ kategorisindeki asagidaki diyagrami ele

alalim.
FC(A/C)
/ B4
i ’
al ¢

0 - C s A —2 AJC —— 0

Bu durumda (p, f, = p olur. Boylece (pl bir izomorfizma olur. Buradan A/C flat ve
bdylece C flat olur. [51, Lemma (3) J’ten f : S — C, A’da bir pure monomorfizma
olur.

Simdi go f, A’da bir pure monomorfizma olacak gsekilde bir g : C — X
monomorfizmasin ele alalim. Yine [51, Lemma (3) ] kullanilarak go f, £
kategorisinde bir monomorfizma olur.  [5, Corollary (5.13) ] geregi f, £’de
bir essential monomorfizma oldugundan g, £’de bir monomorfizma ve bdylece
g, A’da bir pure monomorfizma olur. Buradan f, A’da bir pure essential

monomorfizmadir. Bdylece S pure kapali oldugundan S = C elde edilir. O

[7] ve [9]’de bahsedildigi iizere .A’nin bir A objesinin sifirdan farkli her altobjesi
pure essential olan parcalanamaz (indecomposable) pure altobjelerinin sonlu direkt
toplamu olacak sekilde bir pure essential altobjesi varsa A’nin sonlu pure Goldie
boyutu vardir. Yani p.udim(A) < oo olur. [7, Proposition (3) ] geregi sonlu pure
Goldie boyut; A’nin pure injektif genislemesinin (injective envelope) parcalanamaz

(indecomposable) altobjelerinin sonlu direkt toplami olmasi anlamina gelir.

Teorem 4.2.8. [31, 5.8] M bir R-modiil ve N, M’nin bir altmodiilii olsun.
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(1) N, M’de esseantial altmodiil ise o zaman M ’nin sonlu diizgiin (uniform) boyuta
sahip olmast icin gerek ve yeter sart N 'nin sonlu diizgiin (uniform) boyuta sahip
olmasidir. Bu durumda udim(N) = udim(M) esitligi vardir.

Tersine eger M sonlu diizgiin (uniform) boyuta sahip ve udim(N) = udim(M)

ise o zaman N, M’de essential altmodiil (yani N <, M) olur.

2) Eger M =M &M, P ... B My, ise o zaman
udim(M) = udim(M,) + udim(M>) + ... + udim(My)
esitligi vardir.

(3) N ve M/N alt modiillerinin sonlu diizgiin (uniform) boyuta sahip oldugunu

kabul edelim. O zaman M sonlu diizgiin (uniform) boyuta sahip ve
udim(M) < udim(N) 4+ udim(M/N)
esitsizligi vardir.

(4) M’nin sonlu diizgiin (uniform) boyuta sahip oldugunu varsayalim. M’den M’ye
tamiml herhangi bir f monomorfizmast icin Im(f), M’de essential yani

Im(f) <. M olur.

Lemma 4.2.9. [31, 5.10] M bir R-modiil ve K, M ’nin bir alt modiilii olsun.

(i) M’nin sonlu diizgiin (uniform) boyuta sahip oldugunu kabul edelim. Bu
durumda K’nin M’de kapalr olmast icin gerek ve yeter sart K ve M /K 'nin sonlu

diizgiin (uniform) boyuta sahip ve
udim(M) = udim(K) + udim(M /K)
esitliginin saglanmasidir.

(1) Asagidaki durumlar denktir:
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(a) M ’nin sonlu diizenli (uniform) boyutu vardir.
(b) M kapalr altmodiiller tizerinde ACC ozelligini saglar.

(¢) M kapal altmodiiller iizerinde DCC ozelligini saglar.

Simdi ana sonucumuzu agagidaki teoremle verelim:

Teorem 4.2.10. [10, Theorem 1] F, C’de bir sonlu pure boyutlu obje ve K, F 'nin

bir pure kapalt altobjesi olsun. Bu durumda
p.udim(F) = p.udim(K) + p.udim(F /K)

olur.

Ispat: Lemma geregi K, £ kategorisindeki F objesinde kapalidir. Bu
durumda [31} (5.10)] kullanilirsa u.dim(F) = u.dim(K) +u.dim(F /K) elde edilir.

[7, Proposition (4)] geregince
p.udim(F) = p.udim(K) + p.udim(F /K)

olur. O

& kategorisindeki kapali altobjeler ile A kategorisindeki pure kapali altobjeler
arasinda fazla baglanti kurulamadigindan [31, (5.10)]’da oldugu gibi Teorem
’un karsitinin varhifimi sdylemek zor goziikiiyor. Ancak [31, Theorem
(5.8.(3))] ve [7, Proposition (4)]’iin agik bir sonucu olarak asagidaki onermeyi

verebiliriz:
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Onerme 4.2.11. [10, Proposition 3] A sonlu ulagilabilir toplamsal bir kategori, F,
A’nin bir objesi ve S, F’nin bir altobjesi olsun. Ayrica S ve F/S’nin A’da sonlu

pure boyutlu oldugunu kabul edelim. Bu durumda F de sonlu pure boyutlu olur ve
p.udim(F) < p.udim(S) + p.udim(F /S)

dir.

4.3. Pure Boliim Goldie Boyut (Pure Quotient Goldie Dimension)

Bu boliimde sonlu ulasilabilir toplamsal kategoriler icin pure boliim Goldie boyut
(pure quotient Goldie dimension) tanim1 verilmistir. Ayrica bu kategoride direkt
limitler ve epimorfik goriintiiler altinda kapali objelerin her sinifinin bir pure bolim
sonlu boyutlu objesinin her gii¢lii pure kapali altobjesinin (strongly pure closed

subobject) bir yar1 yerel endomorfizma halkasina sahip oldugu gosterilmisgtir.

Tanim 4.3.1. A bir sonlu ulagilabilir toplamsal kategori ve A, A kategorisinin bir
objesi olsun. A’nin her pure homomorfik goriintiisiiniin sonlu pure Goldie boyutu
varsa A sonlu pure boliim Goldie boyuta sahiptir (veya kisaca pure boliim sonlu

boyutludur) denir.

Tanim 4.3.2. [32] G bir Grothendieck kategori ve A, G’nin bir objesi olmak iizere
G’de Ly injektif ve Ly, L; sonlu Goldie boyutlu objeler olacak sekilde bir

0 A Lo Ly -0

tam dizisi varsa A sonlu egiireteclidir (copresented) denir.

Teorem 4.3.3. [51]] C bir yerel sonlu temsil edilebilir toplamsal kategori (locally
finitely presented additive category) ve X, C’nin bir objesi olsun. Bu durumda
pure monomorfizma olan bir n) : X — PE (X)) pure injektif genisleme (pure injective

envelope) vardir.
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Simdi ana sonug¢larimizdan bir digeri olan asagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 4.3.4. [10, Theorem 2] C bir yerel sonlu temsil edilebilir toplamsal
kategori olmak iizere C kategorisinin bir sonlu pure boliim Goldie boyutlu objesinin

her giiclii pure kapali altobjesinin bir yart yerel endomorfizma halkast vardir.

Ispat: A, C kategorisinde sonlu pure bsliim Goldie boyutlu bir obje ve K, A’nin
giiclii pure kapal1 bir altobjesi (strongly pure closed subobject) olsun. Bu durumda
Lemma geregi K, & kategorisindeki A objesinde kapali olur. Hipotez
geregi K objesi E(A)’nin esburulmali geniglemesinde (cotorsion envelope) kapali
olur. [51, Theorem 6] geregi E(A)' mn A’daki pure injektif envelopu, E(A) nin
&’deki esburulmali genislemesi (cotorsion envelope) oldugundan K objesi E(A)’da
da kapali olur. Buradan [31, Lemma 1.10] ile A/K, E(A)/K’nin bir essential
altobjesi olur. Boylece udim(A/K) = udim(E(A)/K) elde edilir. [7, Proposition
(4)] uygulanirsa udim(A/K) = p.udim(A/K) oldugundan A/K, E(A)/K ve
E(K)/K, & kategorisinde sonlu boyutlu elde edilir. Buradan E(K) injektif, E(K)
ve E(K)/K sonlu Goldie boyutlu olmak iizere £’de bir

0 - K -~ E(K) — E(K)/K 0

tam dizisi elde edilir. Boylece K, £’de bir sonlu esiiretegli (finitely copresented)
obje olur. [32, Theorem 5.4] geregi End4(K) = Endg(K) bir yar1 yerel halka

olur. O

Ornek 4.3.5. [[10, Example 1] A bir sonlu ulagilabilir toplamsal kategori; ¥ ve Z,
A kategorsinin herhangi objeleri olmak {izere Y’den Z’ye tanimli her epimorfizma
pure ise Z bir flat nesnedir [21]]. [21 Theorem (2)] geregi .A’daki flat objelerin

siif1 pure epimorfik goriintiiler ve direkt limitler altinda kapalidir.
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Bu durumda C, A’daki tiim flat objelerin sinifi olmak iizere Teorem4.3.4] asagidaki
hali alir:
A’daki bir pure boliim sonlu boyutlu flat objenin her giiclii (strongly) pure kapali
(closed) altobjesinin bir yar1 yerel (semilocal) endomorfizma halkasi vardir.
Ayni zamanda Teorem[4.2.10]ile F, A’da bir sonlu pure Goldie boyutlu flat obje ve

K, F’nin bir pure kapal1 altobjesi ise 0 zaman

p.udim(F) = p.udim(K) + p.udim(F /K)

esitligi vardir.
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