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OZET

WARPED CARPIM MANIFOLDLARI
UZERINDE SOLITONLAR

Seckin GUNSEN

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danigmani: Prof. Dr. Leyla ONAT
2020, 65 sayfa

Giristen sonra bes bolimden olusan bu tez calismasinda, warped carpim
manifoldlart lizerinde bazi 6zel yapilar incelenerek manifoldun kompaktligi,
warping fonksiyonunun sabit olup olmamasi, taban ve fiber manifoldlarinin yapisi
ile ilgili sonuclar elde edilmistir.

Ilk iki boliimde Riemann geometrisinde sik¢a kullanilan temel kavramlar verilmis
ve Riemann manifodlari iizerinde bazi1 6zel yapilar tanitilmigtir.

Warped carpim manifoldlarn iizerinde Ricci solitonlar ile ilgili yapilan ¢alismalara
ve elde edilen yeni sonuglara iigiincii boliimde yer verilmistir.

Dordiinci  boliimde warped c¢arpim  manifoldlar1 iizerinde almost Ricci
solitonlar incelenmis, ¢oklu warped carpim manifoldu iizerinde elde edilen
karakterizasyonlar verilmistir.

Son boliimde ise warped carpim manifoldlar1 lizerinde 7-quasi Ricci-Harmonik
metriklerin varlig1 aragtirilmig, manifoldun rigiditesi ile ilgili sonuclar verilmistir.

Anahtar Sozciikler: Warped carpim manifoldu, Einstein manifoldu, Ricci
soliton, almost Ricci soliton, Ricci-Harmonik soliton, harmonik Einstein, T-quasi
Ricci-Harmonik metrik.
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ABSTRACT
SOLITONS ON WARPED PRODUCT MANIFOLDS
Seckin GUNSEN

Ph.D. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Leyla ONAT
2020, 65 pages

In this study, which consists an introduction and five chapters, some results are
obtained for compactness of manifold, whether the warping function is constant or
not, and structure of the base and fiber by examining certain special structures on
warped product manifolds.

In first two chapters, basic notions of Riemann geometry are recalled and some
special structures on Riemann manifolds are introduced.

In third chapter, Ricci solitons on warped products are examined and new results
on this subject are given.

Fourth chapter focuses on almost Ricci solitons on warped product manifolds
so that some new characterizations for almost Ricci solitons on multiply warped
product manifolds are obtained.

In the final chapter, existence of 7-quasi Ricci-Harmonic metrics on warped
products is investigated and regarding outcomes on the rigidity of the manifold
are stated.

Key Words: Warped products, Einstein manifold, Ricci soliton, almost Ricci
soliton, Ricci-Harmonic soliton, harmonic Einstein, 7-quasi Ricci-Harmonic
metrics
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1. GIRIS

Warped carpim manifoldlari, hem geometri hem de fizikte buldugu genis uygulama
alanlar1 sayesinde giiniimiize kadar ilgi ile ¢aligilan konulardan biri olmustur.
Warped carpim kavrami, Bishop ve O’Neill [8]] tarafindan negatif kesitsel egrilige
sahip tam(complete) Riemann manifoldlarina 6rnekler vermek i¢in tanimlanmustir.
(B,ggp) ve (F,gr) Riemann manifoldar1 ve f, B manifoldu iizerinde tanimli pozitif

degerli, diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere,

g=m"(gs) + (fom)*c*(gr)

esitligi ile tamimlanan g metri8i ile birlikte B X F' c¢arpim manifolduna warped
carpim manifoldu denir ve bu manifold B x; F ile gosterilir. ~ Burada f
fonksiyonuna warping fonksiyonu denir. f fonksiyonun sabit olmasi durumunda
M manifoldu bilinen Riemann ¢arpim manifoldudur. Besse’nin [[7]](s.265), warping
fonksiyonu sabit olmayan bir kompakt Einstein uzay1 olup olmadig: ile ilgili
sorusu lizerine, Kim ve Kim [28]], manifoldun skalar egriligi pozitif degil ise
warping fonksiyonu sabit olmayan kompakt Einstein warped carpim uzayinin
bulunmadigini gostermistir.  Ayrica, warped carpim manifoldunun Einstein
manifoldu olmasi icin gerek kosulun taban manifoldunun bir quasi-Einstein

manifoldu olmasi gerektigini gdstermislerdir.

Einstein manifoldlarinin dogal bir genellemesi Ricci solitonlardir.  Bir Ricci

soliton, L € R ve V € X(M) igin,
) 1
Rlc+§ng:7Lg (1.1)

esitligi ile verilen bir Riemann manifoldudur. Bu esitlige gore, V vektor alaninin
Killing olmasi durumunda manifoldun Einstein oldugu acgiktir. V vektor alam M
manifoldu tizerinde tanimli diferensiyellenebilir bir fonksiyonun gradiyenti ise M

manifolduna gradiyent Ricci soliton denir.V = Vu olacak bi¢imdeki u fonksiyonu
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gradiyent solitonun potansiyel fonksiyonu denir. Feitosa, Filho ve Gomes [[17]
2017 yilinda yaptiklar1 calismada, warped carpim manifoldunun gradiyent Ricci

soliton olmast durumunu incelemiglerdir.

Doktora tezi olarak hazirlanan bu calismada, warping fonksiyonu ile potansiyel
fonksiyonu farkli olarak secilerek warped carpim manifoldu iizerinde yeni
karakterizasyonlar elde edilmesi amaglanmaktadir. Bunun icin, warped ¢arpim
manifoldar1 iizerinde bazi 6zel yapilar incelenecek, boylelikle warped ¢arpim
manifoldunun kompaktligi, warping fonksiyonunun sabit olup olmamasi, taban ve

fiber manifoldlarinin yapisi ile ilgili bulunan sonuglar agiklanacaktir.

Girigten sonraki ilk boliimde, Riemann geometrisinde yer alan tez konusu ile ilgili
bazi tamim ve teoremler verilecektir. Ikinci boliimde, tezin diger boliimlerine
alt yapr teskil edecek olan Riemann manifoldlar1 {izerinde bazi 6zel yapilar

tanitilacaktir.

Uciincii boliimde, warped carpim ve ¢oklu warped c¢arpim manifoldlarinin Ricci
soliton olmasi durumu incelenecektir. Bu bdliimde, bazi varsayimlar altinda
M manifoldunun kompaktli§ina, warping fonksiyonun sabit olusuna ve taban
manifoldunun yapisina dair sonuclar elde edilmigtir. Ayrica, warping ve potansiyel

fonksiyonlarin gradiyent vektor alanlari arasinda bir iliski bulunmustur.

(L.T) denklemindeki A sabitinin M manifoldu tizerinde taniml diferensiyellenebilir
bir fonksiyon olarak alinabilecegi [36]] makalesinde gosterilmistir. Bu durumda
elde edilen manifolda almost Ricci soliton denir. Dérdiincii boliimde, ¢coklu warped
carpim manifoldu iizerinde almost Ricci solitonlar ¢aligilarak warping fonksiyonu,
¢oklu warped carpim manifoldu ve taban manifoldu ile ilgili karakterizasyonlar

verilmistir.

Ricci solitonlarin bir diger genellemesi Miiller [30] tarafindan tanimlanan
Ricci-harmonik solitonlardir.  Wang [43]], Bakry-Emery tensoriinii kullanarak

Ricci-Harmonik metriklerin bir genellemesi olarak 7-quasi Ricci-Harmonik
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metrikleri tanimlamisgtir. Beginci bolimde, warped carpim manifoldlari
iizerinde 7-quasi Ricci-Harmonik metrigin varhig:r ile ilgili bazi sonuglar
diferansiyel denklem sistemleri kullanilarak incelenmis ve bazi kosullar altinda M

manifoldunun harmonik Einstein manifoldu oldugu gosterilmisgtir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tez konusu ile ilgili siklikla kullanilan temel tanim ve teoremler

verilecektir.

M, n boyutlu bir Riemann manifoldu, (i/,n7) bu manifoldun bir koordinat

komsulugu, = (x!,x%,...,x") bu koordinat komsulugundan elde edilen koordinat
d

sistemi olsun. 1 < j <nigind; = 3 olmak iizere {d\, ..., d, } koordinat cat1 alani
x

ve bu ¢at1 alaninin duali {dx,...,dx,} olsun.

M manifoldundan R kiimesine biitiin diferensiyellenebilir fonksiyonlarin kiimesi
§(M) ve M manifoldu iizerindeki biitiin diferensiyellenebilir vektor alanlarinin
kiimesi X(M) olmak iizere, X(M) kiimesi §(M) halkasi iizerinde bir modiildiir
ve R cismi iizerinde bir Lie Cebiridir. X*(M) kiimesi M manifoldu 1-formlarin
kiimesidir. M manifoldu iizerinde bir V vektdr alani ve bir @ 1-formunun

. . n .
bilesenleri sirast ile V/ ve @' fonksiyonlar1 olmak iizere, V = Y V/d; ve

Jj=1

n
o =Y dx; dir. f € F(M) fonksiyonunun bir V vektdr alani yoniindeki tiirevi
i=1
icin

VoS =df(v)=V(f)
gosterimleri kullanilmaktadir.
Tanim 2.1 ([40]). r,s > 0 tamsayilari i¢in,

A:X*(M)" xX(M)* — F(M)

§(M)—c¢oklineer A doniisiimiine M manifoldu iizerinde (r,s) tipinde bir tensor
alani denir. M manifoldu iizerinde (r,s)—tipinde biitiin diferensiyellenebilir tensor

alanlarinin kiimesi ¥ (M) ile gosterilir.

A € T%(M) olmak iizere A tensor alani,

A= ZAl’.I_ll‘.‘_'_"jV_s 0, ®-®0, Rdx'' @ - @ dx’s



esitligi ile verilir. Burada, A;‘l';_'_’;s : M — R diferensiyellenebilir fonksiyonlari,

AL = A(d", ..., dx", )., ;)

esitligi ile belirli olan A tensér alanin 1) koordinat sistemine gore bilesenleridir.

Tanmm 2.2 ([40]]). M, n boyutlu bir manifold olmak iizere, M manifoldunun her p
noktasina

gp  T,(M)xT,(M) — R

simetrik, bilineer, pozitif tammli g, fonksiyonunu kargilik getiren g doniigiimiine
M iizerinde Riemann metrik tensor alant denir. g, M manifoldu {izerinde
(0,2)—tipinde bir tensor alanidir. Bu metrikle birlikte, M manifolduna ya da (M, g)
ikilisine Riemann Manifoldu denir.
Her X,Y € X(M) igin,

gX.Y) = g(dx'(X)E;dx'(Y)E))

= g(EiE;)dx'(X)dx!(Y)
oldugundan g metrik tensor alant
¢ = g(E, E))dx @dx’

esitligi ile verilebilir ~ Burada g;; = g(Ei,E;) fonksiyonlari g metriginin
bilesenleridir. Ozel olarak g, R” uzayinin standart metrigi olarak segilirse

g=29; jdxidxj
dir.
® € X*(M) olmak iizere V(w) = o(V) esitligiyle tanimh V : X*(M) — F(M)
fonksiyonu lineer oldugundan V € X(M) vektor alani (1,0)—tipinde tensor alani,

® € X*(M) 1-formu da M iizerinde (0, 1)—tipinde tensér alamidir. T} (M) =2 X(M)
ve TV(M) = X*(M) oldugu kolaylikla gosterilebilir.
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X € X(M) vektor alani igin, A(X)Y = g(X,Y) esitligi ile belirli
A:XM)—X"(M)

doniistimii bir lineer izormorfizmdir. A(X) € X*(M) 1-formu X* ile gosterilirse
X*(Y) = g(X,Y) esitligi elde edilir. Burada X* 1-formuna, X vektor alanina
karsilik gelen 1-form denir. Karsit olarak A : X(M) — X*(M) doniisiimii lineer
izormorfizm oldugundan X* € X*(M) 1-formu verildiginde A(X) = X* olacak
bicimdeki X vektor alanina X* 1-formuna karsilik gelen vektor alani denir. X(M)
ve X*(M) kiimeleri arasindaki izormorfizm ile elde edilen bu karsilik gelmeye

X (M) ve X*(M) uzaylarinin metriksel olarak denk olmasi denir.

X* 1-formunun bilesenleri
X*(Ej) = (§"XiEi,Ej) = X;

oldugundan, X* 1-formuna karsilik gelen j. bileseni g"/X; fonksiyonlaridir. Buna
gore X = gV X,E ; olarak yazilabilir. X* 1-formuna kargilik gelen X vektor alaninin
bilesenleri X/ olmak iizere X/ = g"/X; dir. Ayrica X vektor alanlarina karsihik gelen

X* 1-formunun bilesenleri de X; = g;;X J olarak yazilabilir.

Tamm 2.3 ([40]). {x',...,x"}, M" manifoldunun dogal koordinat sistemi olsun.

V ve W, M manifoldu iizerinde vektor alanlar1 olmak iizere, W = ZWi 0; icin,
VyW =Y V(W)

esitligiyle belirli VyW vektor alanina W vektor alanimin 'V vektor alanina gore

kovaryant tiirevi denir.

Tanmm 2.4 ([40]). M bir Riemann manifoldu olmak iizere, V,W € X(M) igin
asagidaki 6nermeleri saglayan bir V : X(M) x X(M) — X(M), V(V,W) = VyW

fonksiyonuna M manifoldu iizerinde konneksiyon denir:

(D1) VyW, W vektor alanina gore R—lineerdir.



(D2) VyW, V vektor alanina gore §(M)—lineerdir.
(D3) f € (M) igin,
Vv(fW) = (VW + fVyW
esitligi saglanir.

Tanmm 2.5 ([40]). M bir Riemann manifoldu olmak iizere, X,V,W € X(M) icin,
(D4) [V,W] = VyW — VyV
(DS) X(V,W) = (VxV,W) + (V,Vx W)

onermelerini saglayan V konneksiyonuna M manifoldunun Levi-Civita

konneksiyonu denir.
Tamm 2.6 (35]). A € T9(M), her X,V},...,V; € X(M) igin,
DAX,Vi,...,Vs) = (DxA)(Vi,...,Vs)

esitligi ile tanimli olan (0,s + 1)—tipindeki DA tensor alanina A tensor alaninin
kovaryant diferensiyeli denir. Burada Dy operatorii, A tensor alaninin tensor

tiirevidir.
Tamm 2.7 ([40]). f € §(M) olmak iizere, f fonksiyonun gradiyenti, df € X*(M)
1-formuna metrikce denk olan vektor alamidir ve
erad f = Vf = g9 (f)9;
biciminde yazilir.
X € X(M), X =X;d; olmak iizere,
df(X) = (di(f)dx;)(X;0;) = X;0,(f)6i
= X;9(f)
= 8X,Vf)

olarak elde edilir.
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Tamim 2.8 ([40]). f € §(M) olsun.
Hess f = V(Vf) = V?f

esitligiyle tamimli Hess f : X(M) x X(M) — §(M) doniisiimiine f fonksiyonun

Hessiyani denir.

Lemma 2.9 ((40]). f fonksiyonunun Hessiyanu,
(Hessf)(X,Y) = (Vx(Vf),Y)
esitligini saglayan (0,2)—tipinde simetrik tensor alanidur.
Tamm 2.10 ([40]). V € X(M) olsun.
Her f € §(M) i¢in Ly (f) =V f

Her X € X(M) i¢in Ly (X) = [V, X]

esitlikleri ile belirli Ly tensor tiirevine V vektor alanina gore Lie tiirevi denir.

Ly(fX)=[V.[X] =VfX + fIV.X] =V[X + fLvX
dir. Ly, g tensor alaninin tensor tiirevi olmak iizere,
(Lvg)(Y,Z) = Lv(8(Y,Z)) — g(LvY,Z) — g(Y, Ly Z)

esitligiyle belirli olan (0,2) tipindeki Ly g tensor alanina g metrik tensor alaninin V

vektor alanina gore Lie tiirevi denir.

Tanmim 2.11 ([40]). (M,g) bir Riemann manifoldu, Ly tensor tiirevi ve X € X(M)

olsun.

(i) Lxg = 0ise X vektor alanina Killing vektor alan,
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(i) p : M — R, p # 0 fonksiyonu i¢in, Lyg = 2pg ise X vektor alanina konformal

vektor alani,

denir.

Tanim 2.12 ([40]]). R kiimesinin M" manifoldu iizerinde bir @ etkisi asagidaki iki

onermeyi dogrulayan bir ¢ : R x M" — M" doniistimiidiir.

(1) Her p € M" igin, ¢o(p) = p-

(2) Her a,b € R ve her p € M" i¢in, @(a,¢(b,p)) = ¢(a+b,p).

R kiimesinin M manifoldu iizerinde bir ¢ etkisine, M iistiinde 1- parametreli grup

etkisi, {@s(p)| s € R} kiimesine p € M noktasinin yériingesi denir.

Teorem 2.13. [[40]] ¢, R kiimesinin M" manifoldu tistiinde bir etkisi olsun.

X, = limg o~ [1(94(p)) ~ F(o0(p)] @)

esitligi ile tamimlanan X, : §(M) — R fonksiyonu, M" manifoldunun p noktasinda

bir tanjant vektordiir.

(2.1) esitligine gore, X, vektorii p noktasinda ¢ etkisindeki yoriingesinin
¢o(p) noktasindaki yani baglangi¢ noktasindaki hiz vektoriidiir. ¢, : M"* — M"

diffeomorfizm ve p € M" noktasinin yoriingesi { @s(p)|s € R} olmak iizere,

o(s) = @s(p) olsun. Her f € F(M) i¢in,

d
E\o)f

= (foa)'(0)
= limy0[(foa)(h) — (foa)(0)]
= limpo[f(on(p)) — f(@0(p))]

= Xoop)f

a'(0) = o

oldugundan o'(0) = X, ,)
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Tamm 2.14. [40] V € X(M) olsun. X, 1- parametreli grup etkisinin belirledigi

vektor alani ise, V vektor alanina tam(complete) vektor alani denir.

Tamm 2.15. [40] V € X(M) tam(complete) vektor alan1 olsun. ¢,, V vektor

alaninin maksimal integral egrisi olmak iizere,
v(p,t) = (1)
esitligi ile belirli v : M" x R — M" doniisiimiine V vektor alaninin akist denir.

Lemma 2.16. [40] v, bir tam vektor alanimin akist olsun. Bu durumda,

1. o, M nin birim doniigiimiidiir,
2. Yo = VY, Vst ER
3w =y

onermeleri saglanir.

Onerme 2.17 ([40D. V ve W, M" manifoldu iizerinde vektor alanlari ve y, V

vektor alanimin p noktast komsulugunda lokal akist olsun. Bu durumda,
i 1
VW], = limy 0 [y (Wy,p) = W]
esitligi saglanr.

Onerme 2.18 ([40]). X € X(M), A € T2(M) ve y;, X vektor alaninin akist olmak

lizere, A tensor alamimin X vektor alanina gore Lie tiirevi
LyA = limy_o[ ;' (A) — A]
esitligi ile belirlidir.
Lemma 2.19 ((35]). (M,g) bir Riemann manifoldu ve f € (M) olmak iizere,
Lyrg = 2Hessf

esitligi saglanir.
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Ispat: X,Y € X(M) olmak iizere,

(LVfg)(XaY)

1
ELVfg(va) =

Loy (60X.1)) ~g(LesX.) ~ (X Loy Y)]

Loy ) ~ (V. X.1) 0, £.7)

= = N = N

(VurX,Y) + (X, VyeY) — (VyeX.Y)

(VRVELY)— (X, Vo ¥) 4 (X, VYVf>]

(VxVf.Y)+ <X7Vny>]

Hess f(Y,X) —|—Hessf(X,Y)}

= 2Hess f(X,Y)}

N = N = N =

= Hess f(X,Y)

dir. O

feFM) ve X € X(M) olmak iizere,
AX = ViV
esitligi ile belirli A : X(M) — X(M) lineer doniisiimii verilsin. Bu durumda,
A: X (M)xX(M) — F(M)
(6,X) — A(6,X)=0(AX)

esitligi ile belirli A doniisiimii §(M)—lineer oldugundan A € T1(M) dir. O halde,
A lineer doniisiimii verildiginde A tensor alam tek olarak belirlidir. Bu nedenle A
dontigumii (1,1)—tipinde bir tensor alani olarak diistiniilir. X,Y € X(M) olmak

tizere, Hess f tensor alani,

Hessf(X,Y) =g(A(X),Y) (2.2)
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olarak yazilabilir. (2.2) esitligindeki A(-) = V.V f doniigiimii Hess f tensor alaninin
(1,1)—tipinde gosterimidir.

Tamm 2.20 ([35]). A € TY(M) ve her X,Y,Vi,...,V, € X(M) igin,

(ViyA(V1,... V) = (Vx(VA) (Y, W,...,Vy)

= (Vx(VyA))(V1,....Vs) = (VyyA)(V1,..., V5)

esitligi ile tammli olan (0,s + 2)—tipinde V2A tensor alanina A tensor alaninin

ikinci kovaryant tiirevi denir.

f fonksiyonunun Hessiyan1 bu tanima gore,

Virf = (V(V)X.Y)
= VxVyf—Vyuwf
= Vxg(Y,Vf)—g(VxY,V¥)
= g(VxVf,Y)
= g(A(X),Y)

= Hessf(X,Y)
dir.
Tamim 2.21 ([35]). (M, g) bir Riemann manifoldu olmak iizere,
R(X.Y)Z = ViyZ—VixZ

= VxVyZ—VyyZ—VyVxZ+Vy,xZ

= [Vx,W]Z-VxyZ

esitligi ile belirli olan R : X3 (M) — X(M) 3-lineer doniisiimiine M manifoldunun

Riemann egrilik tensor alani denir ve R ile gosterilir.

R(V,X,Y,Z) = g(V,R(X,Y)Z)
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esitligi ile verilen R tensor alam1 R tensor alanina metriksel olarak denktir, yani
g metrik tensorii ve metrik tensoriin tersi araciligi ile bir tensor alanindan digerine

gecis milmkiindiir. Yerel koordinat sistemine gore R egrilik tensoriiniin bilesenleri,
Rijur = 8im Ry
ve
ﬂm =& imijkl
dir. Burada R;f}d =9Iy — akr'}}{ + 3T — F‘;[kas dir.
Ornek 2.22. V,.0j = 0 oldugundan R" uzayinin egrilik tensorii R = 0 dur.

Tamm 2.23 ([35]])). (M,g) bir Riemann manifoldu ve R Riemann egrilik tensor
alan1 olmak iizere, R tensoriiniin izine M manifoldunun Ricci tensorii denir ve
Ric ile gosterilir. {Ey, ..., E,} kiimesi T,(M) uzayinin bir ortonormal tabani olmak

iizere her v,w € T,,(M) igin,
Ric(v,w) = tr(x — R(x,v)w)

= Zg(R(E,-,v)w, E;)

i

= Zg(R(WEi)Ei,W)
= Zg(R(Ei,w)v, E;)

dir. X,Y € X(M) olmak iizere, Ricci tensorii (1, 1)—tipinde
Ric(X,Y) = g(Ric(X),Y)

esitligi ile yazilir ve

Ric(X) = ZR(X,Ei)Ei

dir.

Tamm 2.24 ([7]). (M,g) bir Riemann manifoldu olsun. M manifoldunun Ricci

egrilik tensorii, g metrik tensorii ile orantili, yani A bir sabit olmak iizere

Ric=Ag 2.3)
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esitligi saglaniyor ise bu durumda g metrigine Einsteindir denir. Bu durumda M

manifolduna Einstein manifoldu denir.

Tamim 2.25 ([35]]). Ricci egrilik tensoriiniin izine M" manifoldunun skalar egriligi

denir ve R ile gosterilir. R skalar egriligi

R = tr(Ric)

n
= ) g(Ric(E:), Ei)
i=1
esitligi ile belirli fonksiyondur.
Tanim 2.26 ([35]). A € T!(M) tensor alanmin diverjansi,
divA(Vy,..., V) =tr (X — (DxA)(Vi,...,Vy))

esitligi ile belirli (0,s)—tipinde tensor alanidir.

Bir V bir vektor alaninin diverjansi,
divV =tr(VV) € (M)
dir.
Tamm 2.27 ([40]). f € §(M) igin,
Af =div(Vy)

esitligiyle tanimli Af fonksiyonuna f fonksiyonunun Laplasiyeni denir.

Af € F(M) dir.

Lemma 2.28 ([40]). Ricci tensor alani ile skalar egrilik arasinda asagidaki esitlik
saglanr.

2divRic = VR (2.4)
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Ispat: p € M ve {E|,E,,...E,} M manifoldunun ortonormal ¢at1 alan1, VE;p = 0

ve X vektor alant i¢in VE;|, = 0 olsun. Bu durumda,

VR(X)(p) = V(tr(Ric))(X)(p)
= VxY g(Ric(E;),E)
= Vx) ¢(R(E,E))E},Ei)
= Y 8(Vx(R(E,E))E)), E:)
= Y ¢((VxR)(E:E))E;),E;)
= - Y e((Ve,R)(X,E)E},E) - Y ¢((VER)(E}, X)E;, E;)
= Y (V&R)(X,EEj,E) ~ Y (VER)(E;. X, E}. E})
= Y.(Ve,R)(E;,Ei,Ei,.X) + Y. (VER)(Ei, Ej, E}, X)
= 2Y(Vg,R)(E;,EE,X)
= 2Y Vg (R(E},E,E;, X))
= 2) Vgg(Ric(Ej),X)
= 2) Vig(Ric(X),E;)
= 2} 8(Vg,(Ric(X)),E;)
= 2Y 2((VgRic)(X),E))

= 2div(Ric)(X)(p)

oldugundan (2.4) esitligi saglanr. 0

Lemma 2.29 ([19]). A, (M",g) manifoldu iizerinde simetrik (0,2)—tipinde tensér

alani olsun. Bu durumda her f € §(M) icin asagidaki onermeler saglanir:
(i) div(fA) = fdivA+A(Vf,-),
(ii)) V(fA) = fVA+df ®A,

(iii) SVIVf]* =V2f(Vf,).
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Lemma 2.30 ([19]). (M,g) Riemann manifoldu ve A, M iizerinde simetrik
(0,2)—tipinde olmak iizere, her V € X(M) ve her f € §(M) icin

div(A(fV)) = f(divA)(V) + F(VV,A) +A(VF,V) (2.5)

esitligi saglanir.
Ispat: V € X(M) ve her f € F(M) igin, A tensor alammn (1,1) gosterimi

kullanilarak

div(A(fV)) div(fA(V))
= A(V)f+ fdivA(V)
— (VAAW))+ fdvA(V)
= A(VS,V)+ fdivA(V)
olur. {Ey,Ey,...,E,}, M manifoldu iizerinde ortonormal cat1 alan1 olmak iizere, A

tensor alaninin simetri 6zelligi géz Oniine alindiginda,

(divA)(V) = Y.(VEA)(V.E)
= Y. ((VEA)(V),E;)
= Y (VEA(V)—A(VEV),E)
= div(A(V)) = Y.((VEV),A(E))
olur ve
div(A(fV)) = A(VLV)+F((divA)(V) + Y ((VEZ),A(ED))
— A(Vf,V)+f((divA)(V)+fl<VV,A>

oldugundan (2.3)) esitligi gosterilmis olur. O

Lemma 2.31 ( [33](Bochner Formiilii)). (M,g) Riemann manifoldu iizerinde

1
div(Lyg)(V) = 5A|V|2 — |VV > +Ric(V,V) + DydivV



esitligi saglamir. V =V f gradiyent vektor alany ise bu egitlik (1,1)—tipinde

olarak yazilir.

divV? f = Ric(Vf) + VAf

Ispat: {E|,E,,...E,} ortonormal cat1 alan igin,

div(Lyg)(V)

olarak elde edilir. V =

= (VglLvg)(E,V)

= VE (LVg(EnV ) LVg(Ei7VEiV)

)
== VE ( VE V, V) +g(Ei,VVV)) —g(VE[.V7 VE[.V)
)

(E”VVEV
. AE‘V|2+VE,-8(EHVVV)_‘VV,Z
—8(Ei, Vv, V)
= A%|V|2—\VV|2+g(V125,-,vVaEi)
_ A%|v|2f‘VV|2+RiC(V,V)+8(Vx2/,E,.VaEi)

1
= A§|V|2—\VV|2+Ric(V,V)+VVdivV

Vf igin,

div(2Hessf)(V) = div(Lysg)(V)

= (VEtLVfg)(E,',V)
Vi (Lvrg(Ei,V)) — Lysg(Ei, VEV)
= Vg @(VEVS.V)+g(Ei, VysV))
—8(VEVS,VEV) —g(Ei,Vv, vV )
= Vg (g(VvVf.E)+g(Ei,VEVVVS))
—8(VEVS,VEV) —8(Ei,Vv, vV )
= 28(V42€i,vvfaEi)

= 2Ric(V,Vf)+2¢(Vy VS E)

17

(2.6)
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— 2Ric(Vf,V)+2VydivVf
= 2Ric(Vf,V)+2VyAf
= 2g(Ric(Vf),V)+2g(VAS,V)

oldugundan (2.6) esitligi gosterilmis olur. O

Bishop ve O’Neill [§] tarafindan tanimlanan warped carpim manifoldlari, hem
geometri hem de fizikte bulunan uygulama alanlar1 sebebiyle giincellligini koruyan
bir ¢alisma alanmidir. Bu calismada kullanilan warped carpim ve ¢oklu warped

carpim manifoldlarina ait bazi 6zellikler bu boliimde gosterilecektir.

2.1. Warped Carpim Manifoldlar:

Tammm 2.32 ( [40]). (B,gg) ve (F,gr) Riemann manifoldlar1 olmak iizere,
g = m*(gp) + 0*(gr) metrik tensorii ile verilen B x F manifolduna, B ve F

manifoldlarinin Riemann ¢arpum manifoldu denir. Burada, (p,q) € B X F igin,

n:BxF — B, n(p,q) =p

6:BxF — F,o(p,q) =q

diizgiin izdiisiim fonksiyonlaridir.

pxF=np)={(p,r)|r € F} ve Bxq=0""(q) = {(s,9)|s € B} kiimeleri,
B x F ¢arpim manifoldunun alt manifoldlanidir. V(p,q) € M x N i¢in, M X q ve
p X N alt kiimeleri, M x N’nin alt manifoldlaridir. Ayrica, TN,(M x N), kendisinin

Ty g(M)(= T4/ (M x q)) ve Tj,)4(N) alt uzaylarmin direkt toplamudir.

Tamim 2.33 ([40]). (B,gg) ve (F,gr) Riemann manifoldlari olmak iizere,

f € 3(B), f > 0 fonksiyonu verilsin. g = 7*(gp) + (f o 7)?0* (gr ) metrik tensorii
ile verilen B x F ¢arpim manifolduna B ve F manifoldlarinin warped ¢arpum
manifoldu denir ve B X ¢ F ile gosterilir. Burada, B manifolduna traban manifoldu,

F manifolduna ise fiber manifoldu denir.
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Her (p,q) noktasinda B x s F manifolduna teget x vektoril igin,

g(x,x) = gp(dm(x),dn(x)) + f*(p)gr (do(x),do ()

dir. Burada, M = B x; F manifoldunun fiberleri p x F = n~'(p), lifleri
B x q = 671(q) esitlikleriyle belirli alt manifoldlaridir. Ayrica, 7~!(p) ve 67'(gq)
alt manifoldlarina sirasiyla M = B X ¢ F warped ¢arpim manifoldunun lifleri ve
yapraklart denir. Lif uzayina teget vektorlere (p,q) noktasindaki dikey vektorler,

yaprak uzayna teget vektorlere (p,q) noktasindaki yatay vektorler denir.

B manifoldu iizerindeki vektor alanlarinin M = B X ¢ F' manifoldu lizerine liftlerinin
kiimesi £(B) ile gosterilir. Buna gore, x € T(,, ;) (7' (p)) vektdriiniin M = B x s F
manifoldu iizerine lifti £ olmak iizere, d7(%) = x dir. Ayrica, v € T, , (67 '(q))
icin dz(v) = 0 dir. Benzer sekilde, F manifoldu iizerindeki vektor alanlarinin

M = B x s F manifoldu iizerine liftlerinin kiimesi £(F) ile gosterilir. Buna gore,
v €T, (07 (g)) vektdriiniin M = B x s F manifoldu iizerine lifti ¥ olmak iizere,

do(v) = v dir. Ayrica, x € T, ) (7 (p)) igin do(x) = 0 dur.
Onerme 2.34 ([40]). M = B x ¢ F manifoldu warped ¢arpim manifoldu iizerinde,

X,Y € £(B), V,W € £(F) icin,

(1) VxY € £(B), B iizerinde VxY vektor alanimn liftidir.
X

2) VxV =VyX = (ff)V dir.

(3) nor VyW =h(V,W) = —((V,W)/f) Vf dir.

(4) tan VyW € £(F), F iizerinde VyW vektor alanmn liftidir.

onermeleri saglanir.

Onerme 2.35 ([40]). M = B x 1 F warped ¢arpim manifoldu iizerinde X,Y,Z €
£(B)U,V,W € £(F) olsun. Bu durumda M manifoldunun Riemann egrilik tensérii

R asagidaki esitlikleri saglar:



20

(1) RxvZ € £(B), B iizerinde DxY vekior alammn liftidir:
(2) RyxY = (Hessf(X,Y)/f)V.

3) RxyV =RywX =0.

4) RxyW = ((V.W)/f)Vx(Vf).

(5) RywU = FRywU — lvfélz {(V, U)W —(W,U)V}.

Sonug 2.36 ([40]). M = B x s F warped ¢carpim manifoldu iizerinde X,Y € £(B),
V,W € £(F) ve k =dim F > 1 olsun. Bu durumda M manifoldunun Ricci tensorii

asagidaki esitlikleri saglar:

(1) Ric(X,Y) = BRic(X,Y)—;Hessf(X,Y),

(2) Ric(X,V) =0,

(3) Ric(V,W) = FRic(V,W){Af(kl)WJ;sz)}.

2.2. Coklu Warped Carpim Manifoldlar

Warped carpim manifoldlarinin  bir genellemesi ¢oklu warped c¢arpim
manifoldlaridir.  Bu kisimda ¢oklu warped carpim manifoldlari icin temel

ozellikler verilecektir.

Tamm 2.37 ([42]). (B,gg) ve (Fi,gr), swrasiyla r ve s; (i € {1,2,--- ,m}) boyutlu
Riemann manifoldlari ve i € {1,2,---,m} i¢in b; : B — R™ diferensiyellenebilir
fonksiyonlar icin 7 ve o;, sirastyla B ve F; icin dogal izdiisiim fonksiyonlar1 olmak
lizere,

g=7"(gs)® (byom)*0f(gr) @ @ (bmom)*o(gr,)

esitligi ile tanimlanan g = g ® bigr, @ - - - @ b2 g, metrik tensorii ile birlikte

B" x F' X Fy* x --- x Fjn carpim manifolduna ¢oklu warped ¢arpum manifoldu
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denir. Burada b; fonksiyonlarina warping fonksiyonlari denir. m = 1 olmasi

durumunda warped carpim manifoldu elde edilir.

Lemma 2.38 ([15]). M = B x,, F1 Xp, F2 Xp, - -+ Xp, Fy bir ¢oklu warped ¢arpim
manifoldu olsun. X,Y € £(B), V € £(F;) ve W € £(Fj) i¢in asagidaki onermeler

saglanmr.

i) VxY, B manifoldu iizerindeki BVxY nin liftidir,

i) VxV = Vyx = Xbly,

v 0 , egeri# j,

iii) VvW = FiVVW—( (VW))gradB(b) . ederi=].

Onerme 2.39 ((15]). M =B Xp, F1 Xp, F2 Xpy - -+ Xp, Fy bir ¢coklu warped ¢arpim
manifoldu ve @ : B — R diizgiin fonksiyon olsun. Bu durumda asagidaki

onermeler saglanr.

(i) Vo ="V,
(ii) Ap = Apop+ ZS,M

Warping fonksiyonlarinin esit olmasi durumunda, yani b; = b ise agagidaki sonug

verilebilir.

Sonug 2.40 ([27]). Let M = B X F1 Xp F> Xy -+ X Fyyy bir ¢oklu warped ¢arpum
manifoldu ve ¢ : B— R diizgiin bir fonksiyon olsun. Bu durumda

N (i&) BV(g(b)

i=1

esitligi saglanir.

Lemma 2.41 ([15]). M = B xp, F1 Xp, F2 Xp, - -+ Xp, Fy bir ¢oklu warped ¢arpim
manifoldu olsun. X,Y € £(B), V € £(F;) ve W € £(Fj) igin asagidaki énermeler

saglanr.

(i) Ric(X,Y) = BRic(X,Y)— z ZHesspbi(X,Y),
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(ii) Ric(X,V) =0,

(iii) i # jicin Ric(X,V) =0,
(iv) i= jicin

Agb;
Ric(V,W) = FRic(V,W) — %Jr(s,-—l)

| grade,~|2
b

i i 5 gp(gradgb;, gradyby)

V,W).
b g(V,w)

k=1
k£i
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3. RIEMANN MANIFOLDLARI UZERINDE OZEL YAPILAR

3.1. Gradiyent Ricci Solitonlar

Ricci solitonlar, Einstien manifoldlarinin dogal bir genellemesidir. Ricci solitonlar,
Hamilton [24/25] tarafindan 1982 yilinda tanimlanan Ricci akiginin kendine benzer
¢cOziimleri olarak tanimlanmistir. Bu manifoldlarin Perelman [31}32] tarafindan
Poincaré hipotezinin ¢oziimiinde kullanilmasi, konu iizerinde yapilan ¢aligmalarin

giincelligini korumasini saglamustir [10L|11}/16,26L29}/33[34]].

Tamm 3.1 ([13])). (M,g) bir Riemann manifoldu olsun ve Lyg, Ric tensorleri
sirastyla g metrik tensor alaninin V' vektor alanina gore Lie tiirevini ve Ricci

tensoriinii belirtsin. A € R olmak tizere V € X(M) i¢in,
1 .
Eng—l—Rlc:/lg 3.1

esitligi saglamyor ise (M,g) Riemann manifolduna Ricci soliton denir ve
(M,g,V, ) dortliisii ile gosterilir.

Burada V vektor alanina, Ricci solitonun potansiyel vektor alan: denir.

A >0, A =0 ve A <0 degerleri i¢in sirastyla (M,g,V,A) Ricci solitonuna

shrinking, steady ve expanding Ricci soliton denir.

Tamm 3.2 ([13])). V potansiyel alani, sifir veya Killing vektor alani ise (M, g,V, 1)

dortliisiine asikar Ricci soliton denir.

Tamm 3.3 ([[13]]). V potansiyel alan1 bir f € §F(M) fonksiyonunun gradiyenti ise
(M,g,V, ) dortlisiine gradiyent Ricci soliton denir ve (M", g,V f, 1) ile gosterilir.
Bu durumda (3.7) esitligi

Ric+Hessf =Ag (3.2)

olarak yazilabilir.
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Ornek 3.4. R” Oklid uzay: iizerinde g standart metrigi ile birlikte (R”, g) uzay1 goz
oniine alinsin. a,b € R, v € R" olmak iizere f(x) = a‘%‘z + g(x,v) + b potansiyel
foksiyonu olmak iizere (R", g) manifoldu bir gradiyent Ricci solitondur. Burada a

sabitinin igaretine gore soliton shrinking, steady veya expanding dir.

3.2. Gradiyent Almost Ricci Solitonlar

Almost Ricci solitonlar Pigola, Rigoli, Rimoldi ve Setti [36] tarafindan
tanimlanmugtir. Yapilan bu caligmada, (3.1) denklemindeki A sabitini bir fonksiyon
olarak alarak almost Ricci solitonlarin varligini ve yapisi ile ilgili sonuglar elde

etmiglerdir.

Tammm 3.5 ([36]). (M,g) bir Riemann manifoldu olsun. V € X(M) ve

diferensiyellenebilir bir A : M — R fonksiyonu igin,

1
Eng +Ric=Ag 3.3)
esitligi saglaniyor ise (M, g) Riemann manifolduna almost Ricci soliton denir.

Tanmm 3.6 ([36]]). (M,g,V,4) almost Ricci solitonun V' potansiyel vektor alani
bir f fonksiyonunun gradiyent vektor alani ise (M, g,V f,A) dortliisiine gradiyent

almost Ricci soliton denir. Bu durumda (3.3) esitligi
Ric+Hessf =Ag (3.4

olarak yazilabilir.

Almost Ricci solitonlarin karakterizasyonlar ve rigiditisi ile ilgili bir cok caligma
bulunmaktadir [[4-61(19,36,/37]]. Bir gradiyent almost Ricci soliton icin,

V(R+|Vf]?=2(n—1)A) =2AVf (3.5)

esitliginin saglandig1 gosterilmistir [5]]. (3.4) esitliginde her iki tarafin izi alinir ve

(3.5) denkleminde yerine yazilirsa

—2AVFHV(2—mA+|VfP—Af) =0 (3.6)
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esitligi elde edilir.

3.3. (m-)quasi-Einstein Manifoldlar:

Ricci tensoriiniin dogal bir genellemesi

1
Ricf =Ric+Hess f ——=VfRVf, 0<m<oo
m
esitligi ile verilen Ric’¥ Bakry-Emery Ricci tensoriidiir.

Tamm 3.7 (|14]). (M, g) bir Riemann manifoldu, f € §(M) ve A € R olmak iizere,

1
Ric¥ =Ric+Hess f — —Vf@Vf=2Ag (3.7)
m
esitligini saglayan g metrigine (m-)quasi-Einstein metrigi denir.
Not 3.8. m = o oldugunda (3.7) denklemi gradiyent Ricci soliton denklemine

indirgenir. f fonksiyonu sabit oldugunda ise (3.7) denklemi (2.3) Einstein denklemi

olur.

m-quasi-Einstein manifoldlar1 iizerine 6zellikle manifoldun capi, kompakthgi,
skalar egriligi ve warped carpim manifoldlar1 ile ilgisi konularinda giinlimiize
kadar caligmalar yapilmistir [4}/12,|14}/28139,41,/44]. Kim ve Kim [28]], asagidaki
teoremde bazi varsayimlar altinda warping fonksiyonu sabit olmayan bir warped

carpim Einstein uzayinin bulunmadigini géstermislerdir.

Teorem 3.9 ([28])). M = B X F bir Einstein warped ¢arpim manifoldu ve B taban
manifoldu kompakt olsun. M manifoldunun skalar egriligi pozitif degil ise warped

carpum manifoldu bir Riemann ¢carpim manifoldudur.

Bu teorem sayesinde agsagidaki sonug verilebilir.

Sonug 3.10 ([28]). M = B" x s F" warped ¢arpim manifoldunun Ric = A g egitligi

ile birlikte Einstein manifoldu olmast icin gerek ve yeter kosul
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(i) BRic = Agp + %sz,
(ii) (F,gr) fiber manifoldu *Ric = ugr esitligi ile birlikte Einstein manifoldudur,
(ii) —fAf+(m=D)|VFP+Af2=p

onermelerinin saglanmasidir.

Catino [12]], m-quasi-Einstein manifoldlari ile ilgili agagidaki tanimi vermistir.
Tanmim 3.11 ([12]). n > 3 i¢in, (M", g) bir complete Riemann manifoldu iizerinde
Ric+Hess f—uVfVf=A»Ag (3.8)

esitligini saglayacak sekilde f,u,A € F(M) varsa M manifolduna genellestirilmis

quasi-FEinstein manifoldu denir.

3.4. Gradiyent Ricci-Harmonik Solitonlar

Perelman tarafindan Poincaré hipotezini kanitlamak i¢in yapilan ¢aligmalarda iki
farklr akis1 bir arada kullanilmis yani ikili sisteme sahip bir akis tanimlanmistir. Bu
fikirden yola ¢ikarak, Miiller tarafindan doktora tezinde Ricci akigt ve harmonik
donlistim 151 akig1 bir araya getirilerek Ricci-Harmonik akig tanimlanmigtir.
Bu kisimda Ricci-Harmonik akistan elde edilen Ricci-Harmonik solitonlar

incelenecektir.

Tamim 3.12 (30]). (M™,g(t)) ve (N",h) sinir1 olmayan diizgiin, kompakt Riemann
manifoldlart ve N" < R? olsun. g(t), M manifoldu iizerinde bir metrik ailesi
ve ¢(t), M den N ye bir diizgiin doniisiim ailesi olsun. Ricci akigt ve harmonik
doniisim 1s1 akust ikili sistem (kisaca (RH)q akis) olmak iizere, ((2),9(2)),c(o 1)
ikilisi

9. Ap
{atg— 2Ric+2aVe ® Ve (RH)w)

%¢ =70
esitliklerini sagliyorsa bu ikiliye (RH ), sisteminin bir ¢6ziimii denir. Burada Ric,
M manifoldunun Ricci egrilidi; 7,¢, g metriine bagh ¢ doniigiimiiniin tensiyon

alan1 ve o zamana bagl bir sistem sabitidir (o(7) > 0).
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Tamm 3.13 ([30D). (8(¢),9(t));cjo.7)» (RH)o akisin bir ¢oziimii, bir parametreli
difeomorfizm ailesi y; : M — M, yy = idy, ve bir olceklendirme fonksiyonu
c:[0,T) — RT igin,
{g< ) =c()v;8(0),
¢(t) = v/ ¢(0)

esitligini sagliyorsa (g(¢),9(t));cio,r) ¢Oziimiine soliton denir. Eger v,
difeomorfizmlerini iireten X vektor alam1 M iizerinde bir fonksiyonun gradiyenti
ise bu durumda solitona gradiyent soliton ve f fonksiyonuna potansiyel fonksiyonu

denir.

Bu tamimdan yola ¢ikarak,

Eg(t) li=0

+en)l—o5, [ 8(0)] =0

= ¢(0)g(0) +c(0)Lx(0)g(0)

= ¢(0)g(0)+2Hess(f(+,0))
)

—2Ricy(g) +2c(dp ®d¢)(0) = ¢(0)g(0)+2Hess(f(+,0))
Ricg, — c(dp ©d9)(0) = —C(zo)go—HeSS(f(wO))
Ricg, + Hess(f(-,0)) ~(dp ©d0)(0) = —3¢(0)go

ve
d
(79)(0) = 5-0(1)li—0 = Lx(0)9(0) = (V4, V)
oldugundan Ricci-Harmonik soliton denkleminin saglandig: goriiliir.

Lemma 3.14 ([30]). (g(7), (b(t))te[oj) potansiyel fonksiyonu f olan bir gradiyent

soliton olsun. Bu durumda, A bir sabit olmak iizere her ty € [0,T) icin soliton,

{Ric+Hessf—cd¢®d¢:7Lg (3.9)

©(¢)—do(Vf) =
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ikili eliptik sistemi saglar. Karsit olarak, M manifoldu iizerinde [3.9| sisteminin
bir ¢oziimii olan f fonksiyonu verildiginde, (g(t),9(t)) ikilisi |(RH)q| akisinin
bir ¢oziimii olacak sekilde bir parametreli sabit ailesi c(t) ve W, : M — M

difeomorfizmleri vardrr.

Lemma [3.14] kullanilarak gradiyent Ricci-Harmonik soliton tanimi agagidaki gibi

verilebilir.

Tamm 3.15 ([30]). (M,g) ve (N,h) Riemann manifoldlar1 ve ¢ : M — N
diferensiyellenebilir bir doniigiim olsun. f : M — R diferensiyellenibilir bir

fonksiyon, ¢ > 0 ve A bir sabit olmak iizere,

©(¢) —d¢(VS) =0
esitlikleri saglaniyor ise (M, g), (N,h), 9, f, L) beslisine gradiyent Ricci harmonik

{Ric+Hessf—cd¢®d¢ =g

soliton denir. A >0, A =0 ve A < 0 olmasi durumunda bu solitona sirasiyla

shrinking, steady ve expanding denir.

Tanim 3.16 ([30])). f potansiyel fonksiyonu sabit olursa, yani

{ Ric—cdp®dp =Ag
7(¢)=0

ikili sistemi saglaniyorsa, g metrigine harmonik Einstein denir.

Ornek 3.17. ¢ doniisiimii sabit olsun. Bu durumda Ricci harmonik soliton

denklemi gradiyent Ricci soliton denklemine doniigiir.

Ornek 3.18 ( [23)). (M,g) bir Einstein manifoldu (Ric = ag) ve
I:M — M ozdeslik(birim) doniisiimii olsun. Ozdeslik doniisiimii harmonik
oldugundan,((M,g),(M,g),I,f,A) beslisi A = ¢ — o i¢in harmonik Einstein

manifoldudur.

Tamim 3.19 ((2]). M,N Riemann manifoldlar1 ve ¢ : M — N diferensiyellenebilir

bir doniigiim olsun. ¢ doniigiimiiniin tensiyon alan1 7(¢), N manifoldu iizerinde ¢
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() =

esitligiyle belirlidir. Yani,

(Vde)(9;,9;)

d aq)o‘ J m
= V¢ 3. 9. *(P* Fl 8k
o | L 3y, oy PRy
d _a¢a 0 (9¢o‘ J m
= 731»7 . A V¢7)}7 F’f- *8
a;l | 9x; ( )a)’a 0x; ( % dyq k; ij®+ (%)
d T 82¢0‘ 0 a(ba 2 m d a¢a 9
= — = (Vo 0— || - Y TF s %
a;] _3xi3xj' an ox ( ¢’*(a!)aya):| k;] ij a;l an aya
d 82¢a ) Pl P y m . 990 5
4 =V 2 |- RIANCE
()Z’l 0x;dxj dyq  Ox; ),éaqjﬁ 2\ dya 052:"1 ]; ol
L B=1 ax, &yﬁ
_ i 92¢9“ i M d 8¢ﬁ i - i Zrk% i
& | 9xidxj Ay  Ox; Pt dx; e | 2N\ &0y ) 3y,
L 8y5
d 82¢(l Pl d Pl d a¢ P d m ka¢a 5
= B AN - Kl
a; dxidx; dye S ax] i ox; Z’ Ba3 ag,} kg,l i ax | 3va
L 929% 9 d d d jpe 8¢ﬁ 0 d (m o gee) 9
- Oxi0x; dva i
&= 9xidxj dya ocZ::1 Bgl ; dxj Oxi ﬁaayy az::l k; T Ox; | dya
- %% 0 A 902 99B , o & [(m 6%\ 9
B %T 8¢ a¢ Ba gy, -X Zl"lai 3
—] 0Xi0X; OYq aBy=1 Xj 0X; vy =\ E X Vo
d 2¢% d 907 9oP p) d (m aea 9
=X g et L a¢ a¢ I T o fo,al —
a—1 9Xi0Xj dyq oy Xj Ox; va \E X Ve
= d ‘ﬂi‘f’ai_i Zrkal J i 907 a¢P 9
a=1 9xidx;j dya a=1 \k=1 Y oxi | dya afy-1 ox; ox; B dy
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tr(Vde)
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Tanm 3.20 ([9]). ¢ : M — N bir doniisiim olsun. E(¢) =

fyIV9|?dV, enerji

fonksiyonelinin kritik noktalarina harmonik doniisiim denir. Bir ¢ doniisiimiiniin

harmonik olmas igin gerek ve yeter kosul 7(¢)

= (0 olmasidir.
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Wang [43]], Ricci-Harmonik solitonlar ile Bakry-Emery egrilik tensoriinii bir arada

kullanarak agagidaki tanimi vermisgtir.

Tanmmm 3.21 ([43]). (N,h) bir Riemannian manifoldu olsun. Bir ¢ : M — N
doniigtim, bir u : M — R potansiyel fonksiyon ve & > 0, A sabitler olmak iizere,

M manifoldunun bir g metrigi

Ric+V2u—%du®du—ad¢ ®dp = Ag, (3.10)
7(¢) —d¢(Vu) = 0. (3.11)

ikili sistemini sagliyorsa g metrigine T-quasi Ricci-Harmonik metrik denir.
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4. WARPED CARPIM MANIFOLDU UZERINDE
GRADIYENT RICCI SOLITONLAR

Ricci solitonlarin warped ¢arpim manifoldu olmast durumu son yillarda caligilan
giincel bir konudur [[1,/13}(17,20,27,38]. Bu boliimde ilk olarak konu ile ilgili
yapilan caligmalardan bazilar1 verilecek ve warped ¢arpim manifoldunun Ricci

soliton olmasi durumu ile ilgili elde edilen yeni sonuclar ispatlanacaktir [20].

4.1. Warped Carpim Manifoldu Uzerinde Gradiyent Ricci Solitonlar

Feitosa, Filho ve Gomes [17] tarafindan 2017 yilinda yayimnlanan "On the
construction of gradient Ricci soliton warped product”" makalesinde M = B x ¢ F
warped carpim manifoldunun gradiyent Ricci soliton olmasi durumu incelenmistir.
Burada M = B x ¢ F gradiyent Ricci solitonunun potansiyel fonksiyonu ¢ = @ o7,

taban manifoldu iizerinde tanimli bir ¢ : B — R fonksiyonun lifti olarak alinmagtir.

4.1.1. Warped Carpim Rici Solitonlarin Insasi

Onerme 4.1 ([17]). @ fonksiyonu, taban manifoldu iizerinde tamimli bir @
fonksiyonunun lifti ve (M = B" x s F",g,V, ) bir gradiyent Ricci soliton olsun.

Bu durumda bir c sabiti icin asagidaki esitlik saglanir:
2 m
2L —|Vo|“+Ap + ?V(p(f) =c.

Onerme 4.2 ([17)). @ fonksiyonu, taban manifoldu iizerinde tamimli bir @
fonksiyonunun liftive (M = B" x ¢ F",g,V®,A)(m > 1) bir gradiyent Ricci soliton

olsun. Bu durumda,
B m
Ric + Hessgp = Agp + ?Hesst

ve L= Af2+ fAf + (m—1)|Vf]> — fVQ(f) olmak iizere FRic = ugr esitlikleri

saglanir.
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Onerme 4.3 ([17)). (B",g) bir Riemann manifoldu ve f > 0,¢ fonksiyonlar: B

iizerinde diferansiyellenebilir olmak iizere, m # 0,c,A € R icin

Ric +Hessp = Ag+ ?Hessf 4.1)
ve
200 — ]V(p|2+A(p—|—%V<p(f) —c 4.2)

esitlikleri saglansin. Bu durumda, bir i € R sabiti icin

p=Af+ fAf+(m =)V = fYo(f) 4.3)
esitligi f ve @ fonksiyonlari arasinda saglanir.

Teorem 4.4 ([[17]). ¢ fonksiyonu, taban manifoldu iizerinde tamumli bir ¢
fonksiyonunun lifti ve (M = B" x s F™,g,V@,A)(m > 1) bir expanding veya steady
gradiyent Ricci soliton olsun. Warping fonksiyonu f maksimum ve minimum

degerlerine sahip ise M bir Riemann ¢carpum manifoldudur.

Teorem 4.5 ([17]). @ fonksiyonu, taban manifoldu iizerinde tammli bir @
fonksiyonunun lifti ve (M = B" xy F™,g,V®,A) bir shrinking gradiyent Ricci

soliton olsun. Bu durumda M kompaktur.

Teorem 4.6 ([17]). (B",gg) bir complete Riemann manifoldu ve f > 0,¢
bu manifold iizerinde (A1) ve ([A.2) esitliklerini saglayan diferansiyellenebilir
fonksiyonlar olsun. (F™,gr)(m > 1) complete Riemann manifoldunun Ricci egrilik
tensorii (@3) esitligini saglayan bir u sabiti icin ¥ Ric = pgr olsun. Bu durumda,

(M =B"x¢F™, g,V,A) bir gradiyent Ricci soliton warped ¢arpim manifoldudur.

4.1.2. Elde Edilen Yeni Sonuclar

Warped carpim manifoldunun gradiyent Ricci soliton olmasi durumu ile ilgili
elde edilen yeni sonuclar, gradiyent Ricci solitonun potansiyel vektor alaninin
konformal olmast durumu ve potansiyel fonksiyonun fiber manifoldu iizerinde

taniml olmas ile ilgilidir.
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4.1.2.1. Potansiyel Vektor Alaninin Konformal Olmasi Durumu

Lemma 4.7 ([20]). ¢ fonksiyonu, taban manifoldu iizerinde tanimlt bir @
fonksiyonunun lifti ve (M = B" x s F™,g,V®,A)(m > 1) bir gradiyent Ricci soliton
olsun. V@ vektor alani B iizerinde konformal ise taban manifoldu B genellestirilmis

m-quasi-Einstein manifoldudur.

Ispat: Vo vektor alam B manifoldu iizerinde konformal vektor alani olsun, yani
o : B— R bir diizgiin fonksiyonu i¢in V2 = agp esitligi saglansm. X,Y € £(B)
icin V2p(X,Y) = V2@(X,Y) esitligi ve Sonug kullanilarak,

BRic(X,Y)—%VZf(X,Y) — Ric(X,Y)
— Ag(X.¥)— V3p(X,Y)
= 2gs(X,Y)—V2p(X,Y)
= Agp(X,Y)—agp(X,Y)

= (A-a)gs(X,Y)

elde edilir.

_ — . 5 2 1 _ 2
f=emvey=A4—a, y:B" — R olarak segilirse, V°u — --du® du = —%V f
olur ve

1
BRic + V2u— —du®du = YgB, “4.4)
m

1
bulunur. Bu durumda taban manifoldu u = — olacak bicimde (3.8) esitligini
m

saglar, (B",gp, Vu,7y) bir genellestirilmis m-quasi-Einstein manifoldudur. a
Sonug 4.8 ([20]). V[ vektor alanimin konformal olmast icin gerek ve yeter kosul
n > 3 icin, B" Einstein manifoldu olmasidr.

Potansiyel vektor alan1 konformal olmasi durumunda asagidaki teoremin dogru

oldugu bilinmektedir.
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Teorem 4.9 ([4]). n > 3 icin, (B",gp,VQ,Y) asikar olmayan bir generallestirilmis
m-quasi-Einstein manifoldu olsun. (B",gg) bir Einstein manifoldu veya V (e_%)

bir konformal vektor alani ise asagidaki onermelerden biri dogrudur.

1. B" manifoldu S" standart kiiresine izomorftur.
2. B" manifoldu R" Oklid uzayina izomorftur.

3. B" manifoldu H" hiperbolik uzayina izomorftur.

Teorem [4.9]kullanilarak asagidaki sonug elde edilir.

Sonuc¢ 4.10 ( [20]). @ fonksiyonu, taban manifoldu iizerinde tammli bir ¢
fonksiyonunun lifti ve (M = B" x y F™,g,V®,A)(m > 1) bir gradiyent Ricci soliton
olsun. V@ vektor alam B iizerinde konformal ise M manifoldu S" x y F™, R" x s F"™
veya H" x ¢ F™ manifolduna izomorftur.

Ispat: M = B" X ¢ F™ bir warped carpim manifoldu ve (M,g,V@,A) bir
gradiyent Ricci soliton olsun. Lemma kullanilirsa B" taban manifoldunun bir
generallestirilmis m-quasi-Einstein manifoldu oldugu goriiliir. V¢ bir konformal

vektor alani oldugunda Sonug [4.10]elde edilir. O

Asagidaki teoremde potansiyel vektor alanin konformal olmasi durumunda elde

edilen sonuglar verilmistir.

Teorem 4.11 ([20]). ¢ fonksiyonu, taban manifoldu tizerinde tanumli bir ¢
fonksiyonunun lifti ve (M = B" X F™,g,V®,A)(m > 1) bir gradiyent Ricci soliton
olsun. V@,Vf vektor alanlar, V@ = agp ve V>f = Bgp olacak sekilde B
iizerinde konformal ise {Vo,VB,Vf} kiimesi lineer bagimhdir. Ozel olarak,
VB = %V(x ise f fonksiyonu sabittir, yani M bir Einstein manifoldudur.

Ispat: V¢ vektor alam B manifoldu iizerinde bir konformal vektor alan
olsun. Lemma kullanilarak B manifoldunun (4.4) esitligini saglayan bir

genellestirilmis m-quasi-Einstein manifoldu oldugu goriiliir. Vf bir konformal
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vektor alani oldugunda,

BRic = (A — o+ ?ﬁ )gn 4.5)

esitligi saglanir. n > 3 igin, A — o + 7 B sabittir. Buradan, R = n(A — o + 7 B)

skalar egriligi sabit olur. (@.5) esitliginin diverjanst alinir ve (2.4) ozdesligi

kullanilirsa,
V(BR
0 = div(°Ric)— (2)
mf m
= —-Va——=Vf4+-V
f? f P

elde edilir. O halde, Vo — %VB + "}—?V f =0 dir. Bu durumda
{Va,VB,Vf} kiimesi linner bagimhdir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda,
Vf= % (VB - %VOC) olarak yazilabilir. V = %V(x vektor alani igin, f warping

fonksiyonu sabit olur.
Diger taraftan, V,W € £(F) igin,
Ag(V,W) = V2p(V,W) = "Ric(V,W) — (fAf + (m—1)|VfI*) gr (V, W)
dir. V2o(V,W) = £ (V®(f)) gr (V,W) oldugundan,
PRic = (A S+ fAf + (m=D)|Vf]? = fVo(f)) gr

dir. f fonksiyonu sabit oldugundan, “Ric = A f?gr dir. B manifoldu Einstein

oldugundan, M bir Einstein manifoldu olur. O

4.1.2.2. Potansiyel Fonksiyonun Fiber Manifoldundan Lift Edilmesi Durumu

Lemma 4.12 ([20]). @ fonksiyonu, fiber manifoldu iizerinde tanimli bir @
fonksiyonunun lifti ve (M = B" x; F™ g, V@,A)(m > 1) asikar olmayan bir
gradiyent Ricci soliton olsun. Bu durumda taban manifoldu (B",gp, f,A) bir

m-quasi-Einstein manifoldudur ve fiber manifoldu y = A f> + fAf + (m—1)|Vf|?
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esitligi ile belirli bir sabit olmak iizere
F 252
Ric+ 2V 2 = pgr

esitligini saglar.
Ispat: M = B" X ¢ F™ bir warped ¢arpim manifoldu, ¢ taban manifoldu lizerinde
tanimli1 bir diizgiin ¢ : F — R fonksiyonun M manifolduna lifti ve (M, g,Vp, 1)

bir gradiyent Ricci soliton olsun.

Sonug kullanilarak, her X,Y € £(B) igin,
Ric(X,Y) = BRic(X,Y) — ?sz(X,Y)
yazilabilir. (3.2) esitliginden
Ag(X,Y)—V2p(X,Y) = BRic(X,Y) — %sz(X,Y) 4.6)
dir. V2@ (X,Y) = g(VxV{,Y) = 0 oldugundan (#.6)) esitligi yeniden diizenlenirse
BRic(X,Y)—?VZf(X,Y) = Agp(X,Y) @.7)

elde edilir. Yani B taban manifoldu bir m-quasi-Einstein manifoldudur.

@.7) esitliginde her iki tarafinin izi alinirsa,

BR = nA + %A f (4.8)

olur. (#38) esitliginin kovaryant tiirevi almirsa V(8R) = — %V FAf+ 3 VAS esitligi

bulunur.

Ayrica, (4.7) esitliginin diverjans1 alinirsa,

div(’Ric) = mdiv (;Vz f)

- _%vzf(Vf,-)Jr?divvzf
- " 24 My n
= 2sz|Vf| +lec(Vf)+fVAf
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elde edilir. (2.4) esitligi kullanilarak,

0 = div (BRic)—V(zR)
— 2 -
= Zfzvnyy +lec(Vf)+fVAf+2f2VfAf fVAf

bulunur.

[4.7) esitliginde Ricci tensor alani (1, 1)—tipinde Ric(Vf) olarak yazilirsa,

VIV

<Wf+ V|Vf42>+ VAf + L VFAf — —VAf 0

f f 2/ 2f

olur ve esitligin her iki tarafi 2 1le carpilirsa
AFVE+AVE+ fYAf +(m—1)V|Vf]* =0

bulunur. O halde, V (2 £+ fAf + (m —1)|Vf|*) = 0 dir. Sonug olarak 1 = A f> +
fAf + (m—1)|Vf|* fonksiyonu sabittir.

Diger taraftan, her V,W € £(F) i¢in,

Ric(V,W) = "Ric(V,W) — (fAf + (m—1)|Vf]*) gr (V,W)
olur. (3.2) esitliginden,

LL2gr(V;W) = V2Q(V,W) = "Ric(V,W) = (fAf + (m = 1)|VF[*) gr (V. W)
yazilabilir. V@ € £(F) oldugundan,
Vp(V.W) = (VYR W) = g(Vy V. W) = V (V. W)
elde edilir. Sonug olarak,
FRic(V,W) v (VW) = (AL + fAf+(m—1)|VFP) gr(V. W) (4.9)

dir. u = Af? + fAf + (m — 1)|Vf|? fonksiyonu sabit oldugundan, esitligi

F
FRic+V 2 = ugr (4.10)
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olarak yazilabilir. Yani, F™ fiber manifoldu bir gradiyent Ricci solitondur. O

Teorem 4.13 ([20]). ¢ fonksiyonu, kompakt fiber manifoldu tizerinde tanimli bir
¢ fonksiyonunun lifti ve (M = B" x; F™,g,V@,A)(m > 2) bir gradiyent Ricci
soliton olsun. V@ vektor alan F iizerinde konformal ise M manifoldu B" x y S™
manifolduna izomorftur. Sonug¢ olarak M bir Einstein manifoldudur.

Ispat: M = B" x ; F™ bir warped ¢arpim manifoldu ve (M, g, V(, 1) bir gradiyent
Ricci soliton olsun. Lemma (.12 kullanilarak F” fiber manifoldunun potansiyel
fonksiyonu ¢ olan bir gradiyent Ricci soliton oldugu agiktir. Asikar olmayan bir
V¢ konformal vektor alani icin, [5] makalesindeki Teorem 2 nin ispatina benzer

bir yol izlenebilir.

V¢ vektor alani, fiber manifoldu {izerinde bir konformal vektor alani olsun. Bu
durumda V2@ = agr esitligi saglanacak sekilde bir a € F(F) fonksiyonu vardur.
Bu durumda, (#10) esitligi “Ric = (u — o)gr olarak yazilabilir. m > 3 igin, u — o
sabittir, o halde fiber manifoldunun skaler egriligi R = n(u — «) sabit olur. Sonug
olarak

Ly, Ric=2(u — a)agr

elde edilir. Simdi [45] - Teorem 4.2 (s5.54) uygulanirsa F” fiber manifoldunun
S™ Oklid kiiresine izometrik oldugu soylenebilir. B taban manifoldu bir
m-quasi-Einstein manifoldu oldugundan, Sonug [3.10]kullanilarak M manifoldunun

bir Einstein manifoldu oldugu aciktir. o

Teorem 4.14 ([20]). M = B" x ¢ F™ bir warped ¢arpim manifoldu ve @, fiber
manifoldu iizerinde tamimli bir ¢ : F™ — R fonksiyonunun M manifolduna lifti
ve sabit olmayan bir fonksiyon olsun. (M,g,V§,A) bir gradiyent Ricci soliton ise

M manifoldu bir Riemann ¢arpum manifoldudur, yani f fonksiyonu sabittir.



39

Ispat: M bir gradiyent Ricci soliton olsun. Bu durumda her X, Y € X(M) icin (32)
esitligi saglanir. Ozel olarak Vf € £(B) ve VQ € £(F) vektor alanlari segildiginde,

Ric(Vf,VP)+V2H(VF,VP) = Ag(Vf,VP)

yazilabilir. Sonuc den Ric(Vf,V) =0 dir ve g(Vf,VP) = 0 oldugu agiktir.
O halde,

0=V2p(Vf.VP) = g(Vy,V,VP)

\V/ 2

o

olur. Bu durumda warping fonksiyonu f sabittir, yani M manifoldu bir Riemann

carpim manifoldudur. O

4.2. Coklu Warped Carpim Manifoldu Uzerinde Ricci Solitonlar

Bu kisimda c¢oklu warped carpim manifoldunun Ricci soliton olmasi durumu ile

ilgili yapilan ¢alismalardan bazilari [1,27]] verilecektir.

Onerme 4.15 ([27)). (B’,gg) bir Riemann manifoldu ve b > 0,¢ € F(B) olsun.
¢, A,si(#0) € Rigin

. s Hessb
Ric +Hess¢p = Agp + (l; s,-) 5 4.11)
ve
i dg@(b
2A —||gradpo||* + Agp + (Z > grocet o) i‘p( ) . 4.12)
i=1

esitlikleri saglansin. Bu durumda, b ve @ fonksiyonlart arasinda bir u € R sabit

olmak iizere

m

Ab? — b gradz@(b) + bAgb + ((Zs,) - 1) ||gradszo|)* = u (4.13)

i=1

esitligi saglanir.
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Teorem 4.16 ([27]). M = B X}, F}'' X3 Fy* X, -+ X, Fym ¢oklu warped ¢arpim

manifoldu ve ¢ = @ ot olmak iizere (M, g,V ®,A) bir gradiyent Ricci soliton olsun.

Y s; > 1igin, A > 0 ve warping fonksiyonu minimum ve maksimum degerlerini

i=1

aliyor ise M manifoldu bir Riemann ¢arpumidir.

Teorem 4.17 ([27]). M = B" X}, F{"' X3 F5* X, -+ X, Fym ¢oklu warped ¢arpim

manifoldu ve ¢ = @ o olmak iizere (M,g,V@,A) bir gradiyent Ricci soliton
m

olsun. Taban ve fiber manifoldlart kompakt olmak iizere, A < 0 ve Y s; > 1 ise
i=1

M manifoldu kompakttir.

Teorem 4.18 ([27]]). (B",gp) bir complete Riemann manifoldu, b > 0,¢ € F(B)

m
olsun ve @.I1) ve @.12) esitlikleri saglansin. Y, s; > 1 iken (F,gr) complete
i=1

m

Riemann manifodlart icin (#13)) saglanacak sekilde 'iRic = u Y. gr, ise ¢ = @ o
i=1

T olmak iizere (M = B xp, F}' X Fy? X} -+ X, For, 8, V@, L) bir gradiyent Ricci

solitondur.

Teorem 4.19 (][1]). (M:Br )b iy B2 X 5y By g = g+ b7 ¥ gpi>g0klu
warped ¢arpum manifoldu; X € £(B), V; € £(F;) ve X = le—lVi olmak
iizere (M,g,X,A) bir gradiyent Ricci soliton olsun. Taban manifoldu
<B,gB,X— (f si> V(lnb),)t) bir Ricci solitondur ve b warping fonksiyonu
sabit ise her bll'j]lﬁber manifoldu (F,-, 8F;, b*V;, lbz) olacak bicimde Ricci solitondur.

Teorem 4.20 ( [1]). (B,gp,X,A) bir Ricci soliton ve (F.",gp) manifoldlar

FiRic = w;gr. olacak bigimde Einstein manifoldlar: olsun. Bu durumda,

(i) 1 <i<miginV;vektor alani 2p; faktorii ile konformal vektor alani,
(i) Hessh =0,
m
(iii) 1 <i<migin (A —p;)b> = bX(b)+ u; — <<z s,~> — 1) |Vb|?
i=1

m —
kosullart saglaniyor ise (M =B " XpF}' Xp---XpFam, g = gg+b* Y gE,X,?L>
i=1

manifoldu bir Ricci solitondur.



41

Teorem 4.21 ([1]). (M = B X, Fy X F» Xp+++ Xp Fyy, 8,9, L) bir gradiyent Ricci

soliton olsun. Bu durumda,

(i) u= ¢ — Y. s;Inb olmak iizere (B,gp,u,A) bir gradiyent Ricci solitondur ve
F| X Fy X -+ X Fy, iizerinde bir sabit noktada ¢, = ¢ dir.
(ii) b fonksiyonu sabit ise B manifoldu tizerinde bir sabit nokta icin u; = ¢ olacak

bicimde (F;, gr,,u;, Ab*) bir gradiyent Ricci solitondur.
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5. WARPED CARPIM MANIFOLDU UZERINDE
GRADIYENT ALMOST RICCI SOLITONLAR

Ricci solitonlarin bir genellemesi olan almost Ricci solitonlarin warped ¢arpim
manifoldu olmasi durumu Feitosa, Filho, Gomes ve Pina [18]] tarafindan "Gradient
almost Ricci soliton warped product” isimli makalede incelenmistir. Bu boliimiin
ilk kisminda bu makalede elde edilen bazi sonuglar verilecek ve tez caligsmasi ile

ilgili olarak elde edilen yeni sonuclar [21]] ikinci kisimda ispatlanacaktir.

5.1. Warped Carpim Gradiyent Almost Ricci Solitonlar

Onerme 5.1 ([18]). (B",g) bir Riemann manifoldu ve f > 0,4, € F(B) olsun.
m(# 0) € R sabiti icin,
Ric—i—Vz(p:?Lg—i—%sz (5.1)

ve

—2AVQ+V <(2—m—n)/1 + Vo] —Ap— ’;V(p(f)> =0 (52)

esitlikleri saglansin. Bu durumda, A, f, @ fonksiyonlari arasinda L € R bir sabit

olmak iizere,
AP+ [V +m=DVIP = fVo(f) =p (5.3)

esitligi saglanmr.

Teorem 5.2 ([18]]). (B",gp) bir complete Riemann manifoldu, f > 0,A,¢ € §(B)
olsun ve (5.1)) ve (5.2) esitlikleri saglansin. m > 1 iken (F™, gr) complete Riemann
manifoldu i¢in (5.3) saglanacak sekilde FRic = pgr ise (M = B" x s F™, g,V , 1)

bir gradiyent almost Ricci solitondur.

Teorem 5.3 ([18]). m > 1 olmak iizere FRic = ugr ise (M = B" x Fm,g,V(f),;l)
bir gradiyent almost Ricci soliton warped ¢arpuim manifoldu olsun. Asagidaki

kosullardan biri saglanirsa M manifoldu bir Riemann ¢carpim manifoldudur:
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1. f fonksiyonu miminum degerini alir ve A > % (f fonksiyonu maksimum
degerini alir ve A < %).
2. A <0 ve p,q noktalart sirastyla f fonksiyonunun minimum ve maksimum

degerleri olmak iizere A(p) < A(q).

5.2. Coklu Warped Carpim Manifoldlar1 Uzerinde Gradiyent Almost
Ricci Solitonlar Icin Elde Edilen Sonuclar

Onerme 5.4 ([21]). M = B" x, Flsl Xp F;z Xp o Xp F3m coklu warped ¢arpim
manifoldu, v : M — R ve A : B — R iki diizgiin fonksiyon ve (M,g,Vy, 1)
bir gradiyent almost Ricci soliton olsun. Bu durumda  fonksiyonu taban

manifoldunda taniml bir @ fonksiyonunun lifti, yani v = @ dir. Ayrica,

0 = —218ve

(e

esitligi saglamr.

™=

m B
s,-)x+|BV<p|2—AB<p—< s,-> vow )> (5.4)
1 i=1

Ispat: (M,g,Vy, 1) bir gradiyent almost Ricci soliton ve X € £(B),

V; € £(Fj), 1 < j <molsun. Lemmaden,
Ric(X,V;) =0, 1<i<m
oldugu agiktir. (Vy)p € £(B) ve (Vy)r € £(F;), 1 <i < m olmak iizere Vy,
Vy =¥+ (V¥)r -+ (VY)E,
biciminde yazilabilir. (3.4) esitligi goz 6niine alindiginda,

Ric(X,V)) + V2w (X,V;) = Ag(X,V))
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oldugundan asagidaki esitlik elde edilir.

0=Vy(X,V;) = g(VxVy,V))

= g(Vx(Vy)s,V, )+8<Vx< (W’)) )

= ¢(Vx(V¥)r,Vj) +---+8(Vx(V¥)E,.V))

™=

Il
—_

l

= )%bg((Vll/)Fl, )+ +7bg((V‘l/) Fin> )
= %bg((vw) £ Vi)

Burada her 1 < j < m i¢in (Vy)r, = 0 oldugundan Vy = (Vy)p € £(B) dir.
Dolayisiyla, liftin tekliginden y = ¢ olacak bicimde bir ¢ : B — R fonksiyonu
vardir. Diger taraftan (3.6) esitligi kullanilarak
m
-41v¢+v((z—r—X)JZAJV¢F_A¢>:o
i=1
oldugu goriiliir. Lemma [2.38| ve Sonug kullanilarak,

—2A8vep+Vv ((2—”—isi>l+!BV<p\2—AB<p— (is> PVo(b )) _0

i=1 i=1

esitligi elde edilir. u

Lemma [2.4T]kullanilarak asagidaki sonuglar elde edilmistir.

Onerme 5.5 ([21]). M = B xp, Fy Xp, Fy Xp, -+ Xp, Fy, bir coklu warped ¢carpim
manifoldu ve @, : B — R iki diizgiin fonksiyon ve (M,g,V®, 1) bir gradiyent

almost Ricci soliton olsun. Bu durumda,

m .
BRic+ Hessg =Agp+ Z gHessg" (5.5)
i=1 Vi

m
ve iRic=pu ¥, bizgpi egitlikleri saglamir. Burada [
i=1

BV(p(bl) i ABb,‘
b; b;

LT SO ZICA
bzz i=1 biby
ki

e

+(S,'—1>

esitligi ile belirlidir.
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Ispat: (M, g, V@, 1) bir gradiyent almost Ricci soliton olsun. Lemma ve (3.4)
esitligi kullanilarak, X, Y € £(B) i¢in,

L(X,Y) = V?§(X,Y) = PRic(X,¥) =Y %Hessti(X,Y)
i=1
olur. V2p(X,Y) = Hessp(X,Y) oldugundan,

m .
Ags(X,Y) —Hesszp(X,Y) = BRic(X,¥) -} %Hessti(X,Y)
i=1 0t

(5.3) esitligi gosterilmis olur. Ikinci esitligi gostermek igin, (3:4) esitligi ve Lemma
2.41]kullamlarak, V,W € £(F,) igin,

= Agb; By b, ?
A (v, W) V(v W) = "Ric(v W) — | (s )EV
i i
i (BVb; BV by)
V.W
+) b g(V,W)

olur.  V2p(V,W) = g(VyVe,W) = Yolg(vw) = ol L bigr (V,W)

oldugundan yukaridaki esitlik

= Bvo(b) Agb; 1BV b;|?
Fp: . i i i
Ric(V,W) = |4 — b + b +(s;i—1) »
m ep(BVb BV by) 2
LA I et 74 big
+i:1 k bibx lZ
ki
olarak yazilabilir. a

Warping fonksiyonlarinin egit olmasi durumunda, yani b; = b ise asagidaki sonug

elde edilir.
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Sonu¢ 5.6 ([21). M = B x Fi Xp Fo Xy -+ X E, bir coklu warped ¢carpim

manifoldu,

©,A :— R iki diizgiin fonksiyon ve (M,g,VqT)ji) bir gradiyent almost Ricci
soliton olsun. Bu durumda,
m
Lsi
BRic+Hessgp = Agp + %Hesst (5.6)
m
ve fiRic = u ¥, g esitlikleri saglamr. Burada p
i=1
- m
pw=Ab"+bAgb+ (| Ysi | —1|1°Vb] —b*Vo(b). (5.7)
i=1

esitligi ile belirlidir.
Asagidaki 6nerme ileride elde edecegimiz sonuglar icin temel tegkil etmektedir.

Onerme 5.7 ([21]). (B",g) bir Riemann manifoldu ve b > 0, @ ve A, B iizerinde

tammli diizgiin fonksiyonlar olsun. Eger bazi s; > 0 sabitleri icin,

g Si
Ric+ V2@ = Ag+ =L-V? (5.8)

b
ve (5.4) esitlikleri saglanir ise b, ¢ ve A fonkisyonlar: arasinda bir 1 € R sabiti
icin
1=2A0*+bAb+ (Y si— 1)V — bV (D) (5.9)
i=1

dir.
Ispat: (5.8) esitliginin izi alinirsa

m

Lsi

R=r\+ ’:;) Ab—A@

bulunur ve bu esitligin kovaryant tiirevi alinirsa

m m
L si Lsi
VR=rVA— " 5-AbVb+ =~ Vb~ VAg (5.10)
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esitligi elde edilir. Diger taraftan (5.8)) esitliginin diverjans: alindiginda,
L 1
divRic = div(Ag)+ | Y si div(EVZb) —divV2e (5.11)

i=1

esitligi elde edilir. Burada gerekli hesaplamalar yapildiginda,

div(Ag) = Adivg+g(VA,-) =VA, (5.12)
div(1vip) = ldivvzb—iv%(w))
b b b2 ’
1 2 2
148 )
| (Z sl>
= —|Aavb+EL Ly vpP— Vb,
, [AVe+ =, VIV *p(Vb,-)
—i—IVAb——V\VbF
b 22
s L))
= AV =l V|Vb[?
b?L b+ T |Vb|
1 1
—zvz(p(Vb,-)+BVAb, (5.13)
ve m
Y si
div (V?g) = 7LV(p+’é V2h(Vo,- )—7V|V(p|2+VA(p (5.14)

esitlikleri elde edilir. (5.12), (5.13) ve (5.14) esitlikleri (5.11)) esitliginde yerine
yazildiginda

divRic = VA+! ;7 /lVb+ = V|Vb[2 (5.15)

2b2
g‘. Si Z Si g Si
%qua(w;,.) b EL_VAb—AVe—"* [17 V2b(Ve,-)

1
+§V|V‘P|2—VA(P
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elde edilir. (5.10) ve (5.13) esitlikleri kullanilarak,

1
0 = —EVR%—divRic
Zsl Zsz
o i=1
= - sz o VAb + — VA<p+V/1
Z Si <Zl Si) (Zl Si— 1) _lei Z Si
\Y% = V|Vb|? — =—V?¢(Vb, )+ =—VA
EAVb+ 52 (Vb — =~ V2g(Vb,) + = —VAb
Zs,
—AVe - b =—V(Ve,)+ V|V<P|2 VAg
Zs, Zsi fsi
7 = Abe—l = =
2 202 2b b

M=

(Z Sz) <Z Si— 1> L Si
FRE L TS VIVBE S (Ve(Vh,) + Vb(VY, )

1
—AV‘P‘FEVW‘PE

m m
2 ZZI Sl Z sl

2 2b?

(f ><2s,—1> 3 s |
i=1 i=1 2 i=1 i = 2

ADVD — l

_l’_

2
bulunur. (5.4) esitligi son satirda yerine yazilir ve esitligin her iki tarafi — ile

§i
i)::1 l
carpilirsa,

0=V <7Lb2 +bAb + <Zs,- — 1) |Vb|? —bVq)(b))

i=1

elde edilir. Yani, Ab* +bAb + ( )nf Si— 1) |Vb|> — bV @(b) sabittir. O
i=1
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Teorem 5.8 ([21])). (B",g) bir Riemann manifoldu, b > 0, ¢ ve A, B iizerinde
tarumly diizgiin fonksiyonlar olsun ve (5.6) ve (5.7) esitlikleri saglansin. 1 <i<m
olmak iizere (F'", g,) complete Riemann manifoldlarimin Ricci egrilik tensérii (5.9)
esitligindeki | sabiti icin FiRic = u f gr esitligini sagliyor ise (M = B X Fi X
<X F, g, V@, L) bir gradiyent aln:)st Ricci solitondur.
Ispat: (M =B xy,Fy x,F> X}, X, Fp,g) bir coklu warped carpim manifoldu
olsun. X,Y € £(B) icin, V>@(X,Y) = Hessp@(X,Y) ve V2b(X,Y) = Hessph(X,Y)
oldugu agiktir. (5.6) esitliginden,
m
Z] Si

BRic(X,Y)+ V2p(X,Y) = Agp(X,Y)+ =— 3 V2h(X,Y)

olur ve Lemma 2.38] kullanilarak,

Ric(X,Y)+V2p(X,Y) = Agp(X,Y)
esitliginin saglandig1 goriiliir.
X € £(B) ve V € £(F;) i¢in V2p(X,V) = g(VxVp,V) = 0 dir. Lemma-den
(3.4) esitliginin saglandig goriiliir.
i # j olmak iizere V € £(F;) ve W € £(F;) igin V2@(V,W) = g(%(b)V,W) =0
oldugundan ve Lemma [2.41| kullanilarak, (3.4) esitliginin saglandig1 goriiliir.

Son olarak, V,W & 2( 1) icin V2Q(V,W) = g(%(b)V,W) dir ve Lemma , B.7)
esitligi ve fiRic = u Z gr, hipotezi kullanilarak
i=1

Ric(V,W) = |u—bAgb—(s;—1)[BVb|>— Zs BVb2 | Y gr(V,W)

i=1
L k;ﬁl

_ :u—bABb— (((Zg,) - 1) BVD?

- _;1 qz(b)}g(VW)
= Ag(V,\W)—

3

m
Y gr(v,w
i=1

2p(V,W)
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bulunur, yani (3.4)) esitligi saglanir.

Sonug¢ olarak, c¢oklu warped carpim manifoldu M, bir gradiyent almost Ricci

solitondur. O

Teorem 5.9 ( [21]). Coklu warped carpim gradiyent almost Ricci soliton,

(M=BxpF Xp--- bem,g,qu,/:L) olmak iizere,

(i) b bir minimuma sahip ve ) > 4 i (veya b bir maksimuma sahip ve A< <y L)
(i) A <0 ve p, q noktalart b fonksiyonunun sirasiyla maksimum ve minimum
degerleri olmak iizere A(p) < A(q)
kosullarindan birisi saglantyor ise M bir Ricci soliton ve Riemannian carpinudir.
Ispat: Sonug|5.6/dan (5.6) esitligi saglanir ve

m

1= Ab% + bAgh + <<Zs,~> - 1) 1BVb|> — PV o (b) (5.16)

i=1

olmak iizere FiRic = u Z gF, esitligi saglanir. Ayrica Onermeden 4) esitligi
saglanir. Sonucg olarak Onerme - dan u niin sabit oldugu soylenebilir. b bir
minimum degere sahip ve A > ise Apb < 0 olur. Maksimum Prensibinden b

fonksiyonu sabittir.

p ve g noktalar1 b fonksiyonunun sirastyla maksimum ve minimum degerleri olsun.

Bu durumda Vb(p) = Vb(q) = 0 ve Ab(p) < 0 < Ab(q) dir. b > 0 oldugundan,
0> b(p)Ab(p) = u—A(p)b*(p) > 1 — A(q)b*(q) = b(q)Ab(g) > 0

Ve

—A(p)b*(p) =0=p—A(q)b*(q)

esitligi elde edilir. A (p) = 0ise u = 0 ve A (g) = 0 olur. Buradan (5.16) esitligi

—Ab=Agb+ ((Zs,-) — 1) |BVbb2 —Bve(b) >o0.

i=1
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olarak yazilabilir. Bu durumda b fonksiyonu sabittir.
A(p) # 0ise A(q) # 0 olur ve A(p) < A(p) < O esitsizligi kullamlarak

b(p) = (28;) b*(q) < b*(q) < b*(p)

elde edilir. Bu esitsizlikten b(p) = b(g) oldugu goriiliir, yani b fonksiyonu sabittir.

Her iki durumda da M bir Riemann ¢arpimudir. a

Teorem 5.10 ([21]])). M = B X F| X Fy Xy -+ Xp Fyy, bir coklu warped carpim, ¢
taban manifoldu iizerinde tanumli bir diizgiin ¢ fonksiyonun M manifolduna lifti
olsun. (M, g,V(I),;L) bir gradiyent almost Ricci soliton ve V@, B iizerinde bir
konformal vektor alani ise, B bir genellestirilmis quasi-Einstein manifoldudur.
Ispat: Vo, B iizerinde bir konformal vektor alani, yani o : B" — R bir diizgiin
fonksiyon olmak iizere Hessp = agp olsun. Bu durumda (5.6)) esitligi,

m
Lsi
BRic+ ogg = Agg + %Hesslgb. (5.17)

olarak yazilir. y=A — a;, y: B — R secilir ve (5.17) esitligi tekrar diizenlenirse

m
L si
BRic — ’:;? Hessgh = Ygp

u m
elde edilir. f = e~ # segilirse V2u— tdu®@du = — J§V2 f elde edilir. k= Y s; olarak
i=1

yazildiginda
1
BRic + V2u — pdu@du=ygp

elde edilir, yani (B, gg, Vu,y) bir genellestirilmis quasi-Einstein manifoldudur. O
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6. WARPED CARPIM MANIFOLDU UZERINDE 7-QUASI
RICCI-HARMONIK METRIKLER

Bu bolimde 7-quasi Ricci-Harmonik manifoldunun warped carpim manifoldu
olmasi durumu incelenelerek elde edilen yeni sonuglar verilecektir. Bu sonuglarin,
Batista, Adriano, Tokura [3] tarafindan 2019 yilinda yayimlanan "On warped
product gradient Ricci-Harmonic soliton" isimli makalede yapilan ¢alismalarin bir

genellemesi oldugu diisiiniilmektedir.

Onerme 6.1 (22]). M = B" x ¢ F™ bir warped ¢arpim manifoldu ve g, M manifoldu

iizerinde bir t-quasi Ricci-Harmonik metrigi ve ¢ sabit olmayan bir doniisiim

olsun. Bir (p,q) € B x F noktasimin komsulugunda, ¢ doniisiimii ¢ = @po T veya
O = ¢r o 0 biciminde olmasi icin gerek ve yeter kosul sabit olmayan bir u potansiyel

fonksiyonunun B taban manifoldunda taniml bir fonksiyonun lifti olmasidir.

Ispat: M = B" x r F™ bir warped ¢arpim manifoldu ve g, M manifoldu iizerinde

bir 7-quasi Ricci-Harmonik metrigi ve ¢ sabit olmayan bir doniistimii olsun.

¢ doniisiimiiniin ¢ = ¢p o 7w veya ¢ = @ o o biciminde oldugu ve u fonksiyonunun

sabit olmadig1 varsayilsin. X € £(B) ve V € £(F) igin,
Ric(X, V) + V2u(X,V) — %du@du(X,V) _ adé @do(X,V) = Ag(X,V) (6.1)
dir. Ric(X,V) =0 ve g(X,V) = 0 oldugundan (6.1)) esitligi,
VZu(X,V)— %du@du(X,V) =0 (6.2)

olur. u fonksiyonu F fiber manifoldu iizerinde taniml1 bir fonksiyonun lifti olsun.

Bu durumda Vu € £(F) dir. Buradan, (6.2)) esitligi

0=V2u(X,V) = (VxVu,V)

= ?(VM,V>
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haline gelir. Yani, u fonksiyonu sabit demektir. Bu durum varsayimimizla celisir.

Sonug olarak u fonksiyonu B iizerinde tanimli bir fonksiyonun liftidir.

Karsit olarak, u fonksiyonu B iizerinde tanimli bir fonksiyonun lifti olsun. Buradan

Vu € £(B) dir. Sonug kullanilarak, X € £(B) ve V € £(F) i¢in
1
Viu(X,V)— ;du@du(X,V) =0

ve

cdd(X)do(V) =0 (6.3)

bulunur. ¢ sabit olmadigindan M manifoldunun (p,q) noktas: komsulugundaki bir

W =X +V vektor alani igin d¢(W)d¢ (W) # 0 dir. Buradan,

(do(X))> +26(X)do(V)+ (dp(V))* #0

olur. yukarida kullanihrsa kullamlarak (de(X))* + (d¢(V))* # 0, oldugu
goriiliir, yani d¢(X) =0 veyad¢(V) = 0 dr. O

Not 6.2. f fonksiyonu sabit olursa M manifoldu warped carpim manifoldu degil

bilinen Riemann ¢arpim manifoldu olur.

Onerme 6.1| yardinu ile asagidaki teorem ispatlanabilir.

Teorem 6.3 (22]]). M = B" x ¢ F™" bir warped ¢arpim manifoldu olsun. M iizerinde
tammlt bir g metriginin bir T-quasi Ricci-Harmonik metrik olmasi icin gerek ve

yeter kosul
(i) ¢ = PpoT ise,
1
BRic—?sz—l—Vzu—;du@du—adq) 2do = dgg, (6.4)

esitliginin saglanmast ve F manifoldunun *Ric = ugr olacak bicimde Einstein

olmasidr.
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(ii) ¢ = ¢roo ise,

1
BRic — ?vz f+Viu— —du@du=Ag, (6.5)

esitliginin saglanmasi ve F manifoldunun

FRic = pgr,
o0 = 0.

olacak bicimde harmonik Einstein olmasidtr.

Her iki durumda da 1
w=fAf +(m—D|VIP+ AL+ VS () (6.6)
esitligi ile belirlidir.

Ispat: Durum (i): ¢ = ¢gpom ve X,Y € £(B) olsun. esitliginde Sonug
kullanildiginda, (6.4)) elde edilir. V,W € £(F) i¢in, (3.10) esitligi

Ric(V, W)+ V2u(V, W) — %du@a’u(V,W) — ad¢ @ d(V,W) = Ag(V,W)

olur.  Onerme den, u fonksiyonunun B manifoldundan lifti oldugu
bilinmektedir. O halde du(V) =0 ve d¢(V) = 0 dir. Sonug kullanilirsa

2
FRic(v,w) — (Af +(m—1) |VJ£‘

esitligi bulunur. Onerme den faydalanarak,

) gV, W) +V2u(V,W) = Ag(V,W) (6.7)

Viu(V,w) = g(VyVu,W)
_ Vu(f)
= o7 vw)
= fer (V.W)Vu(f) (6.8)

elde edilir. Bulunan sonug esitliginde yerine yazilirsa,
"Ric(V,W) = (FAf+ (m = )|V + 112+ [V () gr (V. W)

elde edilir. Yani F manifoldu Einsteindir.
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Durum (ii): ¢ = ¢r oo ve X,Y € £(B) olsun. (3.10) esitliginde Sonug
kullanildiginda, d¢(X) = 0 oldugundan (6.3) esitligi bulunur. V.W € £(F) igin,
esitligi

1
Ric(V, W)+ V2u(V,W) — Ldu@du(V.W) —ad @d¢(V,W) = Ag(V,W)
olur. Onerme[2.34, du(V) =0 ve esitlikleri kullanilirsa,
FRic(V,W) — adp @do(V,W) = ug(V,W)

bulunur. d¢(Vu) = 0 oldugundan, F manifoldu harmonik Einsteindir. O

Not 6.4. Teorem Sonug ve [3]] makalesindeki Teorem 1.3 iin

genellestirilmis halidir.

Sonug 6.5 (22]). M = B" x ¢ F™ bir warped ¢carpim manifoldu ve g, M iizerinde bir
T-quasi Ricci-Harmonik metrik olsun. V f vektor alani B taban manifoldu iizerinde

konformal vektor alani icin,

(i) ¢ = ¢po ise B manifoldu iizerindeki gg metrigi bir genellestirilimis T-quasi
Ricci-Harmonik metriktir.

(ii) ¢ = ¢ o © ise B manifoldu is genellegstirilmis T-quasi Einsten manifoldudur.

Teorem 6.6 ([22]])). M = B" x y F"" bir warped ¢arpim manifoldu ve g, M manifoldu
iizerinde bir t-quasi Ricci-Harmonik metrigi ve ¢ sabit olmayan bir doniigiim
olsun. A >0 ve ?A f >PBR ise u fonksiyonu sabittir, yani M manifoldu harmonik

Einsteindir.

Ispat: (6.4) esitliginin izi alinirsa,
_ m _Bp, Lig 2 2
ABu_QLnJrfABf R+1W“| +a|Ve|

bulunur. Hipotez kullanilirsa, Agu > 0 olmak zorundadir. Maksimum prensibinden

u fonksiyonu B iizerinde sabit olmak zorundadir. Bu durumda u fonksiyonunun M
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manifolduna lifti sabittir, yani M manifoldu harmonik Einsteindir. O

Buradan itibaren ¢ doniisiimii ¢ : M — R biciminde reel degerli bir fonksiyon

olarak kabul edilecektir.

Teorem 6.7 (22]). f = fo&, u=uc&, po&, ¢ = ¢ o& fonksiyonlart (R, >go)
manifoldunda tamimlansin, sabit olmayan bir ¢ doniisiimii ile birlikte
(M =R"xsF" g = »%go +f2gp) manifoldu tizerinde tanimli g metriginin bir

T-quasi Ricci-Harmonik metrigi olmasi icin gerek ve yeter kosul

(n— Z)i—m];/—Zm(g)J;—i—u +2?;)u—i_(u’)2—9(¢’)2=0, (6.9)
2
o’ ¢ of 9, A
R R ] [T
Vil o f (f’>2 ol B A
VNN (L) =L = = 6.11
[qs” (n-2)? ¢+ o'~ gt ’Mauz 6.12)

denklem sisteminin saglanmaszdzr.

Ispat: Teorem B" x ¢y F manifoldu iizerinde tanimli g metriginin 7-quasi

Ricci-Harmonik olmast i¢in gerek ve yeter kosulu vermektedir. Bu teorem

ile birlikte degismez ¢oziim teknigi kullanilarak (6.9), (6.10), (6.11) ve (6.12)

denklemleri elde edilecektir.

[lk olarak, sifirdan farkli secilmis bir @ = (¢, .. ., @,) vektorii segilsin. £ : R” — R
fonksiyonu & (x1,...,x,) = Q1x; + - -+ + Qyx, esitligi ile tanimlansin. @(&), (),

u(&) ve f(&) fonksiyonlar1 £ degiskenine bagh fonksiyonlar olarak diisiiniiliirse,

q),x,- - (Plai7 f,xi = f/ai7 M7x,' = u/OC,-, ¢,x,- = ¢/ai

/! /! /! 1
Py = P00, [ = 0G0, Uy, = U OG0 Py, = O OGO
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yazilabilir. Burada B = (R", ¢ ~2g¢) olmak iizere f = fgo®, ¢ = Qo T, u=ugom

ve ¢ = ¢pom, fonksiyonlari B manifoldundan lift edilmiglerdir.

g = ¢ 2go konformal metrigi icin, Ricci egrilik tensorii,

. 1
Ricg, = 7{ (1= 2)pHessq, (9) + (0850 — (1= )|V, 0 Jgo |
esitligi ile belirlidir [[7].

(Hessg, (9))i) = 00, A @ = ¢ at][%, ve [V, 0]2 = ¢/t oldugundan,

(RngB)iJ = ;){(n—Z)(p”ociaj} Vl7'é J = 1,...,11 (613)

1
(Ricgy)ii = 7 {(n—2)00"(0,)* +[po"||a||> = (n—1)(¢")*||l[]e:} Vi=1,....n
(6.14)

esitlikleri saglanir.

Hess(u), gp metrigine gore hesaplanirsa,
(HeSSgB( ij=u XiX j Z F l/lx]‘

bulunur. Birbirinden farkli i, j, k degerleri i¢in Christoftel sembolleri Fﬁ-‘ -,

(pv"j D x, Qx;

¢

I}, =0T}, =——2 T} =¢gg and T, = —
esitlikleri ile belirlidir.
Buradan,
(Hessg, ()i =t + 0 (gt + Pyt ) — 5ij8i28k(l’71<l?,xku,x;c
= oo+ oo — 5ij€iHO£H Yo~ l(p’u’ (6.15)

olarak hesaplanir.

f fonksiyonunun Laplasiyeni Ay, f = Y @€ (Hessg, (f))ix ise

Agof = |la|P@*(f = (n—2)p ' ¢'f") (6.16)
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esitligi ile belirlidir.
Diger taraftan, g konformal metrigi iizerinde V£ (u), [Vf|? ve (Vo @V9);;
Ve () = (Veu f, Vguu) = ZekkaMXk = ”O‘HZ(P i,
Ve /=9 ;Skf,xk = [l [9*(f)?,
(Ve @ Ve0)ij = 95,0, = G0t ()7,

(V83”® VgB”)ij =UxlUx; = aiaj(”/)z

(6.17)

esitlikleri ile belirlidir.

i = ji¢in (6.14), (6.13) ve (6.17) esitlikleri (6.4) denkleminde yerine yazildi§inda
(6-T0) esitligi elde edilir.

i # jicin (6.13) ve (6.19) esitlikleri (6.4) denkleminde yerine yazilirsa,

;0 <(n - 2)(‘; - mff - 2m‘(’;§ +u" + 2(2)1/ — %(u’)Z — e(¢’)2> =0

bulunur. i # j igin ¢;or; # 0 olacak sekilde i, j varsa,

(PN fN (Pf/ (P,/ 1 N2 n2 __
(n—2)$ 7 may—i-u +2(Pu—g(u) —-0(¢")"=0

olur, bu esitlik (6.9) denklemidir.

Simdi o;aj =0, Vi # j durumu incelenecektir. oy, = 1 ve k # ko icin o = 0 olacak

bicimde bir sabit k ele alinsin. Bu durumda, (6.14)), (6.13)) ve (6.17) esitlikleri (6.4)

denkleminde yerine yazilirsa i # ko i¢in (6.10) denklemi elde edilir, yani, ; = 0
dir. i = ko i¢in (6.9) denklemi elde edilir, yani, o, = 1 dir.

(6-T6), (6.17) esitlikleri (6.6) esitliginde yerine yazilirsa (6.11]) denklemi elde edilir.
Son olarak, Laplasiyenin lifti ve (3.11) esitligi kullanilarak

?83(V¢7Vf) = gB(Vgs 0, Vgpu) (6.18)

elde edilir. (6.16), (6.17) esitlikleri (6.18) denkleminde yerine yazilirsa (6.12))

esitligi elde edilir. O

AP = |Agy0p +
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Sonu¢ 6.8 ([22]). f = fo&, u=uoé&, @o&, ¢ = ¢ o& fonksiyonlar
(R", —2g0) manifoldunda tamimlansin, sabit olmayan bir ¢ doniisiimii ile birlikte
(M =R"x,F" g= 0 g0 +f2gp) manifoldu iizerinde g metrigi bir T-quasi
Ricci-Harmonik metrigi olsun. ||a||*> = 0 ise A = 0 ve u = 0, yani, F™ manifoldu

Ricci flattir.

Ornek 6.9. Teorem . da ||ot]|?> = 0 olsun. Warping fonksiyonu f(&) = %,
Q(E) = €5 ve ¢(&) = & ve O = 1 olarak seilirse (6.9) esitligi,

1
E(u’)z—u”—Zu’:n—3m—2 (6.19)
ikinci dereceden dogrusal olmayan adi diferansiyel denklemidir. (6.19) denklemi

m=4,n=73ve 7T =1 ic¢in ¢oziiliirse,
u=—log (cos(\/ 10(cy +<§))) +&+c

bulunur. Sonug olarak, (R",¢~2go) manifoldu iizerinde yukaridaki esitlikler ile
tamml f, u, @ ve ¢ fonksiyonlar: Teorem 6.6 daki diferansiyel denklem sistemini
saglar, yani (M =R"x;F™, g =@ *go+ f?gr) manifoldu iizerinde bir 7-quasi

Ricci-Harmonik metrigi vardir.

Teorem 6.10 ([22]). f= fo&, u=uo&, po& ve § = ¢ ol fonksiyonlar sirastyla
(R", 02go) ve (R™ w~2gy) manifoldlarinda tamimlansin. Sabit olmayan bir
¢ doniistimii ile birlikte (M =R"x;F" g= ©2go +f2gp) manifoldu iizerinde

tammli g metriginin bir T-quasi Ricci-Harmonik metrigi olmasi icin gerek ve yeter

kosul
-2 J;—z §+”+2‘(‘; WP =0, (620
I / A
oo (5) o5 iS5

[f'Q*f = (n=2)0 o f f + (m—1)(f) 0> — f fO*H] ||| + A f* =

:["{V"—< D (2) e, €
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(m— 2>";," a2 =0, 6.23)

(W29 — (m—2)wy'¢']||BII* =0 (6.24)
denklem sisteminin saglanmasidr.

Ispat: Bu ispatta degismez ¢oziim teknigi hem taban hem de fiber manifolduna

uygulanacaktir. Teorem [6.7 nin ispatinda yapildig: gibi, i # j i¢in (6.13) ve (6.17)
esitliklieri (6.3)) denkleminde yerine yazilarak (6.20) denklemi elde edilir. i = j igin
ise (6.14), esitlikleri (6.3) denkleminde yerine yazilarak (6.21)) denklemi elde

edilir.

Teorem [6.3] den, F manifoldunun harmonik-Einstein manifoldu oldugu

bilinmektedir. Buradan ¢ > 0 olmak tizere,

Ricg, — Vg, 0p @ Vo, r = lUgF (6.25)

A\~
1= fAgf+(m—1)|Vo, fFP+ AL+ [V, f(u) (6.26)

dir. Sifirdan farkli bir B = (B, ..., Bn) icin Y : R" — (0,00),§ : R” — R sirasiyla
fiber manifoldunun konformal faktorii ve degismez fonksiyonudur. #(&) olmak

lizere,
(VerOr @V, 0p)ij = 04,088  Vi,j=1,..m (6.27)

dir. (6.17) esitligi (6.26) denkleminde yerine yazilirsa
[1"9%f = (n=2)@"@f '+ (m=1)(f)9* = f fo*u] ||l >+ Af* = (628)

elde edilir. (6.13), (6.14), (6.27) ve (6.28) esitlikleri (6.23) denkleminde yerine
yazilirsa, i = j i¢in (6.22) ve i # j i¢in (6.23)) denklemleri elde edilir. Son olarak,

Teorem [6.3|in (ii) maddesi kullanilarak A,, ¢r = 0 oldugu goriiliir. (6.16) esitligi
kullanilarak (6.24) denklemi elde edilir. O
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