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OZET

KUANTUM SPIN SISTEMLERINDE
KUANTUM ILIiSIKSiZLiGIN INCELENMESI

OGUZHAN AZARI

Yiiksek Lisans Tezi, Fizik Anabilim Dali
Tez Danigmani: Dr. Ogr. Uyesi Cenk AKYUZ
2021, 45 sayfa

Kuantum mekanigi yirminci yiizyilin en onemli bilimsel gelismelerinden biridir.
Yapist itibariyle cok genis ve etkileyici bir uygulama alaninin teorik temelini
olusturur. Gelismekte olan kuantum enformasyon teorisi ise giiniimiizde ileri
siirdligii araclarla var olan teknolojilerin Gtesine gegme konusunda ilk adimlarini
atmaktadir. Kuantum durumlart arasinda paylasilan 6zel bir ilinti olan dolasiklik,
kuantum teleportasyon, siiperyogun kodlama ve kuantum kriptoloji gibi pek cok
enformasyon isleminin gerceklestirilmesinde temel rol oynayan bir kaynaktir.
Dolagiklik olmadan bu iglemler gerceklestirilemez. Bunun yaninda dolagiklik,
kuantum ilintilerinin en genel formunu olusturmaz. Birlesik sistemleri olugturan
alt sistemler dolasik olmasa bile bu alt sistemler arasinda kuantum ilintiler
olabilmektedir. Bu ©onemli bir sonugtur c¢iinkii dolagikligin olusturulmasi ve
stirdiiriilebilir olmasi pek ¢ok uygulamada oldukg¢a zordur. Gercekten de dolagiklik,
cevrenin yikici etkileri nedeniyle cok cabuk bozulur. Bu nedenle alternatif
kaynaklara ihtiya¢ vardir. Bunlar dikkate alindiginda iki veya daha fazla kisimdan
olugsmug bir kuantum durumunun dolasik, ayrilabilir veya kuantum ilintili olup
olmadiginin belirlenmesi Onemlidir. Kuantum ilisiksizlik, dolasikliktan farkli,
yerel olmayan bir kuantum ilintidir. Heisenberg spin sistemleri ise dolasiklik
ozellikleri sergilemektedir. Bu amacla bu sistemlerdeki kuantum ilisiksizliklerinin
de incelenmesi onem tasir. Bu nedenle bu calismada dort kubitlik J; — J»
Heisenberg spin sisteminde, kuantum ilisiksizlik hem taban durumlar hem de
1s1sal durumlar i¢in sistemdeki kontrol parametreleri olarak belirlenmis olan
anizotropi parametreleri ve ikinci komgular arasindaki ciftlenim sabitine gore
incelenmigtir. Elde edilen sonuglarla birlikte kuantum iligiksizligin, kaynak
olarak kullanilabilecek, dolagikliga alternatif bir kuantum ilinti oldugu sonucuna
varilmagtir.

Anahtar Sozciikler: Dolagiklik, J; — J, Heisenberg XXZ Sistemi, Kuantum
Misiksizlik, von Neumann Entropisi.
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ABSTRACT
Investigation of Quantum Discord In Qantum Spin Systems
OGUZHAN AZARI

M.Sc. Thesis, Department of Physics
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Cenk AKYUZ
2021, 45 pages

Quantum mechanics is one of the most important scientific developments of
the twentieth century. It constitutes a theoretical basis for a very broad and
impressive application area in terms of its structure. The developing quantum
information theory, on the other hand, takes its first steps in going beyond
the existing technologies with the tools it puts forward today. Entanglement,
a special correlation shared between quantum states, is a resource that plays
a fundamental role in the realization of many information processes, such
as quantum teleportation, super-dense coding, and quantum cryptology. These
operations cannot be performed without entanglement. Besides, entanglement
does not constitute the most general form of quantum correlations. Even the
non-entangled states of combined systems can exhibit quantum properties as they
share quantum correlations between their subsystems. This is an important result
because entanglement is difficult to create and maintain in many applications.
Indeed, entanglement deteriorates very quickly due to the destructive effects of
the environment. Therefore, alternative sources are needed. Considering these,
it is important to determine whether a quantum state of two or more parts is
entangled, separable, or quantum correlated. Quantum discord is also a nonlocal
quantum correlation different from entanglement. Heisenberg spin systems exhibit
entanglement properties. For this purpose, it is important to examine also the
quantum discord in these systems. Therefore, in this thesis, we analyzed the
quantum discord in the four-qubit J; — J, Heisenberg spin system according to the
anisotropy parameters we determined as control parameters in the system for both
the ground states and the thermal states, and the coupling constant between the next
nearest neighbors. We conclude that quantum discord is an alternative source such
as entanglement.

Key Words: Entanglement, J; — J, Heisenberg XXZ System, Quantum Discord,
von Neumann Entropy.
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1. Giris

20. ylizyilin baginda kuantum mekaniginin ortaya ¢ikmasiyla, sezgisel olarak
algiladigimiz doga anlayisi de8ismistir. Bu alamin gelismesinde cok ©Onemli
katkilar1 olmasina ragmen Einstein, ¢alisma arkadaslar1 Podolsky ve Rosen ile
birlikte kuantum mekaniginin bazi sonuglarinin, teorinin heniiz tamamlanmamisg
bir teori olmasindan dolayi kaynaklandigini, tinlii EPR (Einstein-Podolsky-Rosen)
calismasinda bir diigiince deneyiyle ortaya koymuslardir. Bu deneyde dolagikligin,
yerelligi ihlal ettigini, 151k hizinin gegilemeyecegini ve dolagiklikta bilgi
aktariminin bu hizi gectigini ve bunun miimkiin olamayacagini gostermeye
calismiglardir [1]]. Yine ayn1 makalede gizli de§iskenler oldugunu 6ne stirmiislerdir.
Daha sonra 1964 yilinda Bell, yerelligi gozeten gizli degiskenler ile bir kuantum
sisteminin uyumlu olamayacagini gostermistir [2,[3]. Aspect, 1981/82 yillarinda 3
deneyle Bell esitsizliklerinin ihlal edildigini gostermis ve boylece EPR makalesiyle
one siiriilen, kuantum mekaniginin eksik oldugu iddias1 ve gizli degiskenler
teorisi yanlislanmustir [4-6]]. Bu siralarda elektronik, kriptografi, bilgi teorisi [[7]]
ve bilgisayar bilimlerinde pek ¢ok gelisme yasanmistir. Kuantum bilgisayar [8]]
fikrinin ortaya atilmasiyla, kuantum enformasyon ve hesaplama [9] alaninda ¢ok

onemli caligmalar yapilmistir.

Bir kuantum bilgisayarinin, donanimsal olarak kuantum mekaniginin temel
ozelliklerini kullanarak islem yapmasi gerekmektedir. Bu nedenle bu 6zelliklerin
pratikte uygulanabilmesi ve kontrol edilebilmesi gereklidir. Bu konuda ilk
baglarda teorik olarak gesitli calismalar yapilmis ve ardindan ¢esitli uygulamalar
gosterilmistir [[10H12]]. Bu calismalarda, kegfinden sonra uzun bir siire boyunca,
kuantum mekaniginin en tuhaf ve en popiiler kavrami olan dolagiklik kullanilmaisgtir.
Dolagiklik temel alinarak kuantum kriptografi (quantum cryptography) [[13[],

kuantum yogun kodlama (quantum dense coding) [14], kuantum teleportasyon
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(quantum teleportation) [15]] gibi kuantum hesaplama ve enformasyon alaninin
en onemli calismalariyla birlikte, pratikte uygulanabilecek bir bilgisayar fikri
daha da gelistirilmistir. Buna paralel olarak dolasikligin tek ve biricik kuantum
ilintisi olmadigi, bagka kuantum ilintilerinin de oldugu fikri ortaya ¢ikmigtir.
Tiim bu gelismelerle beraber kuantum mekaniginin temel 6zelliklerine dayanilarak
olusturulacak kuantum bilgisayarlarin, klasik bilgisayarlara oranla ¢ok daha
giivenli ve {iissel (exponential) olarak artan bir hesaplama giiciine sahip oldugu
gosterilmistir [16,|17]. Bu yilizden bilgi ¢aginin en biiyiik sorunlarindan olan
bilisim giivenlik ve artan hesaplama giicii talebiyle birlikte pratikte kullanilabilecek
kuantum bilgisayar yapma c¢alismalar1 biiyilk ivme kazanmigtir. Kuantum
bilgisayarlarim isletebilmek i¢in parcaciklarin dolasikligina ihtiya¢ vardir. Ancak
dolasiklik dis kosullardan ¢ok ¢abuk etkilendigi icin pratikte olusturulmasi ve
muhafaza edilmesi olduk¢a zordur. Bu yiizden kuantum bilgisayarlarin laboratuvar
kosullarinda ve 6zel sartlarda ¢alistirilan basit halleri olugturulmustur. Giintimiizde
biiyiik sirketlerin bircogu kuantum bilgisayarlar1 bu sekilde olusturup, iizerinde
calismalar yapmaktadirlar. Iste bu tiim bu zorluklar ve yiiksek maliyet nedeniyle
diger kuantum ilintileri iizerine yapilan ¢alismalar da artmaya baglamistir. Zurek
2000 yilinda yayinladigi bir calisma ile kuantum ilisiksizlik (quantum discord)
olarak adlandirdig bir tiir kuantum ilintiden bahsetmisgtir [[18]]. Kuantum ilisiksizlik
lizerine yapilan calismalar sonucu, kuantum ilisiksizligin dis etkilere maruz
kaldiginda dolasikliga gore daha dayanikli oldugu ve dolagikliktan daha genel
ve temel bir kuantum ilinti oldugu fikri yayginlasmaya baglamistir. Bu tez
caligmasinda, kuantum iligiksizlik ve dolagiklik arasindaki farkliliklari incelemek
amaciyla, secilmis olan dort kubitlik J; — J, Heisenberg XXZ sistemine ait
kuantum ilisiksizlik degerleri ve dolasiklik dl¢iitii olan esuyumluluk (concurrence)
degerleri, sistemin icerdigi degiskenlerin secilmis bazi degerleri tizerinden niimerik

olarak hesaplanmis ve kargilagtirilmistir.



2. Kuantum Teorisinin Baz1 Kavramlarina Kisa Bir Bakis

2.1. Kuantum Durumlari

Kuantum mekaniginde, bir fiziksel sistem |y) gibi bir durum vektoriiyle tanimlanir.
Bu vektor Hilbert H uzayina ait bir vektordiir. Iki boyutlu Hilbert uzayindaki
bir sistem kubit olarak da adlandirilir. Eger sistem |y;) ve |y») olast durumlarin

siiperpozisyonu durumundaysa

W) =ai|y1)+az|yr), (2.1

olarak ifade edilir. Burada a; ve a, karmagik sayilardir ve olasilik genligi olarak
isimlendirilirler. Siiperpozisyon kuantum teorisinin en temel 6zelliklerinin baginda
gelmektedir. Kuantum mekaniginde fiziksel bir sistem godzlemlenmedigi siirece,
olas1 tiim durumlarinin toplami seklinde ifade edilir. Gozlemlendigi zaman bu olasi
durumlardan herhangi bir tanesi, olasilik genliginin karesi ihtimali ile gerceklesir.
Dolayisyla olasi tiim durumlarin olasiliklari toplaminin 1 olmasi gerekir. Ciinkii
gozlemledigimizde bu olasi durumlardan birisi muhakkak gerceklesmelidir. Bu

nedenle her zaman |a; |* + |a;|* = 1 esitligi saglanmalidur.

Bir kuantum sistemi, iki veya daha fazla alt sistemden olusabilir. Dolayisiyla bu
kuantum sistemi, alt sistemlerin etkilesimi ile ifade edilmelidir. Bu alt sistemler

genel olarak Alice (A) ve Bob (B) olarak sembolize edilmistir.

2.2. Islemciler ve Ozellikleri

Islemciler ve 6zellikleri, yapilacak olan islemler icin ¢ok 6nemlidir. Ciinkii fiziksel
gozlenebilirler yani Olciilebilen seyler, dogrusal islemcilerle temsil edilirler. Bir

islemci durum vektorii lizerine etki eder ve yeni bir durum vektorii tiretir. Ornegin
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A islemcisi |¥) durumu iizerine etki ettiinde;
AlY) =C), (2.2)

olarak yeni bir durum vektorii tiretmis olur.

Kuantum mekaniginde islemciler gozlenebilirleri temsil ettiginden, bir
gozlenebilirin degeri Olciildiigiinde, elde edilebilecek olasi sonuclar iglemcinin
Ozdegerleridir ve sonu¢ daima gercel sayidir. Buradan da anlagilacag: iizere bir
gozlenebiliri, baz1 6zelliklere sahip islemcilerle temsil etmek gerekir. Fiziksel
olarak anlamli ve tutarli sonuglar elde edebilmek adina bu 6nemlidir. Bu yiizden

dogrusal ve hermitik olmalidirlar.
Dogrusal bir iglemci, A |¥) = |C) ise |¥), |C) € H olmak iizere;
¢ Az|¥) =7|C),z €C,
* A(Y) +[C) =A[Y) +A[C),
ozelliklerini saglar. Hermitik islemci ise hermitik eslenigi kendisine esit olan

islemcilere denir. Yani;

P=P", (2.3)

esitligini saglayan P islemcisi hermitiktir. Eger P|A) = |B) ise, (A|PT = (B| olur.
Dolayistyla

s P=PT,

* Ozdegerleri gerceldir.

Ayrica bir iglemci iiniter ise PPT = P'P = I esitligini gosterir.



2.3. Yogunluk Islemcisi

Fiziksel bir sistem iizerinde islem yapilmak istendiginde oncelikle o sistemin
karakterize edilmesi gerekir. Kuantum mekaniksel bir sistem, belirli bir an i¢in
sistemin durum vektoriinii hazirlama imkani vermez ciinkii bunu yapabilmek
icin, bir gozlenebilir kiimesine karsilik gelen bir dizi 6l¢iim yapmak gerekir.
Ancak sistem iizerine yapilacak herhangi bir 6l¢tim, sistemin mevcut durumunu
degistirecegi icin gozlenebilir kiimesine karsilik gelen bir dizi 6l¢iim yapmak
imkansizdir. Iste yogunluk islemcisi burada devreye girer. Kuantum sistemlerinin
istatiksel taniminda kullanilan yogunluk islemcisi, klasik sistemlerin istatiksel
tanimindaki olasilik dagilim fonksiyonunun iglevini goriir [19]. Dolayisiyla
yogunluk iglemcisi bir kuantum sisteminin durumunun dalga fonksiyonuna

alternatif bir temsilidir.

Yogunluk islemcisini matematiksel olarak ifade etmek gerekirse, |¥) dalga

fonksiyonunun ve dualinin dig carpimi olarak yazilir;
p=[¥) (¥ (2.4)

Ayrica yogunluk islemcisinin saglamasi gereken ozellikler;

olarak verilir.



2.4. Indirgenmis Yogunluk Islemcisi

Birlesik sistemlerde alt sistemlerin kendilerine ait yogunluk iglemcilerine ihtiyag
duyulabilir. Sistemin yogunluk islemcisi p? ise, alt sistemlerin indirgenmis

yogunluk islemcileri,

pt =Trs[p"],  p¥=Tra[p"]

)

olarak ifade edilir. Burada kismi iz uygulanmigtir. Clinkii birlesik sistemlere ait
alt sistemlerin yogunluk iglemcilerine ulasmak icin kismi iz uygulanmasi gerekir.
Alice (A) ve Bob (B)’a ait birlesik bir Bell durumunu ele alinip, alt sistemlere ait

kubitleri gosterecek sekilde yazilirsa,

_ b
V2

Bu ifade birlesik bir sistem oldugu i¢in, su sekilde de yazilabilir;

[@7) (10408) — [1418)).

1
V2

Birlesik sistemin yogunluk islemcisi;

@) (104) ®108) — | 14) ®]14))-

p'P=|d7) (| 2.5)

1
= 510405) (0408] —10408) (14 15| — [1415) (0a0p| + |1a1p) (La15]];
olarak elde edilir. Alt sistem B’ nin indirgenmis yogunluk islemcisi,
p? =Tra(p"?) = (04| p**[0a) + (1a] p** [14) ,

islemi uygulanarak elde edilir. A sistemi iizerinden kismi iz alindiginda
B sisteminin indirgenmis yogunluk islemcisi, B sistemi iizerinden kismi iz
alindiginda ise A sisteminin indirgenmis yogunluk islemcisi bulunur. Bu Bell
durumu iizerinden isleme devam edilirse p? = %]I olarak bulunur. Aynmi sekilde

benzer islemler yapildiginda da p# = %H olarak bulunur.



2.5. Kuantum Olciimleri ve Islemleri

Kuantum teorisindeki en énemli konulardan birisi de 6l¢gme islemidir. |y) = a|1) +
b||) gibi bir kuantum durumunda yukar spin(1) ve asagi spin(|.) 6lgme olasiligs;
p(1) =la

1) veya |}) durumuna ¢oker. Olgme islemcileri kiimesi {E;} olarak tanimlanur.

2, p(}) = |b|> = 1 — p(1) ifadeleriyle hesaplanir. Olgme sonrasi sistem

Bu islemcilerin tamlik denklemini (completeness) ):E;TE,- = I saglamalar1 gerekir.
i
Yogunluk islemcisi p olan, 6lgme islemcileri kiimesi {E;} olarak tanimlanan bir

durumun i sonucunun olasilig1;

pi = TrlE/Eip], (2.6)
i sonucuna varilan 6l¢me sonrasi sistemin yogunluk islemcisi;

pi= ~(EpE]), 2.7)

Di

olarak ifade edilir.
A ve B gibi iki alt sistemden olusan birlesik bir sistem iizerinde yerel olarak
O0lcme yapmak miimkiindiir. Eger A lizerinde yerel dlgme yapilirsa B alt sistemi
degisiklige ugramaz. Olgme islemcisi E; = E,~A ® I8 olarak tamimlamr. Eger B

iizerine yerel dlgme yapilirsa bu kez sistem E; = I ® E? olur.

2.6. Entropi ve Karsihkh Bilgi

Herhangi bir kuantum durumunun entropisi, klasik olarak bilinen Shannon
entropisinin kuantum versiyonu olan von Neumann entropisi ile bulunur. Yogunluk

islemcisiyle ifade edilen bir kuantum durumunun von Neumann entropisi;

S(p) = —Tr[plog, p], 2.8)

olarak bulunur. Burada yogunluk iglemcisinin 2 tabaninda logaritmasi bulunacaktir.

Ozdegerleri A ve Ozvektorleri |i) olan yogunluk islemcisinin 2 tabaninda
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logaritmast;
log, p =} log, (4 i) (i), (2.9)

olarak bulunur. Buradan von Neumann entropisi;

S(p) ==} Ailogy (%), (2.10)

olarak yazilabilir. Saf kuantum durumunun (pure state) entropisi sistem hakkindaki
tiim bilgiyi sunar. Boyle bir durumun von Neumann enropisi sifirdir. ki alt sistem
icin kargilikli bilgi (mutual information) vardir. Tiim sistemin yogunluk islemcisi

pAB ise, karsilikl1 bilgi;

1(p*") = S(p") +5(p”) = S(p*?), (2.11)

olarak bulunur. Eger hic bir iliski yoksa (pA8 = p# ® p®) karsilikh bilgi sifirdir.
Aksi halde kargilikli bilgi sifirdan biiyiiktiir. Ayrica von Neumann entropisi ile
yakindan iligkili olan kuantum goreceli entropi (quantum relative entropy) olarak
isimlendirilen entropi ¢esidi de vardir. Kuantum goreceli entropiyi tanimlamak i¢in
p ve o olarak iki farkli yogunluk iglemcisi tanimlanmig olsun. Buna gore kuantum
goreceli entropi;

S(p|lo) =Trlplog, p] — Tr[plog, o], (2.12)

olarak tanimlanir. Kuantum géreceli entropi pozitiftir. p = o ise S(p||o) = 0 olur.

Ayni zamanda kargilikl bilgi 7(pA8) = S(pAZ||p* @ p?) olarak yazilabilir.



3. Kuantum Dolasiklik

3.1. Tanim

Bir kuantum sistemi, kendisini olusturan alt sistemlerin birlesimi ise, yani
bu sistemlerden herhangi birisi iizerine yapilan bir ol¢iim ile diger kuantum
sistemi hakkinda bilgi edilebiliniyorsa, bu alt sistemler birlesik bir sistem
olusturmaktadirlar ve dolagik (entangled) olarak ifade edilirler. Tersi durumda ise
bu alt sistemler ayrilabilir (seperable) olarak ifade edilirler. Hilbert uzayina ait A
ve B gibi iki yerel kuantum durumuyla ifade edilen toplam kuantum durumu |¥) =
|A) ® |B) seklinde tanimlaniyorsa, bu dolagik olmayan (ayrilabilir) bir sistemdir.
Dolagik bir kuantum sistemi ise H4 ve Hp Hilbert uzaylarinda tanimlanan iki alt

sistemin birlesik bir Hyp = Hy ® Hp uzayimin elemanidir. Yani;

|Wa) € Hy,
|Wp) € Hp,
|¥) € Hpp,
olarak tanimlandiginda;
V) = |Wa) ® |Pp) : ayrilabilir,
|¥) # [¥a) @ |Pp) : dolagtk,

olarak tanimlanir. Karigik kuantum durumlart (mixed states) icin ise yogunluk
islemcisi;
Psep = Y, pilai)(ail @ |bi)(bil, (3.
i

olarak ifade edilebiliyorsa ayrilabilirdir. Aksi takdirde dolagiktir.

Iki kubitlik bir kuantum sistem

W) = cos 6 |0) @ [0) +sin6 1) @]1), (3.2)
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olarak tanimlanmis olsun. Bu sistem farkli 8 degerleri i¢in incelendiginde, 6 = 0
ya da 7 olursa |y) = £ |0) ® |0) (sin0 = 0,sinw = 0) gibi iki farkli durum olarak
ifade edilebildigi i¢in dolagik olmayacaktir. Ayn1 sekilde 6 = 7/2 ya da 37/2
olursa, bu kez |y) = £|1) ®|1) olur. Bu sekilde de ayrilabilir bir kuantum durumu
olusacaktir. Bu degerlerden farkli bir 6 degeri |y) durumunu dolagik hale getirir.
Dolayisiyla ayrilabilir bir sistemi dolasik hale getirmek ya da dolagik bir sistemi

ayrilabilir hale getirmek miimkiindiir.

Bir sistem dolagik ise ne kadar dolagiktir? Dolagik bir sistemin dolasiklig
nicel olarak bulunabilinir. Bu ¢alismada dolagikligin 6lciitii olarak esuyumluluk

(concurrence) kullanilacaktir.

3.2. Dort Kubitlik J; — />, Heisenberg XXZ Sisteminde Dolasiklik
Esuyumluluk hesaplamak icin;
R=p(c’®0c”)p* (6’ ®@0”), (3.3)

olan R matrisi tanimlanir. Burada ¢ Pauli spin matrisleridir. Bu matrisin

ozdegerlerini bulduktan sonra, A; > A, > A3 > A4 olacak sekilde secildiginde;

C = max{\/A — /A2 — /A — /24,0}, (3.4)

C esuyumluluk (concurrence) degeri bulunur. Bu da sistemin dolagikliginin nicel
degeri olur. Ek [I.T[de verilen taban durumlarinin yogunluk islemcileri iizerinden
R matrisi hesaplandiginda, 1. ve 2. kubitler i¢in taban durumu |¥¢) nin R matrisi

R1>’nin 6zdegerleri;

Vii=vh=v, Vik=v-0, Vk=vito

olur. Ayni gsekilde 1. ve 3. kubitler i¢in R3’lin 6zdegerleri;

\/T[ZO, \/TZZ\/)TSZEa \/T422F\7,
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olur. Taban durumu |¥6) ve |¥2) nin lineer kombinasyonu oldugunda, 1. ve 2.

kubitler icin taban durumu R, nin 6zdegerleri;

Vi=vi=n Vh=8-9, VAi=5+o,

olarak bulunur. Ayni sekilde 1. ve 3. kubitler i¢in R;3’{in 6zdegerleri;
V=V =0, Vi=5-¢, V=5+6

olur ve taban durumu |¥;,) oldugunda 1. ve 2. kubitler igin R, nin 6zdegerleri;

1
Vai = VE= Vi = VA=,

ve 1. ve 3. kubitler i¢in Ry3’lin 6zdegerleri;

\/)lela \/Z:\/E:\/Zzov

olarak bulunur.

Yine Ek [I.1]de verilen 1s1sal durumlarin yogunluk islemcileri iizerinden R matrisi

hesaplandiginda, 1. ve 2. kubitler i¢in Ry, nin 6zdegerleri;

VE=vR=Y yE=NCe ponte

VA V4 Z

olur ve 1. ve 3. kubitler icin Ry3’iin 6zdegerleri;

Vi=vR=b R0 st

Z z Z

olarak bulunur [20}21]].
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4. Kuantum Ilintileri

Kuantum mekaniginin en goze carpan oOzelliklerinden biri, farkli kuantum
sistemleri arasindaki kuantum ilintilerinin (quantum correlations) var olmasidir.
Klasik olarak baktigimizda, iki alt sisteme ayrilmig bir sistemde, alt sistemlerin
enformasyonlarinin toplami tiim sistemin enformasyonuna karsilik gelmektedir.
Kuantum diinyasinda ise bu durum artitk dogru degildir. Alt sistemlerden
olusmus birlesik sistemlerin global kuantum durumlari vardir ve bu kuantum
ozelligi kuantum dolagiklik (quantum entanglement) olarak ifade edilir [22].
Kuantum dolagiklik, kuantum teleportasyon, kuantum kriptoloji ve siiper-yogun
kodlama gibi bazi enformasyon islemlerinin gerceklestirilmesinde bir kaynak
olarak kullanilir. Ancak bunun yaninda kuantum dolasikligin, paylagilan kuantum
sistemlerindeki tek kuantum ilintisi formu oldugu fikrine karg1 gelismeler
siirmektedir. Ornegin Knill ve Laflamme [23] bir kubitlik deterministik kuantum
hesaplama protokolii kesfetmislerdir. Bu kesifteki iki pargali sistem dolagik
degildir. Bu durum dolagikliktan farkli kuantum ilintisi arayisina neden olmustur.
Bunlardan biri 2000 yilinda Oliver ve Zurek [24] ve aym1 zamanda Henderson ve
Vedral [25] tarafindan onerilen ve kuantum ilisiksizlik (quantum discord) olarak
bilinen bir kuantum ilintisi 6lgiitiidiir. Bu 6l¢iit klasik enformasyon teorisinden

kavramlarin kuantize edilmesi ile olusturulmustur.

Iki pargali kuantum sistemlerini, kuantum ilisiksizligi kavramima gétiiren birkag
yol vardir. Bunlar temelde iki kategoriye ayrilabilir. Bunlardan ilki, bu ¢alismada
da kullanilmig olan, alt sistemlerden herhangi birinin 6l¢gmesine dayanmaktadir.

Diger kategori ise uzakliga bagh olan 6lgmelere dayanmaktadir.
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4.1. Kuantum Ilisiksizlik

X ve Y gibi iki klasik rastgele degiskeni ele alalm. X = x ve ¥ =y
sonuglarini elde etmenin birlesik olasiligi P, olsun. Degiskenlerden herhangi
birinin digerine karsilikli bagimlilifinin Slciisii, degiskenler arasindaki klasik

kargilikli enformasyondur (classical mutual information) [26],
I(X:Y)=HX)+H(Y)-H(X,Y). “4.1)

Burada H(X) ve H(Y), P, ve P, marjinal dagilimlarinin Shannon entropileridir
(buradaki noktalar toplamlarin hangi degiskenler iizerinden alindigini gosterir).
H(X,Y) ise Py, birlesik dagiliminin Shannon entropisidir. denklemi ile verilen
nicelik;

I(X:Y)=H(X)-HX|Y), (4.2)

ile ifade edilebilir. Burada H(XIY) kosullu entropi olup,

HXY)=Y PHX|Y)=H(X,Y)-H(Y), (4.3)
yeyY

seklinde tanimlidir.

Klasik karsilikli enformasyonun bu tanimlarinin kuantum versiyonlarimi da
tanimlamak miimkiindiir [27]. Kuantum karsilikli enformasyon, Shannon
entropilerinin von Neumann entropileri ile degistirilmesinden elde edilebilir. Iki

parcali bir pA% kuantum durumu i¢in kuantum karsilikli enformasyon
1(p"") = S(p") +5(p") = S(p"*), (44)

seklinde tanimlanir.

Burada p“ ve pZ, A ve B alt sistemlerine ait indirgenmis yogunluk islemcileridir.

S(p?) ve S(p®) ise bu alt sistemlere ait von Neumann entropileridir. S(p?)’de pA?
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yogunluk islemcisine ait von Neumann entropisidir. Klasik tanimina benzer olarak

kuantum kosullu entropi

S(p*"(p®) = S(p"?) —S(p?), (4.5)

seklinde tanimlanirsa
1(p*") = 5(p") = S(p™*|p"), (4.6)

olur. Burada kuantum kosullu entropisi B iizerine yapilacak 6l¢gmeye baghdir ve

S(p*?10") =Y. piS(p™?), 4.7)
k

olur. Burada {By} islemcileri, sadece AB alt sistemi iizerine gerceklestirilen von
Neumann 6l¢melerine karsilik gelen 6l¢me islemcileridir (toplamlar1 birim iglemci
olan bir boyutlu projeksiyonlar kiimesidir). Boyle bir 6lgmeden sonra kuantum
durumu

plk(I®Bk)pAB(I®Bk), (4.8)
olup pr = Tr[(I ® By)p*®(I ® By)| seklindedir. Boylece kuantum karsilikli

AB _
P =

enformasyon
1(p**|{Bi}) = S(p") = S(p**|{B}), (4.9)

olur.

Henderson ve Vedral tarafindan klasik ilintilerin bir dl¢iisii

CC(p*?) = supp 1 (p"*|{Bi}), (4.10)

seklinde, klasik karsilikli enformasyonun iki kuantum versiyonu olarak
tamimlanmgtir [25]. Bunlardan biri I(p8) ile gosterilen kuantum karsilikli
enformasyon, digeri ise CC(pAB) ile gosterilen olciim kaynakli kuantum
enformasyondur. Buna klasik ilinti (classical correlation) de denir. Kuantum

karsilikli enformasyon ile klasik ilinitinin farki ise;

OD(p"8) = I(p"B) — CcC(pB), (4.11)
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kuantum ilisiksizlik (quantum discord) olarak isimlendirilir.

Kuantum ilisiksizlik her zaman pozitiftir, genel olarak simetrik degildir, yerel

tiniter islemler altinda degismezdir.

4.2. Tki Kubitlik Bir Sistemin Kuantum Ilisiksizligi

Iki kubitlik bir sistem igin yogunluk islemcisi pA8,

1 3
pAB:Z(H+ Zlcjoj.‘@cf), (4.12)
J:
seklinde olup burada o7,0,,03 Pauli islemcileridir. Burada c¢; € R ve I birim

islemcidir. pA8’yi matris formunda yazarsak

1 1+c3 0 0 c1—c
pAB _ 4( 8 l—c3 ci+c 8 >’ (413)

citcy 1—c3
ci—c; 0 0 I4c3

olur. Bu yogunluk matrisinin 6zdegerlerini hesapladigimiz zaman,

237 = %(1—61—02—@), (4.14)
AP = %(Hm +er—c3), 4.15)
P = %(1*01+62+63), (4.16)
AP = %(14‘5'1—6’2 +c3), (4.17)

olarak bulunur. indirgenmis yogunluk matrisleri p# = Trg(pA8) ve pB = Trs(p*8)

seklinde olup, pA = pB = 7 olarak elde edilir.

Kuantum kargilikli enformasyonu bulmak i¢in A ve B alt sistemlerin indirgenmis
yogunluk iglemcileri kullanilarak von Neumann entropileri hesaplanmalidir. Bu alt

sistemlerin von Neumann entropileri;
S(p") = =Tr(p*log, p*) = =) Al log, A1,
i

S(p”) = —Tr(p"log, p”) = =) A log, A7,
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seklindedir. Buradaki 7Ll-A ve AP indirgenmis yogunluk islemcilerinin 6zdegerleridir.
Bu durumda ozdegerler A = A8 = % (i = 0,1) olarak bulunur ve bdylece von

Neumann entropileri;

1

I 1 1
S(p") = 8(p") = =(Flogy 5 + 5 logy 5) = 1, (4.18)

olarak bulunur. Tiim sistemin yogunluk islemcisine ait von Neumann entropisi

S(p“8) oldugundan kuantum karsilikl1 enformasyon

3
I(p*") =2+ 2/ "log, **, (4.19)
i=0

olarak bulunur. Boylece kuantum ilisiksizligin bulunabilmesi icin elde edilmesi
gereken ifadelerden biri olan kuantum karsilikli enformasyon (@.19) denkleminde
bulunmugtur. Simdi diger bir ifade olan klasik ilintinin de bulunmas1 gerekiyor.
Bunun i¢in 6ncelikle (4.10) denkleminde de goriildiigi tizere (.9) ifadesinin

bulunmasi gerekiyor.

B alt sistemi iizerine etki eden yerel bir 6lgme
I, = |k) (k|,(k=0,1), (4.20)
olsun. B alt sistemi i¢in von Neumann dl¢mesi ise
By =VILV',(k=0,1), 4.21)
seklinde yazilabilir. Burada V € U(2) olan herhangi bir iiniter islemcidir ve
V =1l+iyo, (4.22)
olarak yazilabilir ve t € R, ¥ = (y1,y2,y3) € R?, olmak iizere
P+ +i=1 (4.23)
kosulunu saglar. By 6l¢cmesinden sonra yogunluk islemcisi

1
pit = E(H®Bk>pAB(H®Bk>7 (4.24)
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olarak ifade edilir. Bu durumda yogunluk islemcisi py olasiligiyla py ve p; olarak
ifade edilir. B alt sistemi lizerine yerel olarak yapilan 6l¢lim sistemin biitiiniinii
etkiler. Olasiliklar ise p;y = Tr[(I ® Bi)p*B(I ® By)] seklinde bulunur. (#.24)

denkleminden

pipe? = (1@ By)p*? (1@ By) (4.25)

= [Ie (VILV)]p*?[Ie (VILVT)],

olarak yazilir. @.12) denklemi yerine koyup diizenlendiginde denklemin son hali

3
PiPr = %(]I@V)(]I@Hk)(HJr Y ciojoVioV)) IV, (4.26)
j=1

olur.
ViolV = (2 +y1 =33 —3)01 +2(ty3 +y132) 02 + 2(—tyr +y1y3) 03, (4.27)

ViV =2(—ty3 +y1y2)01 + (£ =y} +y5 —y3) oo +2(ty1 +y2y3)03,  (4.28)
ViosV =2(tys +y133)01 +2(—ty1 +y2y3) 02 + (2 =yt —y3 +y3)03,  (4.29)

yazilabilir. Ayrica Ilyoslly = Iy, I1;03I1; = —II;, ve j=0,1 ve k=1,2 i¢in

IT1;0,I1; = 0 esitlikleri kullanilir. po ve p; olasilik degerleri
po = Tr((Io VIV )p** (To VIV,
(4.30)
p1 = Tr(Io VIV )p (I VL V),

olup, po = pi = 3 olarak bulunur. Olasiliklari (#26) denkleminde yerlerine yazip,

21 2= 2(=ty2+y1y3), 4.31)
22 1= 2(ty1 +y2y3), (4.32)
3= (" =y =3 +¥3), (4.33)
tanimlarin1 yaptiktan sonra
1
po = =(I+c12101 + 22202 + ¢32303) @ (VIIVT), (4.34)

2
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ve

1 .
p1= 5(]1 — 12101 — 22207 — ¢32303) @ (VII} V'),
olarak bulunur.

Po ve p1 yogunluk islemcilerinin 6zdegerleri;

1
Ao =5(1- \/ ciz} + 353 + a3z,

2,2
1‘*‘\/1Z1 +0325 + 6333,

olarak bulunur. Simdi ise

0:= \/ 121 +C222 +C3Z37

tanimlamasi yapilip, denklemi kullanilarak

-0, 1+6, 1+0
2 2 o8l

-0
10g2( )7

S(po) = S(p1) = ——

bulunur. Boylelikle

S(p*|{Be}) = poS(pn) + piS(p1) = 55(00) + 55(p1),

olur ve sonug olarak

1—-6 1—-6 1+ 6 1+6
S(PABHBk}):— 3 log, ( 3 ) — 5 log, ( 5 )

bulunur. @.18)) denklemlerinde bulunan sonuglar yerine yazilirsa

I(p**[{Bc}) = S(p*) — S(p**|{Bs})
_Glogz(lge)—l—#logz(l—;e)

-0
log,(1—6)+

1

0
10g2(1 + 6)7

olarak elde edilir. Dikkat edilirse z} + 23 +z3 = 1 oldugu goriiliir. Ayrica

¢ = max{|c1|,|c2l,|c3l},

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)
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olarak secilirse, her zaman

0 < \/Ic2/(|3] +13] +13I) =, (4.44)
yazilabilir ve buradan goriindiigii iizere 0 i¢in supremum
supp, 0 = supy0 = c, (4.45)

olarak bulunur. (#.4T)’de, kuantum kosullu entropi S(p“Z|{B;}) sifirdan kiigiik

S (0™ |1By)

S0 —os 05 10
Sekil 4.1. Kuantum kosullu entropinin 6’ya gore degisimi. 6 € [—1,1].
olabilir gibi goziikmektedir. Ancak entropi sifirdan kiigiik olamaz. Sekil[d.1fde 6 €
[—1,1] i¢in kuantum kosullu entropinin her zaman pozitif oldugu goriilmektedir.

(4.10)) denkleminde 6 i¢in bulunan sonug yerine yazilirsa klasik ilinti

1—c 1+c
Tlog2(1—6)+ >

CC(p"8) = log,(1+¢), (4.46)

olarak elde edilir.
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Artik (#.1T) denkleminde bulunan kuantum kargilikl enformasyon /(p*8) ve klasik
ilinti CC(p"B) yerine yazildiginda

oD(p"?) = 1(p"*) —CC(p"?) (4.47)

1
Z[(l —c1—ca—c3)logy(1—cp—ca—c3)
(14+c1+c2—c3)logy(1+c¢1+c2—c3)

+
—i—(] —c1+c2+c3)logy (1 —¢ +02+C3)
+(l+ci—ca+c3)logy(14+c1 —cr+c¢3)

1— 1
chogz(l—c)— te

log,(1 +c)} ,

olarak kuantum iligiksizlik bulunur [28].

0T -
£ y
/
0.8 77
7/
| y
« 0.6~ /4
z g
E f Ry« B LLLL QD(p)
= 04 : S ]
f .- cCp)
e
0.2£ ’,/’
’/
e ‘ ‘ i ‘
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil 4.2. Werner durumunun kuantum ilisiksizlik QD(p) ve klasik ilinti CC(p)
grafiginin ¢’ ye gore degisimi.

Baz1 6zel durumlarin kuantum ilisiksizligini hesaplamak icin yogunluk islemcisi

pAB ‘nin elemanlarin1  belirleyen c¢;, ¢ ve c3 katsayilarn icin belirli bazi

degerler secmek gerekir. Ciinkii yogunluk islemcisi pA2°nin, kuantum ilisiksizligi

hesaplanmak istenen 6zel durumun yogunluk iglemcisine esit olmasi gerekir. Bu

nedenle eger ¢; = ¢, = c3 = —c olarak segilirse, yogunluk islemcisi

p:(l—c)gﬂ\w*}w* (4.48)

)

olarak ifade edilir (¢ € [0,1]). Bu durum, Werner durumu [29]] olarak bilinen

ozel bir durumdur. Burada |¥~) = %(\01) —|10)) seklindeki bir durumdur. Bu
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durumun kuantum iligiksizligini bulmak icin secilen degerler yerine koyuldugunda
kuantum karsilikl1 enformasyon ve klasik ilinti;

Ip) = 3(14—c) log,(1—¢) + 1+3c

log, (1+3c), (4.49)

1—c 143
> log, (1 —c) +

olarak bulunur. Béylece Werner durumu i¢in kuantum iligkisizlik ise

cc(p) = logy(1+¢), (4.50)

1 1+¢ 14 3¢

1
2 loga(14+c¢)+ 1

OD(p) = —~loga(1—c) - loga(143¢),  (4.51)

olarak bulunur. Sekilf.2Jde Werner durumu i¢in kuantum ilisiksizligi QD’nin c’ye
gore degisimi goriilmektedir. Burada c’nin degisimi Werner durumunun bir Bell
durumuyla ne kadar ortiistiigtinti ifade etmektedir. Eger ¢ degeri 1 olursa Werner
durumu Bell durumuyla tamamen ortiismektedir. Ancak ¢ degeri 0 oldugunda
Werner durumu ayrilabilir bir durum olmaktadir. Dolayisiyla Bell durumuyla
ortismemektedir. Ayrica yine Sekil .2]de goriildiigii gibi kuantum ilisiksizlik
degeri, tanimi geregi, her zaman klasik ilinti degerinden biiyiik olmaktadir. Eger

c1 = c3 = 1 ve c; = —1 olarak secilirse, yogunluk iglemcisi

p=10")(¢"

, (4.52)

olur ve bu [¢pT) = % olan bir Bell durumudur. Secilen c1,c;,c3 katsayilarin
mutlak degerlerinin maksimumu 1 olur ve ¢ = 1 olarak segcilir. Tiim bu degerlere

gore kuantum iligiksizlik, klasik ilinti ve esuyumluluk hesaplandiginda

olarak bulunur. Eger ¢; = —1,¢, = ¢3 = 1 olarak segilirse, yogunluk islemcisi

p=[")(¢|, (4.53)
olur ve bu ¢ ) = |OO>\}2“ D olan bir Bell durumudur. Goriildiigii tizere yine ¢ = 1
olur ve
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olarak elde edilir. Eger ¢c; = ¢» = 1,c3 = —1 olarak segilirse, yogunluk islemcisi

p=[w) (w*

4.54)

)

olur ve bu |¥*) = w olan bir Bell durumudur. Goriildiigii iizere ¢ = 1 olur

ve
OD(p)=1, CC(p)=1, C(p)=1,
olarak elde edilir. Eger ¢; = ¢, = c3 = —1 olarak secilirse, yogunluk islemcisi
p=|¥ ) (¥, (4.55)
olur ve bu |¥7) = \01)\;%10) olan bir Bell durumudur. Goriildigii iizere ¢ = 1 olur
ve

olarak elde edilir. Tiim Bell durumlar: i¢in kuantum iligiksizlik, klasik ilinti ve

esuyumluluk esit ve maksimum deger olan 1 olarak bulunur.
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5. Dort Kubitlik J; — J, Heisenberg XXZ Sisteminde Kuantum
Tlisiksizlik

Dort kubitlik anizotropik J; — J, Heisenberg XXZ spin sisteminin Hamiltonyeni

4 4
— X <X y <y Z =2 X <X y <y 2=l
H=J) (00} +0]0]  +Ai60})+/) (00}, +0]0), + 80507, ),

i=1 i=1
6D
olarak tamimlanir. i’nci kubitin Pauli iglemcileri o} (k = x,y,z) ve sinir kogullari
0;11 = O] Ve O;1 = 0, olarak kabul edilsin. J; ve J; ¢iftlenim sabitleri olup J;,J; >
0 antiferromanyetik (AFM) duruma karsilik gelir, J;,Jo < 0 ise ferromanyetik
duruma (FM) karsilik gelmektedir ve sirasiyla en yakin komsu (NN) ve sonraki
en yakin komsu (NNN) kubitleri arasindadir. A; ve A, ise z yoniindeki sirasiyla

NN ve NNN kubitleri arasindaki anizotropi parametreleridir.

H Hamiltonyenin 6zdegerleri ise

E\ = Ey = —4J, + 4y, (5.2)
Ey—Ey — Es — Eg — —4J5, (5.3)
E;=FEg= 4(./1 —‘y-]z), 5.4
Eg =E g = —4)A;, (5.5)
E\1 = -4 A + 4057, (5.6)
Ein= —4h(2+ &), 5.7)
Ei3 =E =4(1A1 +hAy), (5.8)
Eis=4J, —2J1A1+7, (5.9
Eig = —4Jr— 21 A1 —27, (5.10)

olarak bulunur.Burada

Y=\ JEAD) —ADA (1 ) +4B(- 1+ A% (5D
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olarak tanimlanir. Hamiltonyenin standart bazdaki 6zvektorleri ise

|‘P1>:%[—|0111>+|1011>—|1101>+\1110>], (5.12)
P, = %[— 10001) + [0010) — [0100) + |1000)], (5.13)
) = \2[—|1011>+|1110>], (5.14)
P, = \2[—|0111>+|1101>], (5.15)
W) = \2[_|001o>+|1ooo>], (5.16)
W) = \2[_|0001>+|01oo>], (5.17)
¥, = \1@[|0111>+|1011>+|1101>+|1110>], (5.18)
Wy) = %[|ooo1>+|oo1o>+|01oo>+|1ooo>], (5.19)
W) — \2[_|0011>+|1100>], (5.20)
1
YY) = —[—|011 1001 21
[¥10) ﬁ[ 0110) + [1001)], (5.21)
1
Y1) =—[|—10101 101 22
[¥11) ﬁ[ 0101) +[1010)], (5.22)
yi2) = %noom —10110) —[1001) + [1100)], (5.23)
[Wi3) =|1111), (5.24)
|¥14) = |0000), (5.25)
Wis) = ——_[J0011)+& [0101)+[0110)+ [1001)  (5.26)
44282

+ &1 ]1010) + |1100)],

1
lWi6) = —F—
\/4+287

+&1010) + [1100)],

[[0011) +&,|0101) 4+]0110) 4 [1001) (5.27)
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olarak bulunur ve burada

_ 2L (—142A2) — 1A +7)

3 - ,

(5.28)

_ 2h(—14+Ay) —J1A1 —7)

& o ,

(5.29)
olarak tanimlanmustir.

Bu o6zdegerler ve ozvektorler ile ek kisimda belirtilen taban ve 1sisal durumlara
ait 1. ve 2. kubitler ile, 1. ve 3. kubitler arasindaki indirgenmis yogunluk
islemcileri kullanilarak, kuantum ilisiksizlik (quantum discord) ve klasik ilinti
(classic correlation) degerleri bulunmugstur. Bu degerlerin bulunmasi i¢in bir 6nceki
boliimde anlatilan iglemler uygulanmistir ve elde edilen sonuclar grafik olarak

sunulmustur.

5.1. Sistemin Taban Durumlarinin Kuantum Ilisiksizlikleri

Bu kisimda incelenen dort kubitlik J; — J, Heisenberg XXZ sisteminin taban
durumunun, (7=0) hem en yakin (1. ve 2.) hem de ikinci en yakin (1. ve 3.)
kubitler arasindaki ilintileri (esuyumluluk, kuantum ilisiksizlik ve klasik ilinti)
niimerik olarak incelenmistir. Bunun icin A; ve A, anizotropi parametreleri 0.5
veya 1.0 degerlerinde sec¢ilmistir. Clinkii sistemin enerji spektrumu incelendiginde
analitik olarak taban durumlar1 belirlemek ¢ok kolay degildir. Bu nedenle bu kisim
niimerik olarak hesaplanmigtir ve secilen degerler de buna gore secilmistir. Bunun
yaninda tiim grafiklerde J; = 1 secilerek, diger parametreler J; ile skalalandirilip,
boyutsuzlastirilmistir. Kontrol parametreleri olarak adlandirilan Ay, A,, T, ve J»
parametrelerinden anizotropi parametreleri sabit tutulmus olup, grafiklerde ilintiler

J2’nin fonksiyonu olarak incelenmistir.

Sistemin enerji spektrumundan taban durumlari |y6) veya |yi2) ya da |yie)
ve |yi2)’nin lineer kombinasyonu olarak belirlenmigtir. Taban durumlara ait

hesaplanan indirgenmis yogunluk matrisleri Ek [I.Ifde verilmistir. Anizotropi
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parametrelerinin A} = Ay = 1.0 ve A; = Ay = 0.5 oldugu durumlarda, —4.0 <
J>» <0.4 i¢in taban durum |y6) olurken, J, = 0.5 degerinde taban durum dejenere
olup, |yi6) ve |y12) nin lineer kombinasyonu seklinde olmaktadir. 0.6 < J, < 4.0

degerleri icin ise taban durum |y,) olmaktadir. Sekil [5.1Jden goriildiigii iizere

10 fF T T T T T T T 1,0

09 ——Cp 4 09 —¢—C;
08t —*—QD,;, g 08 —*— QD
o7 72 CCy ] o7 72 CCy

06 | 06 |-

05

ilintiler
ilintiler

04

03 |
02|

01k,

0,0

(@) (b)

Sekil 5.1. Taban  durumlar icin  ilintilerin  (kuantum ilisiksizlik(QD),
esuyumluluk(C) ve klasik ilinti(CC)) J,’ye gore degisimleri: (a) 1.
ve 2. kubitler, (b) 1. ve 3. kubitler (A; = A, =1.0).

taban durumun |y6) oldugu durumda ilintiler J,’ye baglilik gostermedii i¢in

sabit degerler alir. Bu degerlerde 1. ve 2. kubitler icin kuantum ilisiksizlik 0.44

olurken 1. ve 3. kubitler arasinda 0.34 olmaktadir. 1. ve 2. kubitler arasindaki

esuyumluluk ise kuantum iligiksizlikten biraz daha biiyiikk olup 0.5 degerini
almaktadir. 1. ve 3. kubitler arasindaki esuyumluluk ise sifirdir. 1. ve 2. kubitler
arasindaki klasik ilinti ise beklendigi gibi bunlardan daha diisiik olup 0.35 gibi
bir deger almaktadir. 1. ve 3. kubitler arasindaki klasik ilinti degeri de diisiik
olmasina ragmen esuyumluluktan farkli olarak sifirdan yiiksek oldugu goriiliir.

Taban durumun |yj;) oldugu durumda ise 1. ve 2. kubitler arasinda herhangi

bir ilinti olmadig1 goriiliirken, 1. ve 3. kubitler arasindaki ilintiler maksimum

degerlerinde bulunurlar. Taban durumun dejenere olmasi halinde ise 1. ve 2.

kubitler arasindaki durumda kuantum ilisiksizlik esuyumdan daha biiyiik deger

almakla birlikte 1. ve 3. kubitler arasinda durum tam tersi olmaktadir.
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10 F T T T T T T T = 10 F

oof —¢—Cp, 4 09f ——C;
08t —*—QD;, R 08 —*—QDy;
o7f —2CCy o7 —4CCy

06 |- 0,6 |-

05|

ilintiler
ilintiler

04

03

02|

01|

0,0

(a) (b)

Sekil 5.2. Taban  durumlar icin ilintilerin  (kuantum ilisiksizlik(QD),
esuyumluluk(C) ve klasik ilinti(CC)) Jy’ye gore degisimleri: (a) 1.
ve 2. kubitler, (b) 1. ve 3. kubitler (A} =0.5,Ap =1.0).

Benzer bir durum Sekil [5.2]de anizotropi parametrelerinin A; = 0.5 ve A, = 1

oldugu durumda da goriilmektedir. Bu anizotropi degerleri ve —4.0 < J, < 0.4

icin taban durum |y6) olurken 0.5 < J, < 4.0 i¢in |yj2) olur. Taban durum

|wi6) oldugunda 1. ve 2. kubitler arasina baktigimizda esuyumluluk yaklagik 0.5

degerini alirken, anizotropi degerleri A; = Ay = 1.0 olan Sekil [5.1fdeki degerlere

kiyasla kuantum ilisiksizligin cok az azaldig1 buna kargilik klasik ilintinin de ¢ok az
arttig1 goriilmiistiir. 1. ve 3. kubitler arasina bakildiginda ise yine esuyumluluk sifir
olmasina ragmen kuantum ilisiksizlik ve kuantum ilintinin belli bir deger aldiklar1
goriiliir. Taban durumun |y;;) olmasi durumunda ise 1. ve 2. kubitler arasi tiim
ilintiler sifir olurken, 1. ve 3. kubitler arasi tiim ilintiler maksimum degerlerini

almaktadirlar.

Sekil 5.3fte Aj = 1.0 ve Ay = 0.5 degerleri igin sonuglar goriilmektedir. Bu
anizotropi degerleri ve —4.0 < J, < 0.6 i¢in taban durum |y;6) olurken, 0.7 <

Jr <4.0 1gm ‘l,l/]z> olur.

Burada da taban durum |yj6) oldugunda kuantum ilisiksizlik ve klasik ilinti

degerleri birbirlerine ¢ok yakin degerler alip bu degerler paralel olarak artiyorken,
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10 fF T T T T T T T 1.0
oo —&—C,

o8t —*—QDy,
07
06

ilintiler
ilintiler

(@ (b)

Sekil 5.3. Taban  durumlar icin  ilintilerin  (kuantum ilisiksizlik(QD),
esuyumluluk(C) ve klasik ilinti(CC)) Jp’ye gore degisimleri: (a) 1.
ve 2. kubitler, (b) 1. ve 3. kubitler (A; =1, A, =0.5).

—1.0 <J, <£0.6 oldugunda bu paralellik bozuluyor. Kuantum ilisiksizlik [-1.0,0.0]

arasinda artiyorken [0.0,0.6] arasinda azaliyor. Klasik ilinti ise ayni araliklarda

tam tersi sekilde davraniyor. Esuyumluluk ise diizenli olarak artiyorken, —1.0 <

J> < 0.6 oldugunda ise artis duruyor. Burada ozellikle diisikk J, degerleri icin

kuantum ilisiksizligin esuyumluluktan daha biiyiik degerler aldig1 goriilmektedir. 1.

ve 3. kubitler arasinda ise esuyumluluk 0.74 gibi bir degerden baglayip azalmakta

ve sifira diigsmekteyken kuantum iligiksizligin 0.65 gibi daha diisiik bir degerden
baglayip daha yavas bir sekilde azaldigi, daha sonra bir miktar artip, sonrasinda
tekrar azaldig1 ancak sifira diismedigi goriiliir. Klasik ilinti de benzer bir sekilde
davranir ancak daha diisiik degerlere sahiptir. Taban durumu |yj,) oldugunda ise
1. ve 2. kubitler arast ilintilerin tiimiiniin degeri yine sifir oluyorken 1. ve 3. kubitler

arasindaki kuantum ilintilerin degerleri maksimum olurlar.

Sekil "de ise A; = Ap = 0.5 anizotropi parametresi degerleri i¢in sonuclar
goriilmektedir. Burada da taban durum |y6) oldugunda 1. ve 2. kubitler arasi
esuyumluluk 0.5 sabit degerindeyken kuantum iligiksizlik ve klasik ilinti paralel
davramiyorlar ve 0.15 degerinden yaklasik olarak 0.4 degerine kadar artiyorlar.

Jo > —0.5 oldugunda kuantum ilisiksizlik artmaya devam ederken klasik ilinti
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10 fF T T T T T T T + 10 fF
oof —¢—Cp,

08t —*—QDy,
07}
06

ilintiler
ilintiler

(a) (b)

Sekil 5.4. Taban  durumlar icin  ilintilerin  (kuantum ilisiksizlik(QD),
esuyumluluk(C) ve klasik ilinti(CC)) Jy’ye gore degisimleri: (a) 1.
ve 2. kubitler, (b) 1. ve 3. kubitler (A; = 0.5, A, =0.5).

azaliyor. Ancak 1. ve 3. kubitler arasi duruma baktigimizda esuyumun sifir

oldugu goriiliirken, kuantum ilisiksizligin sifirdan farkli oldugu ve ozellikle

diisiik J, degerleri icin 0.7 gibi yiiksek degerler aldig1 goriilmektedir. Dejenere
taban durumlart olmasi halinde ise kuantum ilisiksizlik 1. ve 2. kubitler arasi
esuyumluluktan daha biiyiik deger alirken, 1. ve 3. kubitler arasinda daha diisiik
deger almaktadir. Taban durumun |yj,) olmasi halindeyse daha 6nceki durumlarda
oldugu gibi 1. ve 2. kubitler arasi ilintilerin degerlerinin tiimii sifir oluyorken, 1. ve

3. kubitler arasindaki kuantum ilintilerin degerleri maksimum olurlar.

5.2. Sistemin Isisal Durumlarmm Kuantum Ilisiksizlikleri

Isisal dengedeki sistemin durumu yogunluk islemcisi p(7T') = %e*BH ile belirlenir.
Burada Z boliisiim fonksiyonu (partition function) olup, f = kBiT olarak tanimlidir.
T sicaklik, kg ise Boltzmann sabitidir. Bu calismadaki tiim hesaplamalarda basitlik
olmasi i¢in kg = 1 olarak alinmistir. Hem 1. ve 2. hem de 1. ve 3. kubitler
arasindaki ilintileri elde etmek i¢in gerekli indirgenmis 1s1sal yogunluk islemcileri
Ek [[.2]de verilmistir. Sicaklik sifir oldugunda, sistem taban durumda bulunur.

Sicaklik yiikseldiginde ise sistemin uyarilmigs durumlarda bulunma olasilig1
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sifirdan farklt olur. Sonlu sicakliklarda sistemin yogunluk islemcisi sistemin
Boltzmann faktorii ile agirliklandirilmis tim durumlarinin dig carpimlarinin
toplamuidir. Diger bir deyisle karisim durum, kuantum durumlarinin Boltzmann
faktorleri ile agirliklandirip karigtirilmasindan elde edilir. Caligsmanin bu kisminda
ise incelenmis olan sistemdeki kuantum durumlari kullanilarak olusturulmusg
bu karisimda kuantum durumlar arasindaki ilintiler incelenmistir. Bunun i¢in
kuantum ilisiksizlik QD, esuyumluluk C ve klasik ilinti CC hem 1. ve 2.
hem de 1. ve 3. kubitler arasinda, anizotropi parametreleri A; ve Ap’nin belli
farkli degerlerinde ve sonlu 7 sicakliklarinda hesaplanmistir. 7 = 0.1 gibi diisiik
sicakliklarda tiim anizotropi degerleri icin indirgenmis yogunluk islemcilerine olan
en biiyiik katki taban durumlardan gelmektedir. Bu nedenle diisiik sicakliklardaki
kuantum ilintilerinin davranigi taban durumlar i¢in incelenen durumla aynidir.
Ancak T > 0.1 sicakliklarinda ise taban durumun yaninda uyarilmig durumlardan

da kayda deger katkilar gelmektedir.

(a) (b)

Sekil 5.5. J, ciftlenim sabiti ve 7" sicakligina gore 1. ve 2. kubitler arasi: (a) Isisal
kuantum ilisiksizlik QD, (b) Isisal esuyumluluk C (A = A, = 1.0).

Ik olarak 1sisal durumlar igin 1. ve 2. kubitler arasindaki kuantum ilisiksizlik
QD ve esuyumluluk C, Aj = Ay = 1.0 anizotropi degerlerinde Sekil [5.5[de
goriildiigii gibi kontur grafigi olarak verilmistir. Sabit ve diisiik sicaklik degerinde

grafife bakildiginda J, < 0.5 icin kuantum iligiksizligin belli degerlerde oldugu,
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J> > 0.5 i¢in ise azalip sifira diistiigii goriiliir. Sicaklik arttikca bu davranisin
tekrarladi@1 ancak degisimin oldugu yani QD’nin sifira diistiigii Jo degerinin
azaldig1 goriiliir. Bunun yaninda sabit J, degerlerinde ise sicaklik arttik¢a kuantum
ilisiksizlik QD beklendigi gibi azalmaktadir. Benzer bir durum eguyumluluk
durumunda da goriilmektedir. Esuyumluluk C, QD’ye gore biraz daha biiyiik
degerlere ulagsa da kuantum iligiksizligin sicakliga kars1 daha dayanikli oldugu

goriillmektedir. Sekil [5.6/da A; = 0.5, Ay = 1 anizotropi degerlerinde kuantum

(2) (b)

Sekil 5.6. J, ciftlenim sabiti ve T sicakligina gore 1. ve 2. kubitler arasi: (a) Isisal
kuantum ilisiksizlik QD, (b) Isisal esuyumluluk C (A; = 0.5,A; = 1).
ilisiksizlik ve esuyumlulugun kontur grafikleri goriilmektedir. Burada da grafiklerin
genel formu A; = A, = 1.0 degerlerindeki gibi olmakla beraber, A; < A
oldugu icin esuyumlulugun sicaklikla daha hizli azaldig: goriilmekteyken kuantum
ilisiksizligin azalisinin daha yavas oldugu goriilmektedir. Bunun yaninda hem
QD’nin hem de C’nin aldig1 en biiyiikk degerler biraz azalmistir. Sekil [5.7]de
ise Ay = 1.0 ve Ay = 0.5 anizotropi degerlerinde kuantum ilisiksizlik ve
esuyumlulugun kontur grafikleri goriilmektedir. Burada da sicaklik arttikca (sabit
J> degerleri icin) hem esuyumluluk hem de kuantum ilisiksizlik azalmaktadir.
Bunun yaninda sabit sicakliklarda J, artttkca QD ve C’nin dnce artip sonra
azaldif1 ve Jp’nin yaklagik 0.5 degerinden itibaren ise ani bir sekilde azaldig:

goriilmektedir. Bu ani azalis esuyumluluk i¢in daha keskindir. Ayrica QD’nin
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(a) (b)
Sekil 5.7. J, ciftlenim sabiti ve T sicakligina gore 1. ve 2. kubitler arasi: (a) Isisal
kuantum ilisiksizlik QD, (b) Isisal esuyumluluk C (A} = 1.0,A; = 0.5).
esuyumluluga gore sicaklifa daha dayanikli oldugu burada da goriilmektedir.

Sekil B.8/de ise A; = Ay = 0.5 anizotropi degerlerinde kuantum ilisiksizlik

(a) (b)

Sekil 5.8. J» ciftlenim sabiti ve 7" sicakligina gore 1. ve 2. kubitler arasi: (a) Isisal
kuantum ilisiksizlik QD, (b) Isisal esuyumluluk C (A; = 0.5, A, =0.5).
ve esuyumlulugun kontur grafikleri goriilmektedir. Burada da Sekil [5.7/deki
davranisin bir benzeri goriilmekle birlikte hem esuyumluluk hem de kuantum
iligiksizlik yiiksek sicakliklarda daha kiiciik degerler almaktadir. Isisal durumlar
icin 1. ve 3. kubitler arasindaki kuantum ilisiksizlik QD ve esuyumluluk C, A| =
A, = 1.0 anizotropi degerlerinde, Sekil [5.9]da kontiir grafigi olarak verilmistir.
Burada da sabit J, degerlerinde sicaklik arttitkca hem kuantum ilisiksizligin

hem de esuyumlulugun beklendigi gibi azaldigi goriilmektedir. Bunun yaninda
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(a) (b)

Sekil 5.9. J, ciftlenim sabiti ve T sicakligina gore 1. ve 3. kubitler arasi: (a) Isisal
kuantum ilisiksizlik QD, (b) Isisal esuyumluluk C (A} = 1,Ay = 1).

sabit sicakliklarda J, > 0.5 degerlerinde esuyumluluk ve kuantum ilisiksizlik
gozlenirken, J, < 0.5 degerlerinde esuyumluluk gézlenmemektedir ancak kuantum
iligiksizlik gozlenmektedir. Ayrica yiiksek sicakliklarda esuyumlulugun kuantum
ilisiksizlige gore daha biiylik degerler aldig1 bolgelerin daha ¢ok oldugu goriiliir.
Sekil[5.10[da ise A} = 0.5 ve A, = 1.0 anizotropi degerlerinde kuantum ilisiksizlik

4
3
2
1
0
Bl
2
3
4

(a) (b)

Sekil 5.10. J; ¢iftlenim sabiti ve T sicakligina gore 1. ve 3 . kubitler arasi: (a) Isisal
kuantum ilisiksizlik QD, (b) Isisal esuyumluluk C (A; = 0.5,A; = 1).
ve esuyumlulugun kontur grafikleri goriilmektedir. Burada da Sekil [5.9daki
davranigin bir benzeri goriilmektedir. Ancak esuyumluluk i¢in yiiksek sicaklik
degerlerinde ¢ok kiiciik bir azalma gozlenmektedir. Sekil [5.11fde ise A} = 1.0

ve Ay = 0.5 anizotropi degerlerinde kuantum ilisiksizlik QD ve esuyumluluk
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(@ (b)
Sekil 5.11. J, ciftlenim sabiti ve T sicakligina gore 1. ve 3. kubitler arasi: (a) Isisal

kuantum ilisiksizlik QD, (b) Isisal esuyumluluk C (A} = 1,A; = 0.5).
C’nin kontur grafikleri goriilmektedir. Burada J,<0 degerlerinde sicaklik arttikca
kuantum ilisiksizligin daha yavas azaldig1 goriiliirken, esuyumlulugun daha hizl
azaldig1 goriilmektedir. Bunun yaninda J,>0 i¢in ise kuantum ilisiksizlik daha hizli
azalmaktadir. Sabit sicakliklarda ise J, arttik¢a hem QD hem de C azalip artan bir
davramig gosterir. Ancak esuyumluluk bu davranig sirasinda her zaman kuantum

ilisiksizlige gore daha diisiik degerlere ulagmaktadir. Sekil[5.12fde ise A} = 0.5 =

J2
IS & 9 EN ° - N ow IS
BEEEEEEE:

(@ (b)

Sekil 5.12. J, ciftlenim sabiti ve T sicakligina gore 1. ve 3. kubitler arasi: (a) Isisal
kuantum ilisiksizlik QD, (b) Isisal esuyumluluk C (A; = 0.5, A, =0.5).

Ay = 0.5 anizotropi degerlerinde kuantum ilisiksizlik QD ve esuyumluluk C’nin

kontur grafikleri goriilmektedir. Burada da Sekil [5.11deki davranigin bir benzeri
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goriilmektedir. Ancak burada sabit sicakliklarda esuyumlulugun diisiik degerler

aldig1 J, degerlerinde bir miktar azalma goriiliir.



36 36

6. Tartisma ve Sonuc¢

Kuantum iligiksizlik ile ilgili caligsmalar, dolagiklifa alternatif kuantum ilinti
kaynagi1 olarak kullanilabilmesi acgisindan 6nem tegkil etmektedir. Her ne kadar
dolagiklik hald birgok kuantum uygulamada kullaniliyorsa da bu caligmada ve
daha bircok benzer galigmada da goriildiigii lizere kuantum ilisiksizligin gevre
degisimlerine daha dayanikli ve daha temel bir kuantum ilinti tiirii oldugu fikri
yayginlagmaktadir. Bu c¢alismada incelenmis dort kubitlik J; — J, Heisenberg
XXZ sisteminde hem taban durumlarda hem de 1sisal durumlarda bu davranig

goriilmektedir.

Oncelikle bu calismada incelenmis olan farkli kuantum ilintileri olgiitlerinin
degerlerine bakildiginda O ve 1 araliginda degistikleri goriilmektedir. Herhangi
iki kubit arasindaki tiim kuantum ilinti de8erleri O ise bu kubitler arasinda
herhangi bir kuantum ilinti olmadig1, yani birisi {izerine yapilan islemin digerini
etkilemedigi anlagilmaktadir. Ancak dolasiklik 6lciitii olan esuyumluluk O olup,
kuantum ilisiksizlik 0’dan farkliysa bu kubitler tanim olarak ayrilabilir durumdurlar
ancak bu aralarinda kuantum ilintisi olmadig1 anlamina gelmemektedir. Ciinkii
bu kubitler arasinda kuantum ilisiksizlik olarak adlandirilan kuantum ilinti tiirii
vardir. Eger bu kubitler arasindaki kuantum ilinti 6l¢iitli degerleri 1 ise kubitlerin

maksimum dolasik olduklar1 anlagilmaktadir.

Taban durumlar icin c¢esitli antizotropi ve J, degerlerinde dolasiklik olciitii
esuyumluluk ile kuantum ilisiksizlik deg8erleri genel olarak paralellik
gostermektedir. Incelenmis olan grafikler iizerinden bazi durumlarda, kubitler
arasinda, daha yiiksek esuyumluluk degerleri elde edilmigken, bazi durumlarda
esuyumluluk degerinin sifir oldugu ancak kuantum ilisiksizlik degerinin sifirdan

biiyiik oldugu goriilmiistiir. Hatta esuyumluluk degerinin sifir olup, kuantum
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ilisiksizlik degerinin ¢ok yiiksek deger aldig1 da goriilmiistiir. Yani bunun anlami,

bu kubitlerin ayrilabilir olmalarina ragmen yiiksek kuantum ilintili olduklaridir.

Isisal durumlar incelendiginde ise taban durumlardan farkli olarak sicaklik
degerleri de, kubitler arasindaki kuantum ilinti Olciitlerinin degerlerinde
Onemlidir. Anizotropi parametrelerinin de8erine gore diisik J, degerlerinde
esuyumluluk ve kuantum ilisiksizlik degerleri degiskenlik gostermekteyken,
yiikksek J, degerlerinde ise her iki kuantum ilintisi de godzlenmemektedir.
Farkli anizotropi parametrelerinde ise Ozellikle esuyumluluk degerinin, diisiik
Jo degerlerinde, minumum oldugu durumlar da goriilmektedir. Bu durumlardaki
kuantum iligiksizlik degerleri incelendiginde ise, diisiik J, degerlerinde,
esuyumluluga kiyasla daha yiiksek oldugu goriilmektedir. Isisal durumlar i¢in
genel olarak gozlemlenen durum, kuantum iligiksizligin esuyumluluga gore

sicaklik degisimlerine nispeten daha dayanikli oldugudur.

Hem taban durumlar1 hem de 1sisal durumlar icin, bir ¢ok degisik parametre
degisimi altinda, kuantum iligkisizligin ve dolasikligin paralel degerler aldigini,
ancak ilisiksizlik degerlerinin daha g¢ok yayildigim gormekteyiz. Ozellikle,
1s1sal durumlarda sicakligin nispeten yiiksek degerlerinde, dolagikligin, kuantum
ilisiksizlige oranla ¢cok daha cabuk kayboldugu goriilmektedir. Yani kuantum
iligiksizligin sicaklifa olan direnci, dolagiklia oranla daha yiiksektir. Her ne
kadar bu fark ¢ok biiyiik olmasa da, daha 6nce de bahsettigimiz cesitli alanlarin

uygulanabilirligi agcisindan 6nem tegkil edecek seviyededir.

Ayrica kuantum ilinti 6l¢iitlerinin degerleri, kubitler arasindaki mesafeye gore
de farkli davranmaktadir. Eger 1. ve 2. kubitler arasindaki kuantum iligiksizlik
degerleri ile 1. ve 3. kubitler arasindaki kuantum ilisiksizlik degerleri incelenirse,
diisiik J, degerlerinde birbirlerine yakin ilisiksizlik degerleri goriilityorken, 0.5’ten
daha yiiksek J, degerleri incelendiginde, 1. ve 2. kubitler arasindaki kuantum

ilisiksizlik degeri minumum deger iken 1. ve 3. kubitler arasindaki kuantum
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ilisiksizlik degeri maksimum de8er olan 1 olmaktadir. 1. ve 2. kubitlerin
birbirlerine olan mesafenin, 1. ve 3. kubitlerin birbirlerine olan mesafeden
daha kisa oldugu diisiiniildiigiinde, kubitler arasindaki mesafenin kuantum
ilintilerin degerleri acisindan ne kadar biiyiikk degisim yarattigi goriilmektedir.
Aym kiyaslama esuyumluluk ve klasik ilinti i¢cin yapildiginda da benzer bir
davranis goriilmektedir. Dolayisiyla kubitler arasindaki mesafenin de kuantum
ilinti degerleri izerinde onemli etkisi vardir. Buradan da goriildiigii tizere kubitler

arasindaki mesafe kuantum ilintiler agisindan ¢cok dnemlidir.

Sonug¢ olarak, incelenen model {izerinde, kubitler arasindaki kuantum ilintinin
varlig1 agisindan kuantum ilisiksizlik dolagikliga gore daha temel bir kuantum ilinti
tiriidiir. Clinkii caligmada en dikkat ¢ekici sonug, dolagikligin olmadigi durumlarda
kuantum ilisiksizligin gozlemlenmesidir. Eger kubitler arasinda dolagiklik yoksa,
aralarinda kuantum ilinti olmadig1 anlamina gelmemektedir. Ciinkii kuantum
ilisiksizlik olabilir. Ancak bu kubitler arasinda kuantum ilisiksizlik yoksa,
aralarinda herhangi bir kuantum ilinti olmadigina dair daha giiclii bir kanit elde
edilmigtir. Ciinkii bu calismada kuantum ilisiksizligin olmadig1 ancak dolagikligin
oldugu bir durum goézlenmemistir. Bundan dolayidir ki kuantum ilisiksizlik
dolasikliktan daha temel bir kuantum ilintisidir ve ¢esitli uygulamalarda dolasikliga

alternatif olarak kullanilabilir.
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A. Ekler

1.1. Dort Kubitlik J— D Heisgnberg XXZ Sisteminde Taban
Durumlarin Indirgenmis Yogunluk Islemcileri

p = |¥i6) (¥16] icin 1. ve 2. kubitler arasindaki indirgenmis yogunluk iglemcisi

v 0 0 O
0O v o O
p=TruP)= |y o v ol (A.1)
0 0 0 v
ve
D= # V= 1+7§22 E 52
2(2+&3)’ 22+&) 248
olarak tanimlanir. p’nun 1. ve 3. kubitler arasindaki indirgenmis yogunluk islemcisi
v 0 0 0
0O vvao
p13 - T”24(p) - 0 ’\7 ’\7 0 ’ (A2)
0 00 v
ve
2
~ ~ 1
L= 5722 V=15
2(2+&5) (2+&5)

olarak tanimlanir.

Taban durumu |W;) ve |¥6) nin lineer kombinasyonlar1 p = %|‘I‘12> (V2| +
1|W16) (W16 olarak ifade edilirse 1. ve 2. kubitler arasindaki indirgenmis yogunluk
islemcisi

u 0 0 0
0 5 0
p=Trulp)= |, 3 0 0| (A3)
0 0 0 u
ve
1 1 1 1+ &7 &2
p=ct e, =+ 2 =2
8  4(2+&2) 8 4(2+&}) 2(2+&3)

olarak tanimlanir. Yine aymi taban durumunun 1. ve 3. kubitler arasindaki
indirgenmis yogunluk islemcisi

pi13=Tru(p) = : (A4

oo o=
S o
o
o © o
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ve

1 < 1 1
S =

n 5722 0O 14_7 —
4 2(2+&3) 4 22483

u= NS
4(2+&3)
olarak tanimlanir.

Taban durumu |¥,) oldugunda p = |¥i2) (¥i2| 1. ve 2. kubitler arasindaki
indirgenmig yogunluk islemcisi

1
P12 = 11, (A.5)

1. ve 3. kubitlerin indirgenmis yogunluk islemcisi ise

0 O 0O O
o L -1l
pi3=Tru(p)= | , 2 ol (A.6)
-2 2
0 O 0 O

olarak tanimlanmaktadirlar.

1.2. Dort Kubitlik J; — J, Heisenberg XXZ Sisteminde Isisal
Durumlarin Indirgenmis Yogunluk Islemcileri

Isisal durumlarin yogunluk operatorii
1 16
p(T)=- Y e PE ;) (9, (A7)
i=1

ve burada f = ,{BLT dir ve kg Boltzman sabitidir. Burada kg Boltzman sabiti 1
alinmugtir. Bu durumda 1. ve 2. kubitler i¢in indirgenmis yogunluk iglemcisi

vy 0 0 O
0 vi o O

p=Tru(P)=| o o o | (A.8)
0O 0 0 vy
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ve

v = % |:26_E10/T te En/T  go=Eu/T | 9p=E2/T | 9,=Es5/T | 9p=Es/T

2 BT N 2¢—Eis/T zeEm/T:|
e )

+
2+ &2 24+&F

Vi = % [ze—Elo/T 4o En/T | go=Eu/T | 9p=E2/T | 9,~E5/T | 9p=Es/T

+2e 7B/ 4

2¢—Eis/T  p=Es/T
+ )
2+& 248 }
—E\s/T —E/T
0 = | [_ e BT _ 7Bl o o=Br/T 4 o=Bs/T | thie P abe )

2+ &2 2+ &7

4

olarak tanimlanmaktadirlar.

Ayni sekilde 1. ve 3. kubitler icin indirgenmis yogunluk islemcileri ise

w 0 0 0
B o & Ao

P13 =Tru(p) = 0 A & 0| (A.9)
0 0 0 pu

ve

= % [e—Ell/T+2e—E14/T +e—E2/T +2€—E6/T _|_e—E3/T

512€*E15/T ézze*Ele/T

2+ &2 2+&7 |

o = % [e_E'/T +2e /T e~ En/T o o= Bo/T 4 9p=Ba/T 4 o= Es/T

_.I_

4e~Eis/T  fo—Ei6/T
+ )
2+ &2 2+&7

A = 1 [e—El/T e En/T +e—E2/T e Ea/T _9,~Es/T +e—E7/T

4o BT 4 o Es/T 4 9, Eo/T |

4
4e~Eis/T  fo—Ei6/T

—ES/T _|_
2+ &2 2+&7
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