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OZET

GAMMA HALKALARDA DEGISMELILIK
KOSULLARI UZERINE

Cemre DEMIRCI

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Damigmani: Dr. Ogr. Uyesi Okan ARSLAN
2021, 63 sayfa

Bu calismanin amaci, halkalarda ve gamma halkalarda bazi 6zdeslikleri
saglayan doniisiimlerden yararlanarak bu yapilarin degismeliligi hakkinda neler
sOylenebilecegi konusunu aragtirmaktir. Bu dogrultuda tez temel olarak dort
boliimden olusturulmustur.

Birinci boliimde, literatiirde halkalarda ve gamma halkalarda degismelilik
kosullarin1 aragtiran bazi ¢caligmalardan bahsedilmisgtir.

Ikinci boliimde tezi okumada kolaylik saglayacak bazi tanimlara ve ozelliklere yer
verilmistir. Bu amacla, halka ve gamma halkanin tanimlar1 verilerek bu yapilarin
belli 6zellikleri saglayan idealleri ile bu yapilar iizerinde bazi 6zdeglikleri saglayan
doniigtimler tanitilmastir.

Ugiincii bolimde, H. E. Bell ve M. N. Daif’in 1994 yilinda yayinlanan
"Degismelilik ve giiclii degismeliligi koruyan doniisiimler tizerine" baglikli calisma
detaylartyla incelenmistir.

Dordiincii boliimde, X. Xu, J. Ma ve Y. Zhou’nun 2015 yilinda yapmis olduklari

"Yar1 asal gamma halkalar iizerinde sol tiirevler ve giiclii degismeliligi koruyan
doniisiimler” baglikli caligmalar ele alinmustir.

Anahtar Sozciikler: Tiirev, Degismeliligi Koruyan Doniigtim, Asal ve Yar1 Asal
Halka, Gamma Halka.
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ABSTRACT

ON COMMUTATIVITY CONDITIONS OF
GAMMA RINGS

Cemre DEMIRCI

M.Sc. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Asst. Prof. Okan ARSLAN
2021, 63 pages

The aim of this study is to investigate what can be said about the commutativity of
rings and gamma rings by making use of maps that provide some identity in these
structures. In this direction, the thesis is basically composed of four chapters.

In the first chapter, some studies investigating the commutativity conditions in rings
and gamma rings in the literature are mentioned.

In the second chapter, some basic definitions and properties that will make it
easier to read the thesis is given. For this purpose, the definitions of the ring
and the gamma ring are given, and the ideals of these structures that provide
certain properties and the maps that provide some identities on these structures
are introduced.

In the third chapter, the paper of H. E. Bell and M. N. Daif, published in
1994, entitled "On commutativity and strong commutativity preserving maps" is
examined in detail.

In the fourth chapter, the paper of X. Xu, J. Ma and Y. Zhou published in 2015,
entitled "Left derivations and strong commutativity preserving maps on semiprime
I'-rings" are discussed.

Key Words: Derivation, Commutativty Preserving Map, Prime and Semiprime
Ring, Gamma Ring.
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1. GIRIS

Bir matematiksel yapi iizerinde ¢alisirken genel olarak bu yapinin tiim 6zelliklerini
bilmek isteriz. Bu ¢alismanin konusu olan halkalar veya daha genel olarak gamma
halkalar i¢in de durum aynidir. Bu yapilarin degismeli olmasi onlarin yapisi
ile ilgili bircok bilgiyi beraberinde getirir. Bunun bir sonucu olarak bu yapilari

degismeli yapan kosullar bir¢ok matematikgi tarafindan arastirilmistir.

Halkalarin yapisin1 anlamakla ilgili yapilan ¢aligmalarda kullanilan kavramlardan
biri halkanin tiirevidir. R herhangi bir halka olmak {izere her x,y € R i¢in
d(xy) = d(x)y+xd(y) oluyorsa R iizerinde toplamsal d fonksiyonuna bir tiirev
denir. Eger d tiirevi her x € R i¢in xd(x) = d(x)x kosulunu saglarsa bu
tireve degisimli (commuting), her x € R i¢in xd(x) — d(x)x eleman: halkanin
merkezindeyse bu tiireve merkezcil (centralizing) adi verilir. R halkasinin bir S
alt kiimesinde her x € S igin xd(x) — d(x)x eleman: halkanin merkezindeyse bu
durumda d ye S kiimesi iizerinde merkezcil denir. Genel olarak otomorfizmalar
iizerinde elde edilen sonuclar tiirevle ilgili elde edilecek sonuclarin temeli olmustur.
Luh, asal bir R halkas: iizerinde agikar olmayan degisimli otomorfizma varsa
R nin degismeli ve sifir bolensiz bir halka oldugunu ispatlamistir [16]. Mayne
1976 da bu sonucu agikar olmayan merkezcil otomorfizmalara genigletmistir [19].
Herstein 1978 de yaptig1 calismasinda halkada tiirev ve degismelilik kavramlari
arasinda baglantt kurmustur [7]. Mayne 1982 yilindaki caligmasinda R asal
halkasinin sifirdan farkli bir U ideali iizerinde merkezcil olan ve her u € U i¢in
d(u) € U kosulunu saglayan sifirdan farkli bir d otomorfizmasi veya bir d tiirevi
varsa R nin degismeli oldugunu ispatlamigstir [20, 21]. Daha sonra Mayne 1984
teki calismasinda d(U) C U kosulunu kaldirarak ayni sonucu elde etmistir [22].
Mayne’nin bu sonucundan sonra 1987 de Bell ve Martindale asal bir R halkasinin

agikar olmayan bir U sol ideali verildiginde R nin U iizerinde birebir ve merkezcil
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olan fakat asikar olmayan bir 7 endomorfizmasi varsa R nin degismeli oldugunu
ispatlamistir [2]. 1990 yilinda Vukman karakteristigi 2 veya 3 ten farkli ve
sifirdan farkli merkezcil tiireve sahip olan asal bir halkanin degismeli oldugunu

ispatlamigtir [25].

Bir modiiliin endomorfizmalar halkasi cebir alanindaki calismalarda 6nemli bir rol
oynamaktadir. Bir R halkasini, bir modiiliin endomorfizmalarinin halkasi olarak
diisiinmek halkanin yapisinin anlagilmasina yardimer olur. Bir modiilden bagka
bir modiil iizerine tanimlanan homomorfizmalarin olugturdugu kiime iizerinde
agikar olarak tanimlanan toplama islemi kapalidir. ~ Ancak c¢arpma islemi
tanimlanamayacagindan bir halka elde edilemez. Bu diisiinceden yola ¢ikarak
N. Nobusawa 1964 yilinda iiclii islem yardimiyla gamma halka tantmimi vermisgtir
[23]. Her halka bir gamma halka oldugundan gamma halka aslinda halkalarin bir
genellemesi olarak diisiiniilebilir. Devam eden yillarda bu tanim Barnes tarafindan
zayiflatilarak yeni bir tamim verilmis [1] ve gamma halkalarin yapist hakkinda

bir¢ok ¢alisma yapilmustir.

Gamma halka teorisinin ortaya atildigr ilk yillarda matematik¢iler gamma
halkanin yapis1 lizerinde caligmislardir. Barnes, gamma halkalarin radikallerini
tanimlayarak onlarin sagladigi bazi 6zellikleri ispatlamistir [1]. Kyuno, gamma

halkalarda asal ve yar1 asal idealler iizerine sonuglar elde etmistir [13, 14].

Halkalarda oldugu gibi gamma halkalarda da degismelilik kosullarinin aragtirilmasi
bu alandaki calismalarin yogunlastigi konulardan biridir. Bu aragtirmalarda
yararlanilan kavramlardan biri olan tiirev; bir M, I'—halkasinda her a,b € M ve
o € I'igin 8(aab) = §(a)ab+ aad(b) kosulunu saglayan M iizerinde toplamsal
bir 6 doniisimii olarak 1987 yilinda Jing tarafindan verilmistir [10]. Daha
sonra 2000 yilinda Kandamar, gamma halkalarda k—tiirevi tanimlamig ve bundan

yararlanarak gamma halkay1 degismeli yapan bazi kogullar ortaya koymustur [12].
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Bu ¢alismada halkalarda giiclii degismelilik koruyan tiirevler ve endomorfizmalar
iizerinde durulmus, temel kavramlar tanimlanarak bu konuda H. E. Bell ve M.
N. Daif in 1994 yilinda elde ettikleri sonuclar detaylariyla incelenmistir [3].
Ayrica bu calismada X. Xu, J. Ma ve Y. Zhou nun yar1 asal gamma halkalarda
giiclii degismeliligi koruyan sol tiirevler tizerinde 2012 yilindaki ¢alismalarindaki

sonuclar ele alinmigtir [26].



4

2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Gruplar ve Halkalar
Tamim 2.1.1. G bos olmayan bir kiime olsun. Eger ® : G x G — G ikili iglemi i¢in,

(G1) Hera,b,ceGigcina® (b&®c) = (a®b)®c

(Gz) Hera € Gigin a® e = e ®a = a sartim1 saglayan bir e € G vardir
(G3) Hera € Gigina®x =x®a = e sartin1 saglayan bir x € G vardir
(G4) Hera,b,e Gigina®b=>b®a

kosullarindan (G)), (G2) ve (G3) saglaniyorsa G kiimesine ® ikili iglemi altinda
bir grup denir. Eger G grubu i¢in (G4) kosulu saglaniyorsa bu durumda G ye

degismeli grup denir.

Tamim 2.1.2. G kiimesi ® iglemi ile bir grup ve H, G grubunun bos olmayan bir alt
kiimesi olsun. Eger H kiimesi ® islemine gore bir grup oluyorsa H alt kiimesine G

grubunun bir alt grubu denir.

Tammm 2.1.3. G bir grup, H kiimesi G grubunun bir alt grubu olsun. H # G ve

H +# {ec} kosullar1 saglaniyorsa H alt grubuna G grubunun bir 6z alt grubu denir.

Lemma 2.1.4. (Brauer’s Trick) Bir grup iki 6z alt grubunun birlesimi olarak

yazilamaz.

Tanmm 2.1.5. R bos olmayan bir kiime, +: RXR — R ve -: R x R — R ikili

islemleri verilsin. Eger,

(R1) R kiimesi + islemi ile bir degismeli gruptur

(Rp) Hera,b,c € Rigin (a.b).c =a.(b.c)

(R3) Hera,b,c € Rig¢ina.(b+c)=a.b+a.cve (a+b).c=a.c+b.c

kosullar1 saglaniyorsa R kiimesine bu ikili iglemlere gore bir halka denir ve

(R,+,.) ile gosterilir.
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R halkasinda her a,b € R i¢in a.b = b.a kosulu saglaniyorsa bu halkaya degismeli
halka denir. Eger R halkasinda her a € R i¢in a.1g = 1g.a = a olacak sekilde
1z € R eleman varsa bu halkaya da birimli halka ad1 verilir. Birim eleman1 var

olan degismeli halkalara da birimli ve degismeli halka denir.

Tanim 2.1.6. R bir halka ve S, R halkasinin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. S, R
halkasi iizerinde tanimli iglemlere gore bir halka oluyorsa S kiimesine R halkasinin

bir alt halkasi denir ve S < R ile gosterilir.

Tanmm 2.1.7. I, R halkasinin bir alt halkasi olsun. Her r € R ve x € [ igin r.x € [ ise
I alt halkasina R halkasinin sol ideali denir ve / <; R ile gosterilir. Eger her r € R
ve x € [ i¢in x.r € I ise bu durumda 7 alt halkasina R halkasinin sag ideali denir ve

I <, R ile gosterilir.

Eger I, R halkasinin hem sag hem de sol ideali ise / alt halkasina R halkasinin ideali

denir ve I < R ile gosterilir.

Tanim 2.1.8. R bir halka olsun. a € R i¢in a" = 0 olacak bi¢imde bir n pozitif

tamsayisi var ise a elemanina nilpotent eleman denir.

Tanm 2.1.9. R bir halka ve /, R halkasinin bir ideali olsun. Eger I" = (0) olacak

bi¢imde bir n pozitif tamsayisi var ise / idealine nilpotent ideal denir.

Tamim 2.1.10. (R,+,.) ve (S,A,®) iki halka olsun. f : R — S fonksiyonu
her a,b € R i¢in f(a+ b) = f(a)Af(b) ve f(a.b) = f(a) ® f(b) kosullar
saglaniyorsa f fonksiyonuna halka homomorfizmasi denir. R den R ye taniml

bir homomorfizmaya endomorfizma denir.

Tanmm 2.1.11. [11] R bir halka ve I, R halkasinin bir ideali olsun. Eger R
halkasinin sifirdan farkl her K ideali icin /N K # (0) oluyorsa / idealine asli ideal

(essential ideal) denir.
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Tammm 2.1.12. [17] R bir halka ve P, R halkasinin bir ideali olsun. P # R ve R
halkasindaki herhangi iki A ve B idealleri icin AB C P iken A C P veya B C P

oluyorsa P idealine asal ideal denir.

Teorem 2.1.13. [17] R bir halka ve P, R halkaswun bir ideali olmak iizere

asagidakiler denktir:

(i) P asal idealdir.

(ii) a,b € R olmak iizere aRb C P iken a € P veya b € P dir.

(iii) (a) <R, (b) < R esas idealler olmak iizere (a)(b) C P iken a € P veya b € P
dir.

(iv) U,V <, R olmak iizere UV C P iken U C PveyaV C P dir.

(v) U,V <; R olmak iizere UV C P iken U C P veyaV C P dir.

Tamm 2.1.14. [17] R bir halka ve Q, R halkasinin bir ideali olsun. Q # R ve R
halkasindaki herhangi bir A ideali icin A> C Q iken A C Q kosulu saglaniyorsa Q

idealine yar1 asal ideal denir.

Teorem 2.1.15. [17] R bir halka ve Q, R halkasimin bir ideali olmak iizere

asagidakiler denktir:

(i) Q yart asal idealdir.

(ii) a € R olmak iizere aRa C Q iken a € Q dur.

(iii) (a) < R esas ideal olmak iizere (a)(a) C Q iken a € Q dur.
(iv) U <, R olmak iizere U> C Q iken U C Q dur:

(v) U <; R olmak iizere U* C Q iken U C Q dur.

Tanmm 2.1.16. [17] Sifir ideali asal ideal olan halkalara asal halka denir. Benzer

sekilde sifir ideali yar asal ideal olan halkalara da yar1 asal halka denir.
Sonug 2.1.17. R bir halka olsun.

(i) R halkasimin asal halka olmast icin gerek ve yeter kosul R halkasinin herhangi

a ve b elemanlart icin aRb = (0) iken a = 0 veya b = 0 olmasidur.
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(ii) R halkasumin yart asal halka olmast icin gerek ve yeter kosul R halkasinin

herhangi bir a elemant icin aRa = (0) iken a = 0 olmasudur.

Onerme 2.1.18. Asal bir R halkasinda sifirdan farkly her I ideali asli idealdir.

Ispat: I, R halkasmnin sifirdan farkli asli olmayan bir ideali olsun. Bu durumda R
halkasinin sifirdan farkl bir K ideali /N K = (0) esitligini saglar. IK C INK = (0)
ve (0) asal ideal oldugundan = (0) veya K = (0) olmak zorundadir. Ancak bu / ve
K ideallerinin sifirdan farkli olmasiyla gelisir. Dolayisiyla asal bir halkada sifirdan

farkli her ideal bir asli idealdir. O

Tammm 2.1.19. R bir halka olsun. Z(R) = {c € R| cx = x¢,Vx € R} kiimesine R
halkasinin merkezi denir. Halkanin merkezi tarafindan kapsanan bir ideale ise

merkezcil ideal denir.

Tanmm 2.1.20. R bir halka ve I, R halkasinin bos olmayan bir alt kiimesi
olsun. Cg(I) = {a € R|as = sa, Vs € I} kiimesine / kiimesinin R halkasindaki

merkezleyeni denir.

Tanim 2.1.21. R bir halka olsun. R halkasinda sifirdan farkli bir a eleman: icin
ab = 0 olacak sekilde sifirdan farkli bir b € R var ise a elemanina sol sifir bolen
denir. Eger ca = 0 olacak sekilde sifirdan farkli bir ¢ € R var ise a elemanina sag
sifir bolen denir. Eger a elemani hem sag hem de sol sifir bolen ise bu durumda a

elemanina sifir bolen denir.

Tanmm 2.1.22. R bir halka ve S, R halkasinin bog olmayan bir alt kiimesi
olsun.  Ann,(S) = {a€R|sa=0,Vse S} kimesine S nin R deki sag
sifirlayanlar kiimesi, Ann;(S) = {a € R|as =0, Vs € S} kiimesine S nin R deki

sol sifirlayanlar kiimesi denir.

Tanim 2.1.23. [6] Bir halkada sifirdan farkli bir elemanin sag sifirlayan: ve sol

sifirlayan1 yoksa bu elemana regiiler eleman denir.
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Tanmm 2.1.24. R ve S herhangi iki halka ve f : R — § toplamsal doniisiimii
her x,y € R igin f(ab) = f(a)f(b) kosulunu sagliyorsa f doniisiimiine halka
homomorfizmasi denir. Bu durumda Kerf = {a € R| f(a) = 0} kiimesine de f

homomorfizmasinin ¢ekirdegi denir.

Tanim 2.1.25. R bir halka ve J, R iizerinde bir toplamsal doniigsiim olsun. Eger her
x,y € Rigin d(xy) = x0(y) +yd(x) sart1 saglaniyorsa 6 doniisiimiine R halkasinin

bir sol tiirevi denir.

Tanim 2.1.26. R bir halka ve 8, R iizerinde bir toplamsal doniigiim olsun. Her
x,y € Ricin 8(xy) = 8(x)y+x6(y) oluyorsa 0 doniisiimiine R halkasinin bir tiirevi

denir.

Tamm 2.1.27. R bir halka olsun. x,y € R i¢in xy — yx eleman1 komiitator ¢carpim

olarak adlandirilir ve [x,y] ile gosterilir.

Tanim 2.1.28. [25] R bir halka olsun. S, R halkasinin bos olmayan bir alt kiimesi

ve f, R lizerinde bir doniiglim olmak iizere,

(i) Her x € S i¢in [f(x),x] = 0 ise f doniisiimiine R halkasinn S iizerinde bir
degisimli (commuting) doniisiimii denir.
(ii) Her x € S igin [f(x),x] € Z(R) ise f doniisiimiine R halkasinin S tizerinde bir

merkezcil (centralizing) doniisiimii denir.

Tanim 2.1.28 e gore her degisimli doniisiim bir merkezcil doniistimdiir. Ancak

bunun kargitinin her zaman dogru olmadig1 asagidaki 6rnekte verilmistir.

Ornek 2.1.29. R = {[)ZC 3;] :x,y,z,wGZz} halkas1 verilsin ve f:R—R

W 00 0
tipindeki elemanlardan olusan alt kiimesi S olmak iizere S deki her A elemani i¢in

fonksiyonu f ([x Y ]) = [O 4 ] olarak tanimlansin. R halkasinin [(Z) 4 ]

[f(A),A] € Z(R) dir. Buna gore f doniisiimii S tizerinde merkezcil doniigiimdiir.

0 1] € S i¢in [f(B),B] # 0 oldugundan f doniistimii degisimli

Ancak, B = [1 0

degildir.
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Tanim 2.1.30. [4] R bir halka olsun. S, R halkasinin bos olmayan bir alt
kiimesi ve f, R iizerinde bir doniigiim olmak iizere her x,y € S igin [x,y] =0
iken [f(x),f(y)] =0 kosulu saglaniyorsa f fonksiyonuna S kiimesi iizerinde

degismeliligi koruyan doniisiim denir.

Tanmm 2.1.31. [3] R bir halka olsun. §, R halkasinin bos olmayan bir alt kiimesi
ve f, R iizerinde bir doniisiim olmak iizere her x,y € S icin [f(x), f(y)] = [x,)]

oluyorsa f fonksiyonuna S iizerinde giiclii degismeliligi koruyan doniisiim denir.

Tanmm 2.1.32. [18] R bir asal halka ve A, R nin sifirdan farkl bir ideali olsun.
M={(A,f) | f:A— R sol R-modiil homomorfizmasi}

kiimesi iizerinde

“(A,f) ~ (B,g) <= R nin sifirdan farkli bir C C ANB ideali iizerinde f = g dir.”

olarak tanimlanan ~ bagintist bir denklik bagintisidir. Bu denklik bagintisina gore
bir (A, f) elemaninin denklik sinifi [A, f] ile gosterilsin. ~ denklik bagintisina gore

ortaya ¢ikan tiim denklik siniflarindan olusan Q;(R) kiimesi,

[A,f]+(B,g] =[ANB, f+g] ve [A, f][B,g] = [BA, f¢g]

islemleri ile birlikte bir halkadir. Bu halkaya sol Martindale kesirler halkasi
denir. Benzer sekilde sag Martindale kesirler halkasi da tanimlanabilir. Q;(R)

halkasinin merkezine R halkasinin genisletilmis merkezi denir.
Tanim 2.1.33. [9] K bir cisim ve A herhangi bir halka olsun. Eger A bir K—vektor
uzay1 ve her x € K, a,b € A i¢in x(ab) = (xa)b = a(xb) esitlikleri saglaniyorsa A

halkasina bir K—cebirdir denir.
Lemma 2.1.34. [2]

a) R yari asal halkasuun sifirdan farkl tek yanli idealinin merkezi, R halkasinin
merkezi tarafindan kapsanir: Ozel olarak, her degismeli tek yanli ideal R halkasinin

merkezi tarafindan kapsanir.
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b) R bir asal halka ise sifirdan farkl herhangi bir tek yanl idealin merkezleyeni
R halkasinin merkezine esittir. Eger R nin merkezi tarafindan kapsanan sifirdan

farkli bir sag ideal varsa R halkasi degigsmeli olur.

Lemma 2.1.35. [5] R bir yart asal halka ve K kiimesi R nin sifir idealinden farkl
bir ideali olsun. Eger z € R ve z, [K,K]| kiimesinin merkezleyenin bir elemani ise

bu durumda z, K idealinin merkezleyeninin de bir elemani olur.

Lemma 2.1.36. [18] R bir asal halka olsun. Eger R halkasinin a ile b elemanlari,
her x € R icin axb = bxa kosulunu saglarsa ve a # 0 ise R halkasinin genisletilmis

merkezindeki bazi A elemanlary icin b = Aa olur.

Lemma 2.1.37. [2] R bir asal halka ve U, R halkasinin sifirdan farkl bir sag ideali
olsun. T, R halkastin bir endomorfizmast olmak iizere U daki her bir u elemani

icin T (u) = u oluyorsa T, R halkast iizerinde birim doniisiim olur.

2.2. Gamma Halkalar:

Tanmm 2.2.1. [23] M ve I toplamsal degismeli iki grup olsun. Eger

MxI'xM—M ile TTxMxI'—=T

(a,a,b) — aab (a,a,B) = oaf

fonksiyonlart her a,b,c € M ve o, € I igin

(i) (a+Db)ac=aac+boc
a(o+B)c=aac+aPc
aa(b+c)=aoab+aoc
(ii) (aab)Bc=aa(bBfc)=a(abf)c
(i) y € I' olmak iizere her x,y € M icin xyy =0ise y=0

sartlarin1 sagliyorsa M halkasina Nobusawa I'—halka denir ve (I',M)y ile

gosterilir.
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Tanim 2.2.2. [1] M ve I toplamsal degismeli iki grup olsun. Eger

MxI'<xM—M

(a,0,b) = aab

fonksiyonu her a,b,c € M ve o, € I i¢in

(i) (a+b)ac=aoc+boc
a(oe+B)c=aac+aPc
aa(b+c)=aab+aac

(i) (aab)Bc=aa(bBc)

ozelliklerini sagliyorsa M halkasina Barnes I'—halka denir ve (I',M)p ile

gosterilir.

Tanim 2.2.3. [15] M bir Barnes I'-halka olmak iizere her a,b,c € M ve o, € T’
icin aa(bBc) = a(abf)c sart1 saglaniyorsa M ye zayif Nobusawa I'—halka denir

ve (I',M),, ile gosterilir.

Tanim 2.2.4. [15] M bir Nobusawa I'-halka ve a € M olmak iizere her v,0 € "
icin yad = 0 iken a = 0 sart1 saglaniyorsa M ye giiclii Nobusawa I'—halka denir

ve (I, M),y ile gosterilir.

Ornek 2.2.5. [15] U ile V ayni cisim iizerinde tanimli iki vektdr uzayi olsun. Eger
U dan V ye lineer doniisiimlerin kiimesi M ve V den U ya lineer doniisiimlerin
kiimesi I' ise fonksiyonlardaki elemanter toplama islemi ve bileske iglemi ile M bir

giicliit Nobusawa I'—halkadir.

Ornek 2.2.6. [15] R bir halka ve I, R halkasinin herhangi bir ideali olsun. Buna
gore (R,R),n, (R, 1)y ve (I,R),y dir.

Ornek 2.2.7. [15] R bir halka olmak {izere R, halkas1 R iizerindeki n X n tipindeki
matrislerin halkasi olsun. § birimli bir halka ve Z tamsayilar halkasi olmak iizere

(Z,R)B, (R7Rn)B ve (S,S)N dir.
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Tanim 2.2.8. [15] M bir '—halka ve U, M nin bir toplamsal alt grubu olsun.

(i) Heruec U, yeI ve m € M icin myu € U ise U alt grubuna M nin sol ideali
denir ve U <; M ile gosterilir.
(i) Heru e U, ye ' ve m € M igin uym € U ise U alt grubuna M nin sag ideali
denir ve U <, M ile gosterilir.
(i) Eger U alt grubu M halkasinin hem sag hem sol ideali oluyorsa U ya M nin

ideali denir ve U < M ile gosterilir.

Tanim 2.2.9. [15] M bir I'—halka olsun.
{aeM|aab=boa,VbcM,Ya cT}

olarak tanimlanan kiimeye M I'—halkasinin merkezi denir ve Z(M) ile gosterilir.

Tamim 2.2.10. [15] M bir '—halka olsun. Eger a,b € M igin al MI'b = (0) iken

a =0yadab =0 oluyorsa M ye asal I'—halka denir.

Tanmmm 2.2.11. M bir I'—halka olsun. Eger a € M i¢in al'MT'a = (0) iken a =0

oluyorsa M ye yari asal I'—halka denir.
Tanim 2.2.12. [10] M bir I'—halka olsun.

(i) Her x,y € M ve o € I i¢cin 0 (xay) = xa6(y) + yad(x) sartin1 saglayan
é : M — M toplamsal doniisiimiine M iizerinde sol tiirev denir.
(ii) Her x,y € M ve o € T igin &8 (xay) = d(x)ay + 8(y)ox sartim saglayan
0 : M — M toplamsal doniigiimiine M iizerinde sag tiirev denir.
(iii) Her x,y € M ve a € T i¢in §(xay) = 8(x)ory +xad(y) sartim saglayan

d : M — M toplamsal doniisiimiine M iizerinde tiirev denir.

Tanmm 2.2.13. [15] M bir I'—halka olmak iizere her x,y € M ve a € I icin
o(xay) = @(x)ae(y) sartim saglayan ¢ : M — M toplamsal doniigsiimiine M

tizerinde endomorfizma denir.
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Tamim 2.2.14. [12] M bir I'—halka, a,b € M ve a € I" olsun. aab — baa elemanina
komiitator carpim denir ve [a,b], ile gosterili. Buna benzer olarak o, € I"
ve x € M igin axf — Bxa ifadesine de komiitator carpmu denir ve [a, ], ile

gosterilir.

Tamim 2.2.15. [12] M bir '—halka, a,b,c € M ve a,3,y € I i¢in asagidaki

komiitator formiilleri gecerlidir:

i) la,blg = —=[baly, [o.B],=—[Bal,
i) la+b,cy = la,clg +[bycly o+ B,Y], =]V, +[B 7,
iii) [a,baclg = la,blg otc +bota,clg +bfacc —baaPc

v) [aaB, 7], = aalB, 7], +ala.b], B + .7, aB
Vi) @by sl +[[c,a] bl +[b,l gl =0

(
(
(
(iv) laab,clg = la,c|gab+aa|b,c|g+aocPpb—afcob
(
(
(vii) [[ot, > Bl, + 1B, &y, Y, + (v, By 0], = O

Tanmm 2.2.16. [26] M bir I'—halka ve S, M nin bos olmayan bir alt kiimesi
olmak iizere her x,y € S ve o € I i¢in [f(x), f(y)],, = [x,¥], kosulunu saglayan
f M — M doniisiimiine M nin S alt kiimesi tizerinde giiclii degismeliligi koruyan

doniisiimii denir.
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3. HALKALARDA DEGISMELILiGi KORUYAN
DONUSUMLER

Halkalarin yapis1 hakkinda bilgi sahibi olmak i¢in halkada 6zel bir kosul saglayan
dontistimler tanimlanabilir. Bu doniisiimlerden biri giiglii degismeliligi koruyan
doniisiimlerdir. Bu boliimde, H. E. Bell ve M. N. Daif’in "Degismelilik ve
giiclii degismeliligi koruyan doniigiimler tizerine" baglikli ¢aligmalarinda giiglii
degismeliligi koruyan doniisiimler yardimiyla halkanin degismeliligi hakkinda elde

ettikleri sonuglara yer verilmistir.

3.1. Yan Asal Halkalarda Giiclii Degismeliligi Koruyan Tiirevler

Bu kisimda, yar1 asal halka iizerinde tanimli olan ve belirli bir 6zdesligi saglayan

tiirevler yardimiyla halkadaki degismelilik kosullar1 aragtirilacaktir.

Teorem 3.1.1. R bir yari asal halka ve U kiimesi R nin sifirdan farkl bir sag ideali
olsun. Eger R halkasinin D tiirevi U iizerinde giiclii degismeliligi koruyan doniisiim
ise U C Z(R) olur.

Ispat: D tiirevi U iizerinde giiclii degismeliligi koruyan déniisiim oldugundan her

x,y € U igin [x,xy] = [D(x),D(xy)] dir. Buradan her x,y € U igin,

x[x,y] + [x,x]y = [D(x),D(x)y +xD(y)] = [D(x),D(x)y] + [D(x),xD(y)]
=x [x,y] + [x,x]y = D(x) [D(x),y] + [D(x), D(x)]y + x[D(x),D(y)] + [D(x),x] D(y)
=x [x,y] + [x,x]y = D(x) [D(x),y] + 0+ x[x,y] + [D(x),x] D(y)

=x[x,y] = D(x) [D(x),y] +-0+x[x,y] + [D(x),x] D(y)
esitligi elde edilir. Bu esitlik diizenlenirse,

[D(x),x] D(y) +D(x) [D(x),y] = O (3.1.1)
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esitligi elde edilir. (3.1.1) esitliginde r € R olmak lizere y yerine yr yazilirsa her

x,y € U ve r € Rigin,

olur. Bu esitlik diizenlenirse,
D(x)y[D(x), 7]+ [D(x),x]yD(r) =0 (3.1.2)
esitligi elde edilir. Burada r = D(x) yazilirsa her x,y € U igin,

D(x)y[D(x),D(x)] + [D(x), x| yD (D(x)) = 0
= [D(x),x]yD?*(x) =0

bulunur. Buna gore her x € U igin,

[D(x),x] UD*(x) = (0)
olup U, R nin bir sag ideali oldugundan,

[D(x),x] URD?(x) = (0) (3.1.3)
elde edilir. R halkasinin tiim asal ideallerinin ailesi & = {Py | & € A} olsun. Bu
durumda R yar asal oldugundan () Py = (0) dir. P, & ailesinin herhangi bir

acA
eleman1 ve x € U igin (3.1.3) geregi,

D?(x) € P veya [D(x),x]JU C P (3.1.4)

bulunur. D?(x) € P ise her x € U igin [x,yD(x)] = [D(x),D (yD(x))] yazabiliriz.
Burada x,y € U, D(x) € R ve U, R nin sag ideali oldugundan yD(x) € U olur. Buna



+[D(x),D(y)] D(x)
=[x, D(x)] + [x,y] D(x) = y [D(x), D*(x)] + [D(x),5] D* (x) + [x,] D(x)

=y[x,D(x)] = y [D(x),D*(x)] +[D(x),y| D* ()

bulunur. D?(x) € P ifadesinden her y € U igin y[x,D(x)] € P olur. O halde U, R

nin sag ideali oldugundan UR [x,D(x)] C P elde edilir. Bu durumda P asal ideal

oldugundan ya U C P ya da [x,D(x)] € P olur. Her iki durumda da [x,D(x)|U C P

ifadesi gegerlidir. Ciinkii, U C P ise [x,D(x)]U C [x,D(x)|P C P ve [x,D(x)] € P

ise [x,D(x)]U C PU C P dir. Bu halde (3.1.4) ifadesi, her x ¢ U ve P € &

i¢in [x,D(x)]U C P oldugunu gosterir. ﬂAPOC = (0) oldugundan her x € U igin
ae

[x,D(x)]U = (0) olur. Bu durumda (3.1.2) ifadesi goz 6niine almnirsa her x € U,

r € Ricin,

bulunur. U, R nin sag ideali oldugundan D(x)UR[D(x),r| = (0) yazilabilir. Bu
sebeple her bir P € & ve her bir x € U i¢in D(x)U C P veya [D(x),R] C P elde
edilir. Simdi A ={xeU |Dx)UC P} ve B={x€ U | [D(x),R] C P} kiimeleri
tamimlansin. A ve B kiimeleri U sag idealinin alt gruplaridir ve U = AU B dir.
Buna gore Teorem 2.1.4 geregi U = A veya U = B dir. Boylece U idealinin biitiin
elemanlar1 ya sadece A kiimesine ya da sadece B kiimesine aittir. Bu nedenle, P

idealinin asalligindan faydalanarak elde edilen yukaridaki kogullar,

D(U)U C Pveya [D(U),R|CP (3.1.5)
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olarak yeniden yazilabilir. Varsayalim ki D(U)U C P olsun. Keyfi secilen
x,v,z € U i¢in [x,yz] = [D(x),D(yz)] oldugundan,

ylx 2+ [xylz = [D(x),yD(z) + D(y)z]
=yl 2+ [x,y]z = [D(x),yD(2)] + [D(x), D(y)z]
=y [x,2] + [x,y]z = y[D(x),D(z)] + [D(x),y] D(z) + D(y) [D(x),2] + [D(x), D(y)] z
=y [x,2]+ [x,y]z = y[x,2] + [D(x),y] D(z) + D(y) [D(x), 2] + [x,y] 2

= [D(x),y]D(z) + D(y) [D(x),2] = 0

olup bu esitlik diizenlenirse [D(x),y|D(z) = —D(y)[D(x),z] esitligine ulagilir.
Esitligin sag tarafi P idealinin elemani oldugu icin esitligin sol tarafindaki ifade

de P idealinin elemamdir. Yani [D(x),y] D(z) € P olur. Buradan,
(D(x)y =yD(x)) D(z) = D(x)yD(z) — yD(x)D(2)

elde edilir. Burada (D(x)y—yD(x))D(z) € P ve D(x)yD(z) € P oldugundan
her y € U i¢in yD(x)D(z) € P bulunur. Bu durumda her x,z € U igin
U[D(x),D(z)] = Ulx,z] C P elde edilir. P idealinin asaligt U C P ya da
[U,U] C P olmasim gerektirir. Buna gére her iki durumda da [U,U] C P elde
edilir. (3.1.5) ifadesi geregi [D(U),R] C P olmasi [D(U),D(U)] C P olmasini
gerektirir. Bu durumda [U,U] C P elde edilir. O halde (3.1.5) ifadesindeki her
iki durumda da [U,U] C P bulunur. Bu kapsama her bir P asal ideali i¢in gegerli
oldugundan [U,U] = (0) elde edilir. Boylece U degismeli bir sag ideal olup R yar1
asal halka oldugundan Lemma 2.1.34 geregi U C Z(R) elde edilir. O

Teorem 3.1.1 de yer alan R halkasinin yari asal olmasi kosulu kaldirilamaz

bir koguldur. Bunu bir 6rnekle gosterelim.

Ornek 3.1.2. [3] R karakteristigi 2 olan bir cisim iizerinde 3-boyutlu bir cebir

olsun ve R deki ¢arpma islemi, {uo,u;,us } kiimesi R nin bir taban1 olmak iizere,
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{ up , (17]):(172) ise
M,'Mj:

0 , digerdurumlar
seklinde tanimlansin. Bu durumda R degismeli olmayan bir halkadir ve yarn
asal degildir. d, R iizerinde d(up) = 0, d(u1) = w1, d(uz) = up seklinde tanimh
lineer doniisiim olsun. d doniisiimii R lizerinde giiclii degismeliligi koruyan bir

doniisiimdiir.

Teorem 3.1.1 de yer alan hipotezlerin R halkasinin degismeli olmasini

gerektirmeyecegini bir 6rnekle gosterelim.

Ornek 3.1.3. [3] R, degismeli olmayan bir asal halka ve R; {izerinde d; tiirevi
taniml1 olsun. R, halkas1 da degismeli olan sifir bolensiz bir halka olsun ve
R = Ry @ Ry halkas1 tanimlansin. Buna gore R halkasi yarn asaldir. Bu halka
tizerinde d ((r1,r2)) = (di(r1),0) olarak tanimlanan d doniisiimii bir tiirevdir.
U = {(0,r2) : r, € Ry} kiimesi R halkasinin bir idealidir ve d tiirevi U iizerinde
giiclii degismeliligi koruyan bir doniisiimdiir. Ancak burada R; halkas1 degismeli

olmadigi i¢in R halkas1 da degismeli degildir.

Sonuc 3.1.4. Yar: asal R halkas iizerinde giiclii degismeliligi koruyan bir tiirev

varsa R halkast degismelidir.

3.2. Asal ve Yar1 Asal Halkalarda Giiclii Degismeliligi Koruyan

Endomorfizmalar

Bu kisimda, asal ve yar asal halka iizerinde tanimlh giiclii degismeliligi koruyan
tirevler ile endomorfizmalar yardimiyla halkalarin degismeliligi iizerine elde

edilen sonuglar incelenecektir.

Teorem 3.2.1. R bir asal halka ve U, R halkasinin asli sag ideali olsun. Eger
T endomorfizmasi, U iizerinde R halkasimin birim doniisiimiinden farkli giiclii

degismeliligi koruyan doniigiim ise R degismelidir.
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Ispat: Hipotez geregi her x,y € U igin [x,xy] = [T(x),T(xy)] dir. Bu esitlik
diizenlenirse (7' (x) — x) [x,y] = 0 elde edilir. Burada r € R i¢in y yerine yr yazilirsa
(T (x) —x) [x,yr] = 0 ifadesinden her y € R i¢in (T'(x) — x) y [x,r] = 0 elde edilir. U,
R halkasinin sag ideali oldugundan,
(T(x)—x)UR|[x,r] = (0), Vx,y € U,r €R
bulunur. R halkasinin asal olmasi her x € U icin,
(T(x)—x)U=(0) veya [x,r]=0
olmasini gerektirir. Buradan Teorem 2.1.4 geregi her x € U i¢in (T'(x) —x) U = (0)
veya her x € U i¢in [x,r] = 0 dir. Boylece,
(T(x)—x)U=(0) veya UCZ(R)
bulunur. Eger U C Z(R) ise Lemma 2.1.34 geregi R degismelidir. Her x € U igin,
(T(x)—x)U = (0) (3.2.6)
oldugunu kabul edelim. 7, U iizerinde giiclii degismeliligi koruyan doniisiim
oldugundan her x,y € U i¢in [x,yx] = [T (x), T (yx)] yazilabilir. Buradan,
yxl+ eyl =TT (%), T+ [T (), TH)] T (x)
= beyle= )] T(x)
= [xvy] T()C) - [x,y]x = (O)
=[xy (T (x) —x) = (0)
esitligi elde edilir. w € U olmak iizere son esitlikte y yerine yw yazilirsa her w € U

icin,
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elde edilir. U sag ideal oldugundan her x,y € U icin,
[x,y]JUR (T (x) —x) = (0) (3.2.7)
bulunur. O halde R halkas1 asal oldugundan,
[x,y]JU=(0) veya T(x)—x=0

olur. Burada 7'(x) —x = 0 olursa her x € U i¢in T (x) = x esitligine ulagilir. Bu ise
T doniigiimiiniin U iizerinde birim doniisiim olmast demektir. Bu durumda Lemma
2.1.37 geregi T doniisiimii R tizerinde birim doniisiimdiir. Oysa bu hipotezle ¢eligir.
Bu durumda,

[x,y]U = (0), Vx,y €U (3.2.8)

olmak zorundadir. V := U NT ' (U) kiimesi her x,y € U igin biitin [x,y]
komiitatorlerini igerir. Varsayalim ki V biitiin komiitatér ¢arpimlari icermesin.
Bu durumda x,y € U olmak iizere V kiimesinin elemani olmayan bir [x,y]
komiitatorii vardi. O halde [x,y] ¢ T-!(U) olmak zorundadir. —Buradan
[T (x),T(y)] ¢ U bulunur. T doniisiimii U iizerinde giiclii degismeliligi koruyan
doniigiim oldugundan [x,y] ¢ U elde edilir. Bu ise U, R halkasinin sag ideali
oldugundan bir celigkidir. O halde V kiimesi bu komiitator ¢arpimlarin tamamini
icerir. Eger U degismeli ise U, R halkasinin merkezcil bir sag ideali olup Lemma
2.1.34 geregi R halkas1 da degismelidir. U sag idealinin degismeli olmadigini
varsayalim. U asli ideal oldugundan V # (0) dir. V — {0} kiimesinin herhangi bir
b elemanim alalim. Bu b elemam ayni zamanda U kiimesinin de bir elemanidir. R
halkasindan x ve y elemanlari alinirsa U nun sag ideal olmasi da kullanilarak (3.2.8)
ifadesinden her x,y € R i¢in [bx, by| b = (0) yazilabilir. Buradan bxbyb = bybxb elde
edilir. R halkasinda sabit bir x eleman1 i¢in Lemma 2.1.36 geregi bxb = A b olacak

sekilde R nin genisletilmis merkezinde bir A = A(x) elemam vardir. Bu esitligi
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kullanarak her x € R icin,
[bxb,b] =0
=b[xb,b]+[b,b]xb =0
=b[xb,b] =0
esitligine ulagilir. Eger b sol sifir bolen degilse [xb,b] = 0 olacagindan b elemant
sifirdan farkli Rb sol idealini merkezler. O halde Lemma 2.1.34 geregi b elemani
R halkasini da merkezler. Sifirdan farkli b elemani sol sifir bolen degilse merkezde
oldugu i¢in sag sifir bolen de olamaz. Bu durumda b regiilerdir. Fakat (3.2.8)
esitligine gore b bir sag sifir bolendir. Dolayisiyla sol sifir bolen de olmak
zorundadir ve boylece Ann,(b) # (0) dir. U asli sag ideal oldugundan ba = 0

olacak sekilde bir @ € U — (0) vardir. 7 homomorfizmasinin U iizerinde giiglii

degismeliligi koruyan doniisiim olma 6zelligini kullanarak,
[a7b] = [T(CZ), T(b)}
=ab—ba=T(a)T(b)—T(b)T (a)
=ab =T (a)T (D)

esitligi elde edilir. b, V nin eleman: oldugu i¢in 7'(b) de U nun bir elemanidir.

Buna gore (3.2.6) esitligi gdz oniine alinirsa,

=a(b—T(b)) =0

esitligi elde edilir. Bu esitlikte R nin herhangi bir r elemamn i¢in a yerine ar

yazilirsa,

ar(b—T(b))=0

=aR(b—T(b))=0
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bulunur. Bu durumda R asal halka oldugu i¢in yaa =0 ya da b —T(b) = 0 olur.
Ancak a € U — (0) oldugundan b — T'(b) = 0, yani b = T'(b) olmak zorundadir.
Bu durumda T, V iizerinde birim doniisiim olur. Bu da Lemma 2.1.37 ile celisir.
Boylece U degismeli olmak zorundadir. Dolayisiyla R halkasinin degismeli oldugu

elde edilir. |

Onerme 2.1.18 geregi asal bir halkanin sifirdan farkli her ideal aym zamanda asli

sag ideal oldugundan agagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.2.2. R bir asal halka ve U, R halkasmin sifirdan farkli bir ideali
olsun. Eger R, U iizerinde giiclii degismeliligi koruyan birimden farkli bir

endomorfizmaya sahipse R degismelidir.

Teorem 3.2.3. R bir yar: asal halka ve U, R nin sifirdan farkl bir ideali olsun.
Eger R nin T endomorfizmasi U iizerinde giiclii degismeliligi koruyan doniisiim ve
UNT~YU) ideali iizerinde birim doniisiim degilse R sifirdan farkli merkezcil bir
ideale sahiptir.

Ispat: R halkasindaki tiim asal ideallerin ailesi 2 = {Py | & € A} olsun. R yari

asal halka oldugundan,

() Pa=(0) (3.2.9)

aeA

dir. Hipotez geregi bir onceki teoremin ispatinda elde edilen (3.2.7) esitligi burada
da gecerlidir. Buna gore her x,y € U i¢in,

WY UR(T(x) —x) = (0) = () Pa

aceA

=[x, YJUR(T(x) —x) C Py, V€A
=[x,y ]JUC Py V (T(x)—x) € Py, YaeA
olur. Py grubunun A = {x € U | [x,y] € Py} ve B={x € U | (T(x) —x) € Py} alt

gruplart g6z oniine alimirsa Lemma 2.1.4 geregi her x,y € U i¢in [x,y]U C P,

veya her x € U igin (T (x) —x) € P, bulunur. U nun sol ideal olmas: sebebiyle
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[x,y]RU C Py yazilabilir. Py asal ideal oldugundan,
[x,y] € Pu veya U C Py

dir. Eger U C Py olsaydi U = (0) bulunurdu. Ancak U sifirdan farkli ideal
oldugundan bir ¢eligki elde edilir. O halde her x,y € U i¢in [x,y] € Py olur. Buna
gore (3.2.9) ifadesi goz Oniine alindiginda her & € A i¢in Py nin ideal olmasindan

her x,y,u € U igin,
(T () =) [you] = 0 = [y, (T (x) — ) (3.2.10)

bulunur. W = U NT~!(U) kiimesinin herhangi bir x elemani igin (3.2.10) esitligi
ve Lemma 2.1.35 geregi T (x) —x € Z(U) olur. Lemma 2.1.34 geregi W nin her bir
x elemant igin,

(T(x)—x) € Z(R) (3.2.11)
elde edilir. W kiimesinden 7 (x) — xo sifirdan farkl olacak sekilde bir xy elemant
almsm. Hipotez geregi boyle bir xo elemani vardir. K = U (T (xp) —xp) olsun.
(3.2.11) geregi K, R nin iki yanh idealidir. Ustelik 7 (xo) — xo sifirdan farkli
oldugundan K ideali sifirdan farklidir. Aksi takdirde U N Ann,(U) sifirdan farkli
nilpotent bir ideal olur. Dolayisiyla (7 (xp) —xo) € Z(R) oldugundan (3.2.10)

geregi her y,u € U i¢gin,

Dyl K = [y,u] U (T (x0) = x0) = [, (T (x0) —x0) U = (0)

elde edilir. Benzer sekilde K [y, u] = (0) dir. Buna gére Lemma 2.1.34 ve Lemma
2.1.35 geregi K C Z(R) olur. O

Teorem 3.2.3 de yer alan R halkasinin yar1 asal olmast kosulu kaldirilamaz.

Bunu bir 6rnekle gosterelim.

Ornek 3.2.4. [3] Herhangi bir S halkas1 verilsin. R = { [g S] |la,be S } ve

U= { [8 E})] [ves } olsun. Buna gore matrislerde bilinen islemlerle R bir halka
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u v
0 0
doniisimii bir endomorfizmadir.  Ayrica her x,y € U i¢in [T(x),T(y)] = [x,y]

ve U da bir ideal olur. T <[ ]) = [g 8] seklinde tanimlanan 7 : R — R
oldugundan 7 doniisiimii U iizerinde giiclii degismeliligi koruyan doniisiimdiir.
Ustelik T doniisiimii U = U NT ! (U) kiimesi iizerinde de birim doniisiim degildir.
Ancak S halkasi uygun secilirse R halkasinin sifirdan farkli merkezcil bir ideali var
olamaz. Ornegin S halkast bir boliimlii halka ise Z(R) = (0) olacagindan R nin

sifirdan farkli bir merkezcil ideali yoktur.
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4. GAMMA HALKALAR UZERINDE DEGISMELILIiGi
KORUYAN DONUSUMLER

Gamma halkalarin degismelilik kogullar1 aragtirilirken bu yap1 iizerinde taniml
tiirev ile endomorfizma kavramlarindan yararlanilir. Bu amacla, X. Xu, J. Ma ve Y.
Zhou’nun 2015 yilinda, "Yar1 asal gamma halkalar iizerinde sol tiirevler ve gii¢lii
degismeliligi koruyan doniistimler” baglikli ¢alismalarinda elde ettikleri sonuglar

bu boliimiin konusudur.

4.1. Yar1 Asal Gamma Halkalarda Sol Tiirevler

Lemma 4.1.1. M bir I'—halka ve 8, M iizerinde bir sol tiirev olsun. Bu
durumda her a,b,c € M ve a,3 € T igin [c,b]g ad(a) = aacf(b) — cfand (D)
ile 6 ([a,b],) = 0 esitlikleri saglanur.

Ispat: Verilen esitliklerin ispati I'—halkada sol tiirev tanim1 ile T—halka olmanin
birlesme 6zelliginden faydalanarak yapilabilir. Her a,b,c € M ve o, €T icin
(aob)Bc = aa(bPc) esitliginden 6 ((aob)Bc) = 6 (ao(bBc)) yazilabilir. Bu

durumda,
0 ((aab)Bc) =aabBd(c)+cPo(aab)
=aabBé(c)+cP (aad(b)+bad(a))
=aabBd(c)+cPaad(b)+cfbad(a)

O (aa(bBc)) =aad(bBc) +bBcad(a)
=aa (bBé(c)+cBo(b)+bBcod(a))
=aabBé(c)+aacBé(b)+bBcad(a)
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oldugundan esitligin diizenlenmesiyle,

aabBd(c)+cBaad(b)+cPbad(a) = aobBd(c) +aacB(b)+bBcad(a)
=cPBbod(a) —bBcad(a) =aacfS(b) —cPaad(b)
= [c,blg S (a) = aacf(b) — cfand(b)

elde edilir. Ayrica her a,b € M ve o € I' i¢in,

0 ([a,b],) = 0 (aab —baa)
= (aab) — 6 (baa)
= (aad(b) +bad(a))— (bad(a)+aad(b))
=aad(b)+bod(a) —bad(a) —aad(b)
=0

olur. O

Lemma 4.1.2. M bir U'—halka, c € Z(M), ay,ay, ...,a, € M ve Bi,...3, € T olmak

iizere her i € {1,2,...,n} icin,

cPrai...Buan = a1Bo(1)---aiPo(i)cBo(i+1)@it1---Bo(nyan

olur. Burada o, S, permiitasyon grubunun herhangi bir elemanmdr.

Ispat: ¢ € Z(M) oldugundan her bir i €{1,2,...,n} icin,
cBiay...Buan = a1 Bi...aiPicPiv1aiv1 ... Puan
oldugu kolayca goriiliir. Bu yiizden her ¢ € S, icin
cPrar...Buan = cPo(1)a1---Bo(n)an

esitligini gostermek yeterlidir. Bu esitligi tiimevarim yontemiyle ispatlayalim.

n =1 i¢in esitligin saglandig1 aciktir. n > 1 olmak iizere her k < n i¢in 6nermenin
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dogru oldugunu kabul edelim. Eger 6(n) = n ise S, in bir 7 elemani vardir 6yle

ki 1 <i<n—1 arasindaki her i i¢in 7(i) = o(i) dir. Timevarim hipotezine gore,

cB1a1 ...ﬁn_1an_1 = cﬁr(l)al "'Br(nfl)an—l = CBG(I)al ---Bc(nfl)an—l

yazilabilir. Dolaysiyla cfia;...Byan = c¢Bg(1ya1..-B(n)an olur. Eger 6(n) # n ise

tiimevarim hipotezi ve ¢ € Z(M) oldugu kullanilarak,

cPiay...Buay
= (cﬁo(n)alﬁjl ...an,zﬁjn_zan,l) Buay
=cBo(n) (@1B),--an-2Bj, ,an—1Butin)
= (alﬂjl ~--an—zﬁjn,2an—1ﬁnan) ﬁg(n)c
= (cBjyar--Bj, 2an-2Butn-1) Bo(m)an
=cPo(1)@1--Bo(n—1)an—1Bo(n)n
elde edilir. Boylece ispat tamamlanr. a

Lemma 4.1.2 de verilen ozellik, asal ve yari asal I'—halkalar icin Onemlidir.
Ornegin, M yar1 asal '—halkanin merkezi sifirdan farkliysa merkezde olan sifirdan
farkli bir eleman yardimiyla her komiitator formiilii daha kisa bir formda ifade
edilebilir. Yani, Z(M) nin sifirdan farkli bir d eleman: verildiginde her a,b,c € M
ve «, B,y € I i¢in dafaPb,c|, = da (aﬁ [b,c], + [a,c]yﬁb> esitligi gegerlidir.
Ozellikle merkezi sifirdan farkli olan asal bir ['—halkadaki her bir komiitator
formiilii asal halkada olan komiitatér formiilii ile aynm1 formdadir. Ancak genel
olarak ¢ogu asal ya da yar1 asal ['—halkalarin merkezi sifirdir. Bununla birlikte,
bir yar1 asal I'—halkanin merkezi sifira esit olsa bile bu I'—halkanin degismeliligi
iizerindeki bazi sonuclarin ispatlanmasi icin Lemma 4.1.2 hala kullanighdir.
Gergekten de asal veya yar1 asal I'— halkalardaki sol tiirevler i¢in verilen asagidaki

teorem bunu gostermektedir.

Teorem 4.1.3. M yar: asal I'— halkasimin bir sol tiirevi M yi merkezine esleyen bir

doniisiimdiir.
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Ispat: & : M — M bir sol tiirev olsun. Lemma 4.1.1 geregi her a,b,c € M ve
o,B €TI'igin
[c,b]g aé(a) = aacfS(b) — cfaad(b) (4.1.1)

dir. (4.1.1) de b yerine [b,d]y yazilirsa her a,b,c,d € M ve o, 3,y € T igin,
[07 [b,d]y] ,@8(a) = aaepd([b.d],) ~ cpacd([b.d],) 4.1.2)

bulunur. Lemma 4.1.1 geregi her a,b € M ve a € " i¢in 6 ([a, b] ) = 0 dir. O halde
(4.1.2) den,
[c, [b,d]y] ,@8(a)=0 (4.1.3)

esitligi elde edilir. Buradan her a,b,c,d,a; € M ve o, B,7,71 € T igin,

[c, [b, [al,d]ﬂu B ad(a) =

yazilabilir. Ayrica,

[c, b, [al,d]%}yh ad(a) = cB |b, [al,d]%]yoﬁ(a) - b [al,d]%LﬁcaS(a)

esitligi gbz Oniine alinirsa her a,b,c,d,a; € M ve &, 3,7y, 71 €T igin,
[b, [al,d]y]] Bead(a) =0 (4.1.4)
14

bulunur. Buradan her a,b,c,a; € M ve a0, B,7,71 € T i¢in (4.1.4) esitliginden,
ool 8(@)l, | Bea |, 5(a)], |
= |blar,8@), | Beabyla, @), — |b.la1,8(), | Bealar, (), 7o
= [pla, %} peabyad(a) ~ [b.m. (), | Beabys(@na
Y
]

~ bl 8(@)l, | Beaaind(@ys—[blar.3(),] peasd@mnay

Y

Y

elde edilir. O halde,

b, [a1.8(@),, | TMT [b,]a1,8(a)],,| =0

Y Y
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olur. M yar asal I'—halka oldugundan son esitlige gore her a,b € M ve v,y € I’
icin,

0= {b, [a1,5(a)]71L,

esitligi elde edilir. Buradan,

b’}/[al ) 5(61)]% r [a175(a)]yl Yo =0

olur. Buna gére her a,a; € M ve 1 € I'i¢in [a1,6(a)],, € Z(M) bulunur. (4.1.1) de

a eleman yerine d7ya eleman yazilirsa,
[c,b]g adyd(a) + [c,b]g aayd(d) = dyaocfé(b) — cfdyaad(b) (4.1.5)
bulunur. Ayrica (4.1.1) esitligi sol taraftan dy ile carpilirsa,
dy[c,blg ad(a) = dyaocfé(b) —dycfaad(b) (4.1.6)
olur. (4.1.5) ile (4.1.6) taraf tarafa ¢ikartilirsa,

[c,blg adyS(a) +[c,b] g ayd(d) —dy|c,b]g 0ud(a)
=dycBaod(b) —cBdyacd(b) (4.1.7)

bulunur. (4.1.7) de c yerine b yazilirsa bu esitligin sol tarafi sifira esit olur. Yine

(4.1.7) de d yerine [§(b),b|g 06 (D) yazilirsa,
[6(b),b]g 06(b)yYbBacd(b) —bB[5(b),b]s 66(b)yansd(b) =0

esitligi elde edilir. [6(),b]g € Z(M) ve Lemma 4.1.2 yardimyla her a,b € M ve

o,B,v,0 € Tigin,

[6(b).b]g 06(b)Bbyacd(b) —[8(b),b]s obBS(b)yacd(b) =0
=[6(b),b]g 0 [6(b),blg yaad(b) =0

olur. Buradan,

[5(b).b]s & [8(b),bls TMT[8(b),b]5 5 [5(b).b]5 = (0)
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esitligi elde edilir. M yar asal oldugundan her b € M ve 3,0 € T igin,
18(6), bl 6 [5(5), bl = 0
olur. Buradan her b,y € M ve B,0,¢ € I igin,
[8(6), bl S [5(b), bl €y =0
yazilabilir. Her b € M ve B € T"i¢in [6(b),b]g € Z(M) oldugundan,
(8(5),b] ove [5(b), by =0

olur. ~Buradan M yari asal I'—halka oldugu ic¢in [6(b),b]s = O sonucuna
ulagihr. (4.1.7) esitliinde ¢ yerine 8(b) ve d yerine de [d,5(b)|g 0d yazilirsa
[b,6(b)]g = 0 oldugundan,

(d. 8(b))y 6dy8(b)Baccd(b) — 5(b)B [d, 8(b)); 6dyacs(b) =0

elde edilir Lemma 4.1.2 ve [d,6(b)]g € Z(M) oldufu gbz Oniine alinirsa her
a,b,d e M ve a,B,7,0 €T igin,

(d.8(b)|5 5dBS(b)yaad(b) — [d,8(b)]5 55(b)pdyacd(b) = 0
=[d,8(b))s 0 [d,8(b)]5 YacrS(b) =0

olur. Buna gore her b,d € M ve 3,0 €I igin,
[d,6(b)lgo(d,6(b)|gIMI'[d,5(b)]go(d,5(b)]g = (0)

bulunur. O halde M yar1 asal '—halka oldugundan [d, 6 (b)]g o [d,6(b)|g = 0 elde

edilir. Boylece her b,d,y € M ve B,0,€ € I i¢gin,

olup M yari asal bir 'halka oldufundan [d,6(b)]g = 0 elde edilir. Buradan her
beMicin 6(b) € Z(M), yani §(M) C Z(M) olur. Béylece ispat tamamlanir. O
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Sonuc 4.1.4. Sifirdan farkl: sol tiireve sahip asal bir M, I'—halkast degismelidir.

ispat: M, I'—halkasi iizerinde sifirdan farkli bir sol tiirev 8 olsun. Lemma 4.1.1

den,

[c,blg ad(a) = aacf(b) —cfaad(b)

dir. Lemma 4.1.2 ve Teorem 4.1.3 geregi her a,b,c € M ve o, 3 € T igin,
[c,blgad(a) = aPcad(b) — cPaad(b) = [a,c|g ad(b)

elde edilir. Burada c yerine a yazilir ve d(a) € Z(M) oldugu géz oniine alinirsa
her a,b € M ve a, € T iin [a,b]gd(a) = O olur. Buna gore her m € M
ve v € I icin [a,b]g ad(a)yy = 0 olup [a,b]g 0yyd(a) = O bulunur. Boylece
[a,b]g TMT'(a) = (0) dir. M asal I'—halka oldugundan,

la,blg =0 veya 6(a) =0
dir. Buradan her a € M eleman igin,
a€Z(M)veyad(a)=0

bulunur. Bu durumda M = Kerd UZ(M) olup Teorem 2.1.4 geregi M = Kerd
veya M = Z(M) olur. Ancak hipotez geregi 0 # 0 oldugundan M degismeli olmak

zorundadir. O

4.2. Yar1 Asal Gamma Halkalarda Giiclii Degismeliligi Koruyan

Doniisiimler

Bu kisimda Boliim 3 te yari asal halkalar i¢in elde edilen bazi 6zelliklerin yar1 asal

gamma halkalarda da saglandig1 gosterilmistir.

Teorem 4.2.1. M bir yart asal I'—halka olsun. M iizerinde giiclii degismeliligi

koruyan bir § tiirevi varsa M degismelidir.
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Ispat: 8, M iizerinde giiclii degismeliligi koruyan doniisiim oldugundan her
x,y €M ve a € I' icin,
[5(3)75(17)}01 = [a7b]a

esitligi  gecerlidir. Buna gore her x,y,z € M ve a,fB € I igin
(xBz,y, = [0(xBz),5(y)], olur. Buradan,

P z:y]q + beyle Bz +x[B, ol 2 = 6 (x)B [z, (v)]g +[6(x), 6(v)]o Bz
+0(x)[B, a5 2 +xB[6(2), 6(¥)l,
+x6(y)]qB0(2) +x[B, a5, 6(2)

bulunur. Bu esitlik diizenlenirse,

x[B,a], 2= 8B [z, 5]+ 8(x) (B, Al 2+ b, 8(1)]o B () +x[B, 5 8(2)
(4.2.8)
elde edilir. (4.2.8) de z yerine zyt yazilirsa her x,y,z,t € M ve o, B,y € I igin,

x[B,al 2yt = 8(x)B [z, 6(y)]q + 6(x) [B, sy 27t + [x,8(y)] BS (217)
+x[B, o5y 6(z¥1)

olur. Bu durumda,

x[B,al, 1t = 8B (V1,80 + [ 80 1+ 21, s )
+8(x) B, gy 211 + (5.0 B (42.9)
1, 8()]o BY8 (1) + (Bl 5y) ()7 +x[B. 0t ) 278 (1)

elde edilir. (4.2.8) esitliginin her iki tarafi sagdan 7y ile carpilirsa,

x[B, o] 2yt = 8(x)B [z, 6(y)]q vt +8(x) [B, &5y 2V + [, 6(v)] o BS(2) 71
+X[B7 a]ﬁ(y) S(Z)'}’t
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olur. Bu esitlik ve (4.2.9) g6z Oniine alinirsa,

S()B [z 8]y 71+ 8()[B. ]y 271 + v, 5(3)] o BE ()7t +x[B. t] 5 5(2) 1
—5(x)B2Y 1t 8]+ (x)B [z 8], vt + 8 (¥)Bz 1. b@t+6an&abwzw
+ [, 80)]u BOE)Y1 + [x,5(3)] o B8 (1) +x[B. ], 8(2) 1 +x[B, 55 275 (1)

olup buradan,

8B (21t 803 +2[y. a5yt
+ (. 80)]o Ba+x[B, ], 2) ¥8(r) =0 (42.10)

elde edilir. (4.2.10) da ¢ yerine 8(y) ve y yerine & yazalm. Bu durumda her

x,y,z2 € M ve a, € T elemanlart igin,

8(x)B (20 [8(),8(3)]q + 21t o5,y () )
(hS(ﬂlk+ﬂﬁab@za5®(D 0

= (1%.80))o Bz+x[B, @], 2) 48 (3(x)) =

= (1%.80))o Bz+x[B, @], 2) 48%(y) =

olur. Bu esitlik diizenlenirse,
(xat8(y)Bz— 8(y)axBz+ xS (y) oz — xad (y) Bz) 8 (y) =

ifadesinden
(B8 (y)az— 8(y)oxBz) a8 (y) = 0 (4.2.11)
elde edilir. (4.2.11) esitliginde o yerine & + 7y yazilirsaher x,y,z€e Mve o, B,y €T
icin,
(B3 (@ +71)z—8(y)(a+7)xB2) (a+7)8*(y) =0
= (xB8(y) oz +xB8(y) vz — 8(y)axBz— 8(y)yxBz) (a +7)8%(y) = 0
= (xB8(y) oz +xB8(y) vz — 8(y)axBz— 8(y) yxBz) 8> (y)
+(xBS(y)az+xB8(y)yz— 8(y)oxBz — 8(y)yxBz) Y8 (y) =
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esitliginden
(xBS(v) oz — 8(y)oxBz) Y87 (v) = — (xBS(v) vz — 8(y)yxBz) 82 (y)
elde edilir. Buradan,
(xB8(v) oz — &(v)oxBz) y8* (v)TMT (xB S (v) oz — 8 (y)axPBz) ¥8° (3)
=— (xBS(y)oz — 8(v) axBz) y8% (y)I ML (xBS (v) vz — 8 (v) vxBz) a8 (v)

=(0)

olur ve M bir yar1 asal I'—halka oldugundan her x,y,z € M ve &, 8,y € I igin,

(xB8(y)oz — 8(y)axPz) ¥8*(y) = 0

elde edilir. Burada 3 yerine o ve x yerine d(x) yazilirsa,

(S(x)ad(y)az—8(y)ad(x)az) y8*(y) =0
=[8(x),8(y)]y zy8*(y) =0

= [x,y] 02y8*(y) = 0
olur. Her x,y,z € M ve o € T igin,

[, Y] T MT [x, 3], &tz C [x,y], TMT [8%(x), 8(v)] , oz
C [x,y], TMT (8*(x)at8*(y) otz — 52(y)0652(x)OtZ)
=(0)

bulunur. M yari asal I'—halka oldugundan [x,y], az = 0 elde edilir. Bu esitlikte

t € M ve y € I'icin x yerine ¢yx yazilirsa,

0= [tyx,y],az
=1Y[x,y]q 0z + 1,y YXaz+1[y, a xaz
=1Y[X, Y], CZ+H1OYYXOZ — YO YXOZ + 1YYOXOZ — L OLYYXOZ

=1y[x,y], 0z + (tyyox — yoryx) oz
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olup buradan

(tyyox —yoryx) oz =0 (4.2.12)

bulunur. (4.2.12) de o yerine @ + 3 yazilirsa her #,x,y,z € M ve o, B,y € T i¢in,

0= (tyy(a+B)x—y(a+B)ryx) (a+pB)z

(tyyox +tyyBx —yaryx —yBtyx) (a+ )z

(tyyax—+tyyBx — yaryx — yBtyx) oz + (tyyox +tyyBx — yoryx — yBtyx) Bz

olur. Burada (4.2.12) g6z 6niine alinirsa,

(tyyBx —yBtyx) az+ (tyyax—yatyx) Bz =0
= (tyyox —yauryx) Bz = — (tyyfx— yBryx) oz
esitligi elde edilir. O halde her ¢,x,y,z € M ve o, 3,7 € T i¢in,
(tyyox — youryx) BzZIMT (tyyax — yaryx) Bz

= — (tyyax —youryx) BzIMT (tyyBx —yBtyx) oz
~0)

olup M yari asal I'—halka oldugundan (ryyax — yotyx) Bz = 0 bulunur. Burada
y € M ve € € I igin x yerine x€y ve z yerine tyyox — yoityx yazilirsa M nin yari

asal olmasi kullanilarak,
tyyox —yotyx =0
sonucuna ulasilir. Buna gore her ¢,x,y € M ve ¢,y € T icin,
[tyx,y], = tyxoy —yoryx = tyxcry —tyyox =ty[x,y|,

yazilabilir. Oyleyse bu esitlik ile § doniisiimiiniin giiglii degismeliligi koruyan

dontigiim olmasi kullanilarak her x,y,z € M ve o, € T igin,
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B zy]lq = XBz g
=[6(xB2),6(y)]q
=[6(x)Bz,6(y)] +[xBS(2),6(y)],
=8(x0)B[z,6()]g +xB[6(2),6(»)],

esitliginden 6(x)B [z,8(y)], = O elde edilir. Burada t € M ve y € I i¢in z yerine

tyz yazilirsa,

8(x)B[tyz,6(y)]q =0
=6(x)Bry[z,6()lg =0

olmasi

[5(x)75(y)]aer[5(x)v 5(y)]e=0

o

olmasim gerektirir. M yar1 asal I'—halka oldugundan her x,y € M ve y € I i¢in,

[6(x),8(¥)]q = [x,¥]q =0
elde edilir. Boylece M C Z(M) olacagindan M degismelidir. O

Teorem 4.2.2. M yar: asal bir I'—halka, 6, M iizerinde bir endomorfizma olsun.
O halde, 0 min M iizerinde giiclii degismeliligi koruyan doniisiim olmast icin
gerek ve yeter sart her x € M i¢in 6(x) = x+ §(x) olacak sekilde § : M — Z(M)
doniisiimiiniin var olmasidr.

Ispat: ¢ endomorfizmasi M iizerinde giiclii degismeliligi koruyan doniisiim olsun.

Buna gore her x,z € M ve a € I'i¢in,

[o(xaz), G(x)]a = [xaz,x]a



esitligi saglanir. Buna gore,

[o(x)ao(2), 0(x)], = [xaz,x],
=0o(x)alo(z),0x)], +[ox),0(x)],a0(z) +0(x) [, a], 0(2)
X0 [z,x] o + [x,x], @z + x|, 0], 2

=0 (x)at[0(2),0(x)]g —x0tz,x] =0
=0(x)o[z,x], —xat[z,x], =0

= (G(X) _x) a [Zax]a =0
esitligi elde edilir. Daha sonra her x,y,z € M ve o, B € T i¢in,

0=(ox)—x)o

[ ﬁZ,X]a
x) a (yB [z,x] + Xl Bz +y (B, 0l 2)

o(Xx

o(x) —x) o (yBzax —yBxaz+yBxaz — yoxpz)

o(x) —x) a(yBzox —yoxPz)

(o(x) —x) o
= (o(x) —x)
= (0(x) —x) ayB [z,x] + (0(x) —x) e[y, x] Bz + (0(x) —x) oy [B, &t] 2
= (o(x) —x)
= (o(x) —x)
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(4.2.13)

bulunur. (4.2.13) te o yerine o + ¥ yazilirsa her x,y,z € M ve o, B,y € T igin,

0= (o(x) —x) (+7) 3Bz (e +7)x—y(et+7)xBz)
= (o(x) —x) ayBz(a+7)x— (o(x) —x) ay(a + ) xfz
+(0(x) —x) wBz(a+y)x—(0(x) —x) vy (e +7)xBz
= (o(x) —x) ayfzax+(o(x) —x) oayBzyx — (o(x) — x) oyaxPz
— (0(x) —x) ayyxBz+ (0 (x) —x) yyBzax + (0(x) —x) yyBzyx
—(0(x) =x) yoxBz — (o(x) —x) YyyxPz

olup (4.2.13) geregi,

(o(x) —x) a(yBzyx —yyxBz) = — (0(x) —x) v (yBzox — yaxBz)
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esitligi elde edilir. Buradan her x,y,z € M ve a, 8,y € T igin,

(0(x) —x) a(yBzyx —yyxBz) TMT (o (x) — x) a (yBzyx — yyxBz)
= —(0(x) —x) ot (yBzyx —yyxBz) TMT (o (x) —x) v (yBzax — yaxBz)
=(0)

olur. O halde M yar1 asal I'—halka oldugundan,

(o(x) —x) a (yBzyx —yyxBz) =0

bulunur. Bu esitlikte ¢+ € M olmak iizere x yerine x + ¢ yazilirsa,

o(x+1)— (x+1)) o (yBzyx+yBzyt — yyxBz—yytBz)
o(x) —x) a(yBzyx —yyxBz) + (o(x) —x) o (yBzyt — yvtfz)
o(t) —t)a(yBzyx—yyxBz) +(o(t) —t) a(yBzyt — yytBz)
esitliginden,
(o(x) —x) o (yBzyt —yytBz) = — (o(t) — 1) a (yBzyx — yyxBz)
elde edilir. Her x,y,z,t € M ve o, B,y € I igin,
(o(x) —x) a(yBzyt —yytBz) IMT (o (x) —x) o (yBzyt — yytBz)
=—(o(x) —x) a(yBzyt —yytBz) IMI (o (t) —t) a (yBzyx — yyxBz)
=(0)

esitliginde M yar1 asal I'—halka oldugundan,

(o(x) —x)a(yBzyt —yytBz) =0

bulunur. Boylece her x,y,z € M ve B,y € T igin,

((9(b) — b) Acpa— (@(b) — b) pare) TMT (g (b) — b) Acpta— (p(b) — b) paike)
— (0)
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ve
(B (o(x) —x) vz —yyzP (0(x) —x)) ITMT (yB (0 (x) —x) vz —yyzp (0(x) — x))
= (0)

saglanir. Buna gore M yar asal '—halka oldugundan her x,y,z € M ve B,y € T’
i¢in,
(6(y) =) Bzyx—(o(y) —y) yxBz =0 (4.2.14)
yB (6(x) —x) yz—yyzp (0(x) —x) =0 (4.2.15)
olur. Buradan,
[(o(x) —x) &y, 2] g = (0(x) —x) e[y, 2] g + [0 (x) — x,2] g &ty + (0 (x) —x) [, B]. ¥
elde edilir. Bu esitlik diizenlenirse,
[(o(x) —x) oy, z]g = [0(x) —x,2]g 0ty + (0 (x) —x) yBz — (0(x) —x) 0tz By
+(0(x) —x) azBy — (o(x) —x) Bzay
= [o(x) —x,2]g oy + (o(x) —x) ayfz— (o(x) —x) fzary
olup (4.2.14) g6z oniine alinirsa her x,y,z € M ve o, B € T i¢in,
[(o(x) —x) oy, 2] g = [0(x) —x,2]5 oty
bulunur. Diger taraftan,
b (o(x) —x),2g = ya[(o(x) —x),2dp + 2l o (a(x) —x)
+yle, B (o(x) —x)
olup bu esitlik diizenlenirse,
ya(o(x) —x),zg = [,z @ (0(x) —x) +ya (o (x) —x) Bz—yazp (o(x) —x)
+yoazp (o(x) —x) —yBza (o (x) —x)

= g a(ox) —x) +ya(o(x) —x) Bz —yfza(o(x) —x)
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olup (4.2.15) gz 6niine alinirsa her x,y,z € M ve o, B € I i¢in,
pa(o(x) —x),2lp = [n2dgo(a(x) —x)
esitligi elde edilir. Benzer sekilde,
oz, 0(x) —x|g = yo[z,0(x) = x]g + [, 0(x) —x|g az+y[a, Bl 42
olup bu esitlik diizenlenirse,
yaz,o(x) —xlg = [y,0(x) —x]g az+yazp (o(x) —x) —ya (o (x) —x) Bz

+yo(o(x) —x) Bz—yB (o(x) —x) az
= [y, 0o(x) =l az+yazp (o(x) —x) —yp (o(x) —x) az

bulunur. Burada (4.2.15) g6z 6niine alinirsa her x,y,z € M ve o, B € I igin,
[y(XZ, G()C) _x]ﬁ = U) G(X) _x]ﬁ oz

esitligi elde edilir. o endomorfizma oldugu i¢in [xay,z]g = [o(x)ao(y), o(2)]g

olur. Buradan,
0=[o(x)aa(y),o(z)]s — [xay,2g

=[o(x)ao(y),0(2)]g — [xay, 2 +[o(x)ay,6(2)]5 — [o(x)ay, 0 (2)]g

+xay, 0(2)] g — [xay, 0(2)]

= (lo(ao (), o)) ~ [6(x)ay,0(2)]5) + ([o(x)ay,0()]5 — [ray, ()] )
+<xay, (2)]p — [xoy,z ,3)
— [o(x)a (o) ~ ), 6(2)]s +[(0(x) ~x) ey, 6(2)]5 + vy, 0(2) 2

[
[

o(x),0(2)]ga(o(y) —y) +[o(x) —x,0(2)|g ay+ [x,0(z) —zlg oty

]
b2l a(o(y) =y) + [ 2lg ay =[x, 6(2)]g ay + [x, 0 (2)] g oty — [x, 2] g ety

olup boylece her x,y,z € M ve a, 3,y € T igin,

[x,Zga(o(y)—y) =0
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bulunur. Burada x yerine (o(y) —y) yx yazilirsa,

[(6(y) =y)rx.dga(o(y)—y) =[o(y) —y.2g a(o(y) —y) =0

olup buradan

[0(y) =,2]g TMT [0(y) — y,2]g = (0)

elde edilir. O halde M yar1 asal I'—halka oldugundan her y,z € M ve € I igin,

[o(y) —.2]g =0
bulunur. Boylece istenen elde edilmis olur.

Tersine, her x € M i¢in o(x) = x+ {(x) olacak sekilde § : M — Z(M) dontisiimii
var olsun. Her x,y € M i¢in [o(x),0(y)] = [x,y] ise © endomorfizmast M iizerinde
giiclii degismeliligi koruyan doniisiim olur. Buna gore {(x) € Z(M) oldugu goz

Oniine alindiginda,

[0(x),0(n)] = x+E(x),y+ )]
= eyl + b EO)] +[E(0), 0]+ [E(x), S ]

= [x,y]
elde edilir. O

Sonucg 4.2.3. Degismeli olmayan asal bir I'—halkada giiclii degismeliligi koruyan
endomorfizma yalnizca birim doniisiimdiir.

Ispat: M degismeli olmayan asal bir [— halka, 6 : M — M giiclii degismeliligi
koruyan endomorfizma olsun. Teorem 4.2.2 geregi her x € M i¢in 6(x) = x+ {(x)

olacak sekilde { : M — Z(M) doniisiimii vardur.

Buna gore her x,y € M ve @ € I igin,

xay +E(xay) = o(xay) = o(x)ac(y) = xay +xal(y) + E(x)oy+ (x)al(y)
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esitligi bulunur. Buradan,

E(xay) =xad(y) + E(x)ay+ S (x)ad(y) (4.2.16)

elde edilir. (4.2.16) esitligi ve Lemma 4.1.2 geregi {(x) # 0 olacak sekildeki her

X € M icin,
0= [x,C(xay)]g
= boxal(y)+Ex)ay + E(x)ad(y)lg
= {(x)a[x,y]g, VyeM,a,f el

bulunur. Bu esitlik ve 0 # {(x) € Z(M) oldugu géz 6niine alinirsa,

{(¥)Tx,y]5 M = (0)
= [x.y]3 TMI (x) = (0)

=x € Z(M)

olur. Yani {(x) # 0 olacak sekildeki her x € M i¢gin x € Z(M) dir. Varsayalim ki
{(xo0) # 0 olacak sekilde bir xo € M vardir. M degismeli olmadigindan yo ¢ Z(M)
olacak sekilde bir yp € M vardir. O zaman (yp) = 0 olup (4.2.16) da x yerine x

ve y yerine yq yazilirsa,
C(xootyo) = xoa g (o) + & (x0) etyo + € (xo) & (vo) = & (x0)0tyo
olur. Buradan her z € M ig¢in,
0= [z, (xotyo)] g = [z, € (x0) etyo] g
olup & (xo)otyo € Z(M) elde edilir. Oyleyse her z € M ve a, € T igin,
0 =[C(x0)ayo,2lg = E(x0) e [yo,2lg

bulunur. Burada {(xp) # O olmasi ve M nin asal ['—halka oldugu g6z Oniine

alnirsa ¢ (xo)I"[vo,2]g I'M = (0) esitliginden yo € Z(M) elde edilir. Ancak bu bir
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celigkidir. Dolayisiyla {(xp) # 0 olacak sekilde bir xo € M var olamaz. Bdylece

her x € M i¢in o (x) = x olup istenen elde edilir. O

Asagidaki ornekte degismeli olmayan bir yar1 asal I'—halkada birimden farkli

giiclii degismeliligi koruyan endomorfizmalarin var oldugu gosterilmektedir.

Ornek 4.2.4. R = M>(C) x C olsun. Buna gére R degismeli olmayan bir yari
asal halkadi. ¢ :R — R, o(A,a) = (A,a) tanimlanirsa o, R iizerinde giigli
degismeliligi koruyan otomorfizma olur ve acik¢a o, R halkasi iizerinde birim

doniisiim degildir.
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