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ÖZET

GAMMA HALKALARDA DEĞİŞMELİLİK
KOŞULLARI ÜZERİNE

Cemre DEMİRCİ

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dalı
Tez Danışmanı: Dr. Öğr. Üyesi Okan ARSLAN

2021, 63 sayfa

Bu çalışmanın amacı, halkalarda ve gamma halkalarda bazı özdeşlikleri
sağlayan dönüşümlerden yararlanarak bu yapıların değişmeliliği hakkında neler
söylenebileceği konusunu araştırmaktır. Bu doğrultuda tez temel olarak dört
bölümden oluşturulmuştur.

Birinci bölümde, literatürde halkalarda ve gamma halkalarda değişmelilik
koşullarını araştıran bazı çalışmalardan bahsedilmiştir.

İkinci bölümde tezi okumada kolaylık sağlayacak bazı tanımlara ve özelliklere yer
verilmiştir. Bu amaçla, halka ve gamma halkanın tanımları verilerek bu yapıların
belli özellikleri sağlayan idealleri ile bu yapılar üzerinde bazı özdeşlikleri sağlayan
dönüşümler tanıtılmıştır.

Üçüncü bölümde, H. E. Bell ve M. N. Daif’in 1994 yılında yayınlanan
"Değişmelilik ve güçlü değişmeliliği koruyan dönüşümler üzerine" başlıklı çalışma
detaylarıyla incelenmiştir.

Dördüncü bölümde, X. Xu, J. Ma ve Y. Zhou’nun 2015 yılında yapmış oldukları
"Yarı asal gamma halkalar üzerinde sol türevler ve güçlü değişmeliliği koruyan
dönüşümler" başlıklı çalışmaları ele alınmıştır.

Anahtar Sözcükler: Türev, Değişmeliliği Koruyan Dönüşüm, Asal ve Yarı Asal
Halka, Gamma Halka.
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ABSTRACT

ON COMMUTATIVITY CONDITIONS OF
GAMMA RINGS

Cemre DEMİRCİ

M.Sc. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Asst. Prof. Okan ARSLAN

2021, 63 pages

The aim of this study is to investigate what can be said about the commutativity of
rings and gamma rings by making use of maps that provide some identity in these
structures. In this direction, the thesis is basically composed of four chapters.

In the first chapter, some studies investigating the commutativity conditions in rings
and gamma rings in the literature are mentioned.

In the second chapter, some basic definitions and properties that will make it
easier to read the thesis is given. For this purpose, the definitions of the ring
and the gamma ring are given, and the ideals of these structures that provide
certain properties and the maps that provide some identities on these structures
are introduced.

In the third chapter, the paper of H. E. Bell and M. N. Daif, published in
1994, entitled "On commutativity and strong commutativity preserving maps" is
examined in detail.

In the fourth chapter, the paper of X. Xu, J. Ma and Y. Zhou published in 2015,
entitled "Left derivations and strong commutativity preserving maps on semiprime
Γ-rings" are discussed.

Key Words: Derivation, Commutativty Preserving Map, Prime and Semiprime
Ring, Gamma Ring.
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Endomorfizmalar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

4. GAMMA HALKALAR ÜZERİNDE DEĞİŞMELİLİĞİ KORUYAN
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1. GİRİŞ

Bir matematiksel yapı üzerinde çalışırken genel olarak bu yapının tüm özelliklerini

bilmek isteriz. Bu çalışmanın konusu olan halkalar veya daha genel olarak gamma

halkalar için de durum aynıdır. Bu yapıların değişmeli olması onların yapısı

ile ilgili birçok bilgiyi beraberinde getirir. Bunun bir sonucu olarak bu yapıları

değişmeli yapan koşullar birçok matematikçi tarafından araştırılmıştır.

Halkaların yapısını anlamakla ilgili yapılan çalışmalarda kullanılan kavramlardan

biri halkanın türevidir. R herhangi bir halka olmak üzere her x,y ∈ R için

d(xy) = d(x)y+ xd(y) oluyorsa R üzerinde toplamsal d fonksiyonuna bir türev

denir. Eğer d türevi her x ∈ R için xd(x) = d(x)x koşulunu sağlarsa bu

türeve değişimli (commuting), her x ∈ R için xd(x)− d(x)x elemanı halkanın

merkezindeyse bu türeve merkezcil (centralizing) adı verilir. R halkasının bir S

alt kümesinde her x ∈ S için xd(x)− d(x)x elemanı halkanın merkezindeyse bu

durumda d ye S kümesi üzerinde merkezcil denir. Genel olarak otomorfizmalar

üzerinde elde edilen sonuçlar türevle ilgili elde edilecek sonuçların temeli olmuştur.

Luh, asal bir R halkası üzerinde aşikar olmayan değişimli otomorfizma varsa

R nin değişmeli ve sıfır bölensiz bir halka olduğunu ispatlamıştır [16]. Mayne

1976 da bu sonucu aşikar olmayan merkezcil otomorfizmalara genişletmiştir [19].

Herstein 1978 de yaptığı çalışmasında halkada türev ve değişmelilik kavramları

arasında bağlantı kurmuştur [7]. Mayne 1982 yılındaki çalışmasında R asal

halkasının sıfırdan farklı bir U ideali üzerinde merkezcil olan ve her u ∈ U için

d(u) ∈U koşulunu sağlayan sıfırdan farklı bir d otomorfizması veya bir d türevi

varsa R nin değişmeli olduğunu ispatlamıştır [20, 21]. Daha sonra Mayne 1984

teki çalışmasında d(U) ⊆ U koşulunu kaldırarak aynı sonucu elde etmiştir [22].

Mayne’nin bu sonucundan sonra 1987 de Bell ve Martindale asal bir R halkasının

aşikar olmayan bir U sol ideali verildiğinde R nin U üzerinde birebir ve merkezcil
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olan fakat aşikar olmayan bir T endomorfizması varsa R nin değişmeli olduğunu

ispatlamıştır [2]. 1990 yılında Vukman karakteristiği 2 veya 3 ten farklı ve

sıfırdan farklı merkezcil türeve sahip olan asal bir halkanın değişmeli olduğunu

ispatlamıştır [25].

Bir modülün endomorfizmalar halkası cebir alanındaki çalışmalarda önemli bir rol

oynamaktadır. Bir R halkasını, bir modülün endomorfizmalarının halkası olarak

düşünmek halkanın yapısının anlaşılmasına yardımcı olur. Bir modülden başka

bir modül üzerine tanımlanan homomorfizmaların oluşturduğu küme üzerinde

aşikar olarak tanımlanan toplama işlemi kapalıdır. Ancak çarpma işlemi

tanımlanamayacağından bir halka elde edilemez. Bu düşünceden yola çıkarak

N. Nobusawa 1964 yılında üçlü işlem yardımıyla gamma halka tanımını vermiştir

[23]. Her halka bir gamma halka olduğundan gamma halka aslında halkaların bir

genellemesi olarak düşünülebilir. Devam eden yıllarda bu tanım Barnes tarafından

zayıflatılarak yeni bir tanım verilmiş [1] ve gamma halkaların yapısı hakkında

birçok çalışma yapılmıştır.

Gamma halka teorisinin ortaya atıldığı ilk yıllarda matematikçiler gamma

halkanın yapısı üzerinde çalışmışlardır. Barnes, gamma halkaların radikallerini

tanımlayarak onların sağladığı bazı özellikleri ispatlamıştır [1]. Kyuno, gamma

halkalarda asal ve yarı asal idealler üzerine sonuçlar elde etmiştir [13, 14].

Halkalarda olduğu gibi gamma halkalarda da değişmelilik koşullarının araştırılması

bu alandaki çalışmaların yoğunlaştığı konulardan biridir. Bu araştırmalarda

yararlanılan kavramlardan biri olan türev; bir M, Γ−halkasında her a,b ∈ M ve

α ∈ Γ için δ (aαb) = δ (a)αb+ aαδ (b) koşulunu sağlayan M üzerinde toplamsal

bir δ dönüşümü olarak 1987 yılında Jing tarafından verilmiştir [10]. Daha

sonra 2000 yılında Kandamar, gamma halkalarda k−türevi tanımlamış ve bundan

yararlanarak gamma halkayı değişmeli yapan bazı koşullar ortaya koymuştur [12].
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Bu çalışmada halkalarda güçlü değişmelilik koruyan türevler ve endomorfizmalar

üzerinde durulmuş, temel kavramlar tanımlanarak bu konuda H. E. Bell ve M.

N. Daif in 1994 yılında elde ettikleri sonuçlar detaylarıyla incelenmiştir [3].

Ayrıca bu çalışmada X. Xu, J. Ma ve Y. Zhou nun yarı asal gamma halkalarda

güçlü değişmeliliği koruyan sol türevler üzerinde 2012 yılındaki çalışmalarındaki

sonuçlar ele alınmıştır [26].
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2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Gruplar ve Halkalar

Tanım 2.1.1. G boş olmayan bir küme olsun. Eğer ~ : G×G→G ikili işlemi için,

(G1) Her a,b,c ∈ G için a~ (b~ c) = (a~b)~ c

(G2) Her a ∈ G için a~ e = e~a = a şartını sağlayan bir e ∈ G vardır

(G3) Her a ∈ G için a~ x = x~a = e şartını sağlayan bir x ∈ G vardır

(G4) Her a,b,∈ G için a~b = b~a

koşullarından (G1), (G2) ve (G3) sağlanıyorsa G kümesine ~ ikili işlemi altında

bir grup denir. Eğer G grubu için (G4) koşulu sağlanıyorsa bu durumda G ye

değişmeli grup denir.

Tanım 2.1.2. G kümesi ~ işlemi ile bir grup ve H, G grubunun boş olmayan bir alt

kümesi olsun. Eğer H kümesi ~ işlemine göre bir grup oluyorsa H alt kümesine G

grubunun bir alt grubu denir.

Tanım 2.1.3. G bir grup, H kümesi G grubunun bir alt grubu olsun. H 6= G ve

H 6= {eG} koşulları sağlanıyorsa H alt grubuna G grubunun bir öz alt grubu denir.

Lemma 2.1.4. (Brauer’s Trick) Bir grup iki öz alt grubunun birleşimi olarak

yazılamaz.

Tanım 2.1.5. R boş olmayan bir küme, + : R× R→ R ve · : R× R→ R ikili

işlemleri verilsin. Eğer,

(R1) R kümesi + işlemi ile bir değişmeli gruptur

(R2) Her a,b,c ∈ R için (a.b) .c = a.(b.c)

(R3) Her a,b,c ∈ R için a.(b+ c) = a.b+a.c ve (a+b) .c = a.c+b.c

koşulları sağlanıyorsa R kümesine bu ikili işlemlere göre bir halka denir ve

(R,+, .) ile gösterilir.
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R halkasında her a,b ∈ R için a.b = b.a koşulu sağlanıyorsa bu halkaya değişmeli

halka denir. Eğer R halkasında her a ∈ R için a.1R = 1R.a = a olacak şekilde

1R ∈ R elemanı varsa bu halkaya da birimli halka adı verilir. Birim elemanı var

olan değişmeli halkalara da birimli ve değişmeli halka denir.

Tanım 2.1.6. R bir halka ve S, R halkasının boş olmayan bir alt kümesi olsun. S, R

halkası üzerinde tanımlı işlemlere göre bir halka oluyorsa S kümesine R halkasının

bir alt halkası denir ve S≤ R ile gösterilir.

Tanım 2.1.7. I, R halkasının bir alt halkası olsun. Her r ∈ R ve x ∈ I için r.x ∈ I ise

I alt halkasına R halkasının sol ideali denir ve I <l R ile gösterilir. Eğer her r ∈ R

ve x ∈ I için x.r ∈ I ise bu durumda I alt halkasına R halkasının sağ ideali denir ve

I <r R ile gösterilir.

Eğer I, R halkasının hem sağ hem de sol ideali ise I alt halkasına R halkasının ideali

denir ve I < R ile gösterilir.

Tanım 2.1.8. R bir halka olsun. a ∈ R için an = 0 olacak biçimde bir n pozitif

tamsayısı var ise a elemanına nilpotent eleman denir.

Tanım 2.1.9. R bir halka ve I, R halkasının bir ideali olsun. Eğer In = (0) olacak

biçimde bir n pozitif tamsayısı var ise I idealine nilpotent ideal denir.

Tanım 2.1.10. (R,+, .) ve (S,∆,�) iki halka olsun. f : R → S fonksiyonu

her a,b ∈ R için f (a + b) = f (a)∆ f (b) ve f (a.b) = f (a) � f (b) koşulları

sağlanıyorsa f fonksiyonuna halka homomorfizması denir. R den R ye tanımlı

bir homomorfizmaya endomorfizma denir.

Tanım 2.1.11. [11] R bir halka ve I, R halkasının bir ideali olsun. Eğer R

halkasının sıfırdan farklı her K ideali için I∩K 6= (0) oluyorsa I idealine asli ideal

(essential ideal) denir.
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Tanım 2.1.12. [17] R bir halka ve P, R halkasının bir ideali olsun. P 6= R ve R

halkasındaki herhangi iki A ve B idealleri için AB ⊆ P iken A ⊆ P veya B ⊆ P

oluyorsa P idealine asal ideal denir.

Teorem 2.1.13. [17] R bir halka ve P, R halkasının bir ideali olmak üzere

aşağıdakiler denktir:

(i) P asal idealdir.

(ii) a,b ∈ R olmak üzere aRb⊆ P iken a ∈ P veya b ∈ P dir.

(iii) (a)< R, (b)< R esas idealler olmak üzere (a)(b)⊆ P iken a ∈ P veya b ∈ P

dir.

(iv) U,V <r R olmak üzere UV ⊆ P iken U ⊆ P veya V ⊆ P dir.

(v) U,V <l R olmak üzere UV ⊆ P iken U ⊆ P veya V ⊆ P dir.

Tanım 2.1.14. [17] R bir halka ve Q, R halkasının bir ideali olsun. Q 6= R ve R

halkasındaki herhangi bir A ideali için A2 ⊆ Q iken A ⊆ Q koşulu sağlanıyorsa Q

idealine yarı asal ideal denir.

Teorem 2.1.15. [17] R bir halka ve Q, R halkasının bir ideali olmak üzere

aşağıdakiler denktir:

(i) Q yarı asal idealdir.

(ii) a ∈ R olmak üzere aRa⊆ Q iken a ∈ Q dur.

(iii) (a)< R esas ideal olmak üzere (a)(a)⊆ Q iken a ∈ Q dur.

(iv) U <r R olmak üzere U2 ⊆ Q iken U ⊆ Q dur.

(v) U <l R olmak üzere U2 ⊆ Q iken U ⊆ Q dur.

Tanım 2.1.16. [17] Sıfır ideali asal ideal olan halkalara asal halka denir. Benzer

şekilde sıfır ideali yarı asal ideal olan halkalara da yarı asal halka denir.

Sonuç 2.1.17. R bir halka olsun.

(i) R halkasının asal halka olması için gerek ve yeter koşul R halkasının herhangi

a ve b elemanları için aRb = (0) iken a = 0 veya b = 0 olmasıdır.
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(ii) R halkasının yarı asal halka olması için gerek ve yeter koşul R halkasının

herhangi bir a elemanı için aRa = (0) iken a = 0 olmasıdır.

Önerme 2.1.18. Asal bir R halkasında sıfırdan farklı her I ideali asli idealdir.

İspat: I, R halkasının sıfırdan farklı asli olmayan bir ideali olsun. Bu durumda R

halkasının sıfırdan farklı bir K ideali I∩K = (0) eşitliğini sağlar. IK ⊆ I∩K = (0)

ve (0) asal ideal olduğundan I = (0) veya K = (0) olmak zorundadır. Ancak bu I ve

K ideallerinin sıfırdan farklı olmasıyla çelişir. Dolayısıyla asal bir halkada sıfırdan

farklı her ideal bir asli idealdir. 2

Tanım 2.1.19. R bir halka olsun. Z(R) = {c ∈ R | cx = xc,∀x ∈ R} kümesine R

halkasının merkezi denir. Halkanın merkezi tarafından kapsanan bir ideale ise

merkezcil ideal denir.

Tanım 2.1.20. R bir halka ve I, R halkasının boş olmayan bir alt kümesi

olsun. CR(I) = {a ∈ R | as = sa, ∀s ∈ I} kümesine I kümesinin R halkasındaki

merkezleyeni denir.

Tanım 2.1.21. R bir halka olsun. R halkasında sıfırdan farklı bir a elemanı için

ab = 0 olacak şekilde sıfırdan farklı bir b ∈ R var ise a elemanına sol sıfır bölen

denir. Eğer ca = 0 olacak şekilde sıfırdan farklı bir c ∈ R var ise a elemanına sağ

sıfır bölen denir. Eğer a elemanı hem sağ hem de sol sıfır bölen ise bu durumda a

elemanına sıfır bölen denir.

Tanım 2.1.22. R bir halka ve S, R halkasının boş olmayan bir alt kümesi

olsun. Annr(S) = {a ∈ R | sa = 0, ∀s ∈ S} kümesine S nin R deki sağ

sıfırlayanlar kümesi, Annl(S) = {a ∈ R | as = 0, ∀s ∈ S} kümesine S nin R deki

sol sıfırlayanlar kümesi denir.

Tanım 2.1.23. [6] Bir halkada sıfırdan farklı bir elemanın sağ sıfırlayanı ve sol

sıfırlayanı yoksa bu elemana regüler eleman denir.
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Tanım 2.1.24. R ve S herhangi iki halka ve f : R → S toplamsal dönüşümü

her x,y ∈ R için f (ab) = f (a) f (b) koşulunu sağlıyorsa f dönüşümüne halka

homomorfizması denir. Bu durumda Ker f = {a ∈ R | f (a) = 0} kümesine de f

homomorfizmasının çekirdeği denir.

Tanım 2.1.25. R bir halka ve δ , R üzerinde bir toplamsal dönüşüm olsun. Eğer her

x,y ∈ R için δ (xy) = xδ (y)+ yδ (x) şartı sağlanıyorsa δ dönüşümüne R halkasının

bir sol türevi denir.

Tanım 2.1.26. R bir halka ve δ , R üzerinde bir toplamsal dönüşüm olsun. Her

x,y∈ R için δ (xy) = δ (x)y+xδ (y) oluyorsa δ dönüşümüne R halkasının bir türevi

denir.

Tanım 2.1.27. R bir halka olsun. x,y ∈ R için xy− yx elemanı komütatör çarpım

olarak adlandırılır ve [x,y] ile gösterilir.

Tanım 2.1.28. [25] R bir halka olsun. S, R halkasının boş olmayan bir alt kümesi

ve f , R üzerinde bir dönüşüm olmak üzere,

(i) Her x ∈ S için [ f (x),x] = 0 ise f dönüşümüne R halkasının S üzerinde bir

değişimli (commuting) dönüşümü denir.

(ii) Her x ∈ S için [ f (x),x] ∈ Z(R) ise f dönüşümüne R halkasının S üzerinde bir

merkezcil (centralizing) dönüşümü denir.

Tanım 2.1.28 e göre her değişimli dönüşüm bir merkezcil dönüşümdür. Ancak

bunun karşıtının her zaman doğru olmadığı aşağıdaki örnekte verilmiştir.

Örnek 2.1.29. R =

{[
x y
z w

]
: x,y,z,w ∈ Z2

}
halkası verilsin ve f : R→ R

fonksiyonu f
([

x y
z w

])
=

[
0 y
0 0

]
olarak tanımlansın. R halkasının

[
0 y
z 0

]
tipindeki elemanlardan oluşan alt kümesi S olmak üzere S deki her A elemanı için

[ f (A),A] ∈ Z(R) dir. Buna göre f dönüşümü S üzerinde merkezcil dönüşümdür.

Ancak, B =

[
0 1
1 0

]
∈ S için [ f (B),B] 6= 0 olduğundan f dönüşümü değişimli

değildir.
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Tanım 2.1.30. [4] R bir halka olsun. S, R halkasının boş olmayan bir alt

kümesi ve f , R üzerinde bir dönüşüm olmak üzere her x,y ∈ S için [x,y] = 0

iken [ f (x), f (y)] = 0 koşulu sağlanıyorsa f fonksiyonuna S kümesi üzerinde

değişmeliliği koruyan dönüşüm denir.

Tanım 2.1.31. [3] R bir halka olsun. S, R halkasının boş olmayan bir alt kümesi

ve f , R üzerinde bir dönüşüm olmak üzere her x,y ∈ S için [ f (x), f (y)] = [x,y]

oluyorsa f fonksiyonuna S üzerinde güçlü değişmeliliği koruyan dönüşüm denir.

Tanım 2.1.32. [18] R bir asal halka ve A, R nin sıfırdan farklı bir ideali olsun.

M= {(A, f ) | f : A→ R sol R-modül homomorfizması}

kümesi üzerinde

“(A, f )∼ (B,g) ⇐⇒ R nin sıfırdan farklı bir C⊆ A∩B ideali üzerinde f = g dir.”

olarak tanımlanan ∼ bağıntısı bir denklik bağıntısıdır. Bu denklik bağıntısına göre

bir (A, f ) elemanının denklik sınıfı [A, f ] ile gösterilsin. ∼ denklik bağıntısına göre

ortaya çıkan tüm denklik sınıflarından oluşan Ql(R) kümesi,

[A, f ]+ [B,g] = [A∩B, f +g] ve [A, f ] [B,g] = [BA, f g]

işlemleri ile birlikte bir halkadır. Bu halkaya sol Martindale kesirler halkası

denir. Benzer şekilde sağ Martindale kesirler halkası da tanımlanabilir. Ql(R)

halkasının merkezine R halkasının genişletilmiş merkezi denir.

Tanım 2.1.33. [9] K bir cisim ve A herhangi bir halka olsun. Eğer A bir K−vektör

uzayı ve her x ∈ K, a,b ∈ A için x(ab) = (xa)b = a(xb) eşitlikleri sağlanıyorsa A

halkasına bir K−cebirdir denir.

Lemma 2.1.34. [2]

a) R yarı asal halkasının sıfırdan farklı tek yanlı idealinin merkezi, R halkasının

merkezi tarafından kapsanır. Özel olarak, her değişmeli tek yanlı ideal R halkasının

merkezi tarafından kapsanır.
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b) R bir asal halka ise sıfırdan farklı herhangi bir tek yanlı idealin merkezleyeni

R halkasının merkezine eşittir. Eğer R nin merkezi tarafından kapsanan sıfırdan

farklı bir sağ ideal varsa R halkası değişmeli olur.

Lemma 2.1.35. [5] R bir yarı asal halka ve K kümesi R nin sıfır idealinden farklı

bir ideali olsun. Eğer z ∈ R ve z, [K,K] kümesinin merkezleyenin bir elemanı ise

bu durumda z, K idealinin merkezleyeninin de bir elemanı olur.

Lemma 2.1.36. [18] R bir asal halka olsun. Eğer R halkasının a ile b elemanları,

her x ∈ R için axb = bxa koşulunu sağlarsa ve a 6= 0 ise R halkasının genişletilmiş

merkezindeki bazı λ elemanları için b = λa olur.

Lemma 2.1.37. [2] R bir asal halka ve U, R halkasının sıfırdan farklı bir sağ ideali

olsun. T , R halkasının bir endomorfizması olmak üzere U daki her bir u elemanı

için T (u) = u oluyorsa T , R halkası üzerinde birim dönüşüm olur.

2.2. Gamma Halkaları

Tanım 2.2.1. [23] M ve Γ toplamsal değişmeli iki grup olsun. Eğer

M×Γ×M→M ile Γ×M×Γ→ Γ

(a,α,b)→ aαb (α,a,β )→ αaβ

fonksiyonları her a,b,c ∈M ve α,β ∈ Γ için

(i) (a+b)αc = aαc+bαc

a(α +β )c = aαc+aβc

aα(b+ c) = aαb+aαc

(ii) (aαb)βc = aα(bβc) = a(αbβ )c

(iii) γ ∈ Γ olmak üzere her x,y ∈M için xγy = 0 ise γ = 0

şartlarını sağlıyorsa M halkasına Nobusawa Γ−halka denir ve (Γ,M)N ile

gösterilir.
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Tanım 2.2.2. [1] M ve Γ toplamsal değişmeli iki grup olsun. Eğer

M×Γ×M→M

(a,α,b)→ aαb

fonksiyonu her a,b,c ∈M ve α,β ∈ Γ için

(i) (a+b)αc = aαc+bαc

a(α +β )c = aαc+aβc

aα(b+ c) = aαb+aαc

(ii) (aαb)βc = aα(bβc)

özelliklerini sağlıyorsa M halkasına Barnes Γ−halka denir ve (Γ,M)B ile

gösterilir.

Tanım 2.2.3. [15] M bir Barnes Γ-halka olmak üzere her a,b,c ∈M ve α,β ∈ Γ

için aα(bβc) = a(αbβ )c şartı sağlanıyorsa M ye zayıf Nobusawa Γ−halka denir

ve (Γ,M)wN ile gösterilir.

Tanım 2.2.4. [15] M bir Nobusawa Γ-halka ve a ∈ M olmak üzere her γ,δ ∈ Γ

için γaδ = 0 iken a = 0 şartı sağlanıyorsa M ye güçlü Nobusawa Γ−halka denir

ve (Γ,M)sN ile gösterilir.

Örnek 2.2.5. [15] U ile V aynı cisim üzerinde tanımlı iki vektör uzayı olsun. Eğer

U dan V ye lineer dönüşümlerin kümesi M ve V den U ya lineer dönüşümlerin

kümesi Γ ise fonksiyonlardaki elemanter toplama işlemi ve bileşke işlemi ile M bir

güçlü Nobusawa Γ−halkadır.

Örnek 2.2.6. [15] R bir halka ve I, R halkasının herhangi bir ideali olsun. Buna

göre (R,R)wN , (R, I)wN ve (I,R)wN dir.

Örnek 2.2.7. [15] R bir halka olmak üzere Rn halkası R üzerindeki n×n tipindeki

matrislerin halkası olsun. S birimli bir halka ve Z tamsayılar halkası olmak üzere

(Z,R)B, (R,Rn)B ve (S,S)N dir.



12

Tanım 2.2.8. [15] M bir Γ−halka ve U , M nin bir toplamsal alt grubu olsun.

(i) Her u ∈U , γ ∈ Γ ve m ∈ M için mγu ∈U ise U alt grubuna M nin sol ideali

denir ve U <l M ile gösterilir.

(ii) Her u ∈U , γ ∈ Γ ve m ∈M için uγm ∈U ise U alt grubuna M nin sağ ideali

denir ve U <r M ile gösterilir.

(iii) Eğer U alt grubu M halkasının hem sağ hem sol ideali oluyorsa U ya M nin

ideali denir ve U < M ile gösterilir.

Tanım 2.2.9. [15] M bir Γ−halka olsun.

{a ∈M | aαb = bαa,∀b ∈M,∀α ∈ Γ}

olarak tanımlanan kümeye M Γ−halkasının merkezi denir ve Z(M) ile gösterilir.

Tanım 2.2.10. [15] M bir Γ−halka olsun. Eğer a,b ∈M için aΓMΓb = (0) iken

a = 0 ya da b = 0 oluyorsa M ye asal Γ−halka denir.

Tanım 2.2.11. M bir Γ−halka olsun. Eğer a ∈ M için aΓMΓa = (0) iken a = 0

oluyorsa M ye yarı asal Γ−halka denir.

Tanım 2.2.12. [10] M bir Γ−halka olsun.

(i) Her x,y ∈ M ve α ∈ Γ için δ (xαy) = xαδ (y) + yαδ (x) şartını sağlayan

δ : M→M toplamsal dönüşümüne M üzerinde sol türev denir.

(ii) Her x,y ∈ M ve α ∈ Γ için δ (xαy) = δ (x)αy + δ (y)αx şartını sağlayan

δ : M→M toplamsal dönüşümüne M üzerinde sağ türev denir.

(iii) Her x,y ∈ M ve α ∈ Γ için δ (xαy) = δ (x)αy + xαδ (y) şartını sağlayan

δ : M→M toplamsal dönüşümüne M üzerinde türev denir.

Tanım 2.2.13. [15] M bir Γ−halka olmak üzere her x,y ∈ M ve α ∈ Γ için

ϕ(xαy) = ϕ(x)αϕ(y) şartını sağlayan ϕ : M → M toplamsal dönüşümüne M

üzerinde endomorfizma denir.
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Tanım 2.2.14. [12] M bir Γ−halka, a,b∈M ve α ∈Γ olsun. aαb−bαa elemanına

komütatör çarpımı denir ve [a,b]
α

ile gösterilir. Buna benzer olarak α,β ∈ Γ

ve x ∈ M için αxβ − βxα ifadesine de komütatör çarpımı denir ve [α,β ]x ile

gösterilir.

Tanım 2.2.15. [12] M bir Γ−halka, a,b,c ∈ M ve α,β ,γ ∈ Γ için aşağıdaki

komütatör formülleri geçerlidir:

(i) [a,b]
α
=− [b,a]

α
[α,β ]a =− [β ,α]a

(ii) [a+b,c]
α
= [a,c]

α
+[b,c]

α
[α +β ,γ]a = [α,γ]a +[β ,γ]a

(iii) [a,bαc]
β
= [a,b]

β
αc+bα [a,c]

β
+bβaαc−bαaβc

(iv) [aαb,c]
β
= [a,c]

β
αb+aα [b,c]

β
+aαcβb−aβcαb

(v) [αaβ ,γ]b = αa [β ,γ]b +α [a,b]
γ

β +[α,γ]b aβ

(vi) [[a,b]
α
,c]

α
+[[c,a]

α
,b]

α
+[[b,c]

α
,a]

α
= 0

(vii) [[α,γ]a ,β ]a +[[β ,α]a ,γ]a +[[γ,β ]a ,α]a = 0

Tanım 2.2.16. [26] M bir Γ−halka ve S, M nin boş olmayan bir alt kümesi

olmak üzere her x,y ∈ S ve α ∈ Γ için [ f (x), f (y)]
α
= [x,y]

α
koşulunu sağlayan

f : M→M dönüşümüne M nin S alt kümesi üzerinde güçlü değişmeliliği koruyan

dönüşümü denir.
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3. HALKALARDA DEĞİŞMELİLİĞİ KORUYAN
DÖNÜŞÜMLER

Halkaların yapısı hakkında bilgi sahibi olmak için halkada özel bir koşul sağlayan

dönüşümler tanımlanabilir. Bu dönüşümlerden biri güçlü değişmeliliği koruyan

dönüşümlerdir. Bu bölümde, H. E. Bell ve M. N. Daif’in "Değişmelilik ve

güçlü değişmeliliği koruyan dönüşümler üzerine" başlıklı çalışmalarında güçlü

değişmeliliği koruyan dönüşümler yardımıyla halkanın değişmeliliği hakkında elde

ettikleri sonuçlara yer verilmiştir.

3.1. Yarı Asal Halkalarda Güçlü Değişmeliliği Koruyan Türevler

Bu kısımda, yarı asal halka üzerinde tanımlı olan ve belirli bir özdeşliği sağlayan

türevler yardımıyla halkadaki değişmelilik koşulları araştırılacaktır.

Teorem 3.1.1. R bir yarı asal halka ve U kümesi R nin sıfırdan farklı bir sağ ideali

olsun. Eğer R halkasının D türevi U üzerinde güçlü değişmeliliği koruyan dönüşüm

ise U ⊆ Z(R) olur.

İspat: D türevi U üzerinde güçlü değişmeliliği koruyan dönüşüm olduğundan her

x,y ∈U için [x,xy] = [D(x),D(xy)] dir. Buradan her x,y ∈U için,

x [x,y]+ [x,x]y = [D(x),D(x)y+ xD(y)] = [D(x),D(x)y]+ [D(x),xD(y)]

⇒x [x,y]+ [x,x]y = D(x) [D(x),y]+ [D(x),D(x)]y+ x [D(x),D(y)]+ [D(x),x]D(y)

⇒x [x,y]+ [x,x]y = D(x) [D(x),y]+0+ x [x,y]+ [D(x),x]D(y)

⇒x [x,y] = D(x) [D(x),y]+0+ x [x,y]+ [D(x),x]D(y)

eşitliği elde edilir. Bu eşitlik düzenlenirse,

[D(x),x]D(y)+D(x) [D(x),y] = 0 (3.1.1)
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eşitliği elde edilir. (3.1.1) eşitliğinde r ∈ R olmak üzere y yerine yr yazılırsa her

x,y ∈U ve r ∈ R için,

D(x) [D(x),yr]+ [D(x),x]D(yr) = 0

⇒D(x)(y [D(x),r]+ [D(x),y]r)+ [D(x),x] (yD(r)+D(y)r) = 0

⇒D(x)y [D(x),r]+D(x) [D(x),y]r+[D(x),x]yD(r)+ [D(x),x]D(y)r = 0

⇒D(x)y [D(x),r]+ [D(x),x]yD(r)+(D(x) [D(x),y]+ [D(x),x]D(y))r = 0

olur. Bu eşitlik düzenlenirse,

D(x)y [D(x),r]+ [D(x),x]yD(r) = 0 (3.1.2)

eşitliği elde edilir. Burada r = D(x) yazılırsa her x,y ∈U için,

D(x)y [D(x),D(x)]+ [D(x),x]yD(D(x)) = 0

⇒ [D(x),x]yD2(x) = 0

bulunur. Buna göre her x ∈U için,

[D(x),x]UD2(x) = (0)

olup U , R nin bir sağ ideali olduğundan,

[D(x),x]URD2(x) = (0) (3.1.3)

elde edilir. R halkasının tüm asal ideallerinin ailesi P = {Pα | α ∈ Λ} olsun. Bu

durumda R yarı asal olduğundan
⋂

α∈Λ

Pα = (0) dır. P, P ailesinin herhangi bir

elemanı ve x ∈U için (3.1.3) gereği,

D2(x) ∈ P veya [D(x),x]U ⊆ P (3.1.4)

bulunur. D2(x) ∈ P ise her x ∈ U için [x,yD(x)] = [D(x),D(yD(x))] yazabiliriz.

Burada x,y ∈U , D(x) ∈ R ve U , R nin sağ ideali olduğundan yD(x) ∈U olur. Buna
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göre,

y [x,D(x)]+ [x,y]D(x) =
[
D(x),yD2(x)+D(y)D(x)

]
⇒y [x,D(x)]+ [x,y]D(x) =

[
D(x),yD2(x)

]
+[D(x),D(y)D(x)]

⇒y [x,D(x)]+ [x,y]D(x) = y
[
D(x),D2(x)

]
+[D(x),y]D2(x)+D(y) [D(x),D(x)]

+ [D(x),D(y)]D(x)

⇒y [x,D(x)]+ [x,y]D(x) = y
[
D(x),D2(x)

]
+[D(x),y]D2(x)+ [x,y]D(x)

⇒y [x,D(x)] = y
[
D(x),D2(x)

]
+[D(x),y]D2(x)

bulunur. D2(x) ∈ P ifadesinden her y ∈U için y [x,D(x)] ∈ P olur. O halde U , R

nin sağ ideali olduğundan UR [x,D(x)] ⊆ P elde edilir. Bu durumda P asal ideal

olduğundan ya U ⊆ P ya da [x,D(x)] ∈ P olur. Her iki durumda da [x,D(x)]U ⊆ P

ifadesi geçerlidir. Çünkü, U ⊆ P ise [x,D(x)]U ⊆ [x,D(x)]P ⊆ P ve [x,D(x)] ∈ P

ise [x,D(x)]U ⊆ PU ⊆ P dir. Bu halde (3.1.4) ifadesi, her x ∈ U ve P ∈ P

için [x,D(x)]U ⊆ P olduğunu gösterir.
⋂

α∈Λ

Pα = (0) olduğundan her x ∈ U için

[x,D(x)]U = (0) olur. Bu durumda (3.1.2) ifadesi göz önüne alınırsa her x ∈U ,

r ∈ R için,

D(x)U [D(x),r] = (0)

bulunur. U , R nin sağ ideali olduğundan D(x)UR [D(x),r] = (0) yazılabilir. Bu

sebeple her bir P ∈P ve her bir x ∈U için D(x)U ⊆ P veya [D(x),R] ⊆ P elde

edilir. Şimdi A = {x ∈U | D(x)U⊆ P} ve B = {x ∈U | [D(x),R]⊆ P} kümeleri

tanımlansın. A ve B kümeleri U sağ idealinin alt gruplarıdır ve U = A∪ B dir.

Buna göre Teorem 2.1.4 gereği U = A veya U = B dir. Böylece U idealinin bütün

elemanları ya sadece A kümesine ya da sadece B kümesine aittir. Bu nedenle, P

idealinin asallığından faydalanarak elde edilen yukarıdaki koşullar,

D(U)U ⊆ P veya [D(U),R]⊆ P (3.1.5)
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olarak yeniden yazılabilir. Varsayalım ki D(U)U ⊆ P olsun. Keyfi seçilen

x,y,z ∈U için [x,yz] = [D(x),D(yz)] olduğundan,

y [x,z]+ [x,y]z = [D(x),yD(z)+D(y)z]

⇒y [x,z]+ [x,y]z = [D(x),yD(z)]+ [D(x),D(y)z]

⇒y [x,z]+ [x,y]z = y [D(x),D(z)]+ [D(x),y]D(z)+D(y) [D(x),z]+ [D(x),D(y)]z

⇒y [x,z]+ [x,y]z = y [x,z]+ [D(x),y]D(z)+D(y) [D(x),z]+ [x,y]z

⇒ [D(x),y]D(z)+D(y) [D(x),z] = 0

olup bu eşitlik düzenlenirse [D(x),y]D(z) = −D(y) [D(x),z] eşitliğine ulaşılır.

Eşitliğin sağ tarafı P idealinin elemanı olduğu için eşitliğin sol tarafındaki ifade

de P idealinin elemanıdır. Yani [D(x),y]D(z) ∈ P olur. Buradan,

(D(x)y− yD(x))D(z) = D(x)yD(z)− yD(x)D(z)

elde edilir. Burada (D(x)y− yD(x))D(z) ∈ P ve D(x)yD(z) ∈ P olduğundan

her y ∈ U için yD(x)D(z) ∈ P bulunur. Bu durumda her x,z ∈ U için

U [D(x),D(z)] = U [x,z] ⊆ P elde edilir. P idealinin asallığı U ⊆ P ya da

[U,U ] ⊆ P olmasını gerektirir. Buna göre her iki durumda da [U,U ] ⊆ P elde

edilir. (3.1.5) ifadesi gereği [D(U),R] ⊆ P olması [D(U),D(U)] ⊆ P olmasını

gerektirir. Bu durumda [U,U ] ⊆ P elde edilir. O halde (3.1.5) ifadesindeki her

iki durumda da [U,U ] ⊆ P bulunur. Bu kapsama her bir P asal ideali için geçerli

olduğundan [U,U ] = (0) elde edilir. Böylece U değişmeli bir sağ ideal olup R yarı

asal halka olduğundan Lemma 2.1.34 gereği U ⊆ Z(R) elde edilir. 2

Teorem 3.1.1 de yer alan R halkasının yarı asal olması koşulu kaldırılamaz

bir koşuldur. Bunu bir örnekle gösterelim.

Örnek 3.1.2. [3] R karakteristiği 2 olan bir cisim üzerinde 3-boyutlu bir cebir

olsun ve R deki çarpma işlemi, {u0,u1,u2} kümesi R nin bir tabanı olmak üzere,
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uiu j =

{
u0 , (i, j) = (1,2) ise
0 , diğer durumlar

şeklinde tanımlansın. Bu durumda R değişmeli olmayan bir halkadır ve yarı

asal değildir. d, R üzerinde d(u0) = 0, d(u1) = u1, d(u2) = u2 şeklinde tanımlı

lineer dönüşüm olsun. d dönüşümü R üzerinde güçlü değişmeliliği koruyan bir

dönüşümdür.

Teorem 3.1.1 de yer alan hipotezlerin R halkasının değişmeli olmasını

gerektirmeyeceğini bir örnekle gösterelim.

Örnek 3.1.3. [3] R1 değişmeli olmayan bir asal halka ve R1 üzerinde d1 türevi

tanımlı olsun. R2 halkası da değişmeli olan sıfır bölensiz bir halka olsun ve

R = R1 ⊕ R2 halkası tanımlansın. Buna göre R halkası yarı asaldır. Bu halka

üzerinde d ((r1,r2)) = (d1(r1),0) olarak tanımlanan d dönüşümü bir türevdir.

U = {(0,r2) : r2 ∈ R2} kümesi R halkasının bir idealidir ve d türevi U üzerinde

güçlü değişmeliliği koruyan bir dönüşümdür. Ancak burada R1 halkası değişmeli

olmadığı için R halkası da değişmeli değildir.

Sonuç 3.1.4. Yarı asal R halkası üzerinde güçlü değişmeliliği koruyan bir türev

varsa R halkası değişmelidir.

3.2. Asal ve Yarı Asal Halkalarda Güçlü Değişmeliliği Koruyan

Endomorfizmalar

Bu kısımda, asal ve yarı asal halka üzerinde tanımlı güçlü değişmeliliği koruyan

türevler ile endomorfizmalar yardımıyla halkaların değişmeliliği üzerine elde

edilen sonuçlar incelenecektir.

Teorem 3.2.1. R bir asal halka ve U, R halkasının asli sağ ideali olsun. Eğer

T endomorfizması, U üzerinde R halkasının birim dönüşümünden farklı güçlü

değişmeliliği koruyan dönüşüm ise R değişmelidir.
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İspat: Hipotez gereği her x,y ∈ U için [x,xy] = [T (x),T (xy)] dir. Bu eşitlik

düzenlenirse (T (x)− x) [x,y] = 0 elde edilir. Burada r ∈ R için y yerine yr yazılırsa

(T (x)− x) [x,yr] = 0 ifadesinden her y ∈ R için (T (x)− x)y [x,r] = 0 elde edilir. U ,

R halkasının sağ ideali olduğundan,

(T (x)− x)UR [x,r] = (0), ∀x,y ∈U,r ∈ R

bulunur. R halkasının asal olması her x ∈U için,

(T (x)− x)U = (0) veya [x,r] = 0

olmasını gerektirir. Buradan Teorem 2.1.4 gereği her x ∈U için (T (x)− x)U = (0)

veya her x ∈U için [x,r] = 0 dır. Böylece,

(T (x)− x)U = (0) veya U ⊆ Z(R)

bulunur. Eğer U ⊆ Z(R) ise Lemma 2.1.34 gereği R değişmelidir. Her x ∈U için,

(T (x)− x)U = (0) (3.2.6)

olduğunu kabul edelim. T , U üzerinde güçlü değişmeliliği koruyan dönüşüm

olduğundan her x,y ∈U için [x,yx] = [T (x),T (yx)] yazılabilir. Buradan,

y [x,x]+ [x,y]x = T (y) [T (x),T (x)]+ [T (x),T (y)]T (x)

⇒ [x,y]x = [x,y]T (x)

⇒ [x,y]T (x)− [x,y]x = (0)

⇒ [x,y] (T (x)− x) = (0)

eşitliği elde edilir. w ∈U olmak üzere son eşitlikte y yerine yw yazılırsa her w ∈U

için,

[x,yw] (T (x)− x) = (0)

⇒(y [x,w]+ [x,y]w)(T (x)− x) = (0)

⇒y [x,w] (T (x)− x)+ [x,y]w(T (x)− x) = (0)

⇒ [x,y]w(T (x)− x) = (0)
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elde edilir. U sağ ideal olduğundan her x,y ∈U için,

[x,y]UR(T (x)− x) = (0) (3.2.7)

bulunur. O halde R halkası asal olduğundan,

[x,y]U = (0) veya T (x)− x = 0

olur. Burada T (x)− x = 0 olursa her x ∈U için T (x) = x eşitliğine ulaşılır. Bu ise

T dönüşümünün U üzerinde birim dönüşüm olması demektir. Bu durumda Lemma

2.1.37 gereği T dönüşümü R üzerinde birim dönüşümdür. Oysa bu hipotezle çelişir.

Bu durumda,

[x,y]U = (0), ∀x,y ∈U (3.2.8)

olmak zorundadır. V := U ∩ T−1(U) kümesi her x,y ∈ U için bütün [x,y]

komütatörlerini içerir. Varsayalım ki V bütün komütatör çarpımları içermesin.

Bu durumda x,y ∈ U olmak üzere V kümesinin elemanı olmayan bir [x,y]

komütatörü vardır. O halde [x,y] /∈ T−1(U) olmak zorundadır. Buradan

[T (x),T (y)] /∈U bulunur. T dönüşümü U üzerinde güçlü değişmeliliği koruyan

dönüşüm olduğundan [x,y] /∈ U elde edilir. Bu ise U , R halkasının sağ ideali

olduğundan bir çelişkidir. O halde V kümesi bu komütatör çarpımların tamamını

içerir. Eğer U değişmeli ise U , R halkasının merkezcil bir sağ ideali olup Lemma

2.1.34 gereği R halkası da değişmelidir. U sağ idealinin değişmeli olmadığını

varsayalım. U asli ideal olduğundan V 6= (0) dır. V −{0} kümesinin herhangi bir

b elemanını alalım. Bu b elemanı aynı zamanda U kümesinin de bir elemanıdır. R

halkasından x ve y elemanları alınırsa U nun sağ ideal olması da kullanılarak (3.2.8)

ifadesinden her x,y∈R için [bx,by]b=(0) yazılabilir. Buradan bxbyb= bybxb elde

edilir. R halkasında sabit bir x elemanı için Lemma 2.1.36 gereği bxb = λb olacak

şekilde R nin genişletilmiş merkezinde bir λ = λ (x) elemanı vardır. Bu eşitliği
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kullanarak her x ∈ R için,

[bxb,b] = 0

⇒b [xb,b]+ [b,b]xb = 0

⇒b [xb,b] = 0

eşitliğine ulaşılır. Eğer b sol sıfır bölen değilse [xb,b] = 0 olacağından b elemanı

sıfırdan farklı Rb sol idealini merkezler. O halde Lemma 2.1.34 gereği b elemanı

R halkasını da merkezler. Sıfırdan farklı b elemanı sol sıfır bölen değilse merkezde

olduğu için sağ sıfır bölen de olamaz. Bu durumda b regülerdir. Fakat (3.2.8)

eşitliğine göre b bir sağ sıfır bölendir. Dolayısıyla sol sıfır bölen de olmak

zorundadır ve böylece Annr(b) 6= (0) dır. U asli sağ ideal olduğundan ba = 0

olacak şekilde bir a ∈ U − (0) vardır. T homomorfizmasının U üzerinde güçlü

değişmeliliği koruyan dönüşüm olma özelliğini kullanarak,

[a,b] = [T (a),T (b)]

⇒ab−ba = T (a)T (b)−T (b)T (a)

⇒ab = T (a)T (b)

eşitliği elde edilir. b, V nin elemanı olduğu için T (b) de U nun bir elemanıdır.

Buna göre (3.2.6) eşitliği göz önüne alınırsa,

(T (a)−a)T (b) = 0

⇒T (a)T (b)−aT (b) = 0

⇒ab−aT (b) = 0

⇒a(b−T (b)) = 0

eşitliği elde edilir. Bu eşitlikte R nin herhangi bir r elemanı için a yerine ar

yazılırsa,

ar (b−T (b)) = 0

⇒aR(b−T (b)) = 0
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bulunur. Bu durumda R asal halka olduğu için ya a = 0 ya da b−T (b) = 0 olur.

Ancak a ∈ U − (0) olduğundan b− T (b) = 0, yani b = T (b) olmak zorundadır.

Bu durumda T , V üzerinde birim dönüşüm olur. Bu da Lemma 2.1.37 ile çelişir.

Böylece U değişmeli olmak zorundadır. Dolayısıyla R halkasının değişmeli olduğu

elde edilir. 2

Önerme 2.1.18 gereği asal bir halkanın sıfırdan farklı her ideal aynı zamanda asli

sağ ideal olduğundan aşağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuç 3.2.2. R bir asal halka ve U, R halkasının sıfırdan farklı bir ideali

olsun. Eğer R, U üzerinde güçlü değişmeliliği koruyan birimden farklı bir

endomorfizmaya sahipse R değişmelidir.

Teorem 3.2.3. R bir yarı asal halka ve U, R nin sıfırdan farklı bir ideali olsun.

Eğer R nin T endomorfizması U üzerinde güçlü değişmeliliği koruyan dönüşüm ve

U ∩T−1(U) ideali üzerinde birim dönüşüm değilse R sıfırdan farklı merkezcil bir

ideale sahiptir.

İspat: R halkasındaki tüm asal ideallerin ailesi P = {Pα | α ∈ Λ} olsun. R yarı

asal halka olduğundan, ⋂
α∈Λ

Pα = (0) (3.2.9)

dir. Hipotez gereği bir önceki teoremin ispatında elde edilen (3.2.7) eşitliği burada

da geçerlidir. Buna göre her x,y ∈U için,

[x,y]UR(T (x)− x) = (0) =
⋂

α∈Λ

Pα

⇒ [x,y]UR(T (x)− x)⊆ Pα , ∀α ∈ Λ

⇒ [x,y]U ⊆ Pα ∨ (T (x)− x) ∈ Pα , ∀α ∈ Λ

olur. Pα grubunun A = {x ∈U | [x,y] ∈ Pα} ve B = {x ∈U | (T (x)− x) ∈ Pα} alt

grupları göz önüne alınırsa Lemma 2.1.4 gereği her x,y ∈ U için [x,y]U ⊆ Pα

veya her x ∈ U için (T (x)− x) ∈ Pα bulunur. U nun sol ideal olması sebebiyle
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[x,y]RU ⊆ Pα yazılabilir. Pα asal ideal olduğundan,

[x,y] ∈ Pα veya U ⊆ Pα

dır. Eğer U ⊆ Pα olsaydı U = (0) bulunurdu. Ancak U sıfırdan farklı ideal

olduğundan bir çelişki elde edilir. O halde her x,y ∈U için [x,y] ∈ Pα olur. Buna

göre (3.2.9) ifadesi göz önüne alındığında her α ∈ Λ için Pα nın ideal olmasından

her x,y,u ∈U için,

(T (x)− x) [y,u] = 0 = [y,u] (T (x)− x) (3.2.10)

bulunur. W = U ∩T−1(U) kümesinin herhangi bir x elemanı için (3.2.10) eşitliği

ve Lemma 2.1.35 gereği T (x)−x ∈ Z(U) olur. Lemma 2.1.34 gereği W nin her bir

x elemanı için,

(T (x)− x) ∈ Z(R) (3.2.11)

elde edilir. W kümesinden T (x0)− x0 sıfırdan farklı olacak şekilde bir x0 elemanı

alınsın. Hipotez gereği böyle bir x0 elemanı vardır. K = U (T (x0)− x0) olsun.

(3.2.11) gereği K, R nin iki yanlı idealidir. Üstelik T (x0)− x0 sıfırdan farklı

olduğundan K ideali sıfırdan farklıdır. Aksi takdirde U ∩Annr(U) sıfırdan farklı

nilpotent bir ideal olur. Dolayısıyla (T (x0)− x0) ∈ Z(R) olduğundan (3.2.10)

gereği her y,u ∈U için,

[y,u]K = [y,u]U (T (x0)− x0) = [y,u] (T (x0)− x0)U = (0)

elde edilir. Benzer şekilde K [y,u] = (0) dır. Buna göre Lemma 2.1.34 ve Lemma

2.1.35 gereği K ⊆ Z(R) olur. 2

Teorem 3.2.3 de yer alan R halkasının yarı asal olması koşulu kaldırılamaz.

Bunu bir örnekle gösterelim.

Örnek 3.2.4. [3] Herhangi bir S halkası verilsin. R =

{[
u v
0 0

]
| a,b ∈ S

}
ve

U =

{[
0 v
0 0

]
| v ∈ S

}
olsun. Buna göre matrislerde bilinen işlemlerle R bir halka
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ve U da bir ideal olur. T
([

u v
0 0

])
=

[
u 0
0 0

]
şeklinde tanımlanan T : R→ R

dönüşümü bir endomorfizmadır. Ayrıca her x,y ∈ U için [T (x),T (y)] = [x,y]

olduğundan T dönüşümü U üzerinde güçlü değişmeliliği koruyan dönüşümdür.

Üstelik T dönüşümü U =U ∩T−1(U) kümesi üzerinde de birim dönüşüm değildir.

Ancak S halkası uygun seçilirse R halkasının sıfırdan farklı merkezcil bir ideali var

olamaz. Örneğin S halkası bir bölümlü halka ise Z(R) = (0) olacağından R nin

sıfırdan farklı bir merkezcil ideali yoktur.
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4. GAMMA HALKALAR ÜZERİNDE DEĞİŞMELİLİĞİ
KORUYAN DÖNÜŞÜMLER

Gamma halkaların değişmelilik koşulları araştırılırken bu yapı üzerinde tanımlı

türev ile endomorfizma kavramlarından yararlanılır. Bu amaçla, X. Xu, J. Ma ve Y.

Zhou’nun 2015 yılında, "Yarı asal gamma halkalar üzerinde sol türevler ve güçlü

değişmeliliği koruyan dönüşümler" başlıklı çalışmalarında elde ettikleri sonuçlar

bu bölümün konusudur.

4.1. Yarı Asal Gamma Halkalarda Sol Türevler

Lemma 4.1.1. M bir Γ−halka ve δ , M üzerinde bir sol türev olsun. Bu

durumda her a,b,c ∈ M ve α,β ∈ Γ için [c,b]
β

αδ (a) = aαcβδ (b)− cβaαδ (b)

ile δ ([a,b]
α
) = 0 eşitlikleri sağlanır.

İspat: Verilen eşitliklerin ispatı Γ−halkada sol türev tanımı ile Γ−halka olmanın

birleşme özelliğinden faydalanarak yapılabilir. Her a,b,c ∈ M ve α,β ∈ Γ için

(aαb)βc = aα(bβc) eşitliğinden δ ((aαb)βc) = δ (aα(bβc)) yazılabilir. Bu

durumda,

δ ((aαb)βc) = aαbβδ (c)+ cβδ (aαb)

= aαbβδ (c)+ cβ (aαδ (b)+bαδ (a))

= aαbβδ (c)+ cβaαδ (b)+ cβbαδ (a)

ve

δ (aα(bβc)) = aαδ (bβc)+bβcαδ (a)

= aα (bβδ (c)+ cβδ (b)+bβcαδ (a))

= aαbβδ (c)+aαcβδ (b)+bβcαδ (a)
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olduğundan eşitliğin düzenlenmesiyle,

aαbβδ (c)+ cβaαδ (b)+ cβbαδ (a) = aαbβδ (c)+aαcβδ (b)+bβcαδ (a)

⇒cβbαδ (a)−bβcαδ (a) = aαcβδ (b)− cβaαδ (b)

⇒ [c,b]
β

αδ (a) = aαcβδ (b)− cβaαδ (b)

elde edilir. Ayrıca her a,b ∈M ve α ∈ Γ için,

δ ([a,b]
α
) = δ (aαb−bαa)

= δ (aαb)−δ (bαa)

= (aαδ (b)+bαδ (a))− (bαδ (a)+aαδ (b))

= aαδ (b)+bαδ (a)−bαδ (a)−aαδ (b)

= 0

olur. 2

Lemma 4.1.2. M bir Γ−halka, c ∈ Z(M), a1,a2, ...,an ∈M ve β1, ...βn ∈ Γ olmak

üzere her i ∈ {1,2, ...,n} için,

cβ1a1...βnan = a1βσ(1)...aiβσ(i)cβσ(i+1)ai+1...βσ(n)an

olur. Burada σ , Sn permütasyon grubunun herhangi bir elemanıdır.

İspat: c ∈ Z(M) olduğundan her bir i ∈{1,2, ...,n} için,

cβ1a1...βnan = a1β1...aiβicβi+1ai+1...βnan

olduğu kolayca görülür. Bu yüzden her σ ∈ Sn için

cβ1a1...βnan = cβσ(1)a1...βσ(n)an

eşitliğini göstermek yeterlidir. Bu eşitliği tümevarım yöntemiyle ispatlayalım.

n = 1 için eşitliğin sağlandığı açıktır. n > 1 olmak üzere her k ≤ n için önermenin
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doğru olduğunu kabul edelim. Eğer σ(n) = n ise Sn−1 in bir τ elemanı vardır öyle

ki 1≤ i≤ n−1 arasındaki her i için τ(i) = σ(i) dir. Tümevarım hipotezine göre,

cβ1a1...βn−1an−1 = cβτ(1)a1...βτ(n−1)an−1 = cβσ(1)a1...βσ(n−1)an−1

yazılabilir. Dolayısıyla cβ1a1...βnan = cβσ(1)a1...βσ(n)an olur. Eğer σ(n) 6= n ise

tümevarım hipotezi ve c ∈ Z(M) olduğu kullanılarak,

cβ1a1...βnan

=
(
cβσ(n)a1β j1 ...an−2β jn−2an−1

)
βnan

=cβσ(n)
(
a1β j1 ...an−2β jn−2an−1βnan

)
=
(
a1β j1 ...an−2β jn−2an−1βnan

)
βσ(n)c

=
(
cβ j1a1...β jn−2an−2βnan−1

)
βσ(n)an

=cβσ(1)a1...βσ(n−1)an−1βσ(n)an

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 2

Lemma 4.1.2 de verilen özellik, asal ve yarı asal Γ−halkalar için önemlidir.

Örneğin, M yarı asal Γ−halkanın merkezi sıfırdan farklıysa merkezde olan sıfırdan

farklı bir eleman yardımıyla her komütatör formülü daha kısa bir formda ifade

edilebilir. Yani, Z(M) nin sıfırdan farklı bir d elemanı verildiğinde her a,b,c ∈M

ve α,β ,γ ∈ Γ için dα [aβb,c]
γ
= dα

(
aβ [b,c]

γ
+[a,c]

γ
βb
)

eşitliği geçerlidir.

Özellikle merkezi sıfırdan farklı olan asal bir Γ−halkadaki her bir komütatör

formülü asal halkada olan komütatör formülü ile aynı formdadır. Ancak genel

olarak çoğu asal ya da yarı asal Γ−halkaların merkezi sıfırdır. Bununla birlikte,

bir yarı asal Γ−halkanın merkezi sıfıra eşit olsa bile bu Γ−halkanın değişmeliliği

üzerindeki bazı sonuçların ispatlanması için Lemma 4.1.2 hala kullanışlıdır.

Gerçekten de asal veya yarı asal Γ− halkalardaki sol türevler için verilen aşağıdaki

teorem bunu göstermektedir.

Teorem 4.1.3. M yarı asal Γ− halkasının bir sol türevi M yi merkezine eşleyen bir

dönüşümdür.
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İspat: δ : M → M bir sol türev olsun. Lemma 4.1.1 gereği her a,b,c ∈ M ve

α,β ∈ Γ için

[c,b]
β

αδ (a) = aαcβδ (b)− cβaαδ (b) (4.1.1)

dir. (4.1.1) de b yerine [b,d]
γ

yazılırsa her a,b,c,d ∈M ve α,β ,γ ∈ Γ için,[
c, [b,d]

γ

]
β

αδ (a) = aαcβδ ([b,d]
γ
)− cβaαδ ([b,d]

γ
) (4.1.2)

bulunur. Lemma 4.1.1 gereği her a,b∈M ve α ∈ Γ için δ ([a,b]
α
) = 0 dır. O halde

(4.1.2) den, [
c, [b,d]

γ

]
β

αδ (a) = 0 (4.1.3)

eşitliği elde edilir. Buradan her a,b,c,d,a1 ∈M ve α,β ,γ,γ1 ∈ Γ için,[
c,
[
b, [a1,d]γ1

]
γ

]
β

αδ (a) = 0

yazılabilir. Ayrıca,[
c,
[
b, [a1,d]γ1

]
γ

]
β

αδ (a) = cβ

[
b, [a1,d]γ1

]
γ

αδ (a)−
[
b, [a1,d]γ1

]
γ

βcαδ (a)

eşitliği göz önüne alınırsa her a,b,c,d,a1 ∈M ve α,β ,γ,γ1 ∈ Γ için,[
b, [a1,d]γ1

]
γ

βcαδ (a) = 0 (4.1.4)

bulunur. Buradan her a,b,c,a1 ∈M ve α,β ,γ,γ1 ∈ Γ için (4.1.4) eşitliğinden,[
b, [a1,δ (a)]γ1

]
γ

βcα

[
b, [a1,δ (a)]γ1

]
γ

=
[
b, [a1,δ (a)]γ1

]
γ

βcαbγ [a1,δ (a)]γ1
−
[
b, [a1,δ (a)]γ1

]
γ

βcα [a1,δ (a)]γ1
γb

=
[
b, [a1,δ (a)]γ1

]
γ

βcαbγa1γ1δ (a)−
[
b, [a1,δ (a)]γ1

]
γ

βcαbγδ (a)γ1a1

−
[
b, [a1,δ (a)]γ1

]
γ

βcαa1γ1δ (a)γb−
[
b, [a1,δ (a)]γ1

]
γ

βcαδ (a)γ1a1γb

= 0

elde edilir. O halde,[
b, [a1,δ (a)]γ1

]
γ

ΓMΓ

[
b, [a1,δ (a)]γ1

]
γ

= 0
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olur. M yarı asal Γ−halka olduğundan son eşitliğe göre her a,b ∈M ve γ,γ1 ∈ Γ

için,

0 =
[
b, [a1,δ (a)]γ1

]
γ

eşitliği elde edilir. Buradan,

bγ [a1,δ (a)]γ1
− [a1,δ (a)]γ1

γb = 0

olur. Buna göre her a,a1 ∈M ve γ1 ∈ Γ için [a1,δ (a)]γ1
∈ Z(M) bulunur. (4.1.1) de

a elemanı yerine dγa elemanı yazılırsa,

[c,b]
β

αdγδ (a)+ [c,b]
β

αaγδ (d) = dγaαcβδ (b)− cβdγaαδ (b) (4.1.5)

bulunur. Ayrıca (4.1.1) eşitliği sol taraftan dγ ile çarpılırsa,

dγ [c,b]
β

αδ (a) = dγaαcβδ (b)−dγcβaαδ (b) (4.1.6)

olur. (4.1.5) ile (4.1.6) taraf tarafa çıkartılırsa,

[c,b]
β

αdγδ (a)+ [c,b]
β

αaγδ (d)−dγ [c,b]
β

αδ (a)

= dγcβaαδ (b)− cβdγaαδ (b) (4.1.7)

bulunur. (4.1.7) de c yerine b yazılırsa bu eşitliğin sol tarafı sıfıra eşit olur. Yine

(4.1.7) de d yerine [δ (b),b]
β

σδ (b) yazılırsa,

[δ (b),b]
β

σδ (b)γbβaαδ (b)−bβ [δ (b),b]
β

σδ (b)γaαδ (b) = 0

eşitliği elde edilir. [δ (b),b]
β
∈ Z(M) ve Lemma 4.1.2 yardımıyla her a,b ∈M ve

α,β ,γ,σ ∈ Γ için,

[δ (b),b]
β

σδ (b)βbγaαδ (b)− [δ (b),b]
β

σbβδ (b)γaαδ (b) = 0

⇒ [δ (b),b]
β

σ [δ (b),b]
β

γaαδ (b) = 0

olur. Buradan,

[δ (b),b]
β

σ [δ (b),b]
β

ΓMΓ [δ (b),b]
β

σ [δ (b),b]
β
= (0)
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eşitliği elde edilir. M yarı asal olduğundan her b ∈M ve β ,σ ∈ Γ için,

[δ (b),b]
β

σ [δ (b),b]
β
= 0

olur. Buradan her b,y ∈M ve β ,σ ,ε ∈ Γ için,

[δ (b),b]
β

σ [δ (b),b]
β

εy = 0

yazılabilir. Her b ∈M ve β ∈ Γ için [δ (b),b]
β
∈ Z(M) olduğundan,

[δ (b),b]
β

σyε [δ (b),b]
β
= 0

olur. Buradan M yarı asal Γ−halka olduğu için [δ (b),b]
β
= 0 sonucuna

ulaşılır. (4.1.7) eşitliğinde c yerine δ (b) ve d yerine de [d,δ (b)]
β

σd yazılırsa

[b,δ (b)]
β
= 0 olduğundan,

[d,δ (b)]
β

σdγδ (b)βaαδ (b)−δ (b)β [d,δ (b)]
β

σdγaαδ (b) = 0

elde edilir. Lemma 4.1.2 ve [d,δ (b)]
β
∈ Z(M) olduğu göz önüne alınırsa her

a,b,d ∈M ve α,β ,γ,σ ∈ Γ için,

[d,δ (b)]
β

σdβδ (b)γaαδ (b)− [d,δ (b)]
β

σδ (b)βdγaαδ (b) = 0

⇒ [d,δ (b)]
β

σ [d,δ (b)]
β

γaαδ (b) = 0

olur. Buna göre her b,d ∈M ve β ,σ ∈ Γ için,

[d,δ (b)]
β

σ [d,δ (b)]
β

ΓMΓ [d,δ (b)]
β

σ [d,δ (b)]
β
= (0)

bulunur. O halde M yarı asal Γ−halka olduğundan [d,δ (b)]
β

σ [d,δ (b)]
β
= 0 elde

edilir. Böylece her b,d,y ∈M ve β ,σ ,ε ∈ Γ için,

[d,δ (b)]
β

σ [d,δ (b)]
β

εy = 0

⇒ [d,δ (b)]
β

σyε [d,δ (b)]
β
= 0

olup M yarı asal bir Γ−halka olduğundan [d,δ (b)]
β
= 0 elde edilir. Buradan her

b ∈M için δ (b) ∈ Z(M), yani δ (M)⊆ Z(M) olur. Böylece ispat tamamlanır. 2



31

Sonuç 4.1.4. Sıfırdan farklı sol türeve sahip asal bir M, Γ−halkası değişmelidir.

İspat: M, Γ−halkası üzerinde sıfırdan farklı bir sol türev δ olsun. Lemma 4.1.1

den,

[c,b]
β

αδ (a) = aαcβδ (b)− cβaαδ (b)

dir. Lemma 4.1.2 ve Teorem 4.1.3 gereği her a,b,c ∈M ve α,β ∈ Γ için,

[c,b]
β

αδ (a) = aβcαδ (b)− cβaαδ (b) = [a,c]
β

αδ (b)

elde edilir. Burada c yerine a yazılır ve δ (a) ∈ Z(M) olduğu göz önüne alınırsa

her a,b ∈ M ve α,β ∈ Γ için [a,b]
β

αδ (a) = 0 olur. Buna göre her m ∈ M

ve γ ∈ Γ için [a,b]
β

αδ (a)γy = 0 olup [a,b]
β

αyγδ (a) = 0 bulunur. Böylece

[a,b]
β

ΓMΓδ (a) = (0) dır. M asal Γ−halka olduğundan,

[a,b]
β
= 0 veya δ (a) = 0

dır. Buradan her a ∈M elemanı için,

a ∈ Z(M) veya δ (a) = 0

bulunur. Bu durumda M = Kerδ ∪ Z(M) olup Teorem 2.1.4 gereği M = Kerδ

veya M = Z(M) olur. Ancak hipotez gereği δ 6= 0 olduğundan M değişmeli olmak

zorundadır. 2

4.2. Yarı Asal Gamma Halkalarda Güçlü Değişmeliliği Koruyan

Dönüşümler

Bu kısımda Bölüm 3 te yarı asal halkalar için elde edilen bazı özelliklerin yarı asal

gamma halkalarda da sağlandığı gösterilmiştir.

Teorem 4.2.1. M bir yarı asal Γ−halka olsun. M üzerinde güçlü değişmeliliği

koruyan bir δ türevi varsa M değişmelidir.



32

İspat: δ , M üzerinde güçlü değişmeliliği koruyan dönüşüm olduğundan her

x,y ∈M ve α ∈ Γ için,

[δ (a),δ (b)]
α
= [a,b]

α

eşitliği geçerlidir. Buna göre her x,y,z ∈ M ve α,β ∈ Γ için

[xβ z,y]
α
= [δ (xβ z),δ (y)]

α
olur. Buradan,

xβ [z,y]
α
+[x,y]

α
β z+ x [β ,α]y z = δ (x)β [z,δ (y)]

α
+[δ (x),δ (y)]

α
β z

+δ (x) [β ,α]
δ (y) z+ xβ [δ (z),δ (y)]

α

+[x,δ (y)]
α

βδ (z)+ x [β ,α]
δ (y) δ (z)

bulunur. Bu eşitlik düzenlenirse,

x [β ,α]y z = δ (x)β [z,δ (y)]
α
+δ (x) [β ,α]

δ (y) z+[x,δ (y)]
α

βδ (z)+x [β ,α]
δ (y) δ (z)

(4.2.8)

elde edilir. (4.2.8) de z yerine zγt yazılırsa her x,y,z, t ∈M ve α,β ,γ ∈ Γ için,

x [β ,α]y zγt = δ (x)β [zγt,δ (y)]
α
+δ (x) [β ,α]

δ (y) zγt +[x,δ (y)]
α

βδ (zγt)

+ x [β ,α]
δ (y) δ (zγt)

olur. Bu durumda,

x [β ,α]y zγt = δ (x)β
(

zγ [t,δ (y)]
α
+[z,δ (y)]

α
γt + z [γ,α]

δ (y) t
)

+δ (x) [β ,α]
δ (y) zγt +([x,δ (y)]

α
βδ (z)γt (4.2.9)

+[x,δ (y)]
α

β zγδ (t)+ x [β ,α]
δ (y) δ (z)γt + x [β ,α]

δ (y) zγδ (t)

elde edilir. (4.2.8) eşitliğinin her iki tarafı sağdan γt ile çarpılırsa,

x [β ,α]y zγt = δ (x)β [z,δ (y)]
α

γt +δ (x) [β ,α]
δ (y) zγt +[x,δ (y)]

α
βδ (z)γt

+ x [β ,α]
δ (y) δ (z)γt
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olur. Bu eşitlik ve (4.2.9) göz önüne alınırsa,

δ (x)β [z,δ (y)]
α

γt +δ (x) [β ,α]
δ (y) zγt +[x,δ (y)]

α
βδ (z)γt + x [β ,α]

δ (y) δ (z)γt

=δ (x)β zγ [t,δ (y)]
α
+δ (x)β [z,δ (y)]

α
γt +δ (x)β z [γ,α]

δ (y) t +δ (x) [β ,α]
δ (y) zγt

+[x,δ (y)]
α

βδ (z)γt +[x,δ (y)]
α

β zγδ (t)+ x [β ,α]
δ (y) δ (z)γt + x [β ,α]

δ (y) zγδ (t)

olup buradan,

δ (x)β
(

zγ [t,δ (y)]
α
+ z [γ,α]

δ (y) t
)

+
(
[x,δ (y)]

α
β z+ x [β ,α]

δ (y) z
)

γδ (t) = 0 (4.2.10)

elde edilir. (4.2.10) da t yerine δ (y) ve γ yerine α yazalım. Bu durumda her

x,y,z ∈M ve α,β ∈ Γ elemanları için,

δ (x)β
(

zα [δ (y),δ (y)]
α
+ z [α,α]

δ (y) δ (y)
)

+
(
[x,δ (y)]

α
β z+ x [β ,α]

δ (y) z
)

αδ (δ (y)) = 0

⇒
(
[x,δ (y)]

α
β z+ x [β ,α]

δ (y) z
)

αδ (δ (y)) = 0

⇒
(
[x,δ (y)]

α
β z+ x [β ,α]

δ (y) z
)

αδ
2(y) = 0

olur. Bu eşitlik düzenlenirse,

(xαδ (y)β z−δ (y)αxβ z+ xβδ (y)αz− xαδ (y)β z)αδ
2(y) = 0

ifadesinden

(xβδ (y)αz−δ (y)αxβ z)αδ
2(y) = 0 (4.2.11)

elde edilir. (4.2.11) eşitliğinde α yerine α+γ yazılırsa her x,y,z∈M ve α,β ,γ ∈ Γ

için,

(xβδ (y)(α + γ)z−δ (y)(α + γ)xβ z)(α + γ)δ 2(y) = 0

⇒(xβδ (y)αz+ xβδ (y)γz−δ (y)αxβ z−δ (y)γxβ z)(α + γ)δ 2(y) = 0

⇒(xβδ (y)αz+ xβδ (y)γz−δ (y)αxβ z−δ (y)γxβ z)αδ
2(y)

+(xβδ (y)αz+ xβδ (y)γz−δ (y)αxβ z−δ (y)γxβ z)γδ
2(y) = 0
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eşitliğinden

(xβδ (y)αz−δ (y)αxβ z)γδ
2(y) =−(xβδ (y)γz−δ (y)γxβ z)αδ

2(y)

elde edilir. Buradan,

(xβδ (y)αz−δ (y)αxβ z)γδ
2(y)ΓMΓ(xβδ (y)αz−δ (y)αxβ z)γδ

2(y)

=− (xβδ (y)αz−δ (y)αxβ z)γδ
2(y)ΓMΓ(xβδ (y)γz−δ (y)γxβ z)αδ

2(y)

=(0)

olur ve M bir yarı asal Γ−halka olduğundan her x,y,z ∈M ve α,β ,γ ∈ Γ için,

(xβδ (y)αz−δ (y)αxβ z)γδ
2(y) = 0

elde edilir. Burada β yerine α ve x yerine δ (x) yazılırsa,

(δ (x)αδ (y)αz−δ (y)αδ (x)αz)γδ
2(y) = 0

⇒ [δ (x),δ (y)]
α

αzγδ
2(y) = 0

⇒ [x,y]
α

αzγδ
2(y) = 0

olur. Her x,y,z ∈M ve α ∈ Γ için,

[x,y]
α

αzΓMΓ [x,y]
α

αz⊆ [x,y]
α

ΓMΓ
[
δ

2(x),δ 2(y)
]

α
αz

⊆ [x,y]
α

ΓMΓ
(
δ

2(x)αδ
2(y)αz−δ

2(y)αδ
2(x)αz

)
= (0)

bulunur. M yarı asal Γ−halka olduğundan [x,y]
α

αz = 0 elde edilir. Bu eşitlikte

t ∈M ve γ ∈ Γ için x yerine tγx yazılırsa,

0 = [tγx,y]
α

αz

= tγ [x,y]
α

αz+[t,y]
α

γxαz+ t [γ,α]y xαz

= tγ [x,y]
α

αz+ tαyγxαz− yαtγxαz+ tγyαxαz− tαyγxαz

= tγ [x,y]
α

αz+(tγyαx− yαtγx)αz
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olup buradan

(tγyαx− yαtγx)αz = 0 (4.2.12)

bulunur. (4.2.12) de α yerine α +β yazılırsa her t,x,y,z ∈M ve α,β ,γ ∈ Γ için,

0 = (tγy(α +β )x− y(α +β )tγx)(α +β )z

= (tγyαx+ tγyβx− yαtγx− yβ tγx)(α +β )z

= (tγyαx+ tγyβx− yαtγx− yβ tγx)αz+(tγyαx+ tγyβx− yαtγx− yβ tγx)β z

olur. Burada (4.2.12) göz önüne alınırsa,

(tγyβx− yβ tγx)αz+(tγyαx− yαtγx)β z = 0

⇒(tγyαx− yαtγx)β z =−(tγyβx− yβ tγx)αz

eşitliği elde edilir. O halde her t,x,y,z ∈M ve α,β ,γ ∈ Γ için,

(tγyαx− yαtγx)β zΓMΓ(tγyαx− yαtγx)β z

=−(tγyαx− yαtγx)β zΓMΓ(tγyβx− yβ tγx)αz

= (0)

olup M yarı asal Γ−halka olduğundan (tγyαx− yαtγx)β z = 0 bulunur. Burada

y ∈ M ve ε ∈ Γ için x yerine xεy ve z yerine tγyαx− yαtγx yazılırsa M nin yarı

asal olması kullanılarak,

tγyαx− yαtγx = 0

sonucuna ulaşılır. Buna göre her t,x,y ∈M ve α,γ ∈ Γ için,

[tγx,y]
α
= tγxαy− yαtγx = tγxαy− tγyαx = tγ [x,y]

α

yazılabilir. Öyleyse bu eşitlik ile δ dönüşümünün güçlü değişmeliliği koruyan

dönüşüm olması kullanılarak her x,y,z ∈M ve α,β ∈ Γ için,
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xβ [z,y]
α
= [xβ z,y]

α

= [δ (xβ z),δ (y)]
α

= [δ (x)β z,δ (y)]
α
+[xβδ (z),δ (y)]

α

= δ (x)β [z,δ (y)]
α
+ xβ [δ (z),δ (y)]

α

= δ (x)β [z,δ (y)]
α
+ xβ [z,y]

α

eşitliğinden δ (x)β [z,δ (y)]
α
= 0 elde edilir. Burada t ∈ M ve γ ∈ Γ için z yerine

tγz yazılırsa,

δ (x)β [tγz,δ (y)]
α
= 0

⇒δ (x)β tγ [z,δ (y)]
α
= 0

olması

[δ (x),δ (y)]
α

ΓMΓ [δ (x),δ (y)]
α
= 0

olmasını gerektirir. M yarı asal Γ−halka olduğundan her x,y ∈M ve γ ∈ Γ için,

[δ (x),δ (y)]
α
= [x,y]

α
= 0

elde edilir. Böylece M ⊆ Z(M) olacağından M değişmelidir. 2

Teorem 4.2.2. M yarı asal bir Γ−halka, σ , M üzerinde bir endomorfizma olsun.

O halde, σ nın M üzerinde güçlü değişmeliliği koruyan dönüşüm olması için

gerek ve yeter şart her x ∈M için σ(x) = x+ ζ (x) olacak şekilde ζ : M→ Z(M)

dönüşümünün var olmasıdır.

İspat: σ endomorfizması M üzerinde güçlü değişmeliliği koruyan dönüşüm olsun.

Buna göre her x,z ∈M ve α ∈ Γ için,

[σ(xαz),σ(x)]
α
= [xαz,x]

α
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eşitliği sağlanır. Buna göre,

[σ(x)ασ(z),σ(x)]
α
= [xαz,x]

α

⇒σ(x)α [σ(z),σ(x)]
α
+[σ(x),σ(x)]

α
ασ(z)+σ(x) [α,α]

α
σ(z)

= xα [z,x]
α
+[x,x]

α
αz+ x [α,α]x z

⇒σ(x)α [σ(z),σ(x)]
α
− xα [z,x]

α
= 0

⇒σ(x)α [z,x]
α
− xα [z,x]

α
= 0

⇒(σ(x)− x)α [z,x]
α
= 0

eşitliği elde edilir. Daha sonra her x,y,z ∈M ve α,β ∈ Γ için,

0 = (σ(x)− x)α [yβ z,x]
α

= (σ(x)− x)α (yβ [z,x]
α
+[y,x]

α
β z+ y [β ,α]x z)

= (σ(x)− x)αyβ [z,x]
α
+(σ(x)− x)α [y,x]

α
β z+(σ(x)− x)αy [β ,α]x z

= (σ(x)− x)α (yβ zαx− yβxαz+ yβxαz− yαxβ z)

= (σ(x)− x)α (yβ zαx− yαxβ z) (4.2.13)

bulunur. (4.2.13) te α yerine α + γ yazılırsa her x,y,z ∈M ve α,β ,γ ∈ Γ için,

0 = (σ(x)− x)(α + γ)(yβ z(α + γ)x− y(α + γ)xβ z)

= (σ(x)− x)αyβ z(α + γ)x− (σ(x)− x)αy(α + γ)xβ z

+(σ(x)− x)γyβ z(α + γ)x− (σ(x)− x)γy(α + γ)xβ z

= (σ(x)− x)αyβ zαx+(σ(x)− x)αyβ zγx− (σ(x)− x)αyαxβ z

− (σ(x)− x)αyγxβ z+(σ(x)− x)γyβ zαx+(σ(x)− x)γyβ zγx

− (σ(x)− x)γyαxβ z− (σ(x)− x)γyγxβ z

olup (4.2.13) gereği,

(σ(x)− x)α (yβ zγx− yγxβ z) =−(σ(x)− x)γ (yβ zαx− yαxβ z)
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eşitliği elde edilir. Buradan her x,y,z ∈M ve α,β ,γ ∈ Γ için,

(σ(x)− x)α (yβ zγx− yγxβ z)ΓMΓ(σ(x)− x)α (yβ zγx− yγxβ z)

=−(σ(x)− x)α (yβ zγx− yγxβ z)ΓMΓ(σ(x)− x)γ (yβ zαx− yαxβ z)

= (0)

olur. O halde M yarı asal Γ−halka olduğundan,

(σ(x)− x)α (yβ zγx− yγxβ z) = 0

bulunur. Bu eşitlikte t ∈M olmak üzere x yerine x+ t yazılırsa,

0 = (σ(x+ t)− (x+ t))α (yβ zγ(x+ t)− yγ(x+ t)β z)

= (σ(x+ t)− (x+ t))α (yβ zγx+ yβ zγt− yγxβ z− yγtβ z)

= (σ(x)− x)α (yβ zγx− yγxβ z)+(σ(x)− x)α (yβ zγt− yγtβ z)

+(σ(t)− t)α (yβ zγx− yγxβ z)+(σ(t)− t)α (yβ zγt− yγtβ z)

eşitliğinden,

(σ(x)− x)α (yβ zγt− yγtβ z) =−(σ(t)− t)α (yβ zγx− yγxβ z)

elde edilir. Her x,y,z, t ∈M ve α,β ,γ ∈ Γ için,

(σ(x)− x)α (yβ zγt− yγtβ z)ΓMΓ(σ(x)− x)α (yβ zγt− yγtβ z)

=− (σ(x)− x)α (yβ zγt− yγtβ z)ΓMΓ(σ(t)− t)α (yβ zγx− yγxβ z)

=(0)

eşitliğinde M yarı asal Γ−halka olduğundan,

(σ(x)− x)α (yβ zγt− yγtβ z) = 0

bulunur. Böylece her x,y,z ∈M ve β ,γ ∈ Γ için,

((ϕ(b)−b)λcµa− (ϕ(b)−b)µaλc)ΓMΓ((ϕ(b)−b)λcµa− (ϕ(b)−b)µaλc)

= (0)
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ve

(yβ (σ(x)− x)γz− yγzβ (σ(x)− x))ΓMΓ(yβ (σ(x)− x)γz− yγzβ (σ(x)− x))

= (0)

sağlanır. Buna göre M yarı asal Γ−halka olduğundan her x,y,z ∈ M ve β ,γ ∈ Γ

için,

(σ(y)− y)β zγx− (σ(y)− y)γxβ z = 0 (4.2.14)

ve

yβ (σ(x)− x)γz− yγzβ (σ(x)− x) = 0 (4.2.15)

olur. Buradan,

[(σ(x)− x)αy,z]
β
= (σ(x)− x)α [y,z]

β
+[σ(x)− x,z]

β
αy+(σ(x)− x) [α,β ]z y

elde edilir. Bu eşitlik düzenlenirse,

[(σ(x)− x)αy,z]
β
= [σ(x)− x,z]

β
αy+(σ(x)− x)αyβ z− (σ(x)− x)αzβy

+(σ(x)− x)αzβy− (σ(x)− x)β zαy

= [σ(x)− x,z]
β

αy+(σ(x)− x)αyβ z− (σ(x)− x)β zαy

olup (4.2.14) göz önüne alınırsa her x,y,z ∈M ve α,β ∈ Γ için,

[(σ(x)− x)αy,z]
β
= [σ(x)− x,z]

β
αy

bulunur. Diğer taraftan,

[yα (σ(x)− x) ,z]
β
= yα [(σ(x)− x) ,z]

β
+[y,z]

β
α (σ(x)− x)

+ y [α,β ]z (σ(x)− x)

olup bu eşitlik düzenlenirse,

[yα (σ(x)− x) ,z]
β
= [y,z]

β
α (σ(x)− x)+ yα (σ(x)− x)β z− yαzβ (σ(x)− x)

+ yαzβ (σ(x)− x)− yβ zα (σ(x)− x)

= [y,z]
β

α (σ(x)− x)+ yα (σ(x)− x)β z− yβ zα (σ(x)− x)
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olup (4.2.15) göz önüne alınırsa her x,y,z ∈M ve α,β ∈ Γ için,

[yα (σ(x)− x) ,z]
β
= [y,z]

β
α (σ(x)− x)

eşitliği elde edilir. Benzer şekilde,

[yαz,σ(x)− x]
β
= yα [z,σ(x)− x]

β
+[y,σ(x)− x]

β
αz+ y [α,β ]

σ(x)−x z

olup bu eşitlik düzenlenirse,

[yαz,σ(x)− x]
β
= [y,σ(x)− x]

β
αz+ yαzβ (σ(x)− x)− yα (σ(x)− x)β z

+ yα (σ(x)− x)β z− yβ (σ(x)− x)αz

= [y,σ(x)− x]
β

αz+ yαzβ (σ(x)− x)− yβ (σ(x)− x)αz

bulunur. Burada (4.2.15) göz önüne alınırsa her x,y,z ∈M ve α,β ∈ Γ için,

[yαz,σ(x)− x]
β
= [y,σ(x)− x]

β
αz

eşitliği elde edilir. σ endomorfizma olduğu için [xαy,z]
β
= [σ(x)ασ(y),σ(z)]

β

olur. Buradan,

0 = [σ(x)ασ(y),σ(z)]
β
− [xαy,z]

β

= [σ(x)ασ(y),σ(z)]
β
− [xαy,z]

β
+[σ(x)αy,σ(z)]

β
− [σ(x)αy,σ(z)]

β

+[xαy,σ(z)]
β
− [xαy,σ(z)]

β

=
(
[σ(x)ασ(y),σ(z)]

β
− [σ(x)αy,σ(z)]

β

)
+
(
[σ(x)αy,σ(z)]

β
− [xαy,σ(z)]

β

)
+
(
[xαy,σ(z)]

β
− [xαy,z]

β

)
= [σ(x)α (σ(y)− y) ,σ(z)]

β
+[(σ(x)− x)αy,σ(z)]

β
+[xαy,σ(z)− z]

β

= [σ(x),σ(z)]
β

α (σ(y)− y)+ [σ(x)− x,σ(z)]
β

αy+[x,σ(z)− z]
β

αy

= [x,z]
β

α (σ(y)− y)+ [x,z]
β

αy− [x,σ(z)]
β

αy+[x,σ(z)]
β

αy− [x,z]
β

αy

olup böylece her x,y,z ∈M ve α,β ,γ ∈ Γ için,

[x,z]
β

α (σ(y)− y) = 0
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bulunur. Burada x yerine (σ(y)− y)γx yazılırsa,

[(σ(y)− y)γx,z]
β

α (σ(y)− y) = [σ(y)− y,z]
β

γxα (σ(y)− y) = 0

olup buradan

[σ(y)− y,z]
β

ΓMΓ [σ(y)− y,z]
β
= (0)

elde edilir. O halde M yarı asal Γ−halka olduğundan her y,z ∈M ve β ∈ Γ için,

[σ(y)− y,z]
β
= 0

bulunur. Böylece istenen elde edilmiş olur.

Tersine, her x ∈M için σ(x) = x+ ζ (x) olacak şekilde ζ : M→ Z(M) dönüşümü

var olsun. Her x,y ∈M için [σ(x),σ(y)] = [x,y] ise σ endomorfizması M üzerinde

güçlü değişmeliliği koruyan dönüşüm olur. Buna göre ζ (x) ∈ Z(M) olduğu göz

önüne alındığında,

[σ(x),σ(y)] = [x+ζ (x),y+ζ (y)]

= [x,y]+ [x,ζ (y)]+ [ζ (x),y]+ [ζ (x),ζ (y)]

= [x,y]

elde edilir. 2

Sonuç 4.2.3. Değişmeli olmayan asal bir Γ−halkada güçlü değişmeliliği koruyan

endomorfizma yalnızca birim dönüşümdür.

İspat: M değişmeli olmayan asal bir Γ− halka, σ : M → M güçlü değişmeliliği

koruyan endomorfizma olsun. Teorem 4.2.2 gereği her x ∈M için σ(x) = x+ζ (x)

olacak şekilde ζ : M→ Z(M) dönüşümü vardır.

Buna göre her x,y ∈M ve α ∈ Γ için,

xαy+ζ (xαy) = σ(xαy) = σ(x)ασ(y) = xαy+ xαζ (y)+ζ (x)αy+ζ (x)αζ (y)
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eşitliği bulunur. Buradan,

ζ (xαy) = xαζ (y)+ζ (x)αy+ζ (x)αζ (y) (4.2.16)

elde edilir. (4.2.16) eşitliği ve Lemma 4.1.2 gereği ζ (x) 6= 0 olacak şekildeki her

x ∈M için,

0 = [x,ζ (xαy)]
β

= [x,xαζ (y)+ζ (x)αy+ζ (x)αζ (y)]
β

= ζ (x)α [x,y]
β
, ∀y ∈M, α,β ∈ Γ

bulunur. Bu eşitlik ve 0 6= ζ (x) ∈ Z(M) olduğu göz önüne alınırsa,

ζ (x)Γ [x,y]
β

ΓM = (0)

⇒ [x,y]
β

ΓMΓζ (x) = (0)

⇒x ∈ Z(M)

olur. Yani ζ (x) 6= 0 olacak şekildeki her x ∈ M için x ∈ Z(M) dir. Varsayalım ki

ζ (x0) 6= 0 olacak şekilde bir x0 ∈M vardır. M değişmeli olmadığından y0 /∈ Z(M)

olacak şekilde bir y0 ∈M vardır. O zaman ζ (y0) = 0 olup (4.2.16) da x yerine x0

ve y yerine y0 yazılırsa,

ζ (x0αy0) = x0αζ (y0)+ζ (x0)αy0 +ζ (x0)αζ (y0) = ζ (x0)αy0

olur. Buradan her z ∈M için,

0 = [z,ζ (x0αy0)]β = [z,ζ (x0)αy0]β

olup ζ (x0)αy0 ∈ Z(M) elde edilir. Öyleyse her z ∈M ve α,β ∈ Γ için,

0 = [ζ (x0)αy0,z]β = ζ (x0)α [y0,z]β

bulunur. Burada ζ (x0) 6= 0 olması ve M nin asal Γ−halka olduğu göz önüne

alınırsa ζ (x0)Γ [y0,z]β ΓM = (0) eşitliğinden y0 ∈ Z(M) elde edilir. Ancak bu bir
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çelişkidir. Dolayısıyla ζ (x0) 6= 0 olacak şekilde bir x0 ∈ M var olamaz. Böylece

her x ∈M için σ(x) = x olup istenen elde edilir. 2

Aşağıdaki örnekte değişmeli olmayan bir yarı asal Γ−halkada birimden farklı

güçlü değişmeliliği koruyan endomorfizmaların var olduğu gösterilmektedir.

Örnek 4.2.4. R = M2(C)×C olsun. Buna göre R değişmeli olmayan bir yarı

asal halkadır. σ : R → R , σ(A,a) = (A, ā) tanımlanırsa σ , R üzerinde güçlü

değişmeliliği koruyan otomorfizma olur ve açıkça σ , R halkası üzerinde birim

dönüşüm değildir.
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BİLİMSEL FAALİYETLERİ
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