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OZET
YUKSELEN MODULLER UZERINE

Pelin BAGCI

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danismant: Prof. Dr. Gonca GUNGOROGLU
2020, 69 sayfa

Bu tezde yiikselen modiillerin 6zellikleri ve bu modiillerin hollow-yiikselen
modiiller ve es¢okdiize modiiller ile olan iligkileri incelenmisgtir.

Oncelikle giris boliimiinde yiikselen modiillerin yillar icindeki gelisimi
incelenmistir.

Ikinci boliimde tez igin gerekli olabilecek tanim ve teoremlere yer verilmistir.
Uciincii boliimde yiikselen modiiller ve yiikselen modiillerin karakterizasyonu ele
alinmusgtir.

Dordiinciti boliimde hollow-yiikselen modiil tanimi, hollow-yiikselen modiillerin
baz1 o6zellikleri, degismeli halkalar iizerinde hollow-yiikselen modiiller ve
completely hollow-yiikselen modiiller basliklar1 caligilmistir.  Ayrica yiikselen
modiiller ile hollow-yiikselen modiillerin iligkisi detayl1 olarak incelenmisgtir.
Besinci ve son boliimde es¢okdiize modiiller ile yiikselen modiillerin iliskisi ele
alinmugtir.

Anahtar Sozciikler: Yiikselen (lifting )modiil, hollow-yiikselen modiil, escokdiize
(copolyform) modiil, essential (large) modiil, small (superfluous) modiil
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ABSTRACT

ON LIFTING MODULES
Pelin BAGCI

M.Sc. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Gonca GUNGOROGLU
2020, 69 pages

In this thesis, properties of lifting modules, their relations with hollow-lifting
modules and copolyform modules are presented.

Firstly, in the introduction, the development of the lifting modules over the years
has been examined.

In the second chapter, definitions and theorems that may be necessary for the thesis
are given.

In the third chapter, lifting modules and characterization of lifting modules are
discussed.

In the fourth chapter, the definition of hollow-lifting module, some properties
of hollow-lifting modules, hollow-lifting modules on commutative rings and
completely hollow-lifting modules are discussed. In addition, the relationship
between lifting modules and hollow-lifting modules is examined in detail.

In the fifth and last chapter, the relationship between the copolyform modules and
lifting modules is discussed.

Key Words: Lifting module, hollow-lifting module, copolyform module, essential
(large) module, small (superfluous) module
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SIMGELER DIZINi

XCM : X, M nin alt kiimesi

XCM : X, M nin 6z alt kiimesi

Mp : M sag R-modiil

rM : M sol R-modiil

sMp : M S-R-bimodiil

A<M : A, M modiiliiniin altmodiilii

As M : A, M modiiliiniin 6z altmodiilii

A<M : A, M modiiliiniin small atmodiilii

A<, M . A, M modiiliiniin essential altmodiilii

B<; A : B, A modiiliiniin direkt toplanani

A B : A ile B modiiliiniin direkt toplami

M/A : M nin A ya bolim modiilii

| X) : M sag R-modiiliiniin bir X alt kiimesi ile iiretilen altmodiilii
Homp(M,N) : M modiiliinden N modiiline R-modiil homomorfizmalarmin sinifi
End(Mg) : M modiiliiniin endomorfizma halkasi

Rad(M) : M modiiliintin radikali

J(R) : R halkasinin Jacobson radikali

R-MOD
Anng(X)

: o homomorfizmasinin ¢ekirdegi
: @ homomorfizmasinin goriintiisii

: Toplam sembolii

: (I¢) direk toplam sembolii

: Tanim sembolii

: Tamim sembolii

: Dogal sayilar kiimesi

: Tamsayilar kiimesi

: Pozitif tamsayilar kiimesi

: Gergel sayilar kiimesi

: Rasyonel sayilar kiimesi

: Priifer p-grup

: Kanitin bittigini gosteren simge
: Sol R-modiillerin kategorisi

: R halkasinin bir X alt kiimesinin, R deki sifirlayani






1. GIRIS

Gectigimiz yillarda yiikselen modiiller, bu alanda ¢alisan aragtirmacilar tarafindan
agirlikli olarak caligilmistir. Yiikselen modiillerin farkli genellemeleri daha 6nceki
calismalarda ortaya koyulmustur. Biz de bu tezde yiikselen modiilleri,

hollow-yiikselen modiilleri, esc¢okdiize (copolyform) modiilleri ve bunlarin

birbiriyle iligkilerini inceledik.

Extending modiiller injektif modiillerin genellestirilmesi ve duali olan yiikselen
modiiller de projektif tiimlenmis modiillerin genellestirilmesidir. Bir modiil yeterli
timlenmis ve her altmodiilii direkt toplanan ise yiikselen modiildiir [2]. Extending
ve lifting (yiikselen) terimleri ilk olarak Harada ve Oshiro tarafindan tanimlanmaistir
[10], [18]]. Bir M modiiliiniin herhangi bir N altmodiilii i¢in X < N ve N/X <
M /X oluyorsa M yiikselen modiildiir [2]]. Asagidaki 6zelligi verelim:

(D1) Bir M modiiliiniin her A altmodiilii icin M; < A ve AN My < M olacak
sekilde bir M = M; & My pargalanisi vardir [[16]].

(D1) kosulunu saglayan bir M modiiliine yiikselen modiil denir.

Orhan; [17]’de M /N hollow olacak sekilde M ’nin her N altmodiiliiniin M ’de bir
coessential altmodiilii varsa; yani N, M nin bir direkt toplanani ise M modiiliine

hollow-yiikselen modiil demistir.

Bu caligmanin birinci boliimiinde ¢aligmanin igerigi hakkinda bilgi verilmistir.
Ikinci boliimde, calismanin geri kalan kisminda ihtiyacimiz olan temel tanim
ve teoremlere yer verilmigtir. Bu bolimde [1f], [11], [16] ¢aligmalart temel
almmugtir.  Ucgiincii boliimde [14] calismasi temel alinarak yiikselen modiil
tanimina ve yiikselen modiillerin karakterizasyonuna yer verilmistir. Dordiincii
bolimde hollow-yiikselen modiil tanimi, hollow-yiikselen modiillerin baz1

ozellikleri, degismeli halkalar iizerinde hollow-yiikselen modiiller ve tamamen
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hollow-yiikselen modiiller calisilmistir [[17]]. Besinci boliimde escokdiize modiiller

ile yiikselen modiillerin iligkisi incelenmigtir [9].



2. TANIM VE OZELLIKLER

Bu boliimde tez i¢in gerekli olan temel tanim ve kavramlara yer verilmigtir

2.1. Temel Tamim ve Ozellikler

Tamm 2.1.1. [[11]] R bir halka olsun.
(I') M bir toplamsal degismeli grup,
(II) M x R — M, (m,r) — mr doniisiimii icin m, m1, mg, M nin elemanlar
ve r, 71, T2, R’nin elemanlart olmak iizere;
(1) m(rire) = (mry)ry
(2) (mq + ma)r = myr + mar
m(ry +1r2) = mry + mra
ozelliklerini saglayan M’ye sag R-modiil denir. M, sag R-modiil ise o zaman Mg
yada M = Mp yazariz.
(3) 1, R halkasinin birimi ve M bir sag R-modiil olmak tizere m.1 = m ozelligini
sagliyorsa M modiilii birimsel sag R-modiil olarak adlandirilir.
Benzer tanim sol R-modiil i¢in de yapilir. S ve R iki halka olsun. Eger M, sol

S-modiil ve sag R-modiil ise M’ye S-R-bimodiil denir.

Tamm 2.1.2. [11]] M, bir sag R-modiil olsun. A, M ’nin bir alt kiimesi olmak
iizere toplama ve M ’nin modiil carpimi A’ya kisitlandiginda A, kendi bagina bir
modiil oluyorsa bu A kiimesine M nin bir altmodiilii denir ve A < M seklinde

gosterilir.

Tamm 2.1.3. [11] (1) M, bir sag R-modiil olmak iizere en az bir my € M igin
M = mpR oluyorsa M modiiliine devirli (cyclic) modiil denir.
(2) M, bir sifirdan farkli sag R-modiil olmak iizere M nin her A altmodiilii i¢in
A = 0veya A = M oluyorsa M’ye basit (simple) modiil denir.
(3) R, sifirdan farkli bir halka olmak iizere R’nin her A ideali igin A = 0 veya
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A = R oluyorsa R’ye basit (simple) halka denir.

(4) A, M’nin sifirdan farkli bir altmodiilii olsun. M’nin B < A altmodiilii igin
B = 0 oluyorsa A’ya M’nin minimal altmodiilii denir.

(5) M bir modiil ve A £ M altmodiilii olsun. A S B kosulunu saglayan )M nin

her B altmodiilii icin B = M oluyorsa A’ya M nin maksimal altmodiilii denir.

Lemma 2.1.4. [11] Modiilarite Kurali] A, B, C; M ’nin altmodiilleri ve B, C’nin
altmodiilii olsun. O zaman (A+ B)NC = (AN C) + B olur.

Ispat: a € A,b € B, c € Colmakiizerea +b=cc (A+B)NColsun. B < C
oldugundan @ = ¢ — b € AN C"dir. Buradana + b = ¢ € (AN C) + B’dir. Yani
(A+B)NnC C (ANC)+ Bolur. Tersined € (ANC) ve b € B olmak iizere
d+be (ANC)+ Bolsun. O zaman B < C oldugundand +b € (A+ B)NC
olur. Yani (AN C) + B C (A + B) N C’dir. Buradan esitlik elde edilir. O

Tanmm 2.1.5. [[11]] M bir modiil ve A, M nin bir altmodiilii olsun. M nin her U
altmodiilii icin A + U = M iken U = M oluyorsa A’ya M nin small altmodiilii
denir. A < M seklinde gosterilir.

Tanmm 2.1.6. [[11]] M bir modiil ve A, M nin bir altmodiilii olsun. M ’nin her U
altmodiilii icin A N U = 0 iken U = 0 oluyorsa A’ya M nin essential altmodiilii

denir. A <. M seklinde gosterilir.

Lemma 2.1.7. [11]] M bir modiil A, B, N, M ’nin altmodiillerive A < B < N <
M olsun. B, N’de small ise A, M ’de small olur.

ispat: U < M olmak iizere A + U = M olsun. O zaman A < B oldugundan
B+ U = M’dir. Buradan (B+ U)N N = M NN = N’dir. Lemma[2.1.4ten
(B+U)NN = B+(UNN) = N’dir. B, N’ de small oldugundan UNN = Ndir.
Dolayisiyla N < U olur. A < N kabuliinden U = A+ U = M sonucuna ulagiriz.
Yani U = M oldugundan A < M dir. O
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Tanmm 2.1.8. [2]] Bir f : M — N epimorfizmasi i¢in Kerf, M’de small ise

f’ye small epimorfizma denir.

Tammm 2.1.9. [2] M, sifirdan farkli bir R-modiil olmak iizere M ’nin her

ozaltmodiilii M’de small ise M’ye hollow modiil denir.

Tamm 2.1.10. [2]] M, sifirdan farkli bir R-modiil olmak iizere M nin her sonlu

tiretilmis 6zalt modiilii M de small ise M’ye semihollow modiil denir.

Tanim 2.1.11. [11]] Bir M modiiliiniin her altmodiilii bir direkt toplanan ise M ’ye

yaribasit (semisimple) modiil denir.

Tanmm 2.1.12. [[11]] Bir Pr modiilii; asagidaki denk kosullardan birini sagliyorsa
P’ye projektif R-modiil denir.

(1) Her ¢ : B — P epimorfizmas: splittir. Yani Ker(§), B’de bir direkt
toplanandir.

(2) Her  : B — C epimorfizmasi ve her ¢ : P — C homomorfizmasi i¢in
1) = B olacak sekilde bir A : P — B homomorfizmasi vardir.

(3) Her 8 : B — C epimorfizmasi icin Hom(1p, ) : Hompr(P,B) —

Hompg(P,C) bir epimorfizmadir.

Tanmm 2.1.13. [[16] P ve M, sag R-modiiller olsun. Her f : M — N
epimorfizmasi ve her g : P — N homomorfizmasi ig¢in fh = g; yani asagidaki
diyagram degismeli olacak sekilde en az bir h : P — M homomorfizmasi varsa

o zaman P’ye M -projektiftir denir.

P bir R-modiil olsun. Her R-modiil M i¢in P, M-projektif oluyorsa o zaman P

modiiliine projektif modiil denir.
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Tanim 2.1.14. [16]] Bir P modiilii P-projektif ise quasi-projektif (self projektif)

denir.

Tamm 2.1.15. [16] P ve M birer R-modiil olmak tizere P, M -projektif ve M
de P-projektif ise P ile M ye aralarinda projektif (relatively projective) modiiller

denir.

Tamm 2.1.16. [11]] M bir R-modiil olsun. P bir projektif modiil olmak iizere
bir f : P — M small epimorfizmasina M ’nin projektif ortiisii (projective cover)

denir.

Lemma 2.1.17. [24, 41.14] M bir modiil ve U,V, M 'nin altmodiilleri olsun.

Asagidaki ozellikleri diisiinelim:

I. M=U+VvelU <q M ise 0 zaman M = U & V' olacak sekilde V ’nin bir
V' altmodiilii vardur.

2. Eger M =U @V ise o zaman V, U-projektiftiv. (U, V -projektiftir.)

3 M=U@&VveU 2V ise ozaman M self projektiftir.

4. M =U~4+VveUV <4 M iseozaman U NV <z M dir.

O zaman (1) < (2), (2) = (3), (1) = (4) tiir.

Tanim 2.1.18. [|11]] M, bir sag R-modiil ve X, M nin bir altmodiilii olsun. 7, j =

1,...,mvei # jigin x; # x; olmak iizere her {1, ..., 2, } C X sonlu alt kiimesi

icin il:ciri = 0 iken r; = 0 oluyorsa X e M ’nin serbest (free) altmodiilii denir.
i=

Teorem 2.1.19. [[11]] R, bir halka olmak iizere A, R’nin biitiin tersinir olmayan

elemanlarimin kiimesi olsun. O zaman asagidaki ozellikler denktir:

(1) A, toplamsal kapalidir. Yani her a1, as € A igin ay + ag € A’dir.

(2) A, bir iki-yanl idealdir.

(3) — (a) A, en biiyiik ézalt sag idealdir.

(3

(

4

(b) A, en biiyiik ozalt sol idealdir.

)
) —
) —
) —

(a) R’de en biiyiik ozalt sag ideal vardir.



(4) — (b) R’de en biiyiik dzalt sol ideal vardr.
(5) — (a) Herr € Riginyar yada 1 — r sag tersinirdir.
(5) — (b) Her r € Riginyar ya da 1 — r sol tersinirdir.
(6) Herr € Ricinyar yadal — r tersinirdir.

Tanimm 2.1.20. [|/11]] Teorem [2.1.19[un denk kosullarin1 saglayan bir R halkasina

verel (local) halka denir.

Tamm 2.1.21. [11] (1) Bir & : A — B monomorfizmasina splittir denir :<
Im(«), B’de direkt toplanandir.
(2) Bir § : B — C epimorfizmasma splittir denir :< Ker(3), B’de direkt

toplanandir.

Tamm 2.1.22. [11]] R ve S birimli iki halka olsun. Tiim 71,7y € R i¢in ¢(r +
ro) = @(r1) + @(re) ve ¢(rim2) = ¢(r1)p(re) ve ¢(1g) = ¢(1g) islemleri ile

tanimli ¢ : R — S doniigiimiine halka homomorfizmasi denir.

Tanmm 2.1.23. [[11]] R ve S birer halka olmak iizere A ve B her ikisi de
sirasiyla sag R-modiiller veya sol S-modiiller veya S-R-bimodiiller olsun. Bir
a1 A — B doniigiimii sirasiyla asagidaki 6zellikleri saghiyorsa A’dan B’ye bir
modiil homomorfizmadr.

(1) Yai,as € A,¥ri,re € Rigin a(airy + agre) = a(ar)r1 + a(ag)rs veya

(2) Vay, a2 € A,Vs1,s9 € Sicin as1ay + s2a2) = s1a(a1) + seaaz) veya

(3) Vai,ag € A,Vs1,89 € S,Vr1,ry € Rigin asya1m1 + s2asr2) = s1a(ay)r; +
soa(ag)ra.

« : Ap —> Bpr homomorfizmasi, R-modill homomorfizmasi ya da bir sag modiil

homomorfizmasi olarak adlandirilir.

Tanmm 2.1.24. [[11]] Bir o : Az — Bg homomorfizmasi;
monomorfizmadir <= YC € Mp,Vv1,72 € Homgr(C, A) i¢in ay; = ay2 =

Y1 = 72 dir.
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epimorfizmadir = YC € Mpg,VB1, P2 € Homp(B,C) igin f1a = Poax = 1 =
By’dir.

izomorfizmadir & 3o’ € Hompg(B, A) i¢in ad'a=14vead =1pdir

Teorem 2.1.25. [11]]  : A — B bir homomorfizma olsun. O zaman;
(1) « birebirdir < o monomorfizmadir.
(2) « drtendir < o epimorfizmadur.

(3) « birebir ve drtendir < « izomorfizmadir.

Tamim 2.1.26. [[1] M bir sag R-modiil ve K, M nin bir altmodiilii olsun. x € M
ve Ker(ng) = K olmak iizere nx (z) = v+ K € M/K ile tamml
ng : M — M/K orten doniisiimii bir R-modiil epimorfizmadir. ny’ya dogal

(natural) epimorfizma denir.

Tanmim 2.1.27. [11] A bir R-modiil olmak tizere Hompr(A, A) asagida tanimlanan

(a1 + a9)(a) = ai(a) + az(a)

(a1a2)(a) = ai(az(a))

islemleri ile bir halkadir. Bu halkaya A’nin R-endomorfizma halkasi denir.

Teorem 2.1.28. [1| Factor Teoremi] M, N, K modiiller olmak iizere

f + M — N bir homomorfizma olsun. Ker(g) < Ker(f) olacak sekilde
g : M — K bir epimorfizma ise o zaman f = hg olacak sekilde tek bir
h : K — N homomorfizmast vardir. Bununla birlikte Im(f) = Im(h)’dir
ve Ker(h) = g(Ker(f))’dir. Dolayistyla h bir epimorfizmadir ancak ve ancak f
bir epimorfizma ve h bir monomorfizmadir ancak ve ancak Ker(g) = Ker(f) dir.
Ispat: g bir epimorfizma oldugundan bir & € K icin g(m) = k olacak sekilde
bir m € M vardir. Bununla birlikte g(I) = k olmak iizere [ € M ise o zaman
m — 1 € Ker(g) < Ker(f)dir ve dolayisiyla f(m) = f(I)’dir. Buradan bir

modiil homomorfizmasi olan iyi tanimli bir b : K — N doniisiimii vardir. Simdi
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h’nin tekligini arastiralim: Eger h : K — N, f = hg olacak sekilde baska
bir homomorfizma ise o zaman hg = hg’dir. Sonug olarak g bir epimorfizma

oldugundan h = h’dir. Teoremin geri kalani agiktir. O

Teorem 2.1.29. [11, I. izomorfizma Teoremi] f : M — M’ bir modiil

homomorfizmast olsun. O zaman M /Ker(f) = Im(f) dir.

Ispat: 7 : M — M/Ker(f) dogal epimorfizmasin diisiinelim. O zaman acikca
Ker(m) = Ker(f) dir. Buradan Teorem[2.1.28]ile f = hm olacak sekilde bir

h : M/Ker(f) — M  monomorfizmas: vardir. h : M/Ker(f) — Im(f)
homomorfizmasim goz 6niine alalim.

h bir izomorfizmadir. O zaman M/Ker(f) = Im(f) dir. O

Teorem 2.1.30. [11, II. izomorfizma teoremi] A ve B, M ’nin altmodiilleri olsun.
O zaman (A+ B)/B = A/(AN B)’dir.

Sonug 2.1.31. [11] A= B @ Cise A/C = B'dir.

Ispat: A/C = (B+C)/C = B/(BNC) = B/0= Bdir. O

Teorem 2.1.32. [11, III. izomorfizma Teoremi] Eger A < B < M ise o zaman

M/B = (M/A)/(B/A) du.

Tamm 2.1.33. [11]] B’nin bir By altmodiiliine B’nin direkt toplanani (direct

summand) denir. :< B’nin By @ B; = B olacak sekilde bir B; altmodiilii vardir.

Lemma 2.1.34. [11]] X, Mg nin bir altmodiilii olsun. O zaman;

A=

{inri\xiGX, riERveneN}, X # (ise
i=1
0, X =0ise

M ’nin bir altmodiiliidiir.
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Tanmmm 2.1.35. [11]] Lemma 2.1.34]te tanimlanan A modiiliine M’nin X ile

iiretilen altmodiilii denir. ‘ X ) ile gosterilir.

Tammm 2.1.36. [11]] M, bir sag R-modiil olsun. M ’nin biitiin maksimal
altmodiillerinin kesisimine ya da small altmodiillerinin toplamina M 'nin Jacobsan

radikali denir ve Rad(M) ile gosterilir.

Tanmm 2.1.37. [1]] Sag (sol) ideallerinin herbiri projektif olan bir R halkasina sag
(sol) hereditary halka denir.

Tamm 2.1.38. [2]] Bir R halkasinin her sonlu iiretilmis sag (sol) ideali projektif

ise sag (sol) semihereditary halka denir.

Tamm 2.1.39. [16] (1) M bir modiil olsun. N ve L, M nin altmodiilleri olsun.
Eger N, M = N + L olmak iizere minimal ise ya da diger bir ifadeyle M = N+ L
ve NN L < N ise N’ye L’nin tiimleyeni (supplement) denir.

(2) Eger M’nin her altmodiiliiniin bir timleyeni varsa M modiiliine fiimlenmis
(supplemented) modiil denir.

(3) M modiili, M = A + B olmak iizere M nin A ve B altmodiilleri i¢in P < B
olacak sekilde A’nin bir P tiimleyeni varsa, M modiiliine yeterli tiimlenmis (amply
supplemented) modiil denir.

(4) Bir M modiiliniin her A altmodiilii icin M = A+ Bve ANB <« M
olacak sekilde M’nin bir B altmodiilii varsa, M’ye zayif tiimlenmis (weakly
supplemented) modiil denir.

(5) M bir modiil olsun. M ’nin her altmodiiliiniin toplanan olan bir tiimleyeni varsa
M’ye &-tiimlenmig (B-supplemented) modiil denir.

(6) M bir modiil olsun. M nin her A altmodiilii icin A + X = M saglanacak
sekilde bir A direkt toplanani olmasi icin gerek ve yeter kosul A+X =M

olmasi ise M modiiliine H- tiimlenmis (H-supplemented) modiil denir.

Tamim 2.1.40. [16]] M, bir modiil ve { B;|i € I}, M nin altmodiilleri olmak iizere

asagidaki bi¢cimde tanimlanan M = @ B;’ye M nin bir direkt ayrisumi (direct
iel
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decomposition) denir.
(1) M= ZBZ- A
M:@B" Y (@) v e}e{IBm > Bi=0}.
i€l i€l i)
Teorem 2.1.41. [1, Azumaya Teoremi] Her bir End(M, ) endomorfizma halkast
yerel olmak iizere bir M modiiliinin M = @ 4, M, seklinde bir direkt ayrigim
varsa o zaman bu ayrisum parcalanamazdir ve asagidaki 6zellikler vardir:
(1) M ’nin stfirdan farkl her direkt toplananmimin par¢alanamaz bir direkt toplanam
vardur.

(2) M = @ 4 My ayrisymi maksimal direkt toplananlara tamamlanmir ve boylece

bu M ’nin her parcalanamaz ayrisumina denktir.

Lemma 2.1.42. [24] Properties of Supplements 41.1] M bir modiil, U ve V,
M ’nin altmodiileri olsun. V', U’nun tiimleyeni ise o zaman;

(1) Herhangi bir W < U icin W +V = M ise V, W ’nin bir tiimleyenidir.

(2) M sonlu iiretilmis ise V' de sonlu iiretilmistir.

(3) U, M ’nin bir maksimal altmodiilii ise V devirlidirve UNV = Rad(V'), V ’nin
bir (tek) maksimal altmodiiliidiir.

(4) K, M ’nin small altmodiilii ise V, U + K 'min bir tiimleyenidir.

(5) M ’nin bir small K altmodiilii icin K NV, V’de smalldur ve buradan
Rad(V) =V N Rad(M)’dir.

(6) Rad(M), M’de small ise o zaman U, M nin bir maksimal altmodiiliinde
icerilir.

(7) L <Uigin (V + L)/L, M/L’de U/L’nin bir tiimleyenidir.

[[16]] Continuous ve quasi-continuous modiillerin duali olarak tanimlanacak olan
discrete ve quasi-discrete modiiller icin gerekli agagidaki 6zellikleri verelim:

(D1) Bir M modiiliiniin her A altmodiilii i¢in M; < A ve AN My < M olacak
sekilde bir M = M; ® M ayrisimu vardir.

(D2) Eger M /N, M’nin bir direkt toplananina izomorf olacak sekilde N, M nin
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bir altmodiilii ise 0 zaman N, M ’nin bir direkt toplananidir.

(D3) M = K + L olmak tizere M nin her K ve L direkt toplananlari i¢in K N L,
M ’nin bir direkt toplananidir.

Eger bir M modiilii (D1) ve (D2) kosullarini sagliyorsa ayrik (discrete) modiil,

(D1) ve (D3) kosullarini sagliyorsa quasi-ayrik (quasi-discrete) modiil adi verilir.

Lemma 2.1.43. [[16]] A ve B iki modiil olsun. A ® B quasi ayrik ve X,
B’nin altmodiilii iken bir ¢ : A — B/X homomorfizmast ¥ : A —
B homomorfizmasina vyiikseltilebili. ~ Ozel olarak herhangi bir B — A

epimorfizmast (ya da A — B epimorfizmast) splittir.

Teorem 2.1.44. [12| Theorem 6] M = My & Ms, M, yaribasit bir modiil ve
My, (D1) kosulunu saglayan bir modiil olmak iizere aralarinda projektif My, Mo

modiillerinin bir direkt toplami olsun. O zaman M, (D1) kosulunu saglar.

Teorem 2.1.45. [12, Theorem 11] M, (D1) kosulunu saglayan bir modiil olsun.
O zaman agsagidaki ozellikler denktir:

(1) M, (D3) kosulunu saglar.

(2) My ve My, M ’nin altmodiilleri olmak iizere M = My & My direkt toplami var

ise My ve My aralarinda projektiftir.

Lemma 2.1.46. [24] M bir self projektif R-modiil ve S = Endg(M) olsun. O
zaman Endr(M /RadM ) nin radikali sifirdr.

Onerme 2.1.47. [16, Proposition A.7] P maksimal ideal, K bir kesir cismi ve
Q = K/R olmak iizere R bir yerel Dedekind bolgesi olsun. a,b,c,n dogal
saylar ve B(ni,...ng), R/P™, ..., R/P" nin keyfi cokluktaki kopyalarinin direkt
toplamini gostersin. O zaman, siralanmis olan ozelliklere sahip biitiin M modiilleri
asagidaki sekilde tanmimlantir:

(1) M, zayif timlenmis ve ®-tiimlenmis modiil ise M = R®* & K’ © Q° @
B(1,...,n)’dir.
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(2) M, tiimlenmis ve H -tiimlenmis modiil ise M, (1) deki gibidir.

R incomplete ise b < 1 iken;

(3) M, (D1) kosulunu saglar ise M = R* & K ® Q° veya B(n,n + 1) dir.
(4) M, quasi-ayrik modiil ise M = R* & K° veya R* ® Q veya B(n) dir.
(5) M, ayrik modiil ise M = R* & K" veya B(n)dir.

Onerme 2.1.48. [16, Proposition 4.8] Bir M modiilii icin asagidaki ézellikler
denktir:

(1) M, D(1) kosulunu saglar.

(2) N, M de direkt toplanan ve S, M 'nin altmodiilii olmak iizere M 'nin her A
altmodiilii A = N & S olarak yazilabilir.

(3) M tiimlenmis modiildiir ve M ’nin her tiimleyen altmodiilii bir direkt

toplanandir.

Sonug¢ 2.1.49. [16, Corollary 4.9] Bir parcalanamaz M modiiliiniin (D1)

ozelligini saglamast icin gerek ve yeter kosul M ’nin bir hollow modiil olmasidir.

Teorem 2.1.50. [4, Theorem 4.2] I, R’nin bir maksimal sol ideali M ’de tek tiirlii
icerilen R’nin bir sol ideali olsun. R’nin asagidaki zincir kosulunu sagladigini

varsayalim. Hera € J(I) = {x € R: Ix C I} icin;
IC(I:a)C(I:a%)C...

sol ideallerin dizisi sonlu bir advmda durur. O zaman Endr(R/I) yereldir.
(I ve J, degismeli bir R halkasimin idealleri olmak tizere onlarin ideal boliimii

(ideal quotient ) (I : J); (I : J) = {r € R|rJ C I} kiimesidir.

Onerme 2.1.51. [1, Proposition 9.18] M ’'nin her oOzalt modiilii M nin bir
maksimal altmodiiliinde iceriliyorsa o zaman Rad(M), M ’nin tek en biiyiik small

altmodiiliidiir.

Teorem 2.1.52. [5|, Theorem 3.16] M, bir yeterli tiimlenmis modiil olsun. O zaman

asagidaki ozellikler denktir:
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(1) M ’nin her altmodiiliiniin M ’de tek bir eskapanist vardir; diger bir deyisle M,
bir UCC (uniquely coclosure) modiildiir.
(2) M modiiliiniin eskapali altmodiillerinin bir ailesinin toplami eskapalidir.

(3) M ’nin iki eskapalr altmodiiliiniin toplamu da eskapalidir.

Onerme 2.1.53. [1, Proposition 9.3] M, basit altmodiillerin bir (T,)aca indis
kiimesi tarafindan iiretilen bir modiil ise o zaman bir B C A icin M = g1s

olur. Yani M yaribasittir.

Tamm 2.1.54. [23] Bir M modiiliniin altmodiillerinin bir {Ay : A € A}
kiimesine esbagimsiz (coindependent) denir. < n > 2 i¢in A’nin bir sonlu

n—1
{1, A2, ..., Ay} altkimesi icin () Ay, + Ay, = M dir.
i=1

1
Lemma 2.1.55. [21, 3.2], [20, 11] M, altmodiillerinin her esbagimsiz
(coindependent) ailesi sonlu olacak sekilde sifirdan farkli bir R-modiil olsun. O

zaman M ’nin bir hollow faktor modiilii vardir.

Onerme 2.1.56. [27, Satz. 1.6] Sonlu iiretilmis bir R-modiil M icin asagidaki
ozellikler denktir:

(1) K(M) =M. (K(M)={x € M : Rz timlenmigtir })

(2)] M bir tiimlenmis modiildiir.

(3) R/Anng(M) halkast yarumiikemmeldir.

(Annp(M) ={r € Rlrm =0,Ym € M})

Lemma 2.1.57. [25, Lemma 1.3] (1) M = X +Y + U olsun. O zaman X, M ’de
Y +U ’nun tiimleyenive Y, M ’de X + U 'nun tiimleyeni iken X +Y, M 'de U 'nun
tiimleyenidir.

(2) M’ ve U, M nin altmodiilleri ve M', tiimlenmis bir modiil olsun. O zaman
M' +U, M de bir tiimleyen modiildiir ve boylece U da bir tiimleyen modiildiir.
(3) A ve B tiimlenmis modiil olmak iizere M = A + B olsun. O zaman M de bir

tiimlenmis modiil olur.
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Lemma 2.1.58. [2, Properties of Hollow Modules 2.15] (1) M bir (semi) hollow
modiil ise her faktor modiilii de (semi) hollowdur.

(2) K < M ve M /K (semi) hollow ise o zaman M, bir (semi) hollow modiildiir.
(3) M ’nin semihollow modiil olmast icin gerek ve yeter kosul M 'nin yerel modiil
ve Rad(M) = M olmasudur.

(4) Asagidaki ozellikler denktir:

a) M yerel modiildiir.

b)
¢) M, (semi) hollow modiildiir ve Rad(M) = M ’dir.

(
(b) M, (semi) hollow ve devirli (veya sonlu iiretilmis) bir modiildiir.

(

Lemma 2.1.59. [16, Lemma 4.2] M bir modiil ve A, B, C, M ’nin altmodiilleri
olsun. O zaman:

(1) A, B’de small ve B, C"’nin altmodiilii ise A, C’de smalldur.

(2) A, M’de small, A, B’nin altmodiilii ve B, M ’nin direkt toplanani olsun. O
zaman A, B’de small olur.

(3) A, M’de small, ¢ : M — N bir homomorfizma olsun. O zaman ¢(A),
¢(M)’de smalldur.

Teorem 2.1.60. [16, Theorem 2.25] Her bir M, bir yerel endomorfizma halkasina
sahip olmak iizere M = @, \ Mo modiilii i¢in asagidaki ozellikler denktir:

(1) M ’nin her yerel direkt toplanani bir direkt toplanandir.

(2) Bcr Mo ayrisima, direkt toplananlara tiimlenir.

(3) M, finite exchange propertye sahiptir.

(4) M, exchange propertye sahiptir.

Lemma 2.1.61. [16, Lemma 3.20] M = X @Y olsun. M 'nin exchange propertye
sahip olmast icin gerek ve yeter kosul X ve Y ’nin exchange propertye sahip

olmasidr.

Lemma 2.1.62. [12, Lemma 1] A ve B, yerel endomorfizma halkalart olan

M = A& B, (D1) kosulunu saglayacak sekilde modiiller olsun. C, A’min bir
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altmodiilii ve f : B — A/C bir homomorfizma olsun. O zaman asagidaki
ozellikler saglanir:

(1) f, B’den A’ya bir homomorfizmaya yiikseltilemez ise, o zaman f, bir
epimorfizmadir ve A’dan B’ye bir epimorfizma vardur.

(2) f, A’dan B’ye epimorfizmast bir izomorfizma ise, o zaman B, A-projektiftir.

(3) A’dan B’ye bir epimorfizma yok ise, o zaman B, A-projektiftir.

Teorem 2.1.63. [14, Theorem 2.17] M modiilii, 1 < i < n olmak iizere M =
My & ... ® M, seklinde M; modiillerinin bir sonlu direkt toplami olsun. O zaman
M ’nin ayrik modiil olmasi icin gerek ve yeter kosul M, ..., M, nin aralarinda

projektif ayrik modiiller olmasidir.

Onerme 2.1.64. [16, Proposition 4.38] Quasi projektif bir M modiilii (D2)

ozelligine sahiptir.
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3. YUKSELEN MODULLER

Bu calismada aksi belirtilmedikce halkalar, birimli ve modiiller, birimsel sag

R-modiiller olarak alinacaktir.

3.1. Yiikselen Modiillere Giris

Bu bolimde yiikselen modiil tanimlanacak olup yiikselen modiillerin

karakterizasyonu i¢in ihtiya¢ duyulan tanim ve teoremlere yer verilecektir.

Tanim 3.1.1. [[16]] M bir modiil olsun. N ve L, M nin altmodiilleri olsun. Eger
N, M = N + L olmak {izere minimal ise ya da diger bir ifadeyle M = N + L ve
NN L < N ise N’ye L’nin tiimleyeni (supplement) denir.

Tanmm 3.1.2. [16] Eger M’nin her altmodiiliiniin bir tiimleyeni varsa M

modiiliine tiimlenmig (supplemented) modiil denir.

Tanmmm 3.1.3. [16]] M modili, M = A + B olmak iizere M’nin A ve B
altmodiilleri i¢cin P < B olacak sekilde A’nin bir P tiimleyeni varsa, M modiiliine

yeterli tiimlenmis (amply supplemented) modiil denir.

Tanim 3.1.4. [16] Bir M modiiliiniin her A altmodiilii i¢cin M = A + B ve
AN B < M olacak sekilde M ’nin bir B altmodiilii varsa, M’ye zayif tiimlenmis

(weakly supplemented) modiil denir.

Tanmm 3.1.5. [[17]] R bir halka ve M bir R-modiil olsun. U ve V, M nin iki
altmodiilii olsun. Eger V', M’de U’nun timleyeni ve V' N U, U’nun bir direkt

toplanani ise V’ye M ’de U’ nun giiclii tiimleyeni (strong supplement) denir.

Tanmm 3.1.6. [[14] M bir modiil ve B < A < M olmak tizere A ve B, M ’nin
altmodiilleri olsun. Eger A/ B, M /B’de small ise o zaman B’ye A’nin coessential
altmodiilii denir. A, M’de B’nin coessential genigleyen (coessential extension)

altmodiiliidiir.
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Tamm 3.1.7. [[14]] M ’nin bir A altmodiiliiniin M’de 6z essential genislemesi

yoksa A’ya kapali (closed) altmodiil denir.

Tanmmm 3.1.8. [14]] Eger M nin bir A altmodiiliiniin coessential 6zalt modiilii

yoksa A’ya eskapali (coclosed) altmodiil denir.

Tamm 3.1.9. [[14] Eger B, A’nin coessential altmodiilii ve B, M de eskapali ise
B’ye M’de A’nin s-kapanist (s-closure) denir.

Tanmm 3.1.10. [|14]] M bir modiil olmak iizere M nin bir N altmodiilii i¢in K,
N’nin altmodiili ve N/K, M/K’da small olacak sekilde M ’nin bir K direkt

toplanani varsa M ’ye yiikselen (lifting) modiil veya (D1)’i saglar denir.

Denk olarak M’nin her N altmodiilii icin M = K & K /, K, N’nin altmodiilii ve
NNK' < K olacak sekilde M’nin K, K " altmodiilleri vardir.

Tamm 3.1.11. [16] M modiilii yiikselen ve (D2) kosulunu sagliyorsa o zaman

M’ye ayrik (discrete) modiil denir.

Tamm 3.1.12. [16] M modiilii yiikselen ve (D3) kosulunu sagliyorsa o zaman

M’ye quasi-ayrik (quasi-discrete) modiil denir.

Tamim 3.1.13. [14]] M ’ninbir N altmodiilii i¢in IV, K’da essential olacak sekilde

M’nin bir K direkt toplanani varsa M’ye extending modiil denir.

M’nin bir extending modiil olmasi icin gerek ve yeter kosul M’ nin her kapali

altmodiiliiniin M de bir direkt toplanan olmasidir.

Onerme 3.1.14. [[6] M bir yeterli tiimlenmis modiil ise o zaman M 'nin
herhangi bir tiimleyen altmodiilii, direkt toplanant veya faktor modiilii de yeterli
tiimlenmistir.

ispat: A, M’de B’nin bir tiimleyeni olsun. O zaman M = A+ Bve AN B, A’da

smalldur. A = X + Y olmak iizere X ve Y, A’nin altmodiilleri olsun. Buradan
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M = B+ X +Y olur. M yeterli timlenmis oldugundan Y', M’de B + X’in
bir tiimleyeni olacak sekilde Y ’nin Y altmodiilii vardir. Yani Y + B+ X = M
ve Y N (B + X), Y'’de smalldur. Y nin A’da X’in bir tiimleyeni oldugunu
gosterecegiz. A= ANM = AN + B+ X) = (AN B) + (X + Y )dir.
AN B, A’da small oldugundan A = X + Y ’dir. X NY < (X+B)nY <Y’
oldugundan X N Y', Y'de small olur. Dolayisiyla A yeterli tiimlenmis bir
modiildiir. Diger taraftan M nin bir direkt toplanani bir tiimleyen altmodiildiir ve
dolayisiyla yeterli timlenmis olur. Son olarak da faktor modiiller i¢in olan iddia

Lemma|2.1.42(7)’den elde edilir. O

Sonu¢ 3.1.15. [6]] Eger N, M ’nin bir tiimleyen altmodiilii ve N', N’nin bir
altmodiilii olsun. N'’nin, N nin bir eskapali altmodiilii olmas icin gerek ve yeter

kosul N "*nin, M 'nin bir eskapali altmodiilii olmasidir.

Lemma 3.1.16. [24], 41.11] M, bir modiil ve A, M ’nin bir altmodiilii olsun. O
zaman agagidaki ozellikler denktir:

(1) X, M ’nin bir altmodiilii olsun. X, A’min bir coessential altmodiilii olacak
sekilde M 'nin bir X direkt toplanani vardir.

(2) A= X @Y olmak iizere M ’nin bir Y small altmodiilii ve X direkt toplanam
vardtr.

(3) X, A’mn altmodiilii ve ANX < X' olmak iizere bir M = X ® X' parcalanigi
vardur.

(4) A’man M 'de bir giiclii tiimleyeni vardir.

Onerme 3.1.17. [2] M bir yiikselen modiil olsun. O zaman asagidaki ézellikler
vardur:

(1) M ’nin herhangi bir eskapali altmodiilii bir direkt toplanandr.

(2) M yeterli tiimlenmigtir.

(3) M ’nin hollow olmast icin gerek ve yeter kosul M ’nin par¢alanamaz olmasidur.
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Ispat: (1) A, M nin bir eskapali altmodiilii olsun. M yiikselen modiil oldugundan
K, M’de A’nin coessential altmodiilii olacak sekilde M ’nin en az bir K direkt
toplanani vardir. Fakat A’nin coessential 6zalt modiilii olmadigindan A = K’dur.
(2) M = A + B olmak iizere A ve B, M’nin altmodiilleri olsun. B’nin M’de
A’nimn bir timleyenini icerdigini gosterecegiz. Lemma [3.1.16/dan X, M’nin
small altmodiilii ve Y, M’nin direkt toplanani olmak iizere B = X & Y ’dir.
Buradan M = A + Y’dir. Tekrar ayn1 Lemmadan S, M’de small ve N, M’ nin
bir direkt toplanan1 olmak iizere A N'Y = N @ S’dir. Dolayisiyla S, Y’de
smalldur ve N, Y nin direkt toplananidir. Y’nin herhangi bir NV " altmodiilii icin
Y = N& N’ olsun. A¢ikca N, Y de N’nin bir tiimleyenidir. Fakat S, Yde small
oldugundan Lemma den N',Y’de N + S’nin bir tiimleyenidir. Dolayisiyla
Y = N'+N+Sve N'N(N+S) < N'dir. Buda (ANY)+N = N+S+N' =Y
oldugunu gosterir. Sonug olarak M = A+ N + S + N = A + N'dir. Bununla
birlikte ANN = (ANY)NN = (N +S)N N’ < N'dir. Dolayisiyla N' < B
olmak iizere N', M’de A’nin bir tiimleyeni olur.

(3) Eger M hollow ve M = A @ B ise o zaman ya A = M’dir yada B = M’dir.
Dolayisiyla M parcalanamazdir. Tersine M ’nin bir par¢alanamaz yiikselen modiil
oldugunu kabul edelim ve A, M nin bir 6zalt modiilii olsun. M yiikselen modiil
oldugundan A/K, M/K’da small olmak iizere M nin bir K direkt toplanani
vardir. Fakat M pargalanamaz oldugundan K = 0’dir ve bu sebepten A < M dir.

Buradan da M hollow bir modiil olur. O

Sonuc 3.1.18. [|6]] Bir M yiikselen modiiliiniin herhangi bir eskapali altmodiilii
(dolayistyla herhangi bir direkt toplanani) de yiikselen modiildiir.

ispat: M, bir yiikselen modiil ve A, M ’nin bir egskapali altmodiilii olsun. Onerme
den A, M’de direkt toplanandir. Sonug olarak Onerme ten A yeterli
tiimlenmistir. Simdi A, A’mn eskapali altmodiilii olsun. A, M de bir tiimleyen

oldugundan Sonug [3.1.15ten A", M nin eskapali altmodiiliidiir. A', A’mn direkt
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toplananidir. Dolayisiyla M ’nin direkt toplananidir. Buradan da A bir yiikselen

modiildiir. O

Lemma 3.1.19. [16, Lemma 4.7] (D1), (D2), (D3) dzelliklerinden birini

saglayan bir M modiiliiniin herhangi bir toplanam da ayni dzelligi saglar.

Ispat: Ispat: Sonuc|3.1.18den agiktir. O

Lemma 3.1.20. [15]] M bir modiil ve N, M ’nin bir altmodiilii olsun. Asagidaki
durumlar diigtinelim:

(1) N, M ’nin tiimleyen altmodiiliidiir.

(2) N, M de eskapalidir.

(3) N ’nin biitin X altmodiilleri icin X, M ’de small ise X, N de smalldur.

O zaman (1) = (2) = (3) saglamr. Eger M zayif tiimlenmis bir modiil ise o
zaman (3) = (1) saglanir.

Ispat: (1) = (2). N, M’de L’nin bir tiimleyeni olsun. O zaman M = N + L ve
N minimaldir yani NN L < N’dir. K, N’nin altmodiilii ve N/ K, M /K da small
olsun. O zaman M = K + L’dir. N’nin minimalliginden N = K dir. Dolay1siyla
N’nin bir coessential K 6zalt modiilii olmadigindan N, M de eskapalidir.

(2) = (3). N, M’nin bir eskapali altmodiilii olsun. X < N olmak iizere X,
M’nin small altmodiilii olsun. N = X +Y ve Y < N oldugunu kabul edelim.
Simdi N/Y’nin M/Y’de small oldugunu gostermek istiyoruz. ¥ < H < N
olmak iizere M/Y = N/Y +H/Y olsun. Ozaman M = N+ H = X+Y +H =
X + H’dir. X, M’de small oldugundan M = H’dir. Dolayisiyla N/Y, M /Y de
smalldur. N eskapali oldugundan N = Y’dir. Sonug olarak X, /N’de smalldur.
(3) = (1). M, bir zayif timlenmis modiil olsun. N’nin tiim X altmodiilleri
icin X < M iken X < N oldugunu kabul edelim. M zayif tiimlenmis modiil
oldugundan M = N + L ve N N L < M olacak sekilde M nin bir L altmodiilii
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vardir. Kabulden N N L < N’dir. Dolayisiyla NV, M’de L’nin bir tiimleyenidir. O

Lemma 3.1.21. [14]] M bir modiilve M = A+ Bve M = (AN B) + C olsun.
O zaman M = (BNC)+ A= (ANC) + Bdir.

Ispat: (ANC)+B=[(ANC)+(ANB)+B=[AN(C+ (ANB))|+B=
A+ B = Mdir.
(BNC)+A=[(BNC)+(ANB)|+A=[BN(C+(ANB))|[+A=B+A=M

elde edilir. O

Lemma 3.1.22. [[14]] M bir modiil ve M = A + B, B, C’nin altmodiilii ve C/ B,
M/ B’de small olsun. O zaman (AN C)/(AN B), M /(AN B)’de smalldur.

Ispat: ANB < X < M olmak iizere M /(ANB) = (ANC)/(ANB)+X/(ANB)
olsun. O zaman M = (ANC) + X tir. Lemma[3.1.21fden M = C + (AN X) tir.
C/B, M/B’de small oldugundan M = B + (A N X) olur. Tekrar Lemma
B.1.21fden M = X + (A N B) elde edilir. Dolayisiyla M = X olur. Boylece
(ANC)/(ANB), M/(AN B)’de smalldur. O

Lemma 3.1.23. [14] (1). M bir modiil olmak iizere B < C olacak sekilde B ve C,
M ’nin altmodiilleri olsun. C'/B, M /B’nin bir tiimleyen altmodiilii ve B, M 'nin
bir tiimleyen altmodiilii olsun. O zaman C, M ’nin bir tiimleyen altmodiiliidiir.

(2). M bir zayf tiimlenmis modiil, B < C olacak sekilde B ve C, M ’nin
altmodiilleri olsun. C'/ B, M /B’de eskapali, B de M ’de eskapali olsun. O zaman
C, M ’de eskapalidrr.

ispat: (1). C/B, M/B’de C' /B nin bir timleyeni olsun. B, M’de B’ nin bir
tiimleyeni olsun. O zaman, M/B = C/B+ C' /B ve (C/B) N (C'/B) < C/B,
M = B+ B ve BN B <« Bdir. B, C'nin altmodiilii oldugundan agikca
BN B, C’de smalldur. M = (CNC")+ B’ ve M = C + C' oldugundan Lemma
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B.1.21fden M = C + (B'NC’)dir. $imdi C = CN(B+B') = B+ (CN B)dir
ve (C'NC")/B, C/B’de smalldur. Lemma [3.1.22[den (C N C' N B')/(BN B'),
C/(B N B')’de smalldur. Ayrica BN B', C’de smalldur. Buradan (C N C' N B'),
C"de small olur. Dolayisiyla C, M’de B' N C’ ’nin bir tiimleyenidir.

(2). Lemma|3.1.20 ve (1)’den agiktir. O

Onerme 3.1.24. [[14] M bir yeterli tiimlenmis modiil olsun. O zaman M ’nin her
altmodiiliiniin bir s-kapanigi vardir.

Ispat: A, M nin altmodiilii olsun. M, yeterli tiimlenmis oldugundan M = A + B
ozelligiyle B minimal olacak sekilde M ’nin bir B altmodiilii vardir. Tekrar
M vyeterli timlenmis oldugundan C < A, M = C+ Bve (CNB <« C
olacak sekilde M’nin bir C' altmodiilii vardir. Simdi A/C’nin M /C’de small
oldugunu gosterelim. C' < X < M olsun. Eger M = X + A ise o zaman;
M =C+(XNB)+ A= A+ (X N B)dir. B’nin minimal altmodiil olmasindan
X N B = Bolur. Dolayisiyla M = X'tir. O halde M # A + X'tir. Buradan
A/C, M/C’de smalldur. C bir timleyen altmodiil oldugundan Lemma 3.1.20fden
C eskapalidir. Yani C, M’de A’nin bir s-kapanigidir. O

Lemma 3.1.25. [[14]] M bir modiil ve A ve B, M ’nin altmodiilleri olsun. B’nin,
M’de A’min bir s-kapanisi olmast icin gerek ve yeter kosul B’nin, A’min bir
minimal coessential altmodiilii olmasidir.

Ispat: B, M’de A’nin bir s-kapams1 olsun. O zaman A/B < M/B olmak iizere
B, M’de eskapalidir. Simdi B’nin A’nin minimal coessential altmodiilii oldugunu
gosterecegiz. X, B’nin altmodiilii ve A/ X, M /X te small olsun. O zaman B/ X,
M /X te smalldur. B, M’de eskapali oldugundan B = X olur. Dolayisiyla B,
A’nin minimal coessential altmodiiludiir.

Tersine B, A’nin minimal coessential altmodiilii olsun. O zaman A/B, M/B’de
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smalldur. Simdi B’nin M de eskapali oldugunu gosterecegiz. X, B’nin altmodiilii
ve B/ X, M/X’te small olsun. X < C < M olmak iizere M/X = A/X +C/X
olsun. O zaman M = A + C°dir ve bu sebepten M = A + (C + B) olur.
A/B, M/B’de small oldugundan M = B + C’dir. B/X, M/X’te small
oldugundan M = C 4+ X = (C"dir. Dolayisiyla A/ X, M /X te smalldur. B’nin
minimalliginden B = X’tir. Buradan da B’nin, M de eskapali oldugu elde edilir.

|

Lemma 3.1.26. [14]] M bir R-modiil olsun. O zaman M ’nin yeterli tiimlenmis
olmasi icin gerek ve yeter kosul M ’nin zayif tiimlenmis olmasi ve M ’nin her
altmodiiliiniin M ’de bir s-kapanisinin var olmasidir.

Ispat: Gereklilik tammlardan ve Onerme ten aciktir. Yeterlilik i¢in M nin
zayif tiimlenmis ve M’nin her altmodiiliiniin M ’de bir s-kapanisi oldugunu
varsayalim. M = A + B olmak iizere A ve B, M nin altmodiilleri olsun. M zayif
tiimlenmis bir modiil oldugundan M = (AN B) + C ve AN BN C <« M olacak
sekilde M nin bir C' altmodiilii vardir. Lemma[3.1.21fden M = A + (B N C)’dir.
Simdi D, M’de B N C’nin bir s-kapanigi olsun. O zaman M = A+ D ve AN D,
M’de smalldur. D, M’de eskapali oldugundan A N D, D’de smalldur. Dolayisiyla
D, M’de A’nin timleyenidir ve D, B’nin altmodiiliidiir. Buradan da M yeterli

tiimlenmis bir modiil olur. O

Onerme 3.1.27. [[14] M = M, & M, bir zayif tiimlenmis modiil olsun. M = N +
M veya M = N+ My olacak sekilde M 'nin her eskapali N altmodiilii icin N ’nin,
M ’nin bir direkt toplanani oldugunu varsayalim. K, M /K 'mn her altmodiiliiniin
M/K’da bir s-kapanist olacak gekilde M ’nin bir eskapali altmodiilii olsun. O
zaman K, M ’nin bir direkt toplananidir.

Ispat: M/K’mn (K + M;)/K altmodiiliinii diigiinelim. O zaman kabulden
N/K < (K + M;)/K ve (K + M;)/N < M/N olacak sekilde M /K nin
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bir eskapali N/K altmodiilii vardir. Lemma [3.1.23(2)’den N, M de eskapalidur.
Ayrica M = (K + M;) + My’den M = N + My’dir. Kabulden M ’nin bir
N’ altmodiilii icin M = N @ N olur. Béylece K = N N (K + N') ve
M = N 4 (K + N')dir. Buradan M/K = N/K @ (K + N')/K’dir. Bu
nedenle (K + N')/K, M /K da eskapali olur. Tekrar(2) ile K+ N', M’de
eskapalidir. Ayrica M = (K + M;) + N = (K + N') + My’dir. Dolayisiyla
kabulden K 4+ N', M’nin bir direkt toplanamdir. M = (K + N') @ K olacak
sekilde M’nin bir K altmodiilii vardir. O halde N' = (K + N') N (N + K')
ve NN (K+N)N(N +K)=Kn(N 4+ K) = 0dir. Bu sebeple
M =K@ (N +K')olur. O

Sonug 3.1.28. [14] M = My & Ms bir yeterli tiimlenmis modiil olsun. M ’nin
her eskapalt N altmodiilii icin ya M = N + M yada M = N + My olmak iizere
N, M ’nin bir direkt toplanani olsun. O zaman M 'nin her eskapali altmodiilii bir

direkt toplanandir.
Ispat: K, M’nin bir eskapali altmodiilii olsun. Onerme [3.1.147ten M /K nin

yeterli tiimlenmis oldugunu gérmek kolaydir. Onerme [3.1.24{ile M /K mn her
altmodiiliiniin M/K’da bir s-kapanigi vardir. Buradan Onerme [3.1.27| ile K,

M’ nin bir direkt toplanani olur. g

3.2. Yiikselen Modiillerin Karakterizasyonu

Teorem 3.2.1. [14]| M = M & My bir yeterli tiimlenmis modiil olsun. Asagidaki
ozellikler denktir:

(1) M bir yiikselen modiildiir.

(2) M = K + My veya M = K + My olacak sekilde M 'nin her eskapali K
altmodiilii, M ’nin bir direkt toplananidtr.

(3) (K + M)/K <« M/K veya (K + M>)/K <« M/K yada M = K +
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My = K + M olacak sekilde M 'nin her eskapali K altmodiilii, M 'nin bir direkt
toplananidir.

Ispat: (1) < (2) Lemmave Sonug [3.1.28]den elde edilir.

(2) = (3) Agikur.

(3) = (2) M = K+ Mo, benzer olarak M = K + M olacak sekilde K M ’nin bir
eskapali altmodiilii olsun. M /K yeterli timlenmis oldugundan (K + M;)/K nin
M /K da bir s-kapanmig1 vardir. Yani K < N < K + M, (K + M;)/N < M/N
ve N/K, M/K’da egkapali olacak sekilde M’nin bir N altmodiilii vardir.
Lemma 2)’den N/K, M/K’da eskapali ve K, M’de eskapali oldugundan
N, M’de eskapalidir. Kabulden M = N + N " olacak sekilde M ’nin bir N '
altmodiilii vardir. Ayrica M = K + My = (K + N') + My = (K + N') + M,
oldugunu biliyoruz. M = K + N + N ve K = (K + N') N N ve buradan
M/K = N/K & (K + N')/K oldugunu not edelim. O halde (K + N')/K,
M/ K’da eskapalidir. Tekrar Lemma 2)’den K + N', M’de eskapali olur.
Kabulden K + N', M nin bir direkt toplanamdir. K + N =K@ N oldugundan

K, M’nin bir direkt toplananidir. O

Onerme 3.2.2. [14] M = M, ® My bir modiil olsun. N, (N + M;)/M; <
M/M; ve M = N + M, olacak gekilde M 'nin bir altmodiilii olsun. O zaman
(N + My)/N, M/N de smalldur.

Ispat: N, (N + M;)/M; < M/M, ve M = N + Mj olacak sekilde M nin
bir altmodiilii olsun. f : My — My /(Mo N N) doniigiimiinii g6z 6niine alalim.
M/My = My ve My/(My N N) = (My+ N)/N = M/N oldugunu biliyoruz.
Bu déniisiimde (N + M;)/M,, (N + M;)/N’nin iizerinedir. Dolayisiyla 6nerme

ispatlanmaisg olur. O

Tammm 3.2.3. [14]] M; ve My modiiller olsun. Eger A, M’ nin bir altmodiilii
ve Imf < Ms/A olmak iizere her f : M; — Ms/A homomorfizmasi bir
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¢ : My — My homomorfizmasina yiikseltilebiliyorsa 17 modiiline small

Ms-projektiftir denir.

Tamm 3.2.4. [14]] Her 4, j € {1,2}, i # j i¢in M;, small M;-projektif ise M; ve

My aralarinda small projektiftir denir.

Eger M; modiilii Ms-projektif ise o zaman M;’in, small Ms-projektif oldugu

aciktir.

Lemma 3.2.5. [14] R bir sag hereditary halka olsun. O zaman biitiin M sag
R-modiilleri icin bir injektif X sag R-modiilii small M -projektiftir.

Ayrica priifer p-grup Zip~ = {I% +Z:a € Z,n € N}, her Z-modiil M igin small
M -projektiftir.

Ispat: M bir sag R-modiil ve N, M nin altmodiilii olsun. Im¢, M /N’de small
olmak iizere ¢ : X — M /N bir homomorfizma olsun. I'm¢ injektif oldugundan

Im¢ = (’dir. Buradan ¢ = 0’dir. O

Lemma 3.2.6. [[14] My ve Ms modiiller olmak iizere M = M; & Ms olsun.
Asagidaki ozellikler denktir:

(1) My, small Ms-projektiftir.

(2) (N + My)/N, M/N’de small olacak sekilde M 'nin her N altmodiilii i¢in
M = N' @ My olacak sekilde N ’nin bir N’ altmodiilii vardur.

Ispat: (1) = (2) N, (N 4+ M;)/N < M/N olacak sekilde M nin bir altmodiilii
olsun. O zaman Teorem [3.2.1][den M = N + Msy’dir. m; — my + N olmak
tizere g : M7 — M /N homomorfizmasini ve mg —— mgy + N olmak iizere
f: My — M/N epimorfizmasin diisiinelim. I'mg = (N + M;)/N oldugundan
Img, M/N’de smalldur. Buradan f¢ = g olacak sekilde bir ¢ : My — Mo
homomorfizmast vardir. N' = {a — ¢(a)|la € M;} tammlayalim. Acik¢ca N,
N’nin bir altmodiliidiir ve M = N + My'dir.
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(2) = (1) A, M2’nin bir altmodiilii olsun. Imf < Ma/Aven : My — My /A
dogal epimorfizma olmak iizere f : M; — Mjy/A bir homomorfizma olsun.
N={a+be M & M|f(a) =—n(b),a € My,b € Ms} tammlayalim.

Acik¢a A, N’nin bir altmodiiliidir ve M = N 4+ My’dir. X, M>’nin
altmodiilii olmak iizere Imf = X/A olsun. mg + A —— mg + N olmak
tizere h : My/A — M/N homomorfizmasini diigiinelim. O zaman
h(X/A) = (X + N)/N ve bu yiizden (X + N)/N, M/N’de smalldur.
(N + M1)/N, (X + N)/N’nin altmodiilii oldugundan (N + M;)/N, M/N’de
smalldur. Kabulden M/ = N’ & M, olacak sekilde N’nin bir N altmodiilii
vardir. o : N @& My, —» M> kanonik projeksiyonunu diisiinelim. O zaman
f homomorfizmast «|p;, : M; — M, homomorfizmasina yiikseltilebilir.

Dolayisiyla M7, small M; projektif modiil olur. O

Lemma 3.2.7. [[12]] My ve My modiiller ve M = My ® My olsun. Asagidaki
ozellikler denktir:

(1) My, Ma-projektiftir.

(2) M = N + My olmak iizere M nin her N altmodiilii icin M = N' & M, olacak
sekilde N ’'nin bir N " altmodiilii vardur.

Ispat: Ispati Lemma den elde edilir. O

Onerme 3.2.8. [14]] M, ve My modiiller ve M = M & Mo yeterli tiimlenmig bir
modiil olsun. O zaman asagidaki ozellikler denktir:

(1) (N + My)/M,, M/M;’de small ve M = N + My olacak sekilde M 'nin her
(eskapalt) altmodiilii icin M = N' @ M, olacak sekilde N ’nin bir N altmodiilii
vardir.

(2) (N+Mj)/N, M /N de small olacak sekilde M ’nin her (eskapalt) N altmodiilii
icin M = N' @ M, olacak sekilde N ’nin bir N’ altmodiilii vardur.

(3) (N + M) /My, M/M, de small ve M = N + My olacak sekilde M ’nin her
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eskapali altmodiilii icin M = N & My dir.

(4) My, small Ma-projektiftir.

Ispat: (1) = (2) (N + M;)/N, M/N’de small olmak iizere N, M ’nin
bir altmodiilii olsun. M /M; yeterli timlenmis oldugundan A; < X,
M/M, = X/M; + (N + My)/M; ve (X N (N + My))/M; < X/M; olacak
sekilde M 'nin bir X altmodiilii vardir. M = N+ X = N + (X N (M + M) =
(N + My) + (X n My)dir. (N + M;)/N, M/N’de small oldugundan
M = (X N M,) + N’dir. Lemma[3.1.21fden M = M, + (X N N)’dir. Ayrica
(NNX)+ M = XN (N+ M) olmast (NN X)+ M)/My, X/M;’de
small oldugunu gésterir. Dolayisiyla((N N X) + M) /My, M /M, de smalldur.
Kabulden N' < NN X ve M = N’ + M, olacak sekilde M nin bir N altmodiilii
vardir.

(2) = (1) Onerme [3.2.2den agiktir.

(3) = (1) (N + My)/My, M/M,’de small ve M = N + M, olacak sekilde
N, M’nin bir altmodiilii olsun. M yeterli timlenmis oldugundan N ', N’nin bir
altmodiilii olmak iizere Ms’nin bir N’ tiimleyeni vardir. Acik¢a (N "+ M 1)/ M,
(N + M;)/M;’de smalldur ve buradan (N/ + My)/M;, M/M;’de smalldur.
Kabulden M = N’ & My’dir.

(1) = (3) (N + My)/M;, M/M;’de small ve M = N + M, olacak
sekilde N, M’nin bir eskapali altmodiilii olsun. Kabulden M = N "® M,
olacak sekilde N’'nin bir N’ altmodiili vardi. N = N & (N N Mo)
oldugundan ((N N M) + My)/M;, M/M;’de small olur. Simdi
M /M, — M, dogal epimorfizmay diisiiniirsek N N My < Ms ve dolayisiyla
N N My, M’de small olur. M — M /N/ dogal doniigiimiinii diisiiniirsek
(NN M)+ N')/N' = N/N" < M/N' olur. N eskapali oldugundan N' = N
elde edilir.

(2) < (4) Lemma|3.2.6/dur. O
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Lemma 3.2.9. [14]] M bir modiil, My bir yiikselen modiil ve M = My ® My
olsun. My, small Ms-projektif ise o zaman (N + M,)/N, M /N ’de small olacak
sekilde M 'nin her eskapali N altmodiilii bir direkt toplanandr.

Ispat: (N + M;)/N, M/N’de small olacak sekilde N, M’nin bir eskapal
altmodiilii olsun. O zaman Lemma dan M = N @& M, olacak sekilde
Nnin bir N altmodiilii vardir. Agikca M /N , yiikselen bir modiildiir ve N, M de
eskapali bir altmodiil oldugundan N/N M /N "*de eskapali olur. Buradan N /N .
M/N "nin bir direkt toplananidir. Dolayisiyla N’nin, M nin bir direkt toplanani

oldugu elde edilir. O

Teorem 3.2.10. [14]] My ve My yiikselen modiiller ve M = M, & M bir
yeterli tiimlenmis modiil olsun. Eger asagidaki ozelliklerden biri saglamirsa M
bir yiikselen modiildiir.

(1) My, small My-projektif ve M = N + M olmak iizere M ’nin her eskapali N
altmodiilii bir direkt toplanandir.

(2) My ve My aralarinda small projektiftir ve M = N + My = N + My olmak
iizere M ’nin her eskapali N altmodiilii bir direkt toplanandir.

(3) Ma, M;-projektif ve M,y small Ma-projektiftir.

(4) My yaribasit ve small Ms-projektiftir.

Ispat: (1) ve (2) Teoremve Lemma dan agiktir.

(3) M = N + M olmak iizere N, M nin bir eskapali altmodiilii olsun. O zaman
Lemma den M = N' + M olacak sekilde N’nin bir NV " altmodiilii vardir.
M/N' vyiikselen bir modiil ve N/N', M/N"’de eskapali bir modiil oldugundan
N/N', M/N"de direkt toplanandir. O halde (3), (1)’den elde edilir.

(4) (3) ozelliginden agiktr. O

Sonu¢ 3.2.11. [14] M = M; & My & ... & M, aralarinda projektif M;

modiillerinin sonlu direkt toplami olsun. O zaman M ’'nin yiikselen olmasi icin
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gerek ve yeter kosul M ’nin yeterli tiimlenmis olmast ve tim 1 < ¢ < n icin
M’ lerin yiikselen modiil olmasidtr.

Ispat: Gereklilik agiktir. Yeterlilik icin M ’nin yeterli tiimlenmis bir modiil ve
tim M;’lerin yiikselen modiil oldugunu kabul edelim. n iizerinde tiimevarimla

n = 2 iken M nin yiikselen modiil oldugunu ispatlamak yeterlidir. Bu da Teorem

[3.2.10[dan agiktir. 0

Sonug 3.2.12. [|14]] R bir sag hereditary halka olsun. M injektif ve M =
My & My yeterli tiimlenmis bir modiil olmak iizere My ve My, R-modiiller olsun.
O zaman M ’'nin yiikselen modiil olmasi icin gerek ve yeter kosul My ve My nin
yiikselen olmast ve M’nin M = N + M olacak sekilde ki her eskapali N

altmodiiliiniin bir direkt toplanan olmasidr.

Ispat: Lemma ve Teorem [3.2.10| (1) den elde edilir. O

Lemma 3.2.13. [14]] M7 ve My aralarinda projektif quasi-ayrik modiiller olsun.
O zaman M = My & Ms bir yiikselen modiildiir.

Ispat: L, M nin sifirdan farkli bir altmodiilii olsun.

1. Durum: My N (L 4+ Ms) # 0 olsun. M, (D1)’i sagladigindan M;’in en az bir
Ay altmodiilii i¢in Ag N (L + M3), Ag’de small ve M, = Ay & Aj olacak sekilde
Mi N (L 4+ Ms)’nin bir Ay altmodiilii vardir. O zaman M = L + (As & Ms)
olur. Eger My N (L + A2) = 0 ise, o zaman Lemma dan Ay = C1 @ Cy
ve C1 < (L N Az) olmak iizere Ay’ nin herhangi C, Cy altmodiilleri i¢in L N Cy,
Cy’de smalldur. Buradan M = L + (Co @ M) = (A1 @ C1) @ (C2 & Ms)
olur. M; ve Ay quasi-discrete ve Mj, Ms-projektif oldugundan Lemma [2.1.43]
Onerme|5.2.15| Onerme|5.2.16, Onerme den A1 & C4, Cy & My-projektiftir.
Dolayisiyla Lemma den M = L' & Cy & My olacak sekilde L’nin bir L'
altmodiilii vardir. Burada L N (Cy @ M) < Co N (L + My) = L N Cy oldugunu
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not edelim. Boylece L N Cs, Cy’de small oldugundan L N (Cy @ Ma), Cy & My’de
small olur. My N (L + Ag) # 0 oldugunu varsayalim. Mo, (D1)’i sagladigindan
My = B; @& By ve My’nin herhangi bir By altmodiilii i¢in By N (L + As),
Bsy’de small olacak sekilde M2 N (L 4+ Ag)’nin bir B altmodiilii vardir. O zaman
M=L+(A2®Bs) = (A1®B1)®(A2® By) olur ve LN (As® Bs), Ay @ By’de
smalldur. Ciinkii Ao N (L+ Bs), Ag’de smalldur ve BoN(L+ As), By’de smalldur.
Ay @ By, As @ Bs-projektif oldugundan Lemma den M="Lo Ao @ Bo
olacak sekilde L’nin bir L' altmodiilii vardir. Bu durumda ispat tamamlanir.

2. Durum: M; N (L 4+ M3) = 0. Bu durumun ispat: Teorem durumunun
aynisidir. My N (L + My) = 0 olsun. Buise L < M oldugunu gosterir. Mo,
(D1)’i sagladigindan My = By @ B, olacak sekilde L’nin bir By altmodiilii vardir
ve M’nin herhangi bir By altmodiilii i¢in L N Bg, By’de smalldur. Dolayisiyla
M = By & (My; @ By) ve LN (M; @ By) = LN By, My @ By’de small olur.
Buradan da M, (D1)’i saglar. O

Onerme 3.2.14. [12]] M> quasi-discrete modiil ve My, My aralarinda projektif
modiiller olmak tizere M = My @© My olsun. M = K + L olmak iizere K ve L,
M ’nin direkt toplananlart olsun. M = K + M> oldugunu kabul edelim. O zaman
K N L, M ’nin bir direkt toplanamdar.

ispat: M = K + M5 oldugunu kabul edelim. Lemma den M=K & Mo
olacak sekilde K nin bir K altmodiilii vardir. Genelligi bozmaksizin K nin bir
M altmodiilii icin K = M kabul edebiliriz. O zaman K N My, My’ nin bir
direkt toplananidir. Ms’nin herhangi bir 7" altmodiilii icin My = T @& (K N Ma)
yazabiliriz.

Teorem [2.1.45[ten K N M, ve T aralarinda projektifti. K = M; @ (K N M)
oldugunu not edelim. Onerme [5.2.16| ve [5.2.17| ile T, K-projektifti. O
zaman Lemma ile L’nin herhangi bir L altmodiilii icin M = K @& L dir.
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Ohalde L = L' & (K NL)'dir. Dolayistyla K N L, M nin bir direkt toplanamdir. O

Teorem 3.2.15. [14] 1 < i < nicin M = M, & ... & M,, M; modiillerinin
bir sonlu direkt toplanmi olmak iizere M bir modiil olsun. O zaman M ’'nin
quasi discrete olmast icin gerek ve yeter kosul M, ..., M, ’nin aralarinda projektif

quasi-discrete modiiller olmasidur.

Ispat: Gereklilik Lemma ve ten elde edilir.  Yeterlilik i¢in
My, ..., M, ’nin aralarinda projektif quasi discrete modiiller oldugunu varsayalim.
n lizerinde tiimevarimla ispati verelim. n = 2 durumunu ispatlamak yeterlidir.
O halde M = M; & Ms oldugunu kabul edersek Lemma ten M bir
yiikselen modiildiir. Simdi de M ’nin (D3) 6zelligine sahip oldugunu ispatlayalim.
K ve L, M = K + L olmak iizere M’nin direkt toplananlari olsun. O
zaman M /K yiikselen modiildiir. Onerme ile K1/K < (K + M)/K,
K1/K, M/K’da eskapali ve (K + M;)/K; < M/K; olacak sekilde K’y1
iceren M’nin bir K altmodiili vardir. M /K yiikselen modiil oldugundan
M/K = (Ki/K) @ (K2/K) olacak sekilde K’y1 iceren M’nin bir Ko
altmodiilii vardir. Buradan agikca M = Ko @& M;’dir ve Ky, K2, M nin direkt
toplananlaridir. Onerme ten KN L, M ’nin bir direkt toplanani olur. Diger
yandan (K1 + Ms) + (K + M) = M, M = K1 + M> elde edilir. Tekrar Onerme
B.2.14/ten K N L = K1 N (K2 N L), M nin bir direkt toplananidir. Dolayistyla M

quasi-discrete bir modiil olur. a

Sonug 3.2.16. [16, Corollary 4.50] j # i iken M; hollow modiil ve M;-projektif

olmak iizere M = @;"_; M; olsun. O zaman M, quasi discrete bir modiildiir.
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4. HOLLOW-YUKSELEN MODULLER

4.1. Tanimlar

Oncelikle bu boliimde gerekli olan tanimlari verelim. Burada R birimli bir halka

ve her R-modiil birimli sag R-modiil olarak diisiiniilecektir.

Tanim 4.1.1. [|17]] Bir M modiiliiniin her sifirdan farkli altmodiilii M de essential

ise M’ye uniform modiil denir.

Tamim 4.1.2. [17]] Eger, her bir H; hollow ve Ker f, M’de small olmak {izere bir
k
[+ M — @ H,; epimorfizmasi varsa M modiiliine sonlu hollow boyuta (finite
i=1
hollow dimension) sahiptir denir.

M’ nin hollow boyutu k’dir ve h(M) = k ile gosterilir.

Tamim 4.1.3. [17]] M/N hollow olacak sekilde M nin her N altmodiiliiniin M de

bir coessential altmodiilii varsa M’ ye hollow-yiikselen modiil denir.

Tanim 4.1.4. [[17]] M herhangi bir modiil olsun. Eger (sonlu) bir [ indis kiimesi
icin N ve A; modiilleri icin M & N = @A; iken B; < A; icin M & N =
el
M @ (6P B;) oluyorsa M’ye finite exchange propertye sahiptir denir.
el
Tanmm 4.1.5. [3]] M bir sag R-modiil ve N, M 'nin bir altmodiilii olsun. Eger her

f € End(M)igin f(N) < N ise N’ye M nin fully invariant altmodiilii denir.

4.2. Hollow-Yiikselen Modiillerin Baz1 Ozellikleri

Hollow modiillerin ve yaribasit modiillerin hollow-yiikselen modiil oldugu agiktir.

Onerme 4.2.1. [17] Hy ve Hs birer hollow modiil olmak iizere M = Hy & H,
ise asagidaki ozellikler denktir:

(1) M bir hollow-yiikselen modiildiir.

(2) M bir yiikselen modiildiir.
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Ispat: (1) = (2) Hy ve Hy birer hollow modiil olmak iizere M = Hy & Hy ve M
bir hollow-yiikselen modiil olsun. /N, M ’nin bir altmodiilii olsun. 71 : M — H;
ve my : M —— Hs projeksiyon doniisiimleri olsun. Eger 71 (N) # Hj ve
mo(N) # Hy ise Hy ve Hjy hollow modiil oldugundan 7 (N) < Hj ve
mo(N) < Hy olur. M ’nin bir X altmodiilii icin M = X + N olsun. O zaman
w1 (M) = m (N +X) olur. Buradan H; = 71 (N)+m1(X) bulunur. 71 (N), H;’de
small oldugundan H; = 71 (X) elde edilir. 7y bir izdiisiim doniisiimii oldugundan
X = M bulunur. O halde N, M’de small olur. Simdi 71 (/N) = H; oldugunu kabul
edelim. O zaman M = H; + Hy = m(N) + Ho’dir. Boylece M /71 (N) = Ho
olur. Diger taraftan Hy bir hollow modiil oldugundan izomorfizmadan M /7 (V)
de bir hollow modiildiir. O halde N/m;(N) < M /m(N) olacak sekilde M de bir
direkt toplanan olan M nin bir 7 (N) altmodiilii vardir. Oyleyse M bir yiikselen
modiildiir.

(2) = (1) M bir yiikselen modiil olsun. O zaman Onerme den M bir
yeterli tiimlenmis modiildiir. Ayn1 zamanda M ’nin herhangi bir egskapali altmodiilii

M’de bir direkt toplanandir. O halde M bir hollow-yiikselen modiildiir. O

Ornek 4.2.2. [17] p bir asal tamsay1 olsun. Onerme den Z/p*Z &
Z/p*Z yiikselen modiildir . O zaman Onerme [4.2.1]den Z/p*Z © Z/p°Z bir
hollow-yiikselen modiildiir. Fakat Z/pZ @ 7Z/p3Z yiikselen modiil olmadigindan
Onerme den hollow-yiikselen modiil de degildir .

Onerme 4.2.3. [17] U, bir M modiiliiniin bir altmodiilii olsun. Asagidaki
ozellikler denktir:

(1) U’nun M de bir giiclii tiimleyeni vardur.

(2) U’nun M ’nin bir direkt toplanani olan bir coessential altmodiilii vardur.
Ispat: (1) = (2) U, M’nin bir altmodiili olmak iizere V, M’de U’nun
bir giiclii timleyeni olsun. O zaman Tamm [3.1.5[ten V, M’de U’nun bir
timleyenidir ve U N V, U’nun bir direkt toplananidir. Yani U + V = M,
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UNV <« V ve Unun bir W altmodiili i¢in (U N V) @ W = U yazabiliriz.
M=U+V=[UnV)eaW]+V =W &V elde edilir. $imdi de W ’nin
U’nun bir coessential altmodiilii oldugunu gosterelim. Yani U/W < M/W
oldugunu gosterecegiz. W < X < M i¢in U/W + X/W = M/W olsun. O
zaman U + X = M olur. Kabulden (UNV)4+W +X = Molur. UNV <V
ve V' < M oldugundan zincir kuralindan (U N V), M’de smalldur. Oyleyse
W + X = M elde edilir. Dolayisiyla X = M’dir. O halde U/W, M/W’de
smalldur.

(2) = (1) A, M’nin bir direkt toplanani ve U’nun bir coessential
altmodiilii olsun. Yani U/A <« M/A’dir. M’nin bir B altmodiilii igin
M = A @ B olsun. Modiilarite kuralindan U = A @ (B N U) elde edilir.
U+B=A9BNU)+B=A®B = M;yani U + B = M elde edilir.
(UNB)+X = Bolsun. O zaman A+ (UNB)+ X = A+ B = M dir. Buradan
(UNA)+UNB)+X=UN(A+ B)+ X =U + X = M bulunur. Buradan
U/A+ (X + A)/A = M/A olur. Kabulden U/A, M/A’da small oldugundan
X + A = M’dir. Fakat X < B oldugundan X = B olur. Dolayisiyla U N B,

B’de smalldur. Sonug olarak B, U’nun M deki bir giiclii tiimleyenidir. O

Sonug 4.2.4. [[17]] M herhangi bir modiil olsun. Asagidaki ozellikler denktir:

(1) M hollow-yiikselen modiildiir.

(2) M’nin M/N hollow olacak sekilde her N altmodiiliiniin M de bir giiclii
tiimleyeni vardir.

Ispat: (1) = (2) M bir hollow-yiikselen modiil olsun. Yani M /N hollow olacak
sekilde M’nin her N altmodiilii M de bir coessential altmodiile sahiptir. O zaman

M’nin her eskapali altmodiilii bir direkt toplanandir.

(2) = (1) Tanim ve Onerme ten agiktir. O
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Onerme 4.2.5. [17] M bir R-modiil olsun. Asagidaki ozellikler denktir:

(1) M hollow-yiikselen modiildiir.

(2) M’nin M /N hollow olacak sekilde her N altmodiilii; K, M 'nin bir direkt
toplanant ve L, M ’nin bir small altmodiilii olmak iizere N = K & L olarak

vazilabilir.
Ispat: (1) = (2) M bir hollow-yiikselen modiil olsun. A//N hollow olmak

iizere N, M nin bir altmodiilii olsun. M hollow-yiikselen bir modiil oldugundan
K < N ve N/K <« M/K olacak sekilde M nin bir K direkt toplanani vardir. F,
M = K @ F olmak iizere M nin bir altmodiiliiolsun. NN M = (K ® F)N N
ifadesi modiilarite kuralindan N = K & (F'NN)’dir. Simdi F'N N nin M de small
oldugunu gostermeliyiz. X, F’nin bir altmodiilii olmak iizere (FNN) + X = F
olsun. M = K+ F=K+X+(FNN)=(KNN)+(FNN)+ X =
NN(K+F)+X =N+ Xolur. Ozaman M = N + X elde ederiz. N/K,
M/K’da small oldugundan X + K = M’dir. Dolayisiyla X = F olur. O
halde F' N N, F’de smalldur. F', M nin altmodiilii oldugundan F' N N, M’de de
smalldur.

(2) = (1) N, M/N hollow olacak sekilde M ’nin bir altmodiilii olsun. O zaman
kabulden K, M ’nin bir direkt toplanani ve L, M de small olmak tizere N = K &L
olarak yazilabilir. K, X’in altmodiilii ve N/K + X/K = M/K olmak iizere
X, M’nin bir altmodiilii olsun. Dolayisiyla M = N +X = K+ L+ X ve L,
M’de small oldugundan K + X = M olur. Fakat K, X in altmodiilii oldugundan
X = M’dir. Buradan N/K, M/K’da smalldur. O halde M hollow-yiikselen

modiil olur. O

Uyar1 4.2.6. [|17]] Hollow faktdr modiilii olmayan her modiil bir hollow-yiikselen

modiildiir.

Onerme 4.2.7. [17] M bir parcalanamaz modiil olsun. Asagidaki ézellikler

denktir:
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(1) M hollow-yiikselen modiildiir.
(2) M hollow modiildiir veya M ’nin hollow faktor modiilii yoktur.

Ispat: (1) = (2) M modiiliiniin bir hollow faktér modiiliiniin oldugunu kabul
edelim. O zaman M /N hollow olacak sekilde M ’nin bir N 6zalt modiilii vardir.
M hollow-yiikselen modiil oldugundan N/K, M/K’da small olacak sekilde
M’nin bir K direkt toplanam vardir. Fakat M parcalanamaz oldugundan K = 0
ve N, M’de smalldur. Buradan M 'nin kendisi bir hollow modiil olur.

(2) = (1) Agiktir. O

Sonuc 4.2.8. [[17] M, bir degismeli Noether R halkasi iizerinde sifirdan farkl
parcalanamaz bir modiil olsun. Asagidaki ozellikler denktir:

(1) M hollow-yiikselen bir modiildiir.

(2) M yiikselen bir modiildiir.

(3) M hollow bir modiildiir.

Ispat: (2) < (3) Sonug dan parcalanamaz bir M modiiliiniin (D)
kosulunu saglamasi i¢in gerek ve yeter kosul M modiiliiniin hollow olmasidir. O
halde ispat buradan agiktir.

(3) = (1) Onerme [4.2.7}den agiktur.

(1) = (3) [22, Proposition 2.24 ve Theorem 4.30]’dan M ’nin bir Artin faktor
modiilii vardir. Yani azalan zinciri duragandir. Her Artin modiiliin sonlu hollow
boyutu oldugundan M nin bir hollow faktdér modiilii vardir. O zaman Onerme

B2 7tden M hollow olur. O

Onerme 4.2.9. [17] My, ..., M,, hollow faktér modiilii olmayan modiiller olsun.
O zaman M = My & ... & M, hollow-yiikselen bir modiildiir.
Ispat: M hollow-yiikselen bir modiil olmasin. Mj, ..., M, hollow faktor modiilii

olmayan modiiller olsun. M /N hollow olacak sekilde M nin bir N altmodiili
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oldugunu varsayalim. O zaman (M;+N)/N+(Ma+N)/N+...4+(M,+N)/N =
M/N’dir. M/N hollow modiil oldugundan herbir (M; + N)/N, M/N’de
smalldur. (M; +N)/N + ...+ (M;—1 + N)/N + (M;41 + N)/N + ...+ (M,, +
N)/N < M/N oldugundan (M;+N)/N = M /N’dir. M /N hollow oldugundan
(M; + N)/N de hollowdur. Yani M, nin hollow faktér modiilii vardir. Oysa
biz olmadiginmi kabul etmistik. Bu bir celigkidir. Dolayisiyla M hollow-yiikselen

modiildiir. O

Uyar1 4.2.10. [17]] Onerme m yiikselen olmayan bir hollow-yiikselen modiil
Ornegi bulmakla ilgili fikir verir. Hollow faktér modiilii olmayan her parcalanamaz
M modiili hollow-yiikselendir; fakat yiikselen modiil degildir. Diger taraftan N,
hollow faktér modiilii olmayan parcalanamaz bir modiil ve K bir yaribasit modiil
olsun. Eger L, M /L hollow olacak sekilde M = N @& K’nin bir altmodiilii ise
ozaman N + L = M veya K + L = M’dir. N’nin hollow faktér modiilii
olmadigindan ve (N + L)/L = N/(N N L) oldugundan K + L = M’dir. Fakat K
yaribasittir. Bu sebeple K = E @ (K N L) olacak sekilde K’ nin bir F altmodiilii
vardir. Buradan £ & L = M olur. Dolayisiyla L, M nin bir direkt toplananidir.

Sonug olarak M hollow-yiikselendir. M ’nin yiikselen olmadig1 agiktir.

Lemma 4.2.11. [27] My < U < M ve My, M ’nin direkt toplanani olsun. O
zaman U 'nun M ’de giiclii tiimleyeni varsa ve My finite exchange propertye sahipse
U/My’in M /My da giiclii tiimleyeni vardur.

Ispat: Bir A modiiliiniin finite exchange propertyi saglamasindan dolay1 X = A
olacak sekilde her X ®Y = B = @, By icin B = X @© (P, B, ) olacak
sekilde By, < B, altmodiili vardir. V, M’de U’nun H-tiimleyeni oldugundan
U ve W, M’de ayn toplananlara sahip olacak sekilde V & W = M oldugundan
kabulden V' & W' @& My = M, V' + U = M’dir ve boylece V' = V olur.
Wi, = W'+ My ile birlikte tekrar V' & W, = M’dir. U, Wy gibi M’de aym
toplananlara sahiptir. Fakat buradan M, < W; olur. Boylece (V + M) /Mo,
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M /Myda U/Mpy’n bir H-timleyenidir. Fakat W < U idi. O zaman W; < U
olur. Yani Wy /My < U/M, olur. O

Onerme 4.2.12. [17]] My, finite exchange propertye sahip olan bir M modiiliiniin
bir direkt toplanam olsun. Eger M hollow-yiikselen ise o zaman M /My da
hollow-yiikselendir.

Ispat: M, bir hollow-yiikselen modiil olsun. My < N < M ve (M/My)/(N/Moy)
hollow olsun. Dolayistyla III. izomorfizma Teoreminden M /N hollowdur. Sonug
ten N, M’de bir giicli tiimleyene sahiptir. Lemma den N/Mo,
M /My’da bir giiglii timleyene sahiptir. Sonug olarak Sonug ten M /M, da

hollow-yiikselen modiildiir. |

Onerme 4.2.13. [17] M, bir small olmayan hollow altmodiile sahip bir
hollow-yiikselen modiil olsun. O zaman M ’nin bir hollow direkt toplanani vardir.

Ispat: M bir hollow-yiikselen modiil olsun. H, M ’nin bir small olmayan hollow
altmodiilii olsun. O zaman M = H 4+ N olacak sekilde M ’nin bir N ozalt
modiilii vardir. Ciinkii H small olmadigindan N # M’dir. M hollow-yiikselen
oldugundan N/L < M/L olacak sekilde M’ nin bir L direkt toplanani vardir.
Agikca M /L hollowdur. M nin bir K altmodiilii icin M = K @ L’dir. Dolayisiyla

K, M’nin bir hollow direkt toplananidir. O

Lemma 4.2.14. [17]] M, bir maksimal N altmodiiliine sahip bir hollow-yiikselen
modiil olsun. O zaman M ’nin bir yerel direkt toplanan: vardir.

Ispat: M hollow-yiikselen modiil ve N, M’nin maksimal altmodiilii olsun.
O zaman M/N basitti. M hollow-yiikselen oldugundan Sonug #.2.4[ten
M’de N’nin giicli tiimleyeni olacak sekilde M’nin bir K altmodiili
vardir. Dolayisiyla K, M’nin direkt toplananidir. M = N + K’dir ve
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M/N = (N + K)/N = K/(K N N)dir. M/N basit modiil oldugundan
K /(K N N) de basit modiildiir. K N N, tiimleyen 6zelliginden K ’da smalldur. O
halde K yereldir. a

Onerme 4.2.15. [[17] R bir sag Noether halka ve M, bir sonlu iiretilmis
hollow-yiikselen sag R-modiil olsun. O zaman M, yerel modiillerin sonlu direkt
toplamidrr.

Ispat: Lemma ten M, bir H; yerel direkt toplananina sahiptir. Teorem
den End(H,) yereldir. Bu sebeple H; exchange propertye sahiptir. O
zaman Onerme den M/ H; hollow-yiikselendir. Dolayisiyla tiimevarimla

M’ nin yerel modiillerin direkt toplami1 oldugu sonucuna ulasabiliriz. a

Tanim 4.2.16. [7] Eger M’nin her o6zalt modiilii M’ nin bir maksimal

altmodiiliinde iceriliyorsa M’ye coatomic modiil denir.

Lemma 4.2.17. [7] M bir coatomic modiil olsun. O zaman Rad(M), M de
smalldur.

Ispat: Rad(M )’ nin M’de small olmadigim kabul edelim. O zaman

M = Rad(M) + K olacak sekilde M’nin en az bir K altmodilii vardir.
Fakat M coatomic oldugundan K, M’nin bir maksimal N altmodiiliinde
icerilir. Rad(M), M’nin biitiin maksimal altmodiillerinin kesisimi oldugundan
M = Rad(M) + K < N’dir. Buradan M = N olur. Boylece ¢eliski elde edilir.
O halde Rad(M ), M de smalldur. O

Tamm 4.2.18. [24] M bir R-modiil ve M = ) xeAr M olsun. O zaman eger her

Xo € Adgin ), 3o M # M saglanirsa bu toplama irredundant denir.

Onerme 4.2.19. [17]] M bir coatomic hollow-yiikselen modiil olsun. O zaman M,

M ’nin yerel direkt toplananlarinin bir irredundant toplami olarak yazilabilir.
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Ispat: M bir coatomic hollow-yiikselen modiil olsun. Lemma [4.2.17[den
M coatomic oldugundan Rad(M), M’de smalldur ve dolayisiyla bir ozalt
modiildiir. Buradan da M, Rad(M)’yi igeren bir maksimal altmodiile sahiptir.
Lemma [.2.14ten M hollow-yiikselen bir modiil oldugundan bir yerel direkt
toplananmi vardir. N, M ’nin biitiin yerel direkt toplananlarinin toplami olsun. M
coatomic modiil oldugundan M ’nin bir maksimal altmodiilii vardir. Dolayisiyla
Onerme ile N bostan farklidir N # M oldugunu kabul edelim. O
zaman M ’nin N’yi igeren bir maksimal L altmodiilii vardir ve M /L hollowdur.
M hollow-yiikselen oldugundan Sonu¢ {24 ten L’'nin M’de bir P giiclii
tiimleyeni vardir. L maksimal oldugundan P, M ’nin yerel direkt toplananidir.
Dolayisiyla P, N’nin altmodiilidir. Fakat M = L+ P < L+ N = L’dir.
Ciinkii L, N’yi iceren maksimal altmodiildiir. Buradan M = L olur ki bu da
L’nin maksimalligi ile gelisir. O halde M = N’dir. Bu sebeple her bir A;,

M’nin bir yerel direkt toplananmi olmak iizere M = > ., A; olsun. O zaman

el
M Y icr Ai A; 4+ Rad(M), .. . )
Rad(M) - RGS( M) = Zie[ RT(]W) dir. II. Izomorfizma Teoreminden
A; M A; ) . . .
;a];? ]?/[() ) = Rad(M) 1 4, "dir. Lemma [2.1.42{den bu ifadelerin her biri

e M @ {Ak—kRad(M)
Rad(M) — kKL Rad(M)
dK C I vardir. Oyleyse M = ), Ay + Rad(M)’dir. Rad(M), M’de

basittir. Onerme [2.1.53 | olacak sekilde

small oldugundan M = ), . Ap’dir. Acikga ), ;- Ax, M’nin yerel direkt

toplananlarinin bir irredundant toplamidir. O

Sonug 4.2.20. [17] M, Rad(M) = 0 olmak iizere bir coatomic modiil olsun.
Asagidaki ozellikler denktir:

(1) M hollow-yiikselendir.

(2) M tiimlenmigtir.

(3) M yaribasittir.



43

Ispat: (1) = (3) M, Rad(M) = 0 olacak sekilde bir coatomic hollow-yiikselen
modiil olsun. Onerme dan M, M’nin yerel direkt toplananlarinin bir
toplam1 olarak yazilabilir. H, M nin herhangi bir yerel direkt toplanani olsun. O
zaman Rad(H) < Rad(M) = 0°dir ve bu yiizden Rad(H) = 0’dir. Dolayistyla 0
altmodiilii ’nin tek small altmodiiliidiir. Fakat H yereldir ve buradan hollowdur.
O halde H’nin 0’dan bagka 6zalt modiilii yoktur dolayisiyla H basittir. Yani M
basit modiillerin bir toplamidir. Oyleyse M basittir.

(3) = (2) M’nin yaribasit modiil oldugunu kabul edelim ve L, M nin altmodiili
olsun. O zaman L, M ’nin direkt toplananidir. O halde M’nin en az bir K
altmodiilii icin M = L& K dir. Yani K, M’de L’nin bir tiimleyenidir. Dolayisiyla
M tiimlenmistir.

(2) = (1) M/L hollow olmak iizere L, M nin herhangi bir altmodiilii olsun. M
tiimlenmis oldugundan H, L’nin tiimleyeni olacak sekilde M 'nin bir H altmodiilii
vardir. Yani  + L = M ve H N L <« H’dir. Dolayisiyla L N H < M dir. Fakat
Rad(M) = 0’dir buradan LN H = 0’dir. O halde M = L & H’dir. Yani H, M de

L’nin bir gii¢lii tiimleyenidir. Dolayisiyla M hollow-yiikselendir. a

Lemma.2.25] e gegmeden 6nce ispat1 i¢in gerekli olan bazi 6nermeleri verecegiz:

Onerme 4.2.21. (6] Eger M hollow-yiikselen modiil ise o zaman M /N hollow
olacak sekilde M ’nin her eskapali N altmodiilii M 'nin bir direkt toplananmidir.

Tersi M vyeterli tiimlenmis ise dogrudur.

Ispat: M bir hollow-yiikselen modiil ve M /N hollow olacak sekilde N, M nin
bir eskapali altmodiilii olsun. O zaman N/L, M /L’de small olacak sekilde A/ nin
en az bir L direkt toplanan1 vardir. Fakat N, L’de eskapali oldugundan N = L’dir.
Dolayistyla N, M nin bir direkt toplananidir. Tersi Onerme ten elde edilir.

|
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Lemma 4.2.22. [[24]] M bir modiil, A ve B, M ’nin altmodiilleri olsun. A, M ’de
B’nin tiimleyeni iken eger C < B ise o zaman (A + C)/C, M/C’de B/C nin
tiimleyenidir.

Ispat: Acgik¢a (A + C)/C + B/C = M/C"dir. Simdi ((A + C)/C)N B/C =
(A+C)nB)/C = (AnB)+C)/Cdi. @ : A — (A+0C)/C
dogal epimorfizmasini diigiinelim. A N B < A oldugundan 7(A N B) =
((ANB)+(C)/C <« (A+ C)/C dir. Dolayisiyla (A4 C)/C, M/C’de B/C’nin

tiimleyenidir. O

Onerme 4.2.23. (6] M bir yeterli tiimlenmis modiil ise M 'nin herhangi bir
tiimleyen altmodiilii, direkt toplanani veya faktor modiilii de yeterli tiimlenmistir.

ispat: Ik olarak A, M’de B’nin bir tiimleyeni olsun. O zaman M = A+ B
ve ANB <« Adr. A = X + Y olacak sekilde X ve Y, A’nmn
altmodiilleri olsun. Buradan M = X + Y + B olur. M yeterli timlenmis
oldugundan Y', M’de B + X’in bir tiimleyeni olacak sekilde Y’nin bir
Y’ altmodiilii vard. BuY + B4+ X = MveY N(B+ X) < Y
anlamina gelir. Simdi Y"’nin A’da X’in bir tiimleyeni oldugunu gosterecegiz.
A=ANM =AN(Y' +B+X) = (ANB)+ (X +Y')dir. Buradan ANB < A
oldugundan A = X + Y""dir. Bununla birlikte X NY" < (X 4+ B)NY’ < Y ’den
XnY < Y'dir Dolayisiyla A yeterli timlenmigtir. Diger taraftan M ’nin
herhangi bir direkt toplanani bir tiimleyen altmodiildiir ve dolayisiyla yeterli
timlenmistir. Son olarak faktér modiiller i¢in olan iddia da Lemma [{4.2.227den

elde edilir. O

Lemma 4.2.24. [|6]] M sonlu hollow boyutlu yeterli tiimlenmis bir modiil ise
M ’nin M /K hollow olacak sekilde bir eskapali K altmodiilii vardur.
Ispat: M ’nin bir sonlu hollow boyutu oldugundan Lemma [2.1.55[ten M /N

hollow olacak sekilde en az bir N < M vardir. Fakat M yeterli tiimlenmis
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oldugundan Onerme ten N’nin M’de bir K s-kapanigi vardir. Bunun
anlami K’nin M’de eskapali olmasi ve N/K’nin M/K’da small olmasidir.
Simdi M/N = (M/K)/(N/K), boylece (M/K)/(N/K) hollowdur ve N/K,
M /K da small oldugundan M /K hollowdur. O

Lemma 4.2.25. [17] M bir yeterli tiimlenmis hollow-yiikselen modiil ve M /K
sonlu hollow boyutlu olmak iizere K, M 'nin bir eskapali altmodiilii olsun. O
zaman K, M ’nin bir direkt toplananidir.

Ispat: Ispati M//K’nin hollow boyutu iizerinden tiimevarimla yapacagiz. Eger
M /K’nin hollow boyutu 1 ise o zaman M /K hollowdur. Ciinkii h(M/K) = 1
ise, o zaman bir H hollow modill ve f : M/K — H small epimorfizma
vardir. Fakat (M/K)/Kerf = H’dir. Dolaysiyla (M/K)/Kerf de hollowdur.
Kerf, M/K’de small oldugundan M /K de hollowdur. M hollow-yiikselen
ve K, M’nin eskapali altmodiilii oldugundan Onerme den K, M’nin bir
direkt toplananidir. Simdi M /K’ nin hollow boyutunun n oldugunu kabul edelim.
M /T’nin hollow boyutu n’den az olacak sekilde bir egkapali 7' altmodiilii i¢in
T, M’nin bir direkt toplanam olsun. M yeterli tiimlenmis oldugundan Onerme
ten M/K de yeterli timlenmigtir. Fakat M /K sonlu hollow boyutlu
oldugundan (M/K)/(H/K) hollow olacak sekilde M /K nin en az bir egkapali
H/K altmodiilii vardir. Dolayisiyla Lemmaten H, M’de eskapalidir. Fakat
M hollow-yiikselen ve M /H = (M/K)/(H/K) hollow oldugundan H, M ’nin
direkt toplananidir. Yani M 'nin herhangi bir H " altmodiilii icinM =H®H " diir.
Sonug olarak HN (K @ H) = (HNK)® (HNH) = K ®0 = K’dir ve
HEKe (Ko H)K=HeKoH)K = (M&K)/K = M/Kdr
Buradan (K & H /) /K, M /K’ de eskapalidir. Tekrar Lemma ten Ko H,
M’de eskapalidir. Tiimevarimla K & H ', M’nin bir direkt toplananidir. O halde

K, M’nin bir direkt toplananmdir. O
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Onerme 4.2.26. [|17] Sonlu hollow boyutlu bir yeterli tiimlenmis modiiliin

viikselen olmasi icin gerek ve yeter kosul hollow-yiikselen bir modiil olmasidtr.

Ispat: M sonlu hollow boyutlu yeterli tiimlenmis bir modiil olsun. M yiikselen ise
hollow-yiikselen oldugu agiktir. Tersine M ’nin hollow yiikselen modiil oldugunu
kabul edelim. N, M ’nin bir altmodiilii olsun. M yeterli timlenmis oldugundan
Onerme ten N’nin M’de bir s-kapanig1 vardir. Yani K, M’de eskapali
ve K, M’de N’nin coessential altmodiilii olacak gekilde M ’nin en az bir K
altmodiilit vardir. O halde Lemma f{.2.25]ten K, M nin direkt toplanamdir.
Dolayistyla M yiikselen bir modiildiir. O

4.3. Degismeli Halkalar Uzerinde Hollow-Yiikselen Modiiller

Onerme 4.3.1. [17] M, degismeli bir R halkast iizerinde bir R-modiil olsun. O
zaman K (M) nin hollow-yiikselen olmasi icin gerek ve yeter kosul K,,(M)’nin

tiim m € Q’lar icin hollow-yiikselen olmasidir.

Ispat: Bu K(M)nin her bir N altmodiili icin sahip oldugumuz
N =@,,cqo N N K,,(M) gergeginin bir sonucudur. |

Siradaki Lemmaya ge¢meden once bir yardimer Lemma verecegiz:

Lemma 4.3.2. [24]] M bir modiil ve A, M ’nin bir altmodiilii olsun. O zaman
asagidaki ozellikler denktir:

(1) X, M’de A’min coessential altmodiilii olmak iizere M ’nin bir X direkt
toplanani vardir.

(2) A = X @Y olmak iizere M ’nin X direkt toplanani ve small Y altmodiilii
vardur.

(3) X, A’min altmodiiliive ANX' < X' olmak iizere bir M = X &X' parcalamisi
vardir.

(4) A’mn M ’de bir giiglii tiimleyeni vardur.
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Ispat: (1) = (2) M = X ® X' ve A, M’de X’in bir coessential altmodiilii olsun.
Ozaman A = ANM = AN(X®X') = X®(ANX')dir. Simdi ANX""yi Y gibi
diisiinelim. Geriye AN X' < X' oldugunu gostermek kahr. f : M/X — X /
homomorfizmasim diisiinelim. M/X = (X & X')/X = X' oldugundan f’yi bir
izomorfizma olarak diisiinebiliriz. Dolayisiyla X, A’da coessential oldugundan
A/X, M/X’te small olur ki buradan f(A/X) = AN X < X'dir. O halde
AN X', M’de smalldur.

(2) = (3) Y, M’de small olmak iizere M = X & X ve A = X @Y olsun. O
zaman acikca X ', M’de X in bir timleyenidir. Fakat Y, M de smalldur. Buradan
X', Lemma den M’de X +Y = A’nin tiimleyenidir. Sonug olarak AN X",
X'"*de smalldur.

(3) = (4) X, A’nmn altmodiilii ve AN X < X olmak iizere M = X @ X'
olsun. X ’nin M’de A’nin giiclii tiimleyeni oldugunu iddia ediyoruz. X, A’nin
altmodiilii oldugundan M = A+ X' ve buradan X', M’de A’nin bir tiimleyenidir.
Bununla birlikte A = AN (X ® X') = X ® (AN X' )dir. Bu AN X', A'nin
direkt toplami1 oldugu anlamina gelir. Dolayisiyla iddiamiz dogrudur.

(4) = (1) B, M’de A’nm giicli timleyeni olsun. O zaman M = A + B,
AN B < B ve A’nin herhangi bir C' altmodiilii i¢in (AN B) & C = A’di.
Buradan M = (ANB)+C+Bve0 = (BNA)NC = BNC’dir. BuM = B&C
anlamina gelir. O halde C', M ’nin direkt toplananidir. Simdi de C"nin M’de A’nin
coessential altmodiilii oldugunu gosterecegiz. A/C' + X/C = M /C olmak iizere
C <X < Molsun. Ozaman M = A+C = (ANB)+C+X = (ANB)+ X tir.
Fakat A N B, B’de small oldugundan M ’de de smalldur. Bu nedenle X = M dir.

Dolayisiyla C, M’de A’nin coessential altmodiiltidiir. O

Lemma 4.3.3. [|17]] M, bir degismeli yerel R halkast iizerinde sonlu iiretilmis bir
modiil olsun. O zaman asagidaki ozellikler denktir:

(1) M bir yiikselen modiildiir.
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(2) M’nin M /U devirli olacak sekilde her U altmodiiliiniin M 'de bir giiclii

tiimleyeni vardir.

Onerme 4.3.4. [26] 3.3] M, yerel bir degismeli R halkasu iizerinde sonlu iiretilmis
bir modiil olsun. Asagidaki ozellikler denktir:

(1) M bir hollow-yiikselen modiildiir.

(2) M bir yiikselen modiildiir.

Ispat: (2) = (1) Agiktr.

(1) = (2) M/U devirli olacak sekilde U, M’nin bir altmodiilii olsun. R yerel
oldugundan M /U da bir yerel modiildiir. Dolayisiyla M /U hollowdur. M
bir hollow-yiikselen modiil oldugundan Sonug¢ F.2.4[ten U’nun M de bir giiclii
tiimleyeni vardir. O halde Lemmad.3.3[ten M bir yiikselen modiildiir. O

Sonuc¢ 4.3.5. [17]] M, bir degismeli R halkast tizerinde sonlu tiretilmis bir modiil
olsun. Asagidaki ozellikler denktir:

(1) M bir hollow-yiikselen modiildiir.

(2) M bir yiikselen modiildiir.

Ispat: M’nin bir hollow-yiikselen bir modiil oldugunu kabul edelim. Onerme
dan M yerel altmodiillerin bir sonlu toplamidir. Bu sebeple Lemma
2.1.57[den M tiimlenmis bir modiil olur. Dolayisiyla Onerme [2.1.56[dan

D, co Km(M) = K (M) dir. Onerme ve ten sonug agiktir. 0

4.4. Tamamen Hollow-Yiikselen Modiiller

Bir M modiiliiniin her direkt toplanani hollow-yiikselen ise M’ye tamamen
(completely) hollow-yiikselen modiil denir. Simdi L. Ganesan ve N. Vanaja’nin

[5]’te tanimladigit UCC modiil tanimini verelim.
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Tanim 4.4.1. [5] M’ nin her altmodiiliiniin M ’de tek bir eskapanisi varsa M’ ye

UCC (uniquely coclosure) modiil denir.

Onerme te kullanacagimiz asagidaki iki lemmay1 verelim:

Lemma 4.4.2. [15] Proposition 1.2.1] M bir modiil ve N, M ’nin bir altmodiilii
olsun. Asagidaki ozellikleri diisiinelim:

(1) N, M ’nin bir tiimleyen altmodiiliidiir.

(2) N, M ’nin eskapali altmodiiliidiir.

(3) N’nin her X altmodiilii icin X, M de small ise N de de smalldur.

O zaman (1) = (2) = (3) saglamr. Eger M zayif tiimlenmis modiil ise (3) = (1)
de saglanr.

Ispat: (1) = (2) N, M’nin bir L altmodiiliiniin timleyen altmodiilii olsun. O
zaman M = N + L ve N minimaldir. N/K, M/K’da small olmak iizere K,
N’nin altmodiilii olsun. Oyleyse N + L + K = M + K = M dir. Dolayisiyla
N/K + (L + K)/K = M/K’dir. Fakat N/K, M/K’da small oldugundan
L + K = M’dir. N’nin minimalliginden N = K’dir. Bu da N’ nin M de eskapali
oldugu anlamina gelir.

(2) = (3) X, M de small olmak iizere X, N nin altmodiilii olsun. N = X +Y
olmak iizere Y < N oldugunu kabul edelim. N, M’de eskapali oldu§undan
N/Y’nin M/Y’de small oldugunu gostermek yeterlidir. ~ Bu yiizden Y,
H’nin altmodiilii olmak iizere M/Y = N/Y 4+ H/Y olsun. O zaman
M=N+H=X+Y+ H = X + H’dir. Fakat X, M de small oldugundan
H = M’dir. Buradan N/Y, M /Y de smalldur. Sonug olarak N, M de eskapali
oldugundan N = Y"dir. Dolayisiyla X, N’de smalldur.

(3) = (1) M zayif timlenmis modiil olsun. N, M nin (3)’deki kabulii saglayan
bir altmodiilii olsun. M zayif tiimlenmis oldugundan M = N+ Lve NNL < M
olacak sekilde M ’nin bir L altmodiilii vardir. Kabulden N N L, N’de smalldur.
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Dolayisiyla N, M’de L’nin bir tiimleyenidir. |

Lemma 4.4.3. [2[] M bir modiil olsun. O zaman,

(1) A < B < M i¢in B, M 'de eskapali ise B/A, M /A’da eskapalidir.

(2) A < B < M olsun. Eger B, M’de eskapali ise 0 zaman A < M olmasi
A < B olmaswmu gerektirir.

(3) A < B < M icgin eger A, M ’de eskapali ise o zaman A, B’de de eskapalidur.
Eger B, M 'de eskapali ise tersi de dogrudur.

Ispat: (1) X/A < B/A, M/A’da coessential bir modiil olsun. O zaman X < B,
M’de coessentialdir. B, M’de eskapali oldugundan X = B olur. Dolayisiyla
B/A, M /A da eskapalidur.

(2) A, M’de small olmak iizere A < B’yi diisiinelim. B’nin bir A" altmodiilii i¢in
A+ A" = B oldugunu kabul edelim. M/A" = B/A" + B' /A’ olacak sekilde
A < B < Molsun. Ozaman M = B+ B = A+ A+ B = B"dir. O
halde B/A', M/A" de smalldur. B, M’de eskapah oldugundan B = A’ olur.
Dolayisiyla A, B’de smalldur.

(3) A/X, B/ X te small olacak sekilde X, A’nin bir altmodiilii olsun. O zaman
A/X, M/X’te de smalldur. Fakat A, M’de eskapali oldugundan X = A’dir.
Dolayisiyla A, B’de eskapalhidir. Tersi igin varsayalm A, B’de B de M’de
eskapali olsun. A/X, M /X te small olmak tizere X < A < M olsun. (1)’den
B/X, M/X’te eskapalidir. M /X’e (2)’yi uygularsak A/X, B/X te smalldur.
A, B’de eskapali oldugundan X = A’dir. Dolayisiyla A, M’de eskapalidir. O

Onerme 4.44. [17] M bir zayif timlenmis UCC modiil olsun. Eger M
hollow-yiikselen ise o zaman M tamemen hollow-yiikselendir.

ispat: M = N @ N’ ve N/A hollow olmak iizere A, N’nin bir altmodiilii
olsun. Lemma dan M yeterli tiimlenmis bir modiildiir. Dolayisiyla Onerme
ten N de yeterli timlenmis bir modiildiir. O zaman A', A’nin altmodiilii
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ve AJA", N/A"de small olmak iizere N’nin bir eskapali A’ altmodiilii vardr.
N, M’de eskapali oldugundan Onerme Lemma ten A, Mde
eskapahdir. N ', M’de eskapali oldugundan Teorem den A @ N', M’de
eskapali olur. O halde (N/A")/(A/A") = N/A hollowdur. Fakat A/A" < N/A'
oldugundan Lemma den N/A' hollowdur. Buradan da M/(N' & A
hollow olur. M hollow-yiikselen oldugundan N "@ A, M’nin direkt toplananidir

ve A, N’nin direkt toplananidir. Dolayistyla N hollow-yiikselen bir modiil olur. O

Onerme 4.4.5. [17] M, (D3) sartim saglayan bir hollow-yiikselen modiil olsun.
O zaman M, tamamen hollow-yiikselen modiildiir.

Ispat: (D3) sartina gore eger My ve My, M; + My = M olmak iizere
M’nin toplananlart ise o zaman M; N My, M’nin bir toplanamidir.  Simdi
N, M’nin bir direkt toplanani olsun. O zaman M ’nin bir N " altmodiilii icin
M = N @ N"dir. N/K hollow olacak sekilde K, N’nin bir altmodiilii olsun.
N’nin hollow-yiikselen oldugunu gosterecegiz. M/K = N/K & (N & K)/K
oldugundan M/(N' @ K) = (M/K)/((N' @ K)/K) hollowdur. Kabulden
M hollow-yiikselen oldugu icin A < N @ K ve (N @ K)/A <« M/A
olacak sekilde M ’nin bir A direkt toplanani vardir. O zaman M = A + N’dir.
Lemma [3.1.22/den [N N (N' @ K)]/(AN N) <« M/(A N N)dir. Bu yiizden
K/(ANN), M/(AN N)de smalldur. M, (D3) sartim1 sagladigindan A N N,
M’nin bir direkt toplananidir ve buradan da A N N, N’nin bir direkt toplananidir.
K/(ANN) < N/(ANN)ve N/(ANN), M/(AN N)’nin bir direkt toplanan
oldugundan K/(AN N) < N/(AN N) olur. Dolayisiyla N bir hollow-yiikselen

bir modiildiir. d

Onerme 4.4.6. [17]] H; ler hollow modiil olmak iizere M = @D, ; H; olsun. Eger

el
M, bir hollow-yiikselen modiil ve (D3) kosulunu sagliyor ise, o zaman her i € I

icin B, ,; Hj, H;-projektiftir.
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Ispat: M = N + H; olacak sekilde N, M’nin bir 6zaltmodiilii olsun.
M H; H;

~

N ~ NnH © NnH,
M, hollow-yiikselen bir modiil iken N' < N ve N/N' <« M/N' olacak sekilde

M
hollow modiil oldugundan N hollow modiil olur.

M nin bir N' direkt toplanani vardir. Boylece M = H; + N’ olur. M, (D3)
kosulunu sagladigindan M = H; & N’ olur. Buradan Lemma 2.1.17]ile @i# H;,
H;-projektiftir. O

Teorem 4.4.7. (17| H;’ ler hollow olmak iizere M = @?:1 H; olsun. Eger M,
(D3) kosulunu sagliyorsa asagidaki ézellikler denktir:

(1) M, bir hollow-yiikselen modiildiir.

(2) M, bir yiikselen modiildiir.

(3) M quasi-ayriktr.

(4) i@ # j’ler icin H;, Hj-projektiftir.

Ispat: (1) = (4) Onerme[4.4.6]dan agiktir.

(3) < (4) Sonug[3.2.16]ile goriiliir.

(3) = (2) = (1) tammlardan agiktir. O

Teorem 4.4.8. [17] M, (D3) sartint saglayan bir hollow-yiikselen modiil olsun.
Eger M, sonlu hollow-boyutlu ise o zaman M bir yiikselen modiildiir ve hollow

modiillerin sonlu direkt toplanmidir.

Ispat: M, (D3) sartim1 saglayan bir hollow-yiikselen modiil olsun. Ik &nce
M’nin hollow modiillerin sonlu direkt toplami oldugunu gosterelim. h(M)
iizerinde timevarim kullanalm. Eger h(M) = 1 ise M hollow yiikselendir.
n > 1ve h(N) < n olacak sekilde (D3) sartin1 saglayan her N modiilii igin N,
hollow modiillerin sonlu direkt toplami olsun. M, h(M) = n olmak iizere bir
hollow-yiikselen modiil olsun. M ’nin par¢alanamaz oldugunu kabul edelim. M,

sonlu hollow boyutlu oldugundan M /A hollow olacak sekilde M nin bir A 6zalt
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modiilii vardir. M hollow-yiikselen oldugundan B < A ve A/B < M /B olacak
sekilde M nin bir B direkt toplanani vardir. O zaman M acikca hollowdur. Bu ise
bir celigkidir. Boylece M 'nin parcalanamaz olmadigini varsayabiliriz. Bu sebepten
N ve L, M’nin sifirdan farkli altmodiilleri olmak iizere M = N & L parcalanisi
vardir. h(M) = h(N) + h(L) oldugundan, h(M) = n kabuliinden h(N) ve
h(L), n’den kiigiik olur. Onerme ten N ve L hollow-yiikselen modiillerdir.
Kabulden N ve L, hollow modiillerin sonlu toplamidir ve dolayisiyla M de hollow

modiillerin sonlu direkt toplamdir. Teorem[d.4.7den M yiikselen bir modiildiir. O

Lemma 4.4.9. [|17]] M bir modiil olsun. Eger M = M & Ms ise o zaman M 'nin
her fully invariant A altmodiilii icin M /A = ((A+ M,y)/A) & ((A+ Ms)/A) dur.
ispat: m ve me, My ve My lizerine projeksiyon doniigiimii olsunlar. a € A
olsun. O zaman 71 (a) + m2(a) = a’dir. 71 (A) < A ve ma(A) < A oldugundan
mi(a) € AN M ve ma(a) € AN M, ve dolayisiyla A, (AN M) & (AN M)’ nin
altmodiilidiir. ~ Sonu¢ olarak A = (A N M;) & (A N My)’dir. Bu da
(A+ M) N (A+ M) < [(My+ My + A)NA] 4 [(My + A+ A) N My =
A+ [M; + (AN M) & (AN My)] N My = A oldugunu gosterir. Buradan da
M/A=(A+ M)/A& (A+ Ms)/Aolur. O

Lemma 4.4.10. [17]] M bir modiil olsun. M hollow-yiikselen ise, o zaman M ’'nin
her fully invariant U altmodiilii icin M /U hollow-yiikselendir.

Ispat: (M/U)/(A/U) = M/A hollow olmak iizere A/U, M/U’nun bir
altmodiili olsun. M, hollow-yiikselen bir modiil oldugundan B < A ve
A/B < M/B olacak sekilde M’nin bir B direkt toplanam vardir. B’
M’nin altmodiili olmak iizere M = B & B  olsun. Lemma dan
(A4+U)/(B+U)=A/(B4+U) < M/(B+ U)’dur. Simdi de (B + U)/U’nun
M/U’nun bir direkt toplanani oldugunu gostermek kalir. M = B @ B'
oldugundan Lemma dan M/U = (B+U)/U @& (B + U)/Udur. O halde
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M /U hollow-yiikselendir. O

Tamm 4.4.11. [|19]] Bir M modiiliiniin her altmodiilii fully invariant ise M’ ye duo

modiil denir.

Sonuc 4.4.12. [17] M bir duo hollow-yiikselen modiil olsun. O zaman M

completely hollow-yiikselendir.

Onerme 4.4.13.  [17] "End(M;) yerel ve @;c;M; parcalamsi direkt
toplananlara tiimlenir.” olmak iizere M = @iel M;, M; modiillerinin bir
direkt toplami olsun. Eger M hollow-yiikselen ise o zaman M completely

hollow-yiikselendir.

Ispat: Teorem [2.1.60| ve Lemma [2.1.617den M ’nin her direkt toplanani exchange

propertye sahiptir. M nin hollow-yiikselen oldugunu biliyoruz. ~ Onerme
den her bir i € [ igin M /M; de hollow-yiikselendir. Dolayisiyla M, her alt
modiilii de hollow-yiikselen oldugundan completely hollow-yiikselen modiildiir.

|

Sonug 4.4.14. [1, Corollary 12.7] Her bir End(M;) endomorfizma halkasi yerel
olmak iizere M, M = My ® ... & M, sonlu direkt parcalanisina sahip ise o zaman

bu parcalanis direkt toplananlarina tiimlenir.

n

Sonug¢ 4.4.15. [|17] End(M;) yerel olmak iizere M = @ M;, M, modiillerinin
i=1
direkt toplami olsun. Eger M hollow-yiikselen ise o zaman M completely

hollow-yiikselendir.

Ispat: Onerme [4.4.13|ve Sonug ten elde edilir. O
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5. ESCOKDUZE VE YUKSELEN MODULLER

Bu boliimde escokdiize ve yiikselen modiiller arasindaki baglantilar incelenmisgtir.

5.1. Tanimlar

M bir R halkast iizerinde bir modiil olsun. M ’nin Jacobsan radikali Rad(M ) ile
gosterilir.

Eger M’nin her N altmodiilii icin M = K @ K/, K< NveKnNnN <« K’
olacak sekilde M ’nin K ve K " direkt toplananlar1 varsa o zaman M bir yiikselen
modiildiir. Eger M’ nin kopyalarinin her sonlu (sayilabilir) direkt toplami yiikselen

ise M modiilii sonlu (sayilabilir) (finitely (countably)) 3 -yiikselendir. [9]

Tanmm 5.1.1. [9] Birbirinden farkli 7, € I olmak iizere izomorf olmayan
sayilabilir bir {f, : M;, — M;, ., }n ailesi i¢in fi,..., fr, = 0 olacak sekilde
k € N varsa bir { M, };c; modiil ailesine (semi) T-nilpotent denir.

Tanmm 5.1.2. [11] M ’nin her epimorf goriintiisiiniin bir projektif ortiisii varsa

M’ye yarimiikemmel (semiperfect) modiil denir.

Tanmmm 5.1.3. [2] M bir modiil olmak iizere M/Rad(M) yaribasit ise M’ye

yartyerel (semilocal) modiil denir.

Tamim S5.1.4. [2] Eger bir R halkasinin her devirli sag(sol) ideali projektif ise sag
(sol) principally projektif halka denir.

Tanmm 5.1.5. [8] N < M olsun. K < N olmak iizere M nin her K altmodiilii
icin herhangi bir f : M — N/K homomorfizmasi sifir ise o zaman M’ye

escokdiize (copolyform) modiil denir.
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5.2. Escokdiize Modiillerin Epimorf Goriintiileri

Bu boliimde escokdiize modiillerin epimorf goriintiileri aragtirilmigtir.

Lemma 5.2.1. [2] A, B, M sag R modiiller olmak iizere eger A < B < M ise
B, M ’de smalldur ancak ve ancak A, M de smalldur ve B/A, M /A’da smalldur.
ispat: A < B < M oldugunu kabul edelim. Lemma den A, M’de smalldur.
A < X < M olmak iizere B/A+ X/A = M/Aise B+ X = M’dir. B, M’de
small oldugundan X = M dir. Dolayisiyla B/A da M /A’da small olur.

Tersine X, M’nin bir altmodiili ve X + B = M olsun. O zaman
M/A = (X +B)JA = (X+B+ A)/JA = B/A+ (X + A)/Adw.
B/A, M/A’da small oldugundan (X + A)/A = M/A’dir. Buradan M = X + A
olur. A, M’de small oldugundan X = M dir. Dolayisiyla B, M de small olur. O

Lemma 5.2.2. [9] M bir escokdiize modiil ve N, M ’de small olsun. O zaman
M /N bir escokdiize modiildiir.

Ispat: K/N < M/N ve L/N < K/N olsun.

Bir f : M/N — (K/N)/(L/N) = K/L homomorfizmasini alalm. Agcik¢a
K < M’dir. 7 : M — M /N dogal epimorfizma olmak iizere fr: M — K/L
homomorfizmasin diisiinelim. M bir es¢cokdiize modiil oldugundan fr = 0’dir ve
buradan f = 0’dir. Dolayisiyla M /N bir escokdiize modiildiir. O
Herhangi bir M modiilii i¢in Rad(M ) = 0 ise M nin bir es¢cokdiize modiil oldugu

aciktir. Fakat tersi i¢cin asagidaki Lemmayi1 verebiliriz:

Lemma 5.2.3. [9]] R bir degismeli halka ve M bir devirli escokdiize modiil olsun.
O zaman Rad(M ) = 0’dur.

Ispat: M = aR ve z € Rad(M ) olsun. Dolayisiyla xR, M de smalldur. R’deki
en az bir r elemani i¢in xR = (ar)R’dir. s € R, as — (ar)s olarak tanimlanan
f : aR — (ar)R homomorfizmasi diisiinelim.A¢ik¢ca bu homomorfizma

bir epimorfizmadir. Kabulden M bir escokdiize modiil oldugundan f = 0 olur.
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Dolayisiyla (ar)R = xR = 0 yani = 0°dir. O halde Rad(M) = 0 elde edilir. O

Lemma 5.2.4. [2]] Her zayif tiimlenmis M modiilii yariyereldir.

Ispat: M nin zayif tiimlenmis bir modiil ve T/ Rad(M) < M/Rad(M) oldugunu
kabul edelim. L, M’de T’nin bir zayif tiimleyeni olsun. Yani 7'+ L = M ve
TNL< M olsun. M/Rad(M) = (T + L)/Rad(M)

=(T+ L+ Rad(M))/Rad(M) =T/Rad(M) + (L + Rad(M))/Rad(M ) dir.
Dolayisiyla M/ Rad(M) yanbasittir; yani M yariyereldir. a

Sonug 5.2.5. [9] R, bir degismeli halka olsun. O zaman her devirli escokdiize
zayif tiimlenmis R-modiil yaribasittir.

Ispat: M zayif timlenmig bir modiil oldugundan Lemma ten M/Rad(M)
yaribasitti. Lemma [5.2.3[ten R degismeli halka ve M devirli escokdiize modiil
oldugundan Rad(M) = 0’dwr. Dolayisiyla M/Rad(M) = M olur. O halde M
modiilii de yaribasittir. O
Simdi bu boliimiin esas sonucuna ulagmak icin gerekli olan Lemmay1 verecegiz.

Bunun i¢in bir escokdiize yiikselen modiiliin endomorfizma halkasini diigiinelim.

Burada asagidaki Lemmanin ispat1 icin gerekli olan Lemmalar verilecektir:

Tanim 5.2.6. [24]] Bir R-modiil L i¢in;
TrU,L)=>{Im(h) : h € Hom(U,L),U € U} C L altkiimesine L’de U’ nun

trace si denir.

Lemma 5.2.7. [24}, 39.10] M bir R-modiil, S = Endg(M) ve f € S olsun.

(1) Kerf, M de bir direkt toplanan ise, o zaman Sf C S sol ideali S-MOD’da
projektiftir.

(2) Sf projektif ise, 0 zaman Tr(M, Ker f), M de bir direkt toplanandur.

(3) M ’nin her M-devirli altmodiilii M -projektif ise, o zaman S, bir sol principally
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projektif halkadir.
(4) Eger S, sol principally projektif halka ise, o zaman her f € S icin Kerf,
M ’de bir direkt toplanandir.

Lemma 5.2.8. [24, 39.11] M bir R-modiil, S = Endr(M) ve f € S olsun.

(1) Imf, M de bir direkt toplanan ise sag ideal fS C S, MOD — S te projektiftir.
(2) M’nin her M-devirli altmodiilii M -injektif ise veya M sonlu iiretilmis ve
M ’nin her M-devirli altmodiilii zayif M -injektif ise S sag principally projektif
halkadr.

Ispat: (1) Imf direkt toplanan ise Imf = Mf = Me olacak sekilde bir
idempotent ¢ € S vardir. S homomorfizma ¢ : S — fS, s — fs icin
Keryp = (1 —e)S’dir. M f(1 —e) = Me(1 —e) =0dan (1 —e)S < Kery’dir.
Diger taraftan v € Kerty icin Meu = M fu = 0’dir. Buradan eu = 0 ve
dolayistyla u € (1 —€)S’dir.

(2) Ispati (1)’den elde edilir. O

Lemma 5.2.9. [24] 39.13] Bir R halkast icin asagidaki ozellikler denktir:
(1) R, sol semihereditary halkadur.

(2) Hern € Z* icin R™™) matris halkast sol principal projektif halkadur.

Ispat: (1) = (2) R bir sol semihereditary halka oldugundan her R™ toplami da
semihereditarydir. Lemma ile End(R") = R(™") sol principally projektif
halkadur.

(2) = (1) K, R’de k elemanla iiretilmig bir sol ideal olsun. O zaman Imf = K
olmak iizere bir f : R¥ — R homomorfizmasi vardir. R C RF oldugundan f
déniigiimii £nd(R*) mn bir eleman olarak kabul edilebilir. (2)’de verilenlerden
Lemma den Kerf’nin R*da bir direkt toplanan oldugunu biliyoruz.

Dolayisiyla K = I'm f projektiftir ve R halkasi semihereditarydir. |
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Lemma 5.2.10. [9] M bir escokdiize modiil ve S = End(M), M nin
endomorfizma halkasi olsun.

(1) M bir yiikselen modiil ise S sol ve sag principally projektif halkadur.

(2) M bir sonlu X-yiikselen modiil ise S sol ve sag semihereditary halkadur.

Ispat: (1) f € S olsun. M bir yiikselen modiil oldugundan M ’nin en az bir Mo
altmodiilii i¢in My < f(M), M = My & Ms ve f(M) N My < M, olacak
sekilde M ’nin bir M; direkt toplanan1 vardir. f(M) N Ms < Mj oldugundan
f(M) N My < M oldugu agiktir. M = My & My’den f(M)NM = f(M) N
(My®Ms) dir. M, f(M)’nin altmodiilii oldugundan Lemma[2.1.4 ten esitligin sag
tarafint f(M)N (M & Ma) = M; & (f(M)NMs) olarak yazabiliriz. f(M) < M
oldugundan f(M) N M = f(M)’dir. O halde f(M) = My & (f(M) N Ms) elde
ederiz. Simdi «, f(M)’den f(M) N My tizerine kanonik projeksiyon olmak iizere
a ile f’nin bilegkesi olarak af : M — f(M) N My doniigiimiint diigtinelim.
(af)(M) = f(M) N My ve f(M) N Ms, M’de smalldur. Kabulden M bir
escokdiize modiil oldugundan o f = 0 elde edilir. Dolayisiyla f(M)NMy = 0 olur.
Simdi f(M) = M; & (f(M) N My)’den f(M) = M; olur. Sonug olarak f (M),
her f € S i¢in M nin bir direkt toplanamidir. Lemma [5.2.8/den S sag principal
projektif halkadir. S’nin sol principal projektif halka oldugunu gostermek igin
ilk paragraftaki ispatin aymsi ile f(A/)’nin M nin bir direkt toplanani oldugunu
gosterebiliriz. Bu yiizden S’deki en az bir idempotent e igin f(M) = e(M ) dir.
s € S olmak iizere 3, B(s) = sfile 8 : S — Sf doniigiimiinii gostersin. O
zaman (1 —e)f(M) = 0 veya S(1 —e) < Kerf’dir. g € Kerf olsun. O
zaman ((g) = 0 yani gf = 0’dir. Buradan gf(M) = ge(M) = 0’dir. Bu da
ge = 0 oldugunu gosterir. O zaman g(1 —e) = g € S(1 — e)’dir. Dolayisiyla
S(1—e) = Kerp’dir. S/Kerfg =5S/S(1—e) = Seve B(S) =Sf=S5/Kerf =
Se, S f’nin S’nin projektif sol ideali oldugunu ispatlar. Dolayisiyla S, principally
projektif halkadir.
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2) S™X™ n pozitif tamsayist i¢in S lizerinde n X n matrislerin halkas1 olsun.
p yis1 1¢
(1)’den End(M™) = S™*" principally projektif halkadir. Lemma dan S, sol

ve sag semihereditarydir. O

Lemma 5.2.11. [16, Lemma 4.30] N, A-projektif bir modiil ise o zaman bir f :
A — N epimorfizmasu splittir. Eger ek olarak A parcalanamaz ise o zaman f bir

izomorfizmadir.

Onerme 5.2.12. [9]] M bir modiil ve her bir M; parcalanamaz ve quasi-projektif
olmak iizere M = @,.; M; olsun. Eger M bir yiikselen modiil ise o zaman
i,j,k € ITvef : My — M;veg : My, — M; epimorfizmalar: igin
Kerf < Kergveya Kerg < Ker f’dir veya M; © M; ayriktir.

Ispat: Kabulden yerel endomorfizma halkalari ile M; ve M; ayrik modiillerdir.
M, quasi-projektif oldugundan eger bir i : M; — M; endomorfizmasi varsa o
zaman hf : M — M;, M} mn bir k' endomorfizmasina yiikseltilebilir. Sonug
dan My, hollowdur ve quasi-projektif oldugundan Lemma den 1’
izomorfizmadir. My /Kerf ve My/Kerg quasi-projektif ve Kerf < M ve
Kerg < My, oldugundan Kerf ve Kerg, My’ da fully invarianttir. Dolayisiyla
Kerf < Kerg’dir. Aym yol ile eger bir h : M; — M, epimorfizmas1 oldugunu
kabul edersek Kerg < Kerf’dir. Eger boyle epimorfizmalar yoksa o zaman M;
ve M; Lemma den aralarinda projektiftir. Dolayisiyla M; & M; Teorem

[2.1.63ten ayriktur. |

Teorem 5.2.13. [9]] M bir yiikselen modiil olsun. Tiim M’ ler bir projektif ortiiye

sahip olmak iizere M = @ M; olsun. Ayrica her M; sonlu iiretilmis ve yerel
el
endomorfizma halkasina sahip olsun. O zaman iy, € I’ler farkli olmak tizere

{fu: M;,,., — M;, }n 6zalt epimorfizmalarinin sonsuz dizisi yoktur.
Ispat: I = N kabul edelim. Boylece 6zalt epimorfizmalarin

f”l— f”L— . o e e .
. — M, it M, _4 iy My_9 — ... £> Mo £> M7 bir sonsuz dizisini
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disiinelim. g; : P — Mj, M7’ in bir projektif ortiisii olsun. P; projektif

oldugundan f;gs = g1 olacak sekilde bir go : P — My homomorfizmasi vardir:

My M, 0

f1 epimorfizma ve My hollow oldugundan go de epimorfizmadir. O zaman her
n > 1 icin tiimevarimla her g, epimorfizma ve f,_19, = gn—1 olacak sekilde
n : P1 — M, vardir. Agik¢a P; devirlidir. Her ¢ € N icin 7; : éMZ — M;
projeksiyon olsun. O zaman her i € N icin m;h; = g; olacak §le:k1ilde bir h; :

(o]
P, — @ M, homomorfizmasi vardir:
i=1

k(3) k(4)
O zaman her ¢ € N i¢in Imh; < € M, dir ve Imh;, @@ M, de small degildir.
i=1 i=1

k(7)

Buradan her i € N i¢in I'mh;, € M, nin bir direkt toplanamdir. Teorem [2.1.41
=1

k(i) k(i)

ile her i € N i¢in @M = Imh; ® (@M) dir. Burada Imh; = Mj, j € N'dir.

Imh; = M; oldugundan hi + P —> M ve j : M; — Mj’yi diigiinebiliriz.
Dolayisiyla g; bir izomorfizma olmahdir. f;jgj+1 = g; oldugundan f; bir

izomorfizmadir. Bu da bizim iddiamizla celisir. O halde sonlu bir adimda durur. O
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Sonuc 5.2.14. [9]] R bir sag miikemmel halka olsun. M bir escokdiize yiikselen
modiil olsun. O zaman tiim M; lerin yerel endomorfizma halkalart olmak tizere
M = @ M; ayrigimu icin { M, };c1 ailesi semi T-nilpotenttir.

ispat:zeBIiitiin M;’ler hollow olmak iizere eger M = @Ml escokdiize ise sifirdan
farkh bir f, : M;, — M;, , homomorfizmasi tl)frl epimorfizmadir. Teorem
[5.2.13[ten 6zalt epimorfizmalarin sonsuz dizisi yoktur. Yani {M;}c; ailesi semi
T-nilpotenttir. U
Simdi Onerme icin gerekli olan Onermeleri verecegiz:

Onerme 5.2.15. [16, Proposition 4.31] N, A-projektif bir modiil olsun. Eger B,
A’min altmodiilii ise o zaman N, B-projektiftir ve A/ B-projektiftir.

Onerme 5.2.16. [/16, Proposition 4.32] M, ’lar birer modiil olmak iizere @ M,
a€A
direkt toplamimin A-projektif olmast icin gerek ve yeter kosul M, ’nin her o € A

icin A-projektif olmasidur.

Onerme 5.2.17. [16] Proposition 4.33] n € N olmak iizere bir N modiiliiniin

n
(B A;)-projektif olmas icin gerek ve yeter kosul i = 1,2, ...,n olmak iizere N ’nin
i=1

A;-projektif olmasidir.

Onerme 5.2.18. [16]| I keyfi bir kiime olsun. Eger N sonlu iiretilmis ve heri € T
icin A;-projektif bir modiil ise o zaman N, (@ A;)-projektiftir.

Ispat: X, @ A; nin bir altmodiilii olsun. Ze(g zaman; (PA;)/X = > A dir.

Burada A; 126 I(Ai + X)/X’tir. Herhangi bir ¢ : N —fiﬁli homomloerlﬁzmam

i¢in, sonlu bir F' C [ i¢in Im¢ < > A;’dir. O zaman (")nzeerine 5.2.17[den ) A,

sonlu direkt toplamina ulasiriz. B'c');lee];e N, (G%Ai)—projektif olur. ZGF O
i€

Sonuc 5.2.19. [16| Corollary 4.36] Projektif modiillerin direkt toplami projektiftir.

Onerme 5.2.20. [16]] Bir quasi- projektif M modiiliiniin ayrik olmast icin gerek

ve yeter kosul M 'nin her altmodiiliiniin bir tiimleyeninin olmasidir.
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Ispat: Eger M bir ayrik modiil ise o zaman (D1)’i saglar ve dolayistyla Onerme
[2.1.48]den M tiimlenmistir. Tersine A/ nin her altmodiiliiniin bir tiimleyeni
oldugunu kabul edelim. Ilk olarak M ’nin tiimlenmis oldugunu gosterecegiz.
M = A+ B olsun. B’nin, A’nin bir tiimleyenini icerdigini gosterecegiz. Kabulden
A’nin bir P tiimleyeni vardir. O zaman M = A + P’dirve AN P < P’dir.
v:M — M/Aver: B — M/A dogal homomorfizmalar olsun. Onerme
[5.2.15[ten M, B-projektif oldugundan wf = v olacak sekilde f : M — B
doniigimii vardir. u = v |p ve g = f |p olsun. O zaman mgP = uP = M/A ve

dolayisiyla M = A + g(P)’dir.

’
’
’
7 1
’
’
’
g,
‘ M
’
, -
’ P
’ f//
’ > 14
’ -
e
YK

AN g(P) = g(Keru) oldugunu gormek kolaydir. Kerp = ANP < P
oldugundan Lemma [2.1.59dan g(Kerp) <  g(P)dir Dolayisiyla
AN g(P) < g¢g(P)dir ve sonu¢ olarak g(P), A’'min B’de igerilen bir
timleyenidir. Simdi M ’nin her tiimleyen altmodiiliiniin bir toplanan oldugunu
ispatlayacagiz.  Boylece Onerme [2.1.48| ile M’nin (D1) ozelligine sahip
oldugu sonucuna ulasacagiz. A’nmin M’ nin bir timleyen altmodiilii oldugunu
kabul edelim. B, A’nin bir tiimleyeni olsun. Aym diyagrami kullanalim.
7f(A) = v(A) = 0 oldugundan f(A), A’nin altmodiilidir. O zaman
M= fM)+A=f(A+B)+A=fA)+ f(B)+ A = f(B) + Ad.
B’nin minimalliginden f(B) = B’dir dolayisiyla M = B + Kerf’dir. Kerf,
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A’nin altmodiilii oldugundan A’nin minimalliginden Kerf = A’dir. Buradan
Kerf =A= Kerv = Kernf’dir. f(M) = B iizerinde 7 bir monomorfizmadir.
Ohalde Kerm = 0 = A’dwr. Sonug olarak A N B = 0’dir. Yani M = A & B’dir.
Onerme ile M, (D2) ozelligine sahip oldugundan M, ayriktir. O

Lemma 5.2.21. [16, Proposition 4.40] M = A + B olsun. Eger M/A’mn bir
projektif ortiisii varsa o zaman B, A’nin bir tiimleyenini icerir.

Ispat: ;1 : P — M/A bir projektif ortii olsun. 7, B’den M/A’ya dogal
epimorfizmay1 gostersin. P projektif oldugundan mg = p olacak sekilde bir

g : P — B homomorfizmasi vardir:

Onerme [5.2.20/ nin ispatindaki gibi g(P), A’nin B’de igerilen bir tiimleyenidir.

Teorem 5.2.22. [16| Theorem 4.41] Bir R halkas icin asagidaki ozellikler denktir:
(1) R bir sag (yart) miikemmel halkadur.

(2) Her (sonlu iiretilmis) quasi-projektif R-modiil ayriktir.

(3) Her (sonlu iiretilmis) R-modiil tiimlenmistir.

(4) Her devirli serbest R-modiil "Her alt modiiliin bir tiimleyeni vardir." ézelligine
sahiptir.

ispat: (1) = (3) Lemma|5.2.21[den, (3) = (2) Onerme [5.2.20{den, (2) = (4)
aciktir.

(4)’ti kabul edelim ve M bir devirli R-modiil olsun. O zaman F' bir (devirli) serbest
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modiil olmak iizere bir ) : F' — M epimorfizmas1 vardir. Onerme|5.2.20[den F,
(D1) ozelligine sahip oldugundan F; < Kern ve F» N Kern < F5 olmak iizere
F = F} @ Fy'dir. O zaman ) |g,: F» — M, M nin bir projektif ortiisii oldugu

aciktir.
Fy
- -7 ’ ‘/"7 |F2
g ’
F T M
Dolayisiyla R sag (yar1) miikkemmel halkadir. O

Sonug 5.2.23. [16, Corollary 4.43] Bir P projektif modiiliiniin yarimiikemmel
olmast icin gerek ve yeter kosul P’nin ayrik olmasidir. P’nin ayrik olmasi igin

gerek ve yeter kosul P’nin her altmodiiliiniin bir tiimleyeninin olmasidur.

Teorem 5.2.24. [13| Theorem 2.10] Bir R halkasinin sag miikemmel halka olmasi

icin gerek ve yeter kosul RN 'nin ®-tiimlenmis R-modiil olmasidur:

Onerme 5.2.25. [9] R bir halka olsun. Asagidaki ozellikler denktir:

(1) R, sag miikemmel halkadur.

(2) R, X-yiikselendir.

(3) R, sayilabilir X.-yiikselendir.

Ispat: (1) = (2) R, bir sag miikemmel halka olsun. Bir I indis kiimesi igin tiim
i € I'lari¢in R = R; olmak iizere M = @Ri olsun. M ’nin bir yiikselen modiil
oldugunu gostermek istiyoruz. ¢ € I alafril. O zaman Sonug [5.2.19[dan ,EB.Rj
projektiftir. R sag miikemmel halka oldugundan Teorem [5.2.22| (1) = (2Z§é’]den
@R, quasi-discretedir.  Agikca Onerme |5.2.18[den R; ve @R, aralarinda
gﬁéjektiftir. Teorem [3.2.15[ten M quasi-discrefe ve buradan yiiksze;llééndir.

(2) = (3) Agiktir.
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(3) = (1) R sayilabilir X-yiikselen bir modiil olsun. O zaman serbest R-modiil

RN yiikselendir. Buradan da Teorem|5.2.24/ten R sag miikemmel halkadur. o

Sonug¢ 5.2.26. [9] R bir halka olsun. R halkasinin escokdiize (sayilabilir)

Y-yiikselen olmast icin gerek ve yeter kosul R’nin yaribasit olmasidr.

Onerme 5.2.27. [9] M bir projektif modiil olsun. M 'nin yarimiikemmel olmast

icin gerek ve yeter kosul M 'nin sonlu X.-yiikselen olmasidir.

ispat: M bir yarimiikemmel modiil olsun. O zaman Sonuc [5.2.23[ten M
quasi-ayriktir. Buradan Teorem [3:2.15[ten tiim ¢’ler icin M; = M olmak
tizere éM , biitiin n pozitif tamsayilar1 igin ylikselendir. Dolayisiyla M, sonlu
E—yiikzsgllendir. Tersine M ’nin sonlu X-yiikselen oldugunu kabul edelim. M bir

yiikselen modiil oldugundan Sonug [5.2.23]ten yarimiikemmeldir. O

Teorem 5.2.28. (9] M bir escokdiize yarimiikemmel modiil olsun. O zaman S =
End(M) bir sag ve sol principally projektif halka ve sag ve sol semihereditary
halkadur.

Ispat: Lemma|5.2.10{ve Sonug|5.2.27/den agiktir. O
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