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OZET

NEUTRIX’IN
BETA FONKSIYONUNA OLAN UYGULAMALARI

Burcin YAMEN

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danismani: Prof. Dr. Inci EGE
2020, 35 sayfa

Bu tezin amaci beta fonksiyonu ve kismi tiirevlerinin tanim kiimelerini tiim
gercel sayilar kiimesine genigletmek ve bu fonksiyonlar {izerinde baz1 sonuglar
elde etmektir. Bunlar i¢in Van der Carput tarafindan gelistirilen neutrix kalkiiliis
kullanilmustir.

Tez dort boliimden olugmaktadir. Giris boliimiiniin ardindan ikinci boliimde, gama
fonksiyonu, beta fonksiyonu ve kismi tiirevleri, baz1 6zellikleri ile verilmistir.
Ayrica neutrix ve neutrix limit kavramlari 6rnekleriyle verilmistir.

Ugiincii boliimde, beta fonksiyonu B(1,0) nin ve kismi tiirevlerinin tanimi tiim
1N, 0 gercel degerleri icin neutrix kavrami kullanilarak verilmistir.

Son boliimde ise, i) ve 0’nin negatif tamsay1 olmasi durumunda beta fonksiyonu
B(n,0) ve kismi tiirevleri i¢in elde edilen bazi sonuglar verilmistir.

Anahtar Sozciikler
Neutrix, neutrix limit, beta fonksiyonu, gama fonksiyonu
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ABSTRACT
APPLICATIONS OF NEUTRIX TO THE BETA FUNCTION
Bur¢in YAMEN

M.Sc. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Inci EGE
2020, 35 pages

The objective of this thesis is to extend the domains of the beta function and its
partial derivatives for all real numbers to get some results on these functions. For
these purpose, neutrix calculus developed by Van der Carput, have been used.

The thesis consist of four chapters. In the second section after introduction, gamma
function, beta function and its partial derivatives are given with some properties.
Also, the concepts of neutrix and neutrix limit are given with examples.

In the third chapter, the definition of the beta function B(n,0) and its partial
derivatives have been given for all real values of 17 and 0, by using the concept
of neutrix and neutrix limit.

In the last section, some results are given for the beta function B(n,0) and its
partial derivatives for negative integer values of 1) and 6.
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Neutrix, neutrix limit, beta function, gamma function






xi
ONSOZ

Yiiksek lisans Ogrenimim boyunca engin bilgi ve deneyimlerini benden
esirgemeyen, sadece akademik anlamda degil, hayatimin en Onemli ve zor
zamanlarinda bile bana hep destek olup bu calismada basarili olabilecegime
inanarak beni cesaretlendiren, beni sadece bir 68renci olarak degil ayn1 zamanda
ailesinin bir pargasi gibi goriip bana her zaman destek olan danigsman hocam sayin
Prof. Dr. Inci EGE’ye en icten ve yiirekten tesekkiirlerimi sunarim. Ayrica benden
yardimlarini esirgemeyen sayin Dr. Emrah YILDIRIM’a,

Egitimim boyunca her zaman ve her kosulda benim yanimda olan ve benden
yardimlarini hi¢bir zaman esirgemeyen sevgili arkadasim Emine CAKMAKCI ve
esi Fatih CAKMAKCT ya,

Biitiin hayatim boyunca maddi, manevi beni hep destekleyen, aldigim kararlara her
zaman sayg1 duyan ve yalnizca arkamda degil ayn1 zamanda hep yanimda olarak
bana gii¢ veren camim ailem Ekrem SAHIN, Tennur SAHIN VE Burak SAHIN’e,

Calisma siiresince bana karsi gostermis oldugu sevgi, saygi, sabir ve anlayistan
otiirii sevgili esim Ugur YAMEN ve Ailesi’ne,

Hayatima girdikleri andan itibaren bana ¢ok giizel duygular yagatan, calisma azmi
vererek beni giiclendiren camm ogullarrm BILGE ALP ve UMUT YAMEN’e
kalpten tesekkiir ederim.

Bur¢in YAMEN






xiii

ICINDEKILER

KABUL ONAY SAYFASI . . . . . . s, iii
BILIMSEL ETIiK BiLDIRIM SAYFASI . . . . . . . . . . . ... .. ... v
OZET . . . vii
ABSTRACT . . o o o o e e e e e e e e e ix
ONSOZ . . . xi
SIMGELER DIZINI . . . . . . . . . . XV
LGIRIS . . . . . 1
2. TEMEL KAVRAMLAR VE OZELLIKLER . . . ... ... ... ... 2
2.1. GamaPFonksiyonuI'(n) . . ... ... ... ... ... ... ... 2
2.2. BetaFonksiyonuB(n,0) . ... ... .. ... ........... 2
2.3. Neutrix ve Neutrix Limit . . . . . . . . . . . . . . . . . . ... 3

3. BETA FONKSIYONU ve KISMI TUREVLERININ BiR GENISLEMESI 6

3.1. Neutrixler ve Beta Fonksiyonu . . . . . . . .. .. ... ....... 6
3.2. Neutrixler ve Beta Fonksiyonunun Kismi Tiirevleri . . . . . . . . .. 13
4. BETA FONKSIYONU UZERINE BAZI SONUCLAR . . . . . ... .. 26
KAYNAKLAR . . . . . o e 33

OZGECMIS . . . . . . . 35






SIMGELER DIZINi
N Neutrix
I'(n) Gamma fonksiyonu
B(n,0) Beta fonksiyonu
B,»(1,0) Beta fonksiyonunun kismi tiirevleri
£(m) Zeta fonksiyonu
o(n) Phi fonksiyonu
R Gercel sayilar kiimesi
Z Tam sayilar kiimesi
/A Pozitif tamsayilar kiimesi
([l Ispatin bittigini gosteren simge

XV






1. GIRIS

Ozel fonksiyonlar arasinda oldukga genis bir yere sahip olan ve

1
/ M1 =0 ar
0

integrali ile tanimlanan beta fonksiyonu B(n,0) ilk olarak Euler ve Legendre
tarafindan ¢alisilmig ve adi Jacgues Binot tarafindan verilmistir [3,4,5,15,17].

I. tip Euler integrali olarak da bilinen beta fonksiyonu, k!=1.2..k faktoriyel
fonksiyonunun tanim kiimesini tiim gercel sayilara genisletebilme caligmalarinin

bir sonucu olarak elde edilen ve

/ Ml dr
0

integrali ile tanimlanan gama fonksiyonu I'(7) ile iligkisi nedeniyle de analizde
oldukca onemlidir [1,3,4]. Gama fonksiyonunun 6zel bir kombinasyonu olmasi
sebebiyle, gama fonksiyonu i¢in gegerli uygulamalarin pek ¢ogu beta fonksiyonu
icin de gegerlidir.

Bu tezde B(n,0) fonksiyonunun ve kismi tiirevlerinin tanimi tim 7,6 gercel
degerleri i¢in neutrix kavrami kullanilarak verilecek ve ardindan 11 ve O’nin
negatif tamsay1 olmasi durumunda elde edilen baz1 sonuclar incelenecektir.
Degeri sonsuz olan bir integralden uygun bir bicimde tanimlanan iraksak parcanin
ihmal edilerek sonlu bir parca elde edilmesi metodu ilk olarak J. Hadamard
tarafindan verilmistir [14]. Bu yontem Van der Carput tarafindan gelistirilen
neutrix kalkiiliis’iin bir uygulamas: olarak diisiiniilebilir [6]. Fisher, neutrix
kavramini kullanarak bazi 6zel fonksiyonlarin daha genig bir kiime iizerinde nasil

tanimlanabilecegini vermistir [7,8,9,10,11,12].
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2. TEMEL KAVRAMLAR VE OZELLIKLER

2.1. Gama Fonksiyonu I'(1))

Gama fonksiyonu I'(1), n > 0 gercel degerleri igin

I(n)= /Owtnfle*’dr (2.1.1)

genellestirilmis integrali ile tanimhdir [1,2,3,4,17].

(2.1.1) esitliginde kismi integral kullanilarak
L(n+1)=nI(n) (2.12)

esitligi elde edilir. I'(1) = 1 oldugundan n = k € Z* alinirsa I'(k+ 1) = k! olur.
(2.1.2) esitligi I'(n) fonksiyonunu 71 nin negatif tamsay1 olmayan degerlerinde
tanimlamak i¢in de kullanilmistir.

Boylece k = 1,2,... olmak iizere —k < n < —k+ 1 degerleri i¢in

B I(n+k)
I'(n) = 'n+1)Ir(m+2)..r'm+k—1)

esitligi yazilabilir [4,5,15].

2.2. Beta Fonksiyonu B(1,0)

Beta fonksiyonu B(1,0), 11,0 > 0 gergel degerleri i¢in
1
B(n,6) :/ M1 =)0 dr (2.2.3)
0

integrali ile tamimlidir [3,4,15].

(2.2.3) esitliginde t = 1 — 1 doniiglimii yapilirsa

B(nve) :B(evn)

esitligi yani beta fonksiyonunun simetri 6zelligi elde edilir.

Beta fonksiyonunun gama fonksiyonu ile ifadesi

5(n.6)— UT)

= Tm+0) (2.2.4)
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bicimindedir. Beta fonksiyonunun tanimini kullanarak ornegin B(8,9) degeri

hesaplanmak istenirse

B(8,9) = /O]ﬂ(l —1)8dr

integralini ¢cozmemiz gerekir. Bu son integral yerine (2.2.4) esitligi kullanilarak
kolaylikla

718!
B(8,9) = Tsr = 0,0001554001554

elde edilir.

Gel’fand ve Shilov integralin diizenlenmesi (regiilarizasyon) teknigini kullanarak
B(n,0) fonksiyonunu n > —p, 6 > —¢q, n # 0,—1,...,—p+1 ve 0 #
0,—1,...,—g+ 1 gercel degerleri i¢cin

B(1.6) — /01/2tn—1[(1_t)6—1_[)Z;mtm}dt
= (=1)"T(6)
¥ L w6 —m)(n T m
1 qg—=1 (_1\m
+ /l/z(l—t)el[t”1—20151!1}()711:(:1))(14)”1}&

T (=1)"T(n)
Yy m!29+tmT(n —m) (0 +m)

m=0

esitligi ile tanimlamislardir [13].
2.3. Neutrix ve Neutrix Limit

Bu boliimde Van der Carput tarafindan gelistirilen neutrix ve neutrix limit tanimlari

ornekleriyle birlikte verilmisgtir.

Tamm 2.1. [6] T # @ bir kiime ve D toplamsal degismeli grubu olmak tizere g :
T — D biciminde tanimli fonksiyonlardan olugan toplamsal degismeli grup .4/
olsun. .#"’deki tek sabit fonksiyon sifir ise, .4 kiimesi "neutrix" olarak adlandirilir
ve /4 icindeki fonksiyonlara "ihmal edilebilir fonksiyonlar" denir.

Boylece g € N ve V& € T icin g(&) = v sabit ise v = 0’dur.
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Ornek 2.2. Tamim kiimesi 7 = [0, 1] kapali aralig1 ve .4 kiimesi, o keyfi sabit
olmak iizere T iizerinde tanimli occos2né bigimindeki fonksiyonlardan olusan
toplamsal degismeli bir grup olsun. O zaman .4 bir neutrixtir. Ciinkii;

ocos2mE = v (sabit) ise oo = 0 ve boylece v = 0 olur.

Tamim 2.3. [6] T, X topolojik uzayinin bir alt uzay1 ve a ¢ T bu kiimenin bir limit
noktasi olsun. D gercel (veya kompleks) sayilar kiimesi ve .4 kiimesi, g: T — D
olan ve limé_,ag(ﬁ) = [ iken [ = 0 sartin1 saglayan fonksiyonlarin olusturdugu
toplamsal degismeli bir grup olsun. O halde .4 kiimesi bir neutrixtir.

g(&) fonksiyonu, 7T iizerinde tamimlanan gercel (veya kompleks) degerli bir
fonksiyon olsun. Eger g(&) — ¢, .4 nin elemani olacak sekilde bir ¢ gergel sayist
bulunabiliyorsa ¢ sayisina g(&) fonksiyonunun "neutrix limiti" denir ve

A —limg(&) =c
E—b

seklinde yazilir.

Not 2.4. i) Eger c neutrix limiti varsa tektir. Gergekten; eger g(&) —c¢; € A ve
g(&) —cy € A ise A toplamsal degismeli grup oldugundan ¢y — ¢, € A ve

bdylece c; = ¢, bulunur.

ii) 4 neutrixi limg_, g(&) = 0 kosulunu saglayan g fonksiyonlarin igersin. O
zaman, g fonksiyonunun normal limiti varsa neutrix limiti de vardir ve bu iki

deger aynidir.
iii) Neutrix limit eger diizgiin bir sekilde tanimlanirsa her zaman vardir.
iv) Neutrix limit secilen neutrixe baghdir.

Ornek 2.5. ¢, tamim kiimesi 7 = (0,1) agik aralig1, deger kiimesi D = R ve

o, B € R olmak iizere

(xlogzé+ﬁlogé+0(§)
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seklinde tanimlanmig fonksiyonlarin olusturdugu neutrix olsun. (Burada, §& — 0

icin o(&) sifira yakinsayan bir fonksiyondur.)

&) =&+ (logg +1)°

fonksiyonu icin

A —limg(&) =1
£E—0

olur. Gergekten;

g(&)—1 :€+10g2é+210gé

fonksiyonu ihmal edilebilirdir.

P, tamim kiimesi T = (0,1), D =R ve a, 8 € R olmak iizere

é—i—ﬁlogzévLo(é)

Oclog3

seklinde tanimlanmig ihmal edilebilir fonksiyonlardan olusan bir neutrix ise o

zaman,

&)= £+ (logg +1)°

fonksiyonu icin

%;_}gmg(é)

neutrix limiti yoktur.
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3. BETA FONKSIYONU ve KISMi TUREVLERININ BiR
GENISLEMESI

Bu boliimde neutrix kalkiiliis kullanilarak, beta fonksiyonu ve kismi tiirevlerinin
tanim kiimeleri tiim gercel sayilar kiimesine genisletilecektir [7,16].
Bu ve daha sonraki bolimde .4 neutrixi olarak, tamim kiimesi 7 = (0,1/2) agik

araligi, deger kiimesi D = IR olan ve

EMn™1E, In™E, o(&) (n<0, m=1,2,.)

biciminde tamimlanmig ihmal edilebilir fonksiyonlarin sonlu dogrusal
toplamlarindan olugsan kiime alinacaktir.  (Burada o(§) — 0, £ — 0 igin

sifira yakinsayan bir fonksiyondur.)
3.1. Neutrixler ve Beta Fonksiyonu

Fisher ve Kuribayashi’nin beta fonksiyonu B(7,6)’nin tamim kiimesini nasil

geniglettigini inceleyelim. Bunun i¢in

1-¢
/ M1 =)0 dr
S
integralin > —k, 0 > —lven #0,—1,....—k+1,0 #0,—1,...,—1 + 1 degerleri

icin goz Oniine alinirsa

1-¢
[g M (1—1)% tdr

_ /;/zt"—‘{(l—z)"—l—:gmzﬂdt G.1.1)
+ L o Lyiaantr

+ /1;2_5(1—091[;’7l—gonm(l—z)ﬂdr

+ Eertn oo oo



yazilir ve esitligin her iki tarafinin neutrix limitine gecilirse
1-¢
B(n,0) = .4 —lim M (1 —1)0tdr (3.1.2)
=0 JE
esitligi elde edilir [7]. Ayrica bu integral n > 0 icin ¢ = 0 noktasinin komsulugunda

yakinsak olacagindan

B(n,0) = A4 —lim M1 =) dr
£—0 0
ve integral 0 > 0 i¢in ¢ = 1 noktasinin komgulugunda yakinsak olacagindan
1
B(n,0) =4 —lim [ T 1(1—1)° 1dr
=0 JE
biciminde yazilir [7]. (3.1.1) esitliginin 1’ya gore kismi tiirevini alirsak esitligin
sag tarafi ETIn& seklinde terimler icerdiginden 1,0 # 0,—1,—2,... degerleri i¢in
9 B(n,0) = Bn(n,6) = N —Ii l75;’7*1(1 N9 nrde (3.1.3)
_ , — s = —1l1m — n B
In ! g0 J

ve benzer sekilde

d 1-¢
——B(1,0) =By(n,0) = A —lim M 1=t (1 —n)dr  (3.1.4)
20 E—0 g
elde edilir. Genel olarak 17,0 #£0,—1,—-2,... ve a,b = 1,2,... degerleri i¢in
9“tt -4 n—11.a 0—17,.b
————B(n,0) = A —Ii T In(1—¢)" " In”(1 —1)dt 3.1.5
FPYELL (n,6) o ne(1—1)"" " In”(1—1) (3.1.5)
bi¢cimindedir [7]. (3.1.2) esitligi B(n,0) fonksiyonunun 1 ve 6’nin tiim gergel
degerleri i¢cin benzer sekilde tanimlanabilecegi fikrini vermisgtir [7].
Oncelikle 8 # 0,—1,—-2,... degerleri i¢in B(0,0)’min nasil tanimlandigina

bakalim.

1-¢ 1-¢
/g t‘l(lt)"‘ldt:/g (1—1)'dins

integralinde kismi integrasyon ile u = (1 —¢)%~! ve dInt = dv alinirsa



Alét%Lqﬁlw = Im(1-&)ET_(1-8)°'mE  (3.1.6)

1-§
+ (6—1)/5 Int(1—1)%2dr

elde edilir.

(1§ =-% %

n=1

60—

(1-8)° =% (27) (-1yer

n=0

—

esitlikleri (3.1.6) esitliginde yazilirsa
I+1 1
In(1 )&% = (1-8)°"mE=-Y ~&%" 1 —In& +o(1)
n=1"

esitligi elde edilir. Buradan neutrix limit kullanildiginda 6 # 0,—1,... degerleri

icin
AN —lim 1 (1—-0)%'dr = B(0,0)
= w—UéZMLG—U

olur. Boylece B(0, 6)’nin varlig: elde edilir.
Simdi

I'(n)r'(6)

B6)=F0n v e)

esitliginin 1’ ya gore kismi tiirevini alalim. Boylece

iﬁ@aq): ;ﬂnfgyw}
I'(1)I(6) — '(6)I(1
-ty PRI )
_ I'(1) T1(8)
= ”&JNUm_WwJ



elde edilir. Esitliginin her iki tarafi (6 — 1) ile carpilirsa

(- 1)8‘9173(1,9— 1) = (6-1)(O— 1)[

o T T0)
= T Re) T e

olur. Burada ¥ bilinen Euler Mascheroni sabitidir [19]. Bdylece 6 # 0,—1,...

degerleri i¢in

_ . J r I"(0)
B(0,0) = B(6,0) = (6 — 1)%3(1,9— )=—y— T6) (3.1.7)
elde edilir. Ozel olarak k = 1,2, ... icin
1-¢ 1-¢ k=2
U la = / 1=0-1—Y 4
/Ot(t) 5 [a-2 r;)t}t
k—1 t1-¢ k—1 (1 _é)n
= [mi-n-L 5] - me-p O

olur. Buradan, k = 1,2, ... igin ¢ (k) fonksiyonu

0, k=0

ky=< &1

=01,
n=0"

ile tanimli1 olmak iizere

3
B(k,0) = B(0,k) = </V€—1im M1 -0t =—¢(k—1)  (3.1.8)
—0 0

esitligi elde edilir. Simdi, B(0,0) degerini bulalim. Bunun i¢in
1-¢ 1-&
/ 1) ld = / i (1—0) Y
£ 3
[Inz —1In(1 —t)}éfé
— 2fn(1-&)—Ing)

yazilir ve neutrix limite gecilirse

1-¢
AN —lim 1= tde=0
E—0  Jg
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ve boylece
B(0,0) =0
elde edilir.
Daha genel olarak
1-& 1-& kt1
/ Tl a—-nlae = / [(1=0)"" 4+ Y "
g ¢ n=1
k —-n k —n
1—
= 2[In(1-&)-mé&]+ Y é;n -Y ( n‘S)
n=1 n=1
yazilirsa k= 1,2, ... i¢in
1-8
B(—hO):BUL—k%:az—hm, -0l =—9(k)  (3.1.9)
—0 0

esitligine ulagilir. Boylelikle her 6 gercel degeri icin B(6,0) = B(0, 0) fonksiyonun
nasil tanimlanabilecegini gostermis olduk.

Pozitif k tamsay1 degerleri i¢in B(—k + 1,0) degeri var olsun. k = 1 icin bu
dogrudur. Oyleyse

1-& 1 r1-¢
/ =0t = —— (1—1)%Tar*
3 ke

- -f T )
% ;ét"(l—t)ezdt

olur. & > —I ve ve 8 tamsay1 olmasin. Bu durumda (1 —&)~* ve (1 —&)% ! icin

Taylor seri ac¢ilimina bakilirsa

(1-§*=Y

n=0

I'(k+n)
AT (k)

§"+o(1)

esitliklerinden

1= (-D'r(6) (6-1)
IRT —k=1(1 _\6-1 4 _ _ _ _
,/VCE %)lm : t (I—1) dt_k.k! 06— 3 B(—k+1,06—1)




ve boylece tiimevarimla

(=D're) (61
kKT(O—k)  k

B(—k,0) = B(—k+1,0—1)

11

(3.1.10)

elde edilir. k =1,2,... ve 6 # 0,F1,7F2, ... degerleri (3.1.10) esitliginden

B(—1,0 —k+1)=—(6 —k)[1 +B(0,6 —k)]

ve boylece

(=D'T(6)

B(=k,0) = kIT(6 —k)

[9(k) +B(0,6 — k)]
ya da (3.1.7) esitligi kullanilarak

B(~4.0)= e =110 7~ Fg 5

elde edilir. Simdi 6 > 0 ve k = 1,2,... i¢in beta fonksiyonunun varligim

inceleyelim. Bunun i¢in

/]tkldt = —1(1 — &K
& B k

yazar ve esitligin her iki tarafinin neutrix limiti alinirsa

B(—k,1) = —1

olur. [ =1,2,... ve k herhangi bir tamsay1 olsun.

k =11icin (3.1.7) esitliginden kabuliimiiz dogrudur. Ayrica

1 1 r!
—k—1 -1 I-1 3.k
t (I—-t)"dt = —= [ (1—-1)""dt
/5 kJe
R N ]t =1 —k
= k[t (1—1) L - t (1—

:Ni() yert- k/

olur. Boylece / = 1,2, ...,k ve [ < k icin tiimevarimla

! 1—1
N —lim [ Y1 -0 ldr = ———B(—k+1,1-1)
g0 Je k

(3.1.11)

(3.1.12)
)l zdl’

l zdl
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elde edilir.
Boylece k < [ degerleri icin

B(—k,1) = (-1 _kf)!(k_l)! = (=1)Bk—1+1,1)

olur. k£ > [ alinirsa kabuliimiizden ve (3.1.12) esitliginden

1-¢ (=DfI=1) 1-1
N —li 1= = — B(—k+1,1—1
o e (1=1) Wl—k—1)1 & kL=
ve boylece ] =k+1,k+2,... ve k= 1,2, ... degerleri i¢in

(=DFI—1)1 1—1
B(=k D)= kk'(I—k—1)! &k

B(—k+1,1—1) (3.1.13)

elde edilir. (3.1.13) esitliginden

B(=1,1—k+1)=—(—k)[1+B(0,1— k)]

ve boylece
_ (=pfe-)!
B(—k1) = m[‘f’(k)—B(Oyl—k)]
veya (3.1.8) esitliginden [ = k+1,k+2,... ve k = 1,2, ... degerleri icin
(=D -1)!
Bkd) = 00 0 k1)

esitlikleri elde edilir.
Son olarak k herhangi pozitif tamsay1 ve [ = 1,2, ... olmak tizere B(—k + 1,—1)

degeri var olsun. k = 1 degeri icin (3.1.9) esitliginden kabuliimiiz dogrudur.

O zaman

1-¢ 1=

; ke
| Y L Y L -2
Jita—n ‘5 +— . (1 —1)""
L& (+n) e TRE k=11,

S g" &
kn;) nll! k,,;) l(k—1)!
[+1 (15

p e o)
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yazar ve neutrixten yararlanirsak

3
N —lim N 1 =) ar

-0 J¢E
Lr(l+k)! (k+1)! [+1
= - — B(—k+1,—-1—1
k[ k! (l+1)!(k—1)!}+ k (=k+1, )
(I+k)! 11 1 [+1
= - — B(—k+1,—-1—1
k!l! [k l+l} k (=k+1, )
ve buradan
(I+k)!11 1 [+1
B(—k,—1) = - — B(—k+1,—-1—1
(=k,=1) k! [k l—I—I} k (=k+1, )

elde edilir ve boylece

(1+Kk)!

B~k 1) =

[0(k) +9 (1) — 9 (1 +k)+B(0, ~1 k)]

veya (3.1.9) esitliginden yararlanarak

(1+k)!

B(—k=1) = =

[@(k)+ (1) —2¢(l+k)] (3.1.14)
elde edilir.
3.2. Neutrixler ve Beta Fonksiyonunun Kismi Tiirevleri

Beta fonksiyonu B(1,0)’nin 11 ve 6’ya gore her mertebeden kismi tiirevlerinin
1,0 nim tiim gercel degerleri icin var oldugu Ozcag ve Fisher tarafindan neutrix

kavramu kullanilarak gosterilmistir.

aa-i—b
B.y(n,0) = WB(TLG)

gosterimini kullanalim.

Tanmm 3.1. [16] B, (N, 0) fonksiyonu her 1, 6 gergel degerleri ve a,b = 0,1, ...
icin
1-¢

B.y(n,0) = A —lim Mt (1 —0)9 'Inb (1 —1)dr
g0 Je

ile tanimlanir.
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3.1.bolimde Tanim 3.1°daki neutrix limitin @ = b = 0 i¢in var oldugu

gosterilmisti. Simdi ise Tanim 3.1°de verilen neutrix limitin a,b = 0, 1, ... ve biitiin

n,0 gercel degerleri icin var oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in ige asagidaki

lemmay1 vererek baglayalim.
Lemma 3.2. [16] a,b=0,1,... ve tiim 1 gercel degerleri icin
1/2
/ Mt In® (1 —1)dr
3
ve

1
/ (1—1)"In%¢In®(1 —r)dr
1/2

integrallerinin neutrix limiti & — 0 icin vardur.

ispat. Ik olarak @ = b = 0 alalim.

1/2 1/2
/ t’ldtzlnt‘ =—In2—1Iné&
3 5

1/2 N L2 (12)nt gt
t — 7‘ — —_
/é n+1l¢ n+1 n+1
olacagindan tiim 1 gercel degerleri igin
1/2
A —lim Mdr
-0 J¢E
neutrix limiti vardir.
Simdi b = 0 olmak tizere a = 0, 1, ... ve tim 7 degerleri i¢in
1/2
N —lim " In“tdt
-0 JE

degeri var olsun. O zaman

n+1 n+1JéE

1/2
/ M n " rdr =
é (7 1)11 lna+2 271Ha+2 é

a+2 ’

=271 'n2—EM I g1 fl/ztnln“tdt
)

(3.2.15)

(3.2.16)

777&—17

n=-1

(3.2.17)
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olur. Boylece tiimevarimla

1/2
/ "M n?tdt
¢

integralinin neutrix limiti a = 0, 1, ... ve biitiin 7 gercel degerleri i¢in mevcuttur.

Son olarak b =1,2,... ve |t| < 1 i¢in

l—l Zakbt

Taylor acilimi kullanilir ve n pozitif tamsayist 1 +n > —1 olacak sekilde segilirse

1/2 12 o 1/2
/5 t"n®tIn”(1 —1)dr = Z“kb/ MR rdr + Z“kb/é MK In ¢ dr
k=n

olur.
Boylece
n—1 1/2
A =lim ) Mg / MK In® rdt
€—>0 k=1 5

degeri vardir ve

12
N — hmz leb/é M * In%rdr

§—=0 k=n

1/2
= lim anb/ M In® ¢ dr
§—0.=, g

1/2
= anb/ M5 I ¢
k=n 0

esitligi elde edilir. Boylece a,b =0,1,2, ... ve tiim 7 gercel degerleri i¢in

12
/ Mt In® (1 —1)dr
0

integralinin neutrix limiti & — 0 i¢in vardir.
Benzer sekilde u = 1 — ¢ doniisimii yapildiginda a,b = 0,1,... ve tim 1 gergel
degerleri icin
1-¢
N —lim (1—1)"In%¢In®(1 —)dr
E—0 1/2

degeri vardir. a
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Teorem 3.3. [16] B,;,(n,0) fonksiyonu a,b = 0,1,2,... ve tiim 1,0 gergel
degerleri icin vardir.

Ispat. 1 > —cve 8 > —d olacak sekilde pozitif ¢ ve d tamsayilarini segilirse

-
/g Mt (1 —1)9 'Inb (1 —1r)dr

1/2 < (—1)'T(6+n—1)
— n—1y.a br1 61 n
/5 1 %t 1n®(1 —1) [(1 1) r;) WO 1) t ]dt
- nr(6+n_1) s n+n—1y.a b
+ ’;) AT — 1) /5 t In“¢1n”(1 —¢)dt
1-¢ L (=1)"T(n+n—1)
+ 1—0)% %P (1—1) [/ — 1—1)"|dt
d n _ 1-&
Z F (n+n 1)/ (1= 1)+ ¢1n? (1 — 1)dt
o (n—1)n! 12
esitligi elde edilir. Ayrica
1/2 < (-1)'T(6+n—-1),
li T n¢In® (1 —1) [ (1 —1)
éli)’%é " Mt 1n®( t[ 1)? n;) A6 1) t}dt
¢ "r(9+n—1)
= M (1 —1)|(1—1)8 "\ dt
-1 e el
ve
1-¢ 4 (~1)"C(n+n—1)
li 1—6) "% In?(1 1) |11 — 1—1)"|dt
5153) 1/2 ( ) nsIn”( )[ ngb n''(n—1) ( )}

_ 1) et e G A1)
//2 n?rInb(1 t)[t" ! n;) T 1) (1—1) }dt

integralleri yakinsaktir. Diger yandan a,b =0,1,2,... ve tim 7, 8 gercel degerleri

icin Lemma 3.1.’den

c (_1\"(OQ _ 1-&
Z—( 1)"(6 1)n/5 (MM (1 — 1) dr

|
n=0 n:
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ve

d (—1)"(77—1)n 1= 0+n—117..a b
+ ,;)n!/l/z (1—1) In“t1n®(1 —1)dt

integrallerinin neutrix limiti vardir.

Boylece

Bup(1,0) =N —lim | " ns(1—1)® (1 —1)dr
g0 Je

degeri vardir. Bu ise B, (7, 0) fonksiyonunun varligini a,b = 1,2, ... ve tim 1, 0

gercel degerleri i¢in verir.

(]
B, (1N, 0) fonksiyonunun tanimindan agagidaki teoremi kolayca ispatlayabiliriz.
Teorem 3.4. [16] a,b=0,1,2,... ve tiim M, 0 gercel degerleri icin
Bup(n,0) =Bya(0.M)
esitligi saglanmr.

Teorem 3.5. [16] a=1,2,... olmak iizere

B,o(0,1)=0 (3.2.18)
seklindedir.
ispat.
1 1 1
/ ntrdr = / dln®™'t
3 a+1Je
L lna—H 6
N a+1
oldugundan

1
B.o(0,1) = A —lim [ ¢t 'In“¢dt =0
£-0  Je

elde edilir. O
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Teorem 3.6. [16] a,d = 1,2,... degerleri icin

d _1\atn
Buo(0,d+1)=) (") (,?Ha' (3.2.19)
n=1

biciminde tanimlidir.

ispat.
(1= = Y (=1 (4)
n=0
esitliginden
1 o 1
/étlln“t(l—t)ddt = Y (-1 (ff)/g " n®rdr
n=0

1 % 1
- /t_lln“tdt+ Y (—1)" (d)/ " I rd
elde edilir. Boylece

1
B.o(0,d+1) = A4 —lim [ t'Int(1—1)%dt
-0 JE

= Buo(0,1)+ i(—l)” (d) /Olt”“ln“tdt (3.2.20)
n=1
— ;(—1)" (ﬁ) /Olt”lln“tdt

yazilir. In®t = u ve t"~'dt = dv kismi integrasyonu (a+ 1) defa uygulanirsa
n=20,1,2,...icin

1 (—1)%!
"Intdt = ———— 3.2.21
/0 ! (n+ 1)at! ( )

elde edilir. (3.2.21) denklemi (3.2.20) esitliginde yazilarak istenen elde edilir.

Teorem 3.7. [16] a,c = 1,2, ... degerleri icin

al

B"VO(_C’ )= - catl

(3.2.22)

esitligi dogrudur.
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Ispat. Tiimevarim yardimiyla (3.1.22) esitligini gosterelim. Kismi integral

alinirsa

1 1 11
/f“llntdtzéfccfllnéij/ < ar
g cJé

olur. Buradan
1
Bio(—c,1) = A ~lim [ < 'ntdr = —c>
=0 JE
elde edilir. Boylece (3.2.22) esitligia = 1 ve ¢ = 1,2, ... icin gegerlidir.
a=1,2,...icin (3.2.22) esitligi dogru olsun. O zaman
1
Buiio(—c,1) = A —lim [ " rdr
=0 JE

- - hm[& 1“+1§+“+1/(S _"_llnatdt}

£—0 c

olur. Buradan

a+1

Bay10(—c,1) = c Buo(—c,1)
(a+1)a!  (a+1)!
- ccl - ca+l

esitligi (3.2.22) esitliginin a + 1 i¢in dogru oldugunu verir. Boylece ispat

tamamlanir. O

Teorem 3.8. [16] a,c=1,2,...ved =0,1,...,c degerleri icin

d n+1
4\ (=1)""a!
L () e <
Bao(—c,d+1) = (3.2.23)
c—1 (_1)n+la;
(Z) +] Y dﬁC?
= (c—n)4
vea,c=1,2,...,d=c+1,c+2,...icin
d (_1)n+1a!
Buo(—c,d+1) = 702# (4) A (3.2.24)

biciminde tammlanr.
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Ispat.  Oncelikle (3.2.23) esitliginin dogru oldugunu gosterelim.

! —c—1 n ! n—c—1y.a
/g In¢(1—¢)dr = Z (4) (-1 [; P nede (3.2.25)

yazilir ve esitligin her iki tarafinin & — 0 i¢in neutrix limiti alinirsa d = 0, 1,...,¢
degerleri icin
1

() )' A —lim " e dr

Ba7o(*c,d+1) = v :
N

L)
3 (8) -1 Baatn-c.1)

olur. Boylece Teorem 3.5 ve Teorem 3.7°dan (3.2.23) esitligi gerceklenir.
d > c oldugunda (3.2.25) esitliginden

Boo(—c,d+1) = Z(d)( 1)"Bao(n—c,1)+ Z (4) (=1)"Bao(n—c, 1)

n=0 n=c+1
yazilir. Teorem 3.5, Teorem 3.7 ve (3.2.21) esitligi kullanilirsa (3.2.24) esitligi elde

edilir. O
Teorem 3.9. [16] a=1,2,... degerleri icin

Bu0(0,0) = Bao(1,0) = (—1)%a!¢(a+1) (3.2.26)

Bao(—1,0) = —al +(=1)a!{(a+1) (3.2.27)

seklinde tanmimlidir, burada

bicimindedir [18].

Ispat.  (3.2.26) esitligi icin

e -1 e
/\5 tIn“t(1—1) dt:/ag (' (1 =) Inrdr
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yazilirsa
Ba70(0, 0) = Ba70(0, 1) —I-B(Lo(l,()) = Bavo(l,O)

elde edilir. Ayrica
1-¢

Bao(1,0) = A —lim (1—1)"'In“rdr
£E—0 0

ve

1 w ol
/(l—t)_lln“tdt — Z/ 10 1
0 =00
oldugundan (3.2.21) esitliginden
Z (—=1)%a!
(n+1)a+l

n=0

— (—1)alg(a+1)

elde edilir.
Simdi (3.2.27) esitligi i¢in
1-¢

B,o(—1,0) = A —lim t72(1—1) "In%tdr
-0 JE

= Ba’o(—l, 1) —|—Ba’0(1,0) —|—Ba,0(0, 1)

elde edilir. Boylece (3.2.18) ve (3.2.22) esitlikleri kullanilirsa istenen sonug elde

edilir. O

Teorem 3.10. [16]c=1,2,...ved =0,1,...,c degerleri icin

5 () S fote-nm- 2] a<e,

Boi(—c,d+1)=1 ":01’” ,
B () G foten - 2], 0
(3.2.28)

vec=1,2,..,d=c+1,c+2,..., degerleri icin

Bua(—ed+1) = % () L g - 2]~ 1 (9) c

n=0 (C—n) c—n
Z (—1)"a!
- n:CZ'H <Z) (c—n) ¢(c—n) (3.2.29)
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biciminde tamimlidir, burada

0, c=0,
—{ &1
¢(c) 27’ e>1,
n:ln
bicimindedir.
ispat.
1 1 o0 gc 1 r!
= n(l —t)dr = ——&¢ ———/fcl—t”dt
Jor = L) s
yazilirsa
Box(—c,1) L Lpces10
—c = —— ——-B(-c
S8y 2 ¢ ’
elde edilir.
(3.1.9) esitliginden
Boy(—c,1) L loe-n
—C = _—— —_ C—
0.1 z ¢
1
= *[¢(C)—E}

yazilirsa (3.1.14) esitliginden ¢ = 0, 1, ... ve d = 0 icin (3.2.28) esitligi ispatlanmis

olur. Daha genel olarak d < ¢ i¢in

/1t_"_1(1—t)dln(1—t)dt - i<g)(—1)"/1t"—°'—11n(1—t)dt
g =0 g
oldugundan
d
Boa(—e.d+1) = Y (4) (=1)"Bos(—c+n,1) (3.2.30)

3
Il
<

I
1=~

N
S

3
Il
o

) (=D (et m)gle—n) —2(c—n) ]

elde eilir. Ayrica

Bo’l(—C,C—i- 1) = (5) (—1)63071(—C+C, 1)

= (—1)Bp(0,1)
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yazilabileceginden (3.2.26) esitliginden istenen sonug elde edilir. Simdi de d > ¢

durumunu inceleyelim.

9 T(mI1)

26 I'(m+1)

B '(HC(m+1)—T'(m+1)
= I'(m) Rt 1)

') T'(m+1)

m mm!

3071 (m, 1) =

esitliginde I (m+ 1) = mI" (m) + I'(m) yazarsak

1 mI” (m) +T(m
Boi(m,1) = — [F’(l) al #
m m!
_ L [F’(l) m((m-=D"m—=1)+T(m—1)) l}
m m! m
1 1 1
= —r';m-r@)——— ——-—...—-1
) -r)-————
= ——o(m)
olur. Boylece,
Boi(—c+n,1)= _—c+n¢(_c+n)
esitligi (3.2.30) esitliginde yerine yazilirsa istenilen elde edilir. O

Teorem 3.11. [16] c = 1,2,... degerleri icin
B o Z n?— (3.2.31)

ve

Bio(—c+1,-1)= —cZn —cl(2)—1+9¢(c) (3.2.32)

esitlikleri gecerlidir.
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Ispat. Oncelikle (3.2.31) esitliginin dogrulugunu tiimevarim yontemi ile

gosterelim

1-¢ 1-¢&
/ t2nt(1—1)'dt = / e[ 4 (1 —1) Ydr
S 5
oldugundan Teorem 3.7 ve (3.2.26) esitligi kullanilarak

3170(—1,0) = BI,O(_L 1) —|—B170(0,0)

= —1-8(2)

elde edilir. Boylece ¢ = 1 i¢in (3.2.31) esitligi dogrudur.

Simdi ¢ € Z7 igin (3.2.31) esitligi dogru olsun. O zaman,

1-¢& 1-8
/5 2 nr(1—0)ldt = /é: = M ne[r (1 —1) e
yazilirsa (3.2.22) esitligi ve kabuliimiizden

BL()(—C—I,O) = Blao(—c—l,l)—i-Bl,o(—C,O)
c+1
= Y=g
n=1
elde edilir.
Simdi de (3.2.32) esitliginin dogrulugunu gérelim. Bunun icin
1-¢ 1-¢
/g < nt(1—0)tde = —cl/5 Int(1—1)"td
= —c(1-&) “In1—-§& ' =& g1 -~
1-¢
— /5 ' (1—0) P e (1 —1)2)eCdr

yazilabilir. Boylece (3.1.14), (3.2.31) esitlikleri ve neutrix limit kullanilirsa

Bio(—c,0) = ¢! [1+B(—c,0)+Bio(—c+1,—1)]

= ¢ '[1—¢(c)+Bro(—c+1,-1)]

olur. O
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Teorem 3.12. [16] c,d = 1,2,... degerleri icin

C & (c+dte—n—1)n!
Bio(—c,—d) = C|d;nz‘6cz: (n—c+1)c! (3.2.33)
(c+d)p T ole) S d(0)
S DY n W e RN
c | dte
v ST o)

biciminde tanumlidtr.

Ispat. Tiimevarim metodu ile (3.2.33) esitliginin dogru oldugunu goérelim.
(3.2.32) esitliginden d = 1 ve ¢ = 1,2, ... degerleri i¢in (3.2.33) esitligi dogrudur.
Kismi integral yardimiyla
1-§ 1-&
/ (1 —0)" 9 tdr = d*/ t~ ned(1—1)7¢
S S
= d7M(1-8) (1 -£)& - & 'mE(1- &)

1
d-! [;. 72— (e 1) 2Ine)(1 —1)~“dr

yazilir ve
(1 _é)—t—] —_ ngz) (C]‘/l":_:')vén
(- =3 %

esitlikleri kullanilirsa

N —lim(1-&)"“ 'In(1-&)& ¢ = _di _(etm)t

£-0 = (d—n)n!c!

ve

N —limE < TmEN-E) =0

£E—0
olur. Boylece
d-l (c+n)! c+1
Bio(—c,—d)=-Y ———2 g7 'B(—c—1,—-d+1)+ ——Bjo(—c—1,—d+1
1,0(—c,—d) ngg)(d—n)n!c! (—c—1,—d+1)+ 7 1o(—c—1,-d+1)

esitligi ve Teorem 3.10 kullanilirsa (3.2.33) esitligi d = 2,3, ... i¢in dogru olur.

Boylece istenilen elde edilir. a
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4. BETA FONKSIYONU UZERINE BAZI SONUCLAR

Bu boliimde beta fonksiyonu B(n,6)’ nin kismi tiirevleri ile ilgili 3. boliimde
verilen bazi sonuclar genellestirilmigtir [12].

ise (3.2.27) esitligi ile baglayalim.

Teorem 4.1. [12] a,k=1,2,... degerleri i¢cin

k—1
Ba70(_k70) = — Z (kal’l’!L)aH + (—l)aa!C(a—i- 1) (401)
m=0

biciminde tammlanar.

Ispat. Tiimevarim yardimiyla (4.0.1) esitliginin dogru oldugunu gorelim.

k =1 icin (3.2.27) esitliginden dogrudur. k = 1,2,... i¢in (4.0.1) esitligi dogru

olsun.
1-¢
B.o(—k,0) = A —lim (1 —1)dr
' =0 Jg
1-£
= A —lim et (1 =1 Yar
=0 J¢

= Ba70(—k, 1) —I—Ba’o(—k—l- 1,0)

oldugundan esitlik (3.2.22) kullanilarak

al

B, o(—k,0) = _kTﬁ + B o(—k+1,0) (4.0.2)

elde edilir. O zaman
. o -1
Buo(—k—1,0) = A4 —lim t In“r(1—1) "dt
=0 JE

— A —tim/| M (1 -0 Ydr
§-0  JE
= Ba70(—k— 1,1)—|—Ba70(—k,0)

olur ve (4.0.2) esitligini kullanilirsa

al k=1 al

_(k_|_1‘)a+1 _mZZ:O (k—m)a+1

Buo(—k—1,0) = +(=1)%alf(a+1)

k a.
= _rgo(k_n;)aﬂﬂ—l)“ax(aﬂ)
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esitligi (4.0.1) esitliginin k£ + 1 i¢in dogru oldugunu verir. Boylece istenen elde

edilir. a
Teorem 4.2. [12] a=1,2,... degerleri icin
Bat10(2,—1) = (=1)*"(a+1)![{(a+2) — {(a+1)] (4.0.3)
ve
Bio(2,-1)=¢(2)-1 (4.0.4)
esitlikleri dogrudur.
Ispat.  Oncelikle (4.0.3) esitliginin dogru oldugunu gosterelim.

1
! / 1(1—1)"'din* ¢
¢

a+1

1-& |
/5 In“s(1—¢) "dr =

yazar ve kismi integrasyon uygularsak

1-¢ 1 1-¢&
a -1 — _ N\~ ly.a+l
/5 In“¢t(1—1¢) "dt a+1{t(1 1) In t‘g }

1

a+1

- ail[(l_é)‘?11“““(1—5)—5(1—5)‘1n“+1é§]
1

a+1

/;g[(l — )t (1= 1) 2 I L rdr

/51—5[(1 — ) (1= 1)) rdr

olur. Buradan @ = 1,2, ... de8erleri i¢in neutrix limit alinirsa

1-¢
B,o(1,0) = Ji/é:})im{: In“t(1—1) " 'dr
— 1 _1; _ —lynat+liq _ gy—1ly,a+]
= a+1</Vblolm[(1 €& I (1-8)8(1-&) In“" ]
L iim 1{((1—r)*l+t(1—t)*2)1n“+1tdt
at+1 &0 Je
1
— _ﬁ[BaJrl,O(lvo)+Ba+l,0(27_1)}

olur. Boylece (3.2.26) esitligi kullanilirsa

(—1)a¢(a+1) = (—1) @ (a+2) — %Bﬁl,o(z, 1)

+1
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elde edilir.

Ozel olarak a = 0 igin

/ﬁlé(l—t)‘ldt - /élgt(l—t)_ldlnt
= [(1-8)¢& 'In(1-¢)-&(1-&) 'Ing]
- /;_5[(1 —1) "' 1(1 = 1) 2| Intdr

yazilir ve esitligin her iki tarafimin neutrix limiti alimirsa (3.2.18) ve (3.2.26)

esitliklerinden

3
B(1,0) = A —lim t(1—1)"'dInz

g0 Je
= L/ngoim[(l—é)é‘lln(l—5)—5(1—5)‘11n€]
1-¢
— A —lim [(1—1)" 4£(1 —1) ] Intdr
g0 Je

= —1—[B1o(1,0)+B;o(2,—1)]

= —1+§(2)—Bip(2,~1)=0
elde edilir. Boylece (4.0.4) esitligi ispatlanmisg olur. O
Teorem 4.3. [12]a=1,2,...ve k=2,3,... degerleri icin

Bao(k,0) = (k—1)By1(k—1,1)+aB,—11(k—1,1) (4.0.5)

biciminde tanimlidir.
Ispat. By i(k—1,1) ve B4—11(k—1,1) fonksiyonlarinin k = 2,3,... degerleri
icin standart formunda oldugu dikkate alinarak
1-¢ 1-&
/5 F e (1—0)tdr = /5 *'nrdIn(1—1)
= (1= n(1-&) &+ & ' En(1-&)
- /;_é [(k— 1" 2 + ar* 21~ ¢) In(1 — 1) dr
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yazar ve neutrix limitten yararlanilirsa

1-8
B.o(k,0) = . —lim *n®t(1—1) " Ldr
-0 JE
= (k— I)Baﬁl(k— 1, 1) +ClBa_171(k— 1, 1)

elde edilir. O

Sonra ki teoremde s, (m) sabitleri, a,k = 1,2, ... degerleri igin

(- (1 - &) = ¥ sux(m)E”

m=1
acilimiyla tanimlamr. Ozel olarak,
0, [ <a,
sae() =9 (=1), I=aq, (4.0.6)
k=1, Il=a+1

yazilir.

Teorem 4.4. [12]a,l=1,2,...ve k=123, ... degerleri icin

sa,k(l)

Bao(k,—1) = (k—1)Bao(k—1,—l+1)+aBs_10(k—1,—1+1)+ , (4.0.7)
ve ozel olarak a =1,2,...a—1, a,k =2,3, ... degerleri icin

Bao(k,—1) = (k—1)Bso(k—1,—1+1)+aB,_10(k—1,—1+1), (4.0.8)

[=1,2,...vek=2,3,... degerleri icin

—1)!
Bio(k,—1) = (k—1)B;o(k—1,—14+1)+IB;_;o(k—1,—1+1)+ (l)’ (4.0.9)
vel =2,3,.., k=2,3,... degerleri icin de
—1)i(k—1
Bi_10(k,—1)= (k—l)BlLO(k—l,—l—i—l)—i—(l—])Bl270(k—1,—l+1)—()l()
(4.0.10)

esitlikleri saglanir.
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Ispat.
1-& 1 r1-¢
/ t"*lln“t(l—t)*’*ldt:—/ Fnfrd(1—1)7!
¢ e
integralinde u = t*"'In“¢ ve dv = I(1 —¢t)~! doniisiimii yapilirsa

/élgtkllnat(l—t)lldt - %{(1—§)k*11n“(1—§)§*l—§k*11n“§(1—§)*l}
h ;/{;g[uc— D2+ pt* 2 I ) (1 — 1) Lt

(1=&"'m*(1-§) & 'In"¢g
- { 1E! _l(l_g)l}

116
+ l/g [(k— 1) 2 + pr* 2 1) (1 — 1) dt
elde edilir. Esitligin her iki tarafinin neutrix limiti alinirsa

1-¢
Ba,o(k7_l> - JV—llm [killnat(l _t)*lfldt

§—=0 J¢E
B Sax(l)
= ] +0+(k—I)Ba’o(k—1,—l+1)—|—pBa,170(k—1,—l—|-1)

olur. Boylece (4.0.7) esitligi ispatlanmis olur. Ayrica (4.0.6) esitligi
kullanildiginda,

e [ <aigin s,(l) = 0 oldugundan (4.0.8) esitligi,
e | =aigin s, () = (—1)" oldugundan (4.0.9) esitligi,

e [ =a+1iginde s,4(l) = k—[ oldugundan (4.0.10) esitligi

saglanir. Boylece ispat tamamlanir. O

Sonug 4.5. [12] B, o(k,—1) fonksiyonu, | =1,2,...ve a,k =1+2,1+3, ... degerleri
icin standart formdaki B;(j,1) fonksiyonlarmun dogrusal toplamlar: seklinde

yazilir. Ozel olarak [ = 1 icin

Bu,O(k7 _1) = (k - 1)(k_ Z)Ba,()(k -2, 1)
4.0.11)
+a(2k — 3)Ba_170(k -2, 1) +a(a — I)Ba_zly()(k -2, 1)

esitligi elde edilir.
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Ispat. (3.2.22) esitligi, Sonug 4.6’nin [ = 0 i¢in dogru oldugunu gosterir.
Tiimevarim yontemini kullanilirsa / = 1 ve a,k = [+ 2,14 3, ... degerleri icin
Buolk,—1) = (k—1)Buo(k—1,0)+ pBu_1(k—1,0)

= (k—1)[(k—=2)Bao(k—2,1)+ pBs_10(k—2,1)]

-+ a[(k— 2)Ba_17()(k— 2, 1) + (a = I)Ba_z()(k— 2, 1)]

= (k—1)(k—2)Byo(k—2,1)

+ a(2k—3)Bs_10(k—2,1)+a(a—1)Bs_20(k—2,1)

dogru olur. Simdi [ =1,2,... i¢in (4.0.11) esitligi dogru olsun. O zaman (4.0.7)

esitliginde a > [ i¢in 5,4 (/) = 0 olur.

I+ 1 icin
Buo(k,—1—1) = (k—1)Bsolk—1,—1)+pBs_10(k—1,-I)
= (k—1)[(k—2)Byo(k—2,—14+ 1)+ pBs_10(k—2,—1+41)]
+ a[(k— 2)Ba,170(k —2,—1+ 1) + (a — 1)Ba,270(k -2,—1+ 1)]
= (k—=1)(k=2)Buo(k—2,—1+1)
+ a(2k—3)By10(k—2,—l+1)4+ala—1)Bs_2o(k—2,—1+1)
elde edilir. Boylece istenen ispat tamamlanmis olur. O

Teorem 4.6. [12] a=1,2,... degerleri icin
B,1(0,1) = (—1)*"a!l(a+2) (4.0.12)

biciminde tammlanir.

Ispat. Kismi integral yardimyla;

1-& 1-¢&
/ t'ntin(1—1)dt = / H)ln*
& a+1
= aH[lnéln““(l &)~ In™ 1 En(1 - &)
1 =8

1—) ' In* rar
At ); (1—#)" In
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yazilir ve esitligin her iki tarafinin & — 0 i¢in neutrix limiti alinirsa

1-¢
B,1(0,1) = ,/Vé—limé t~ ' n(1 —1)dr
—0
- 1y (1,0)
- a+1 a+1,001,

elde edilir. Boylece (3.2.26) esitligi kullanilarak

Bur(0,1) = aj_l(—l)““(a+1)!é’(a+2)

= (=1)"alf(a+2)

elde edilir.
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