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OZET

GAMZE POTANSIYELIN
BOSE-EINSTEIN YOGUSUK MADDESININ
TERMODINAMIK OZELLIKLERINE ETKISI

Melike CIBIK AYDIN

Yiiksek Lisans Tezi, Fizik Anabilim Dali
Tez Danigsmant: Yrd. Do¢. Dr. Haydar UNCU
2013, 45 sayfa

Bu tezde; Bose-Einstein yogusuklugunu elde etmekte manyetik tuzaklamaya ek
olarak kullanilan gamze potansiyel i¢in teorik modeller ele alinmistir. Tezin ilk
agsamasinda gamze potansiyelleri betimlemek icin literatiirde kullanilmig Dirac
0 modeli tamtilmigtir. Ancak, Dirac 0 modelinde gamze potansiyelin genigligi
ve derinligi ayr1 birer parametre olarak kullanilamamaktadir. Bu ylizden, bu
tezde gamze potansiyellerin, Dirac 8 fonksiyonunu 6zel bir limit olarak igeren,
kesilmis parabolik fonksiyon ile modellenebilecegi gosterilmistir. Bu modelden
yararlanarak, gamze potansiyel eklenmis harmonik tuzak ic¢indeki Bose-Einstein
yogusuk maddesinin; kritik sicaklik, yogusukluk orani gibi termodinamik
nicelikleri hesaplanmigtir. Ek kisminda ise kesilmis parabolik fonksiyonun Dirac
0 fonksiyonu i¢in bir temsil olusturdugu ispatlanmistir.

Anahtar Sozciikler
Bose-Einstein ~ Yogusmasi(BEY), Gamze Potansiyel, Kesilmis Parabolik
Fonksiyon, Kritik Sicaklik, Yogusukluk Orani.
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ABSTRACT

THE EFFECT OF DIMPLE POTENTIAL TO THE
THERMODYNAMICAL PROPERTIES OF BOSE-EINSTEIN
CONDENSATE

Melike CIBIK AYDIN

M.Sc. Thesis, Department of Physics
Supervisor: Ass. Prof. Dr. Haydar UNCU
2013, 45 pages

In this thesis; theoretical models of the dimple potential, which are used for
obtaining Bose-FEinstein condensate in addition to harmonic trap, are considered.
In the first part of the thesis, the Dirac  models which are used for describing the
dimple potentials in the literature are introduced. However, one can not incorporate
both the dimple depth and width together as different parameters into Dirac §
models. Therefore, in this thesis, it is tried to show that the dimple potentials
can be modeled by the truncated parabolic function that includes Dirac & function
as a special limit. Using this model, the thermodynamical quantities like critical
temperature, condensate fraction of a Bose-Einstein condensate are calculated. In
the appendix, it is proven that the truncated parabolic function is a representation
for the Dirac o function.

Key Words
Bose-Einstein Condensation(BEC), Dimple Potential, Truncated Parabolic
Function, Critical Temperature, Condensate Fraction.






xi
ONSOZ

Bu calismada; bozon parcaciklarini tuzaklamada, harmonik tuzak ile birlikte
kullanilan gamze potansiyelin teorik olarak bir modeli olusturulmaya ¢alisilmistir.
Bu amagla, gamze potansiyelleri betimlerken literatiirde kullanilan Dirac & ya
gore daha genel bir model olan kesilmis parabolik fonksiyon kullanilmagtir.
Bu modelden yararlanarak, gamze potansiyel eklenmis harmonik tuzak igindeki
Bose gazi ve Bose Einstein yogusuk maddesinin termodinamik nicelikleri
hesaplanmistir.
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sunarim. Ayrica, Fizik Ana Bilim Dali bagkan1 Sayin Prof. Dr. Halil Yaraneri’ye
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Tez calismamin baglangic kisminda Tiibitak 108T003 nolu projeden aldigim
destekten dolay1 tesekkiir ederim.
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1. BOSE-EINSTEIN YOGUSUKLUGU NEDIR?

1.1. Tarihsel Arka Plan

Bose-Einstein Yogusmas: (BEY) ilk olarak 1925 yilinda S.N. Bose ve A. Einstein
tarafindan teorik olarak ongoriilmiistiir. Einstein, Bose’un 1924 yilinda fotonlarin
istatistigi lizerine yaptig1 calismayi, etkilesmeyen kiitleli bozonlar1 da icine alacak
sekilde gelistirdi. Boylece, Bose ve Einstein cok diisiik sicakliklarda etkilesmeyen
parcaciklardan olusan bozon gazinin parcaciklarinin goézlemlenebilir (sifirdan
farkl1) bir oraninin taban enerji seviyesinde toplanacagini gosterdiler [1-3]. Uzun
bir siire boyunca bu teorik ongoriilerle ilgili deneysel bir gdzlem elde edilemedi.
Ancak 1938’de F. London, He sivisinin siiperakiskanliginin kesfinden sonra

stiperakigkanin davraniginin BEY ile ilgili olabilecegini 6nerdi [4,5].

Etkilesimli bozon gazinin davranigi ile ilgili olarak ilk teorik caligmalar 1947
yilinda Bogoliubov tarafindan baslatilmistir [6]. Bu calismada diisiik yogunluklu,
zayif etkilesimli ve uyarilmigs durumdaki atomlarin sayisinin ihmal edilebilir
oldugu durum i¢in bir pertiirbasyon agilimi gelistirilmistir. Daha sonra BEY,
Penrose ve Onsager [7] tarafindan tek parcacik yogunluk matrisinin 6z deger ve

0z vektorleri cinsinden formiile edilmisgtir.

Homojen olmayan etkilesimli bozon gazinin taban durumunun incelenmesinde
genellikle Gross-Pitaevski denklemi kullanilir. Bu denklem Gross [8] ve Pitaevskii
[9] tarafindan birbirinden bagimsiz olarak ve farkli teknikler kullanilarak zayif

etkilesimli ve seyrek bozon gazlarini tanimlamak i¢in tiiretilmistir.

Bose ve Einstein’in teorik ongoriilerinden yaklagik 70 yil sonra 1995°te 3 farkli
deneysel grup derigik gazlarda BEY’i yaklasik 2 u K sicakliklara inerek deneysel
olarak gozlemlediler [10-12]. BEY, makroskopik ol¢ekte kuantum mekaniksel

ozellikleri gosteren bir olgudur. Alkali atomlarla yapilan deneyler, kuantum
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istatistik mekaniginin teorik Ongoriilerinin karsili§i olmasi nedeniyle oldukca
onemlidir. Bu deneyler parcaciklarin kuantum davranislarinin makroskopik
boyutta arastirilmasini saglayan bir firsattir. Bu nedenle de BEY olayma son

yillarda ilgi olduk¢a artmigtir.
1.2. Tezin Amaci

BEY elde etmek icin, bozonlar ¢esitli sogutma teknikleri ile puK sicakliklara
kadar sogutulurlar. Bu sogutma teknikleri lazer ile sogutma, manyetik tuzaklama
ve buharlagmali sogutmanin (sekil 1.1) bir birlesimini icermektedir [13]. Sekil
1.1de, sicak olan atomlar (kirmizilar) buharlagirken soguk olanlar (maviler), belli
bir sicakliga ulastiktan sonra BEY’i meydana getirir.  Yeterince sogutulmusg
derigik atomlarin BEY olusturdugu bircok deney sonucunda goriilmiigtiir [10-12].
BEY olustuktan sonra sicakliklar1 daha da diisiirerek taban durumundaki parcacik
sayist yani, bozon gazinin yogusukluk orani arttirilmaktadir [13]. Bose gazinin
yogusukluk oranmi arttirmanin bir yolu da manyetik tuzaklamaya ek olarak
gamze potansiyeller kullanmaktir. Manyetik alanlar kullanilarak elde edilen
tuzaklarin bozonlara etkisi, bir dig harmonik salinici potansiyeli ile iyi bir bicimde

betimlenebilmektedir.

Gamze potansiyeller ise manyetik tuzaklamaya ek olarak, lazer 1sinim1 kullanilarak
elde edilen ve erimleri manyetik tuzaklara gére cok daha az olan potansiyellerdir.
Bu potansiyeller, genellikle manyetik tuzaklarla birlikte kullanilmaktadir.
Manyetik tuzak ve gamze potansiyelin birlikte kullanildig1 bir tuzagin olusturdugu

potansiyelin bigimi sekil 1.2°de’ gosterilmistir [14].

Gamze potansiyel etkisindeki bozonlarin 6zellikleri literatiirde genellikle

termodinamik yontemler kullanilarak incelenmistir [15,16]. Bununla birlikte Jacob

! [14] referansinda BEY elde etmekte kullanilan gamze potansiyelin sekli. Bu deneyde manyetik
alanin xy diizlemindeki frekans1 z yoniindeki frekansa gore daha biiyiik oldugundan, xy diizleminde
harmonik tuzak, z yoniindekine gore daha giicliidiir. Bu yiizden BEY i¢indeki parcaciklar z yoniinde,
x ve y yoniindekine gore daha biiyiik bir araliga dagilmiglardir. Deneyde, gamze potansiyel tuzagin
daha zay1f oldugu z yoniinde uygulanmustir.



Sekil 1.1. Buharlagsma ile meydana gelen BEY.

v.d., gamze potansiyel i¢in, ters Gaussiyen er*)‘2 fa?

biciminde bir potansiyel
formu onermistir [17]. Bu potansiyel icin ne Schrodinger, ne de Gross-Pitaevskii
denklemi ¢oziilebildiginden, bu ¢alismada niimerik yontemler kullanilmistir. Bir
diger potansiyel formu kullanilan modelde ise gamze potansiyeller, Dirac &
potansiyeli kullanilarak betimlenmistir [18]. Bu potansiyel icin Schrodinger
denklemi ¢oziilebildiginden, bu ¢aligmalarda gamze potansiyelin, etkilesmeyen
bozon gazinin termodinamik niceliklerine etkisi, niteliksel olarak agiklanabilmisgtir.

Ancak bu caligmalarda, gamze potansiyelin derinligi ve genisligi ayr1 birer

parametre olarak modelin i¢ine yerlestirilememektedir.

Bu calismada, gamze potansiyel kullanilan deneylerde, sekil 1.2’de verilen
tuzaklama potansiyel sekli elde edildiginden yola ¢ikarak ilk defa Ma. v.d.
tarafindan onerilen [19] 2 gamze potansiyel

x2

U(x) = ~Uo(1~ ) (1.2.1)

2Ma v.d gamze potansiyeller icin kesilmis parabolik modeli énermekle birlikte bu potansiyeli
kullanarak analitik ¢oziimler yapmamuis, yalnizca niimerik modeller olusturmuglardir.



Sekil 1.2. Gamze potansiyelin sekli

biciminde betimlendi. Burada sifirdan biiyiik bir deger aldigin1 kabul etti§imiz
Uy, gamze potansiyelin derinligini gosterirken, a, gamze potansiyelin genigligini
gostermektedir.  Bu model icin Schrodinger denklemi c¢oziilebildigi gibi,

potansiyelin hem derinligi hem de genisligi model icine yerlestirilebilmektedir.
1.3. Etkilesmeyen Bose Gazimin Termodinamik Ozellikleri

BEY, maddenin, bozonlardan olusan gazlarin mutlak 0 K sicakligina ¢ok yakin
degerlere kadar sogutulmasiyla ortaya cikan bir halidir. Bu sicakliklarda, bozonik
maddenin par¢aciklarinin ¢ogu temel enerji seviyesine iner ve bir kuantum durumu

makroskobik olarak gézlemlenebilir hale gelmis olur.

Grand kanonik kiimede bozonlar i¢in boliisiim fonksiyonu:

2TV,0) =YY (exp(—B(ei—w))" (132)

izln,:O

seklindedir [20].

D = —kyTInZ(T,V,1u) = kpT Y In(1 —exp[B (1 —&))) (1.3.3)
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denklemi ile tanimlanan grand potansiyel kullanilarak (T ve V sabit iken) bozon

gazinin toplam pargacik sayisinin ifadesi;

_ ey, !
dulry 45 " oexp(e—u/kT)—1

1

(1.3.4)

seklinde bulunur. Buradan, termodinamik dengede, etkilesimsiz bozonlar i¢in Bose

dagilimu (bir enerji diizeyindeki ortalama parcacik sayist)

1
exp(g—u/kpT)—1

(1.3.5)

n;
olarak elde edilir [20]. Enerji ifadesi ise bu dagilim kullanilarak bulunabilir:

E=) &n;. (1.3.6)

Diger bir termodinamik nicelik olan entropi ifadesi esitlik (1.3.3)’tin T'ye gore

tiirevinin negatifi alinarak elde edilir:

P

(1.3.7)

(1.3.3) ifadesi yerine konup, tiirev hesaplandiginda entropi

B(&i—n) g
S—kbzi“(eﬁ(&_u)_l—ln(l—eﬁ(“ ))> (1.3.8)

halini alir. Parcacik basina diisen 6z 1s1 (c,) ifadesi ise enerjinin T ye gore tiirevi

alinarak bulunur (sabit hacimde):

10E

=N3T" (1.3.9)

Cy

Bu denklemlerde p kimyasal potansiyeli, k, Boltzmann sabitini, &’ler ise tek

parcacik durumlarinin enerji degerlerini gdstermektedir [20].

BEY, bozon gazi belli bir sicakliga diistiikten sonra olusmaya baglar. Bu sicakliga
kritik sicaklik (7;) denir. Sistemin sicakligi (T) 7.’den daha biiyiik sicakliklarda
iken (yiiksek sicakliklarda) taban durumundaki parcacik sayist (Np) ihmal

edilebilecek kadar kiiciik oldugundan, uyarilmis seviyelerdeki parcacik sayisi
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(Nuy) toplam parcacik sayisina esit alinabilir. 7.’den daha diisiik sicakliklarda
(diisiik sicakliklarda), Ny sifirdan biiylik degerler alirken, toplam parcacik sayisi
(N) degismeyeceginden uyarilmig seviyelerdeki pargacik sayisi (NV,y) azalir (Nyg =
N — N,y). T’nin, T.’ye esit oldugu sicaklikta, taban durumunda pargacik sayisi
(Np) ihmal edilebilecek kadar kiigiik oldugundan, uyarilmis seviyelerdeki pargacik

sayis1 (N,y) toplam parcacik sayisina esit alinabilir:

T>T,=Ny=0—z=expfu—-u<0—e>u (1.3.10)
T<T.=N>0—=z=1—=u=¢=0 (1.3.11)
I'=T.=N=N,—z=1—-u=¢e=0. (1.3.12)

Bu denklemlerdeki z = exp (Bu) ifadesi ucuculuk olarak adlandirilir. (1.3.11)
ifadesinde u = 0 olmasin sebebi, (1.3.4) denklemindeki exp(g —u/kpT) — 1
ifadesinin negatif olamayacagindandir, yani hicbir & degeri icin 4 > & olamaz.
Taban durum enerjisi genellikle sifir alindigindan dolayr da p’niin alabilecegi

maksimum deger sifir olur.

(1.3.4) ya da (1.3.5) denklemleri kullanilarak bozon gazinin birgok termodinamik
ozelligini belirlemek olasidir. Bunun i¢in 6ncelikle, verili bir sicaklikta, pargacik
sayist belirli bir sistemin, kimyasal potansiyelini bulmak gerekir. Bu, (1.3.4)
denkleminin sag tarafi hesaplanip cikan sonu¢ p’niin bir fonksiyonu olarak
ifade edildikten sonra, bu fonksiyonun degerini, toplam parcacik sayist N’ye
esit yapan u degeri bulunarak saglanir. Ancak, (1.3.4) denklemindeki toplami
hesaplamak genellikle miimkiin degildir. Sistemdeki parcacik sayisi fazla ve
sistemin hacmi biiylik ise enerji seviyeleri birbirine ¢cok yakin olacagindan (1.3.4)
denklemindeki toplam ifadesi integrale doniistiiriilerek, toplam iyi bir yaklagiklikla

hesaplanabilir’:

N=No+ / a(en(e)d(e) . (13.13)
0

3Bu islem yari klasik yaklagim olarak adlandirilir.
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Burada, Ny taban durumundaki parcacik sayisini, g(€) durum yogunlugunu ifade
eder. Bu yaklasimda kritik sicaklik (7¢), (1.3.13) denkleminde u = & = 0 alinip,
uyarilmis seviyelerdeki parcacik sayisit toplam parcacik sayisina esit alinarak

hesaplanir.

Sicakligin 7;’den biiyiik oldugu durumlarda (7" > 7;) ((1.3.10)), Bose gazinin
termodinamik o6zelliklerini bulmak i¢in, p (1.3.13) denklemi kullanilarak
hesaplanir. T < T, i¢in ((1.3.11)), (1.3.13) denklemindeki integral u = O alinarak

hesaplandiginda, uyarilmis durumlardaki (termal gazdaki) parcacik sayisini verir:

Ny = / g(e)n(e)d(e) . (1.3.14)
0
Enerji ifadesi,
E- / g(e)n(e)ed(e) (1.3.15)
0

denklemi araciligi ile ifade edilir. Entropi ise, (1.3.8) ifadesindeki toplam, durum
yogunlugu kullanilip integrale doniistiiriilerek hesaplanir:

oo

S=k ﬁ/g(s)Mds—/g(e)ln(l—eﬁ(“_e))ds . (1.3.16)
0 0






2. BIR BOYUTTA HARMONIK TUZAKTAKI ETKILESMEYEN
BOSE GAZI ve BOSE EINSTEIN YOGUSUKLUGU

2.1. Yarn Klasik Yaklasimda Etkilesmeyen Bose Gazi

Bir onceki boliimde vurgulandigi gibi, BEY elde etmek i¢in yapilan deneylerde,
bozonlar genellikle zamana bagli manyetik alanlar kullanilarak tuzaklanir.
Tuzaklama olayi, parcaciklarin bir arada durmasini saglar. Manyetik tuzaklar
ile bozonlarin etkilesimi harmonik salinici potansiyeli kullanilarak iyi bir sekilde
betimlenebilir [13]. Bir boyutta harmonik salinici potansiyeli:

w@:%mmz (2.1.1)

seklindedir. Harmonik salinici potansiyeli altinda hareket eden bir parcacigin enerji
seviyelerinin E, = (n+ 1/2)ho oldugu iyi bilinmektedir. Taban durum enerjisi
sifir alinirsa enerji seviyelerinin ifadesi E, = nh® olur. O halde € enerjisine
kadar yaklasikca n = €/l tane durum vardir. Bu durumda bir boyutta durum
yogunlugunu su sekilde yazabiliriz:

_dYn(e) d(e/hw) 1
s(e) = de ~  de  ho (2.1.2)

Bu ifadeyi esitlik (1.3.14)de yerine koyarsak, T > T; icin uyarilmig durumdaki

parcacik sayist:

(=

1 1

Ny = m{ exp(Ble— 1)) — 1

de (2.1.3)

olur. 7 > T i¢in uyarilmig durumdaki parcacik sayis1 toplam parcgacik sayisina esit

oldugundan, (2.1.3) esitligi toplam parcacik sayisi olarak ifade edilebilir:

N=—=-Y " =""g(z). (2.1.4)

H@=Y > (2.1.5)
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seklindedir. g;(1) sonsuz oldugundan bir boyutta, taban enerjisini sifir kabul
eden yar1 klasik yaklagim, anlamli sonuglar vermez, 6rnegin 7, = 0 K bulunur.
Bu yiizden bir boyutta yar klasik yaklagimda kiiciik bir degisiklik yapilarak [21]

(2.1.3) integralinin alt limitini (3/2) i @ almak yararl olacaktir [18]:

y 1 kT _
= " n(1—PW32m0)y 2,
ho / xp(BE—p)) —1%¢~ he "¢ ). @16

(3/2)hw

T < T, i¢in taban durumunda da parcacik bulundugundan esitlik (2.1.6)’daki

integral alt limiti (1/2)Ao olarak alinir:

N = —%ln(l —eﬁ(uil/Zhw)> . (217)

Bu durumda T = T, oldugu durumda p = (1/2)ho alinir ve toplam pargacik sayisi

kT
ho

N= In(1 — P (2.1.8)

ifadesine esit olur. 7, bu denklemin niimerik yontemlerle ¢oziilmesi ile bulunur.

Tiim sicakliklar i¢in enerji, esitlik (1.3.15)’deki integralin alt limiti (1/2)A@ alinip

hesaplanarak

(kpT)* ¥ 1 B 1)
E= Y (14 e ) PETE) (2.1.9)

elde edilir. Entropi ifadesi de yine tiim T’ler i¢in, esitlik (1.3.16)’nin integral alt
limiti (1/2)ho alinarak bulunabilir:

kb > 1 2 “’ ﬁ( _ho
§=-2 = D) Pl 2.1.10
ho = <2nha) * Bn? n) ¢ ( )

2.2. Kuantum Mekaniksel Yaklasimda Etkilesmeyen Bose Gazi

Bir boyutta, bozon gazinin 6zellikleri kuantum istatistigi kullanarak da bulunabilir.
Ciinkii bu durumda esitlik (1.3.5)’in sag tarafindaki toplami hesaplamak
miimkiindiir:

oo 1 oo _ng
e (2.2.11)

— o—B&
Sl —zePa
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Bu ifadeden toplam parcacik sayisi:

N=Y Y (zePey (2.2.12)
k=0 n=1
olur. Tek pargacik durumlarinin enerji degerleri harmonik tuzak i¢in:
1
&= (k+ i)hw (2.2.13)

seklindedir. Bu ifade esitlik (2.2.12) de yerine konursa toplam parcacik sayisi

hiperbolik siniis fonksiyonu cinsinden

(2.2.14)

seklini alir.

Enerji ifadesi hesaplanirken, esitlik (1.3.6)’da (2.2.13) ve (1.3.5) ifadeleri yerine

kondugunda:
= (k+DHho
E= ( 1 2) (2.2.15)
= Pl )no—p] _q
olur. Bu ifade de gerekli hesaplamalar yapilirsa enerji ifadesi:
=) n =)
E=hoY — o 4 gle”(P/2hony go=phonk (2.2.16)
n=1sinh("5) k=0

seklini alir. Bu ifadeyi tek bir toplam igerisinde yazmak i¢in Bhwn = x degisken
doniisiimii yapildiginda ise enerji ifadesi:

oo 1 e—(1/2)ﬁha)n
E=ho) 7" +4 (2.2.17)
,;1 (sinh(wzh(”) sinhz(@)

halini alir.
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3. GAMZE POTANSIYEL MODELLERI

3.1. Termodinamik Yontem Kullanan Modeller

Bu yontem, harmonik salinici potansiyeline ek olarak gamze potansiyel acildiktan
sonra sistemin sicakligi ve yogusukluk oranini, entropi ifadesinden yola cikarak
hesaplamak icin gelistirilmistir. ~ Termodinamik ydntem yalnizca adyabatik
sirecleri modellemek icin kullamilabilmektedir. Bu yiizden bu yontem ile
yalnizca gamze potansiyelin adyabatik olarak uygulandig: siirecleri modellemek

mumkiindiir.

Deneylerde genellikle, gamze potansiyel, sistem harmonik tuzagin kritik
sicakliginin ¢ok ¢ok az {iistiindeki sicakliklara sogutulduktan hemen sonra
uygulanmaktadir [6]. Gamze potansiyel, adyabatik bir bi¢imde uygulanirsa siire¢

boyunca entropi sabit kalir.

Bu modelin hesap yontemi [6] bir boyutlu harmonik salinici ve gamze potansiyel
icindeki BEY’e uygulanarak gosterilebilir: Bu yontemde termodinamik limitte
yar1 klasik yaklagim kullanildigindan kritik sicaklik hesabindakine benzer sekilde
enerjinin alt limiti sifir alinir. Bu yapilarak (1.3.16) denklemi hesaplandiginda
entropi ifadesi

2¢5(z)
g1(z)

2¢5(z)
g1(z)

S kT

=

—Inz) = N(

—Inz) (3.1.1)

seklini alir. Esitlik (3.1.1)’de T, 7. ye cok ¢ok yaklastiginda z = 1 olacaktir. Bu
durumda g (z) raksadigindan, (3.1.1) esitligi de 1raksar. Bu yiizden bir boyutta
z =1 oldugu durumlarda [21] referansinda tanitilan modifiye yar1 klasik yonteme
benzer bir yontemle sonuca ulasilabilir. Bunun i¢in grand potansiyel, taban durumu

ile uyartlmig durumlarin grand potansiyel ifadeleri ayrilarak yazilir [18]:

T (e}
c1>:<1>0+];f—w / de In(1 — PH=5)) (3.1.2)
3/2ho



14

Burada @y taban durumu igin grand potansiyel, 1/(A®) ise bir boyutta harmonik

potansiyel i¢cin durum yogunlugudur ((2.1.2)).

(1.3.7) ve (2.1.5) esitliklerinden yararlanilarak entropi

22T 3
S = ﬁgz(eﬁ(“_%hw)) + (hl; — 2) In[1 — eP(H=370)] (3.1.3)

seklinde elde edilir. 7, 7, nin ¢ok cok az iistiinde iken (t = %“’ kabul edilirse ifade:

2KIT. ho ho

S Y, ga2(e®™ ) —In[1 — e’ ] (3.1.4)

haline gelir. Harmonik tuzaga gamze potansiyel eklendikten sonra sistemin taban
durum enerjisi, dolayisiyla kimyasal potansiyeli degisir. Bu yiizden kimyasal
potansiyel, 4 = —Uy alinarak [6] entropi

2k;T
S =
ho

: Uy 3 :
g (e PUoT3h0)) _ (m?) + 2) In[1 — ¢ PWot+3h0)) (3.1.5)

seklinde bulunur. Adyabatik siirecte entropi sabit kaldigi i¢in, sistemin son
sicakligl, (3.1.4) ve (3.1.5) ifadelerinin sag taraflar1 birbirlerine esitlenerek elde

edilir. Bunun sonrasinda bu sicaklik i¢in yogusukluk orani (Np/N) hesaplanabilir.
3.2. Potansiyel Formu Kullanan Modeller

1 boyutta, gamze potansiyel Dirac 6 fonksiyonu ile tanimlanabilir [22,23]. Bu
potansiyel su sekilde verilir:
h2 P

1
V= VHO — Vg = Ema)xz — %ZGI‘S(X—X,') . (326)

Burada w harmonik tuzagin frekansini, 6; gamze potansiyelinin giictinii(derinligi
ve genigliginin carpimini) betimlemektedir ve o;; negatif ise itici etkilesimi, pozitif
ise cekici etkilesimi ifade eder. 7° /2m ise sadece hesap kolaylig1 i¢in denkleme
yazilmistir. Zamandan bagimsiz Schrodinger denklemi bilindigi tizere:

W d*Y(x)
2m  dx?

+V(x)P(x) = E¥(x), (3.2.7)
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seklindedir. Burada E = (A +1/2)hw alinir ve bu denklem;

7= (%)sz (3.2.8)
ve
zi= (%)l/le- (3.2.9)

boyutsuz nicelikleri kullanilarak yazilirsa,

dZ\P(Z) 1 Z2 P
e +HA+s - Z+;Ai5(z—2i)]‘1‘(z) =0 (3.2.10)

halini alir. Burada A; = (mh—“’)l/ 26y dur. z # z; oldugu durumda, esitlik (3.2.7)’nin iki

lineer bagimsiz ¢oziimii A # 0, 1.. igin parabolik silindirik fonksiyonlar cinsinden

yazilabilir [24].
2 —A R ) 2 -2 , : 2
Dy() =2t 2 {n;)lm el BN IS s >}
2 —1/2,1/2;7 —2)/2,3/2;22
(3.2.11)

Burada I' iyi bilinen gama fonksiyonu, |Fj(a,7;y) ise konfluent hipergeometrik
fonksiyonlardir. D, (z) ve D;(—z) nin asimptotik davraniglar ise su sekildedir

[24]:

limD; (z) =0, lim D) (—z) =c ve lim D;(—z) =0, lim Dj(z) =oo.
Z—¥o0 Z—bo0 Z——o0 z—y—o0

(3.2.12)
Dirac 6 fonksiyonu potansiyelin merkezinde alindiginda ise (P = 1, x; = 0) esitlik

(3.2.6) ve esitlik (3.2.10) sirastyla su hali alir ;

1, W
V' = Viarmonik — Vs = Em(l)x - %GS(X) (3.2.13)
d>¥(z) 1 2
A+=-—=+A8(2)|¥(z)=0. 3.2.14
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Bu durumda 6zfonksiyonlar gu sekildedir:
x<0(z<0) = ¥(z) =cDy(—2) (3.2.15)

x>0(z>0) = ¥(z) =cDy(z). (3.2.16)

Burada dalga fonksiyonu siirekli oldugu icin her iki bolgede de D
fonksiyonlarmin katsayilart aymdir.  Ozdegerleri elde etmek icin ise dalga
fonksiyonunun z = 0’daki siirekliligi ve tiirevinin Dirac 6 fonksiyonundan otiirii
z = 0 noktasindaki sigramasi kullanilir. Bu sigrama miktarin1 bulmak igin egitlik

(3.2.14)’tin v — 0 limitinde (z = — ¢, ¢) araliginda integrali alinir, boylece 6zdeger

denklemi : N
(=2 A
( 21) =—. (3.2.17)
(-3 4
seklinde elde edilmis olur. Burada,
n
A=o (3.2.18)
mao

dir. Dirac 0 potansiyeli harmonik potansiyelin merkezine yerlestiginden, harmonik
potansiyelin tek 6zfonksiyonlar1 degismezler. Cift durumlarin enerji 6zdegerleri ise
o’ ’nin bir fonksiyonu olarak degisir. Taban durumu enerji 6zdegeri ¢ yiikseldikge
bir alt limite sahip olmaksizin, azalir. Ancak diger cift durumlarin enerjileri
alttan tek durumlarin Ey, | enerjileri tarafindan sinirlandirilir ve o — oo, Ep, 10 —

Eyi1=(2n+14+1/2)hw;n=0,1,... olur.

3.2.1. Bir Boyutta Dirac 6 Fonksiyonu ve Harmonik Tuzaktaki BEY

Bu boliimde bir boyutta Dirac § fonksiyonu eklenmis harmonik potansiyelin ¢esitli
termodinamik niceliklerinin, ¢’ nin bir fonksiyonu olarak degisimi aragtirilacak.
o’nin degeri referans [19]’da verilen deneysel parametre degerleri kullanilarak
hesaplanacaktir. Bu makalede gamze potansiyelin minimum degeri U, = kp4uK
iken ortalama potansiyel genigligi r = 1 — 100 um arasinda degismektedir. r,

1 um’dan 100 um araliginda degistikce; A, 460 ile 46000 araliginda degisirken, &
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Te

15+

10+

L L L L
-10 -5 0 5 A

Sekil 3.1. Kritik sicaklifin gamze potansiyelin giicline gore degisimi

yaklagik olarak 108 m~! ile 10'°m~! arasinda deger alir. Deneydeki diger degerler

ise m= 23 amu (**Na), @ = 2721 Hz [25] seklindedir.

Kritik sicaklik, kimyasal potansiyelin taban durumu enerjisine esit alimip (U = E, =
Ep)

o 1
ngm (3.2.19)

denklemi f3. i¢in ¢oziilerek bulunur. Burada B, = 1/(kpT;) iken, &’ler ise
(3.2.13) esitliginde verilen potansiyeller igin 6zdegerlerdir. T, N degeri sonlu
oldugunda, A = 0 i¢in (sadece harmonik osilator) esitlik (3.2.19)’un ¢oziimii
olarak tanimlanmustir. A sifirdan farkli degerler de alsa, tek durumlarin enerjileri
degismez ve (2n+ 1 + 1/2)hw’ya esit olur.  Cift durumlarin enerjileri ise
esitlik (3.2.17)’nin niimerik olarak c¢oziilmesiyle elde edilir. Bu degerler esitlik
(3.2.19)’da yerine konup, niimerik olarak coziiliirse 7. bulunur. Sekil 3.1de [18]
Dirac § potansiyeli eklenmis harmonik tuzak icin N = 10*’de kritik sicaklik 7, ve
gamze potansiyelin giiciiniin boyutsuz niceligi A (3.2.18) degerleri gosterilmistir,
A ekseni i¢in logaritmik skala kullanilmistir. Sekilde goriildiigii gibi A’nin 1°den

biiylik degerleri i¢in; A artarken kritik sicaklik hizli bir sekilde artmaktadir.



18

Sekil 3.2. Kimyasal potansiyelin sicaklikla degisimi

N tane 6zdes bozondan olusan bir gaz i¢in, verili bir NV ve sabit sicaklikta kimyasal

potansiyel U,
d 1 1

N = oGPl — | :NoJr;m (3.2.20)

ifadesi ¢oziilerek elde edilir. Burada g, i. durumun enerjisini ifade etmektedir.

1 1.5 - 2 2.5
T/ T‘C’

Sekil 3.3. Sabit pargacik sayis1 i¢in yogusukluk oraninin sicaklikla degisimi
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Sekil 3.4. Gamze potansiyelin giiciiniin sabit bir degerinde, yogusukluk oraninin
sicaklikla degisimi

Sekil 3.2de [18] Dirac § potansiyeli eklenmis harmonik tuzak i¢in N = 10* ve

A =0 (kaln ¢izgi) ile A = 46 (kesikli gizgi) degerleri icin y’niin degisimi 7/7.""1n

bir fonksiyonu olarak gosterilmigtir. Taban durumunun ortalama parcacik sayis1 ise

l |
0
107 10° 10

A\

5

Sekil 3.5. Yogusukluk oraninin gamze potansiyelin giicii ile degisimi
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denklem (3.2.20) de bulunan kimyasal potansiyel u ifadesi

1

M= e w1

(3.2.21)

denkleminde yerine konarak bulunur. Sekil 3.3de [18] N = 10% igin T /T.>a karsilik
No/N oranmin degisimi sirasiyla A = 0 (kalin ¢izgi), A = 4.6 (kesikli ¢izgi) ve
A = 46 (noktal1 ¢izgi) degerleri icin gosterilmistir. Bu sekilde, A = 0 icin elde
edilen sonug, Ketterle v.d. [26] tarafindan harmonik tuzak icindeki bozonlar i¢in
elde edilen sonucla aymidir. Gozlemlenebilir parametrelerin ya da tiirevlerinin
siireksiz oldugu nokta olarak tanimlanan faz gecisi ancak termodinamik limitte
elde edilir.  Parcacik sayisinin sonlu oldugu durumlarda bu tiir keskin bir
faz gecisi goriilmemektedir [26]. Bu calismada da sonlu sayida parcacikli
sistemler incelendiginden, yogusukluk orani grafiklerinde keskin bir faz gecisi
goriilmemektedir. Farkli pargacik sayilarinin yogusukluk oranina etkisini anlamak
icin gekil 3.4de [18] sabit A(= 46) degerinde Ny/N oraninin sicaklikla degisimi
N = 10* (noktali ¢izgi), N = 10 (kesikli ¢izgi), N = 108 (kalin cizgi) degerleri icin
cizilmistir. Bu gizimde farkli N degerleri igin 70 degistiginden yatay eksen T /T,
her N degerine kargilik gelen T,” degeri dikkate alinarak olugturulmustur. Bu 7.

degerleri N = 10% i¢in 13 uK, N = 10° i¢in 85 uK ve N = 108 icin 6200 uK’dir.

Sekil 3.5de [18], N = 10* igin, sabit T = T sicakhiginda yogusukluk oraninin
A’nin bir fonksiyonu olarak degisimi gosterilmektedir; A ekseni i¢in logatimik
skala kullanilmigtir. BEY’in yogunluk profili, BEY’in yogunlugunun konumla
degisimi olarak tamimlanmaktadir: no(x). BEY tamamen taban durumundaki
parcaciklardan olustugundan BEY’in yogunlugu, sistemin taban durumu dalga

fonksiyonunun mutlak karesi alinarak bulunur: no(x) = |yo(x)|>.

Sekil 3.6da [18] harmonik tuzak (kesikli cizgi) ve delta fonksiyonu (A = 4.6)
eklenmis harmonik tuzak igindeki (kalin ¢izgi) yogusukluklarin yogunluk profili
karsilagtirilmistir. Bu sekilde yatay eksendeki z parametresi ise esitlik (3.2.8)’de

ifade edilen boyutsuz uzunlugu tanimlamaktadir. Her iki sistemde de taban durum
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0.8—

04—

0.2—

Sekil 3.6. Yogunluk profili

dalga fonksiyonlar1 analitik olarak ¢oziilebildiginden, bu dalga fonksiyonlarinin

mutlak karesinin alinmasiyla yogunluk profillerini elde etmek miimkiin olmustur.
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4. GAMZE POTANSIYEL ICIN KESILMIiS PARABOLIK MODEL
(KPM)

4.1. Kesilmis Parabolik Model icin Schrodinger Denklemi Coziimii

Yakin ge¢miste yapilan deneylerde, gamze potansiyeller kullanilarak Bose gazinin
faz uzay1 yogunlugu yaklasik 50 kat arttirild1 ve yine bu potansiyeller kullanilarak
sogutma yapilmadan BEY elde edildi [15,16]. Bu deneysel basarilar iizerine gamze
potansiyeller i¢in cesitli teorik modeller gelistirildi [6]. Bu modellerin bazilari ters
Gaussian fonksiyonundan yararlanirken, digerleri ise gamze potansiyelleri, Dirac &
fonksiyonlarini kullanarak betimliyorlar [18]. Bu bdliimde ise gamze potansiyelleri

modellemek i¢in;
2
Ve(x) = —Up <1—xz); x| <a @.1.1)
a

denklemi ile tanimlanan kesilmis parabolik potansiyel kullanilacak. Burada

a gamze potansiyelin genigligi iken, Up derinligidir. Gamze potansiyel ile

giiclendirilmis harmonik tuzagi betimleyen Hamiltonyen’in bir boyuttaki ifadesi
p2

H=_—+V(X) 4.1.2)

seklinde yazilabilir. Bu denklemdeki potansiyel fonksiyonu

Tmw’x? icin |x| > a
V(x) = 4.1.3)

Ima?x? — Uy (1 - Z—i) icin |x| <a.
seklindedir. Burada hem Uy hem de a, sifirdan biiyiik kabul edilmistir (Uy > 0,
a > 0). Bu potansiyel i¢cin zamandan bagimsiz Schrodinger denklemi

P dMY(x)
2m  dx?

+V(x)¥(x) = E¥(x) 4.1.4)

seklindedir.  Esitlik (4.1.3)’deki potansiyel icin Uy = 0 ise Hamiltoniyen,
harmonik tuzak Hamiltoniyen’ine indirgenir ve bu Hamiltoniyen’in 6zdegerleri

E, = (n+1/2)hew, n =0,1,2,... iken, dzfonksiyonlar1 Hermite polinomlar
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H,(y/m®/h x) cinsinden yazilir. U # 0 ise 6zdeger ve 6zfonksiyon ifadeleri

degisir. Bunu gérmek i¢in 6ncelikle |x| > a i¢in Schrodinger denklemi yazilmalidir:

P 1 5,
“om dR +§ma) x“W¥(x) =E¥(x). (4.1.5)

Bu denklem, harmonik tuzak potansiyeli i¢in zamandan bagimsiz Schroédinger

denklemi ile benzerdir. Ancak, |x| > a i¢in ¢oziimler, dalga fonksiyonlar ve
onlarin |x| = a noktalarindaki tiirevlerinin sinir kogullarindan dolayr harmonik
potansiyel ¢coziimlerinden farklidir. Esitlik (4.1.5), (3.2.8) denklemindeki z ifadesi

kullanilarak
d*¥(z)
dz>

seklinde boyutsuz bir bi¢imde yazilabilir ~ Burada € = E/(hw) seklinde

+(26—2%)¥(2) =0 (4.1.6)

tanimlanmustir. Esitlik (4.1.6)’1n ¢oziimleri, A = € — 1/2 i¢in parabolik silindirik
fonksiyonlar ((3.2.11)) cinsinden yazilabilir. (3.2.12) denkleminde ifade edilen
D, (z) ve Dy (—z)’nin asimptotik davraniglarindan dolay1 x < —a (z < —(%)1/ 2q)

vex>a(z> (%)1/ 2a) igin dalga fonksiyonlari
Vi(z) = c1Dy(—2) (4.1.7)

Y3 (Z) = C4DA (Z) (418)

bicimindedir. Burada c; ve c4 birer sabittir. Bu sabitler, sinir kosullar1 ve dalga

fonksiyonunun normalizasyonu kullanilarak hesaplanabilir.

Schrodinger esitligi |x| < a igin yazilirsa

RAPPx) (1 5, 2
Tom A T [2’"“’ ot (“az)] P(x) = E¥(x) (4.1.9)
olur. Bu esitlikte
2U, E+ U
Y P S S el NP JP (4.1.10)

ma?’ ho,
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ifadeleri ile tanimlanir ve zg = 4/ mng x degisken doniisiimii yapilirsa, esitlik (4.1.9),
esitlik (4.1.6) ile benzer bir hale gelir:

d*¥(z
#Hzeg—zg)w(zg) =0. (4.1.11)
dzg
Bu nedenle bu esitligin ¢oziimii, z yerine z, ve A yerine A, konursa esitlik (3.2.11)

ile benzerdir. Boylece |x| < a i¢in dalga fonksiyonu

Ya(z) = CQD;Lg (Zg) + C3D;Lg(—Zg) 4.1.12)

seklindedir. Burada, ¢, ve c3 sabitleri, normalizasyon ve smir kosullarindan
bulunabilir. Potansiyel ifadesi x’in ¢ift bir fonksiyonu oldugu icin, 6zfonksiyonlar
ya cift ya da tektir (bu ylizden (4.1.7), (4.1.8) esitliklerinde ¢4 = +c; ve esitlik
(4.1.12)’de ¢3 = %c¢,’dir.):

c1Dy(—z) igin z < —(%2)!1/2q
Y, (2) =4 e [D;Lg (z0) £ D5 (~2¢)| icin || < (22)1/2q (4.1.13)
+c¢1D;(2) igin z > (2)1/2q .

Burada + isareti ikinci ve iiciincii bolgelerdeki ¢ift, — isareti ise bu bolgelerdeki
tek 6zfonksiyonlar igin gegerlidir. |x| = a’da dalga fonksiyonlari ve tiirevlerinin
stireklilik kogullarindan Hamiltoniyen’in 6zdegerleri bulunabilir. Bu yapildiginda,

cift ve tek fonksiyonlar icin Hamiltonyen’in 6zdeger esitlikleri sirasiyla

\/Z D3, (B)+D;, (~B)| G2 (4) = |Gy, (B) ~ Gy, (~B)| Da(4)  (4.1.14)

(0]
oDy, (B) =Dy, (~B)] Ga(4) =[G, (B) + G (~B)| Da4)  (41.15)
3
bulunur. Bu esitlikler Dy (A) # 0, G5 (A) # 0 i¢in gegerlidir ve burada

d
G =—D 4.1.16
2(2) = 7-Da(2), ( )
iken, A = /%% a, B = \/mng a seklinde tanimlanir.  Egsitlik (4.1.14) ve

esitlik (4.1.15) ntiimerik olarak hesaplanarak A degerleri bulunabilir. Boylece
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Cizelge 4.1. JWKB yaklagiminin niimerik degerlerle karsilastirilmasi

Ozenerjiler
Ozdurum No | Analitik (2@) | JWKB (7o) | |(Analitik-TWKB )| (7o)

0 727948 7727948 0.0000

1 ~67.4650 ~67.4650 0.0000

2 ~62.1353 ~62.1353 0.0000

3 256.8055 256.8055 0.0000

4 51.4758 51.4758 0.0000

5 ~46.1461 ~46.1461 0.0000

6 ~40.8163 ~40.8163 0.0000

EY 7 -35.4866 -35.4866 0.0000
8 30.1570 30.1569 0.0001

9 248278 24.8271 0.0007

10 -19.5005 -19.4974 0.0031

11 141807 14.1676 0.0131

12 _8.8874 ~8.8379 0.0495

13 3.6816 3.5082 0.1734

14 12167 1.8216 0.6049

15 4.8125 4.4790 0.3335

16 6.0940 6.0210 0.0730

17 73188 74137 0.0949

B 8.8970 8.7300 0.1670

19 9.8991 9.9980 0.0989

EP 20 11.3352 11.2316 0.1036
21 12.4303 12.4396 0.0093

2 13.6232 13.6273 0.0041

499 497.1836 497.1835 0.0001

500 498.1856 498.1857 0.0001

ozdegerler E) = (A + 1/2)ho olur. Potansiyelin derinligi (Up) arttikga, taban
durumu ve ilk birkag uyarilmis durumun 6zdegerleri azalir. Ozdegerler azaldik¢a
niimerik yontemlerin sonucu tarafindan bulunan 6zenerji degerlerinin giivenilirligi
azalmaktadir. Bu nedenle bu degerlerin dogrulugu kontrol edilmelidir. Bu
amacgla JWKB yaklagimina bagvurulabilir.  Ciinkii bu yaklasim harmonik

tuzak Hamiltonyen’i icin 6zdeger sonuglarini tam verir [27-29]. Ozenerjilerin
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hesaplandig1 JWKB yaklagiminin formulii [28]:
/x2 [2m (E, —V (x))]"*dx = (n+%)7rh (4.1.17)
X1
seklindedir. Burada x; ve x», E, = V(x;2) esitligi ile bulunan klasik doniim
noktalaridir. Potansiyel fonksiyonu |x| < a ve |x| > a igin farkli oldugundan,
formiil E, < (1/2)mw*a® ve E, > (1/2)m®w?a? i¢in farklidir. JWKB ve niimerik
yontemlerle bulunan 6zdegerlerin bir karsilastirilmast @ = 2720Hz, m = 23
amu, a = 11um, Uy = 1.01073%] i¢in tablo (4.1)’de verilmektedir. Bu tablodan
da goriilebilecedi gibi potansiyel enerji fonksiyonunun form degistirdigi V(x =
a) = (1/2)mw*a® degerlerine yakin degerler hari¢, JWKB yaklagimi ile niimerik

degerler iyi bir uyum igerisindedir.
4.2. Harmonik Tuzak ve Gamze Potansiyeldeki BEYin Termodinamigi

Bu boliimde bir boyutta gamze potansiyel eklenmis harmonik tuzak icindeki
Bose gazinin termodinamik 6zellikleri gosterilecektir. Ilk olarak, kritik sicakligin
gamze potansiyelin derinligi ile degisimi dar (a = 11um) ve genis (a = 32um)
gamze potansiyeller i¢in incelenmigstir. Bu degisimler sirasi ile, sekil 4.1 ve 4.2
de gosterilmektedir. Bu sekillerden de goriildiigii gibi; kritik sicaklik gamze

potansiyelin derinligi arttikca artmaktadir. Ancak derinligin biiyilk degerleri

Te (K)

0,008
0006

0.004 -

Ug/kb (nK)

Sekil 4.1. Dar gamze igin, kritik sicakligin gamze potansiyelin derinligi ile
degisimi.



28

= Ug/kb (nK)

Sekil 4.2. Genis gamze icin, kritik sicaklifin gamze potansiyelin derinligi ile
degisimi.
icin artig neredeyse sifirlanip kritik sicaklik sabit bir degere dogru gitmektedir.
Ayrica, parcacik sayisi arttikca kritik sicakligin da (77) arttigir anlagilmaktadir.
Sekil 4.3’te ise gamze potansiyelin genisliginin kritik sicakliga etkisi gosterilmeye
calisgtlmistir.  Bu yiizden aymi parcacik sayisia (N=10°) sahip iki bose gazinin
farkli genisliklerde, kritik sicaklik degerinin, gamze potansiyelin derinligi ile
degisimi ¢izilmigtir. Genigligi dar olan gamze potansiyelin kritik sicaklig1 arttiric

etkisinin daha fazla oldugu goriilmektedir.

Kritik sicaklifin ardindan, farkli gamze potansiyel derinliklerinde yogusukluk

oraninin sicaklikla degisimi 10° parcacik bulunan Bose gazi igin incelenmistir.

Tc

0.00013 |-
0.00012 |-
0.00011 |-

0.00010 -

0.00009 |-

Uo
. . . . -0
50 100 150 200 kb

Sekil 4.3. Dar ve genis gamzenin kritik sicakliklarinin kargilagtiriimasi
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05 10 15 20 ¢

Sekil 4.4. Dar gamzede yogusukluk oraninin sicaklik degismesi

Sekil 4.4den de goriildiigii gibi gamze potansiyelin derinli8i arttik¢a yogusukluk
orant da artmaktadir. Sekil 4.5te aym etki genis gamze potansiyeli icin de
goriilmektedir. Son olarak, sekil 4.6da gamze potansiyelin yogusukluk oranina
etkisini gormek amaciyla her iki gamze genisligi i¢in ayni parcacik sayisina
(N = 10°) sahip bozonlarin yogusukluk oranmin sicaklikla degisimi gosterilmistir.
Sekilden de goriildiigii gibi kritik sicakliktaki etkiye benzer bir bicimde dar

gamzenin, yogusukluk oranina etkisi daha fazladir.

S

Sekil 4.5. Genis gamzede yogusukluk oraninin sicaklik degismesi
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08

06

04

02

Sekil 4.6. Dar ve genis gamzenin yogusukluk oraninin sicaklik degismesi

Sekil 4.7°de gamze potansiyelin genisliginin a = 11um degeri icin, T = T.’de
yogusukluk oraninin (Ny/N), gamze potansiyelin derinligi (Up) ile degisimi toplam
parcacik sayisimin N = 10% ve N = 108 degerlerinde gosterilmistir. Burada taban
durum pargacik sayist esitlik (3.2.21) kullanilarak bulunmustur. Bu grafikte her
farkli Uy degeri icin 7T, nin farkli olduguna dikkat edilmelidir. Sekil 4.8’in gekil
4.7’den farki sadece gamze potansiyelin genisliginin @ = 32um olmasidir. Bu
iki gekilden goriildiigii gibi yogusukluk orani gamze potansiyelin derinligi ile

artmaktadir. Ancak bu artisin hiz1 Uy’1n biiyiik degerleri icin azalig gostermektedir.

e Ug/kb (nK)

Sekil 4.7. Dar gamze i¢in yogusukluk oraninin derinlikle degisimi
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R L Ug/kb (nK)

[
50 100 150 2

Sekil 4.8. Genis gamze i¢in yogusukluk oraninin derinlikle degisimi

Ayrica, parcacik sayist arttikca yogusukluk oraninin azaldigi, gamze potansiyelin
genisliginin ise bu durumu etkilemedigi anlagilmaktadir. 4.7 ve 4.8 sekillerindeki
ayn1 potansiyel derinligine karsilik gelen yogusukluk oranlari karsilastirildiginda,
genisligin dar oldugu gamze potansiyelin yogusukluk oraninin artigina etkisinin

daha fazla oldugu goriilmektedir.

Sekil 4.9 ve 4.10’de swrasiyla a = 11um ve a = 32um igin gamze potansiyelin
farkli derinliklerindeki yogunluk profilleri ng (x) karsilagtirllmigtir. Bu grafiklerden,

derinlik arttikca merkezdeki parcacik yogunlugunun artti§1 goriilmektedir.

L - BN L
000001 5x10° o 5x10° 000001

Sekil 4.9. Dar gamze i¢in yogunluk profili
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L ot L e L
000001 Tsxio o 510 0.00001

Sekil 4.10. Genis gamze i¢in yogunluk profili

Bu iki sekil karsilastirildiginda, aymi derinlik degerinde gamze potansiyelin

geniglemesinin merkezdeki parcacik yogunlugunu azaltt1g1 anlasiimaktadir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde, kesilmig parabolik fonksiyonun, gamze potansiyelleri betimlemede
uygun bir model oldugunu gostermek amaclanmistir.  Oncelikle, literatiirde
gamze potansiyelleri incelemede kullanilmig olan, termodinamik model ve Dirac
0 modeli tamtilmigtir.  Ardindan, gamze potansiyelin KPMsi olusturulmaya
calistlmisti.  Bu amagcla, bir boyutta kesilmis parabolik potansiyel eklenmis
harmonik tuzak i¢in Schrodinger esitliginin ¢ozlimleri 6zetlenip, 6zdeger esitlikleri
ve dzfonksiyonlar elde edilmigtir. Daha sonrasinda bu ¢oziimler kullanilarak gamze
potansiyel icindeki bose gazinin termodinamik nicelikleri hesaplanmistir. Tezin ek
kisminda kesilmis parabolik fonksiyonun, Dirac é fonksiyonun bir temsili oldugu

gosterilmistir.

Termodinamik modeller yalnizca adyabatik siirecler i¢in kullanilmaktadir. Bu
yiizden bu modellerle, yalnizca entropinin sabit oldugu siire¢lerde termodinamik
niceliklerde yogusukluk orani icin yaklasik bir hesap yapilabilmektedir. Dirac
0 modelinde ise, gamze potansiyel i¢in, Dirac & fonksiyonu bir potansiyel
formu olarak 6nerildiginden kuantum mekaniksel hesaplama yapmak miimkiindiir.
Boylece gamze potansiyelin, kritik sicaklik, yogusukluk orani, yogunluk profili
gibi termodinamik nicelikleri ¢esitli durumlarda hesaplanabilmektedir. Ancak bu
modelde, gamze potansiyelin derinligi ve genigli§i ayr1 birer parametre olarak
modelin i¢ine yerlestirelemeyip, bu iki niceligin ¢carpimi, gamze potansiyelin giicii
olarak adlandirip tek bir parametre olarak kullanilmaktadir. Bu ylizden bu modelle,
ornegin [14] referansindaki genigligi biiyiik olan (a = 32um) gamze potansiyelin
sonuclarini betimlemek anlamli degildir. Ancak, genigligi ¢cok dar olan gamze
potansiyeller incelenebilir. Ayrica, sekil 3.1de goriildiigii gibi, bu modelde gamze
potansiyelin giicii arttik¢a, kritik sicaklik ¢ok hizli artmaktadir. Bu deneylerle
de uyumsuz, gercekci olmayan bir sonuctur [14, 15]. Benzer bi¢imde, sekil

3.5den de anlagildig1 gibi, bu modelde yapilan hesaplamalarda, harmonik tuzagin
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kritik sicaklik degerinde, bir gamze potansiyelin eklenip giiciiniin arttiritlmasiyla
sistemdeki biitiin parcaciklarin yogusmaya ugrayacagi ongoriilmektedir. Bu da
yapilan deneylerle uyumlu degildir [14, 15]. Son olarak, sekil 3.6da gosterilen
yogunluk profili, merkezdeki keskinlik nedeniyle gercek¢i bir yogunluk profili
degildir.

Yukaridaki paragrafta, Dirac 6 modelinde anlatilan tiim sorunlarin, KPM’de
giderildigi goriilebili.  Ornegin, KPMde farkli genislikler icin 4.1 ve 4.2
sekillerinde gosterilen kritik sicaklik grafiklerinde, Uy arttik¢a kritik sicakliin
bir miktar arttig1 daha sonra ise hemen hemen sabitlendigi goriilmektedir. Bu
etkilesmenin ihmal edilebilecegi kiiciik Uy degerleri icin yapilan deneylerle
niteliksel olarak uyumludur [14]. Benzer bir durum, sekil 4.8 ve 4.7 grafiklerinde
de goriildiigi gibi yogusukluk orani i¢inde de gecerlidir. KPMde hesaplanan
yogusukluk orani, gamze potansiyelin artan derinligiyle tam yogunlagmadan uzak
sabit bir degere gitmektedir. Ornegin, genisligi dar olan gamze potansiyel igin
bu deger N = 10°da yaklasikca 0.4 tiir. 4.9 ve 4.10 sekillerinde goriildiigii gibi
yogunluk profili de KPMde daha gergekg¢idir.

Bu tartismalarin sonucunda KPMnin, gamze potansiyeli betimlemede Dirac o
modeline gore daha uygun oldugu sdylenebilir. Ayrica ek kisminda da goriildiigii
gibi, Dirac § fonksiyonu, kesilmig parabolik fonksiyonun 6zel bir limiti olarak
temsil edilebilmektedir. Bu yiizden Dirac 6 modeli ile etkilesmeyen bozon gaz1 i¢in

elde edilen tiim sonuglar, KPMde de 6zel bir limit durumu olarak i¢erilmektedir.
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A. EK

1.1. Dirac Delta Fonksiyonu Icin Bir Model

Literatirde, gamze potansiyeller, Dirac 6 fonksiyonu ile betimlenerek,
gamze potansiyel eklenmis harmonik tuzaktaki BEYin temel 06zelliklerinin
agiklanabilecegi gosterilmistir [18, 30]. Bu bolimde Dirac 6 fonksiyonunun,
KPMnin bir limit durumu oldugu gosterilecektir.

Dirac 6 fonksiyonunun bir temsili olarak:

fs(x)_{4a(1 ) ni<e (1.1.1)

0 icin |x| > a

fonksiyonu segilebilir. Bu fonksiyon, ¢ — 0 limitinde, Dirac é fonksiyonunun
belirleyici 6zellikleri olan [ & (x)dx = 1 ve diizgiin davranigh ve 4o limitinde 0
a giden h(x) fonksiyonlart i¢in [*_ §(x)h(x)dx = h(0) kosullarini saglamaktadir.

Dirac 0 potansiyeli i¢in (3.2.7) ozdeger esitliginin ¢ozimi x = /2 =
[—(2mE)]'/? /i*dir. Boylece Dirac § potansiyelinin bagil durum 6zdegeri:

h2 2
E=_-"% (1.12)
8m
olarak bulunur [22]. Benzer bir 6zdeger esitligi
2
-U (1—"—) icin |x| <a
v =4 U Te) < (1.1.3)
0 icin [x| > a

potansiyeli i¢cin de bulunabilir. Bu potansiyel i¢in bagil durum cift ve tek
ozfonksiyonlar sirastyla:

Ace*™ icinx < —a
w.(x) = { B, {Dyg(\/@x) +Dyg(—ﬁx)] icin |x| < a (1.1.4)
Ace™™ icinx >a
ve
Ae™ icin x < —a
v (x) = { B, {Dyg( m ) —Dyg(—\/@x)} icin |x| < a (1.1.5)
—Aje** icinx >a.

Burada v = \/2Uy/(ma?), ¥, = (E +Up)/(hv) — 1/2 dir ve A, A;, Be, B, sabitleri;
normalizasyondan, dalga fonksiyonu ve tiirevinin |x| = a noktasindaki siireklilik
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sartlarindan bulunabilir. Bu siireklilik sartlarindan esitlik (1.1.3)’deki potansiyel
icin ¢ift ve tek ozfonksiyonlarinin 6zdeger esitlikleri sirasiyla

G W) — Gy (—/ ™a
_K\/TVZ—JW: W FO-GCRD
" Dy, (/%) + Dy (—/%a)

Gy, (/5 @) + Gy (/5 a)

h = /= —
gy VD Dy (/) ~ Dy (- /a)

seklindedir. Burada y = E /(hv) — 1/2; Dy, esitlik (3.2.11)’deki ifade iken, Gy, ise
Dy, ’nin z’ye gore tiirevidir. @ — 0 limitinde, Upa sabit alindiginda (1.1.6) esitliginin

(1.1.7)

sol tarafinin a’ya bagimhhigi, a>/* derecesindedir. Bu yiizden esitligin sag tarafimin
da a3/* derecesine kadar Taylor serisine acilmasi gerekir. Boylece esitlik (1.1.6) su

hali alir: 3
—\/—(2y+1):—(2yg+1),/”;_lva+2<,/";va> . (1.1.8)

Bu denklemde Vv, 7,, ¥ ifadeleri yerine konursa (a — 0) limitinde bagil durum 6z
enerji degeri;

8 mUZa*

=5
bulunur. Bu ifade, Dirac 6 fonksiyonunun 6zdeger esitligi ((1.1.2)) ile benzerdir.
Bu da esitlik (1.1.3)’de verilen potansiyelin a — 0’a giderken Schrodinger
esitliginin ¢oziimii icin Dirac § potansiyeli ile ayn taban durum 6zdegerine sahip
oldugunu gosterir. Ayni islemler esitlik (1.1.7) i¢in de yapilirsa bu esitligin a — 0
limitinde hi¢ bir ¢dziime sahip olmadig1 goriiliir. Boylece, a — 0 limitinde esitlik
(1.1.3)’de verilen potansiyelin yalnizca bir bagil duruma sahip oldugu goriiliir.
Higbir tek 6zdurum olmadigindan, taban durumu disinda bagka bir ¢ift bagil
0zdurum da bulunamaz.

(1.1.9)

Sagilma durumlart i¢in (1.1.3) potansiyeli, Dirac § potansiyeli ile ayn1 yansima
ve gecis katsayilarini verir. Bunu gérmek amaciyla oncelikle, £ > 0 enerjisi ile
—oo’dan gelen bir dalga fonksiyonun sagilma katsayilart hesaplanmalidir. Dirac 6
potansiyelinin sagilma durumu i¢in dalga fonksiyonlar1 su sekildedir:

ikax —ikax  :.:
e +Rge cinx < —a
Vs (x) = { (1.1.10)

Tse'kx icinx>a.

Burada k = /2mE /h2’dir. Dalga fonksiyonun siirekliligi ve 6 fonksiyonundan
dolay: tiirevde olusan siireksizlik kullanilarak yansima ve gecis katsayilar
kolaylikla bulunabilir:

_ 2ik
 2ik+o’

Ts (1.1.11)
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c
2ik+o

Rs = (1.1.12)

Esitlik (1.1.3)’deki potansiyelin, £ > O enerjisi ile —oo’dan gelen sagilma durumu
dalga fonksiyonlar1 su sekildedir:

elkax 4 Re~ikax icinx < —a
Vi(x) = 1Dy, (/57 x) +caDy, (=4 /5°x) igin x| < a (1.1.13)
Te'kax iginx>a.

Bu ifadedeki R ve T sabitleri, dalga fonksiyonunun ve tiirevinin x = |a|’daki
stireklilikleri kullanilarak bulunur. R’nin ifadesi ¢ok uzun oldugundan Fj(A,a),
F>(A,a), F3(A,a), Fy(A,a) ifadelerini tanimlayip, R’yi bunlar cinsinden yazmak
uygun olacaktir:

_ Al oo A3 a0
Fl(l,a)——CD(—z,z,as>—|—2(1—|—l)1F1 (—2,2,as (1.1.14)

Al
2 2 2. 4 2.2
Fz(l,a) = (k +s“+as )lFl (—2,2,(1 S )

)

| >
NS RON}

25* (1+a*s%) (1+A)1 Fy <— ,a2s2> (1.1.15)

1-1 3
F(A,a) = 3(—1+iak+a2s2)1Fl ,2,a2s2>

2
3—-1 5
+ 2a°5*(—14+ AR <2,2,a2s2> (1.1.16)
A3 A1
Fy(A,a) = 2as* M Fy (1 —2,2,a2s2> + (ik+as®)  Fi <—2,2,a2s2>, (1.1.17)

» [2a2s4(2+l)1Fl (%,g,aw) Fi(A,a)
R=—ae™

+

A (14 3.0) FM’G)] (1.1.18)

F3(A,a) Fy(A,a)

Burada | Fi (@, y;y) konfluent hipergeometrik fonksiyondur [24]. 7’yi bulmak igin
ise

1 A5 Al
_ . n22 AR ) 222
F5(7L,a) = -2a’s (2+l)1F1 (2 2,2,a s )1P1 ( 2,2,a N ) (1.1.19)
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Fs(A,a) =1 F (—g,;,a2s2> +2a%*(14+A)1Fy (—g,;,a2s2> (1.1.20)

tanimlar1 yapilip

je~2iak) [F5(7L,a) +31F (%7 %ﬁzsz) Ff’(l’a)}
Fi(A,a) Fy(A,a)

T=— (1.1.21)

ifadesi elde edilir. Bu esitlikte Upa sabit kabul edilip, esitligin sag tarafinin pay ve

paydasi a’ya bagl olarak seriye acilirsa, @ — 0 limitinde, a’dan bagimsiz bir esitlik
elde edilir: .
IimT = 3—lk
a=0"  3ik+4mUga/h?
Burada ¢ = 8maly/(3h*) oldugundan, Upa’nin sabit oldugu durumda, T, (1.1.11)
esitligindeki T5’ya indirgenir. Bu bolimde son olarak, a — 0’a giderken Uy =
31?6 /(8ma) igin

(1.1.22)

x2

U(x):—Uo(l—?) (1.1.23)
potansiyeline sahip Hamiltoniyen’in 6zdegerlerinin,

1 n’
V(x)= 5mwzx2 —5-08(x) (1.1.24)
potansiyeline sahip Hamiltoniyen’in 6zdegerlerine yaklastig1 gosterilecek. Esitlik

(1.1.24)°deki potansiyele sahip Hamiltoniyenin 6zdegerleri,

, (1.1.25)

esitligini saglayan A degerleri cinsinden Ej = (A + 1/2)ho seklindedir [18, 23].
Burada A = 6//(m)’dir. Tek 6zdegerler, harmonik salinici potansiyelinin tek
ozdegerlerine esittir, yani n = 1,3,5,--- i¢in E, = (n+ 1/2)ho’dir [18]. Upa = ¢
sabit iken a — 0’a giderken, esitlik (4.1.14), esitlik (1.1.25)’e indirgenir ve esitlik
(4.1.15)’in kokleri (A) n =0,1,2,3,--- icin A, = 2n+ 1" e gider. Bunu gostermek
icin ilk olarak, Upa = c sabit olmak iizere, (4.1.14) denkleminin sol tarafin1 Taylor
serisine agmak gerekir:

® mado?\ ' 14+ maw?\ maw?\ | 1 ma® ®? +0(a)
e ~ - = a
o, 2c 2c 2c 4 2c
Ardindan (4.1.14)" tin sa§ tarafi D, (B), Dy (—B), G, (B) ve G, (—B), B =
\/m@y, /1 a cinsinden; D, (A) ise A = \/m®/h a cinsinden acilip (1.1.26) da elde
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edilen sonuca esitlenerek

8 F1/2))2 (mc)’/* 3/4:2(ﬁ)1/4w1/2F(1/2)F(—1/2) 3/4
1—

—= a
1-A 3/2 1-A
3 0(r(igt) 2V 2 F(7*)I(-4)
(1.1.27)
bulunur. Bu ifade diizenlendiginde
) 12 (=2
2 Doam ™ _T(57) (1.1.28)
332wl T(-%)

haline gelir. Bu denklemde 6 = 8maly/(3#*) ve A = 6+/h/(mw) degerleri
yerine konursa, bu denklem esitlik (1.1.25)’e indirgenir. Upa sabit i¢in a —
0’a giderken, benzer islemlere basvuruldugunda, tek 6zfonksiyonlarin 6zdeger

denklemi (4.1.15),
I'(=1/2)I'(1/2)

=0 (1.1.29)
_ A
L(54)0(-5)
seklini alir. Bu limitte A, = —1/2’dir. Bu yiizden, ancak F(%) = oo olursa, esitlik
(1.1.29)’in sol tarafi da sifir olur. n =0,1,2,--- ise ['(—n) = oo oldugundan, A
1-2
5o =n =>A=2n+1; n=0,1,2,---. (1.1.30)

olur. Bu nedenle, a — O limitinde, esitlik (4.1.3)’de verilen potansiyelin tek
Ozdegerleri, orijinde Dirac é potansiyeli eklenmis harmonik salinici potansiyelinin
tek dzdegerlerine indirgenir.
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