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1l
OZ

Volterra integral denklemleri, Volterra integro-diferansiyel denklemleri ve Lotka-
Volterra sistemleri hakkinda bugiine kadar yapilan caligmalarin derlemesi olan bu
caligmada asagidaki yol izlendi:

[. Boliimde, integral denklemlerin degisik tiirlerinden bahsedildi ve Volterra in-
tegral denklemlerinin giintimiize kadar yapilan caligmalari hakkinda kisaca bilgi
verildi.

II. Boliimde, ikinci tip Volterra integral denkleminin sayisal coztiim yontemleri ele
alind1 ve yerel kesme hatalar1 boliimiin sonunda cizelge halinde gosterildi.

III. Boliimde, Lotka-Volterra sistemlerinin sayisal coztimleri ele alindi ve Lotka-
Volterra modelinin kararlilik durumlar: incelendi.

IV. Boliimde, dogrusal olmayan diferansiyel denklemler ile dogrusal olmayan
integro-diferansiyel denklemler ele alindi. Simdiye kadar yapilan calismalar verildi
ve dogrusal olmayan integro-diferansiyel denklemlerin sayisal incelemesi caligildi.
ANAHTAR SOZCUKLER: Integral denklem, Volterra integral denklem, Volterra
integro-diferansiyel denklem, dikdortgenler kurali, yamuklar kurali, yamuklar ve
Simpson kurali, Simpson kurali, Runge-Kutta yontemleri, Gregory yontemleri,
Euler yontemleri, #-yontemi, dogrusal olmayan integro-diferansiyel denklem, popii-
lasyon, Lotka-Volterra sistemleri, global kararhlik, global asimptotik kararhlik,
global tistel kararlilik, MATLAB, Mathematica, Lyapunov fonksiyonu.



il

ABSTRACT

In this work, which is aimed to collect the works about Volterra integral equations,
Volterra integro-differential equations and Lotka-Volterra systems the following
steps were taken:

In Chapter I, some information about studies on various types of integral equa-
tions and Volterra integral equations up to now have been given.

In Chapter II, Volterra integral equations of the second kind was dealth with and
the local truncation errors was illustrated by tables at the end of Chapter II.

In Chapter III, the numerical solutions of Lotka-Volterra systems was discussed
and the stability of Lotka-Volterra models have been given.

In Chapter IV, the nonlinear differential equations and nonlinear integro-differential
equations was dealth with and the studies about this works up to now have been
given. The numerical researches of nonlinear integral differential equations was
done.

KEY WORDS: Integral equation, Volterra integral equation, Volterra integro-
differential equation, rectangle rule, trapezoidal rule, the trapezoidal and Simpson
rule, Simpson’s rule, Runge-Kutta type methods, Gregory methods, Euler meth-
ods, the f#-method, nonlinear integro-differential equation, population, Lotka-
Volterra systems, global stability, global asymptotic stability, global exponential
stability, MATLAB, Mathematica, Lyapunov function.
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Bolim 1

GIRIS

1.1 Tezin Organizasyonu

Ozerk (autonomous) bir Lotka-Volterra Sistemi (bkz Wang & Yi (1995) ve
Filiz (2000b)) asagidaki gibi verilsin;

ui(t) = uit)

Qi+ Y Biui(t) + Y miyuy(t — 7i5)
j=1 j=1

n t
+ Z%j/ k’ij(t—s)uj(s)dsl, i=1,2,3,...n, (111
p(t)

j=1
burada w;(t), i’inci boyuttaki popiilasyon yogunlugunu, alt siir p(t) = 0, —oo,
veya t — 75 o, Bij, Mi; ve i, reel degerli degiskenler 7;; > 0 ve bunlara ek olarak

cekirdekler, k;;(t) negatif olmayan siirekli fonksiyonlar olsun ve asagidaki sart

/ k’ij(S)dS =1.
0

Bu boliimde, (1.1.1) denklem sistemi ile verilen Volterra integral denklem-

saglasin,

lerinin degisik tiirleri hakkinda bilgi verecegiz; ikinci tip Volterra integral denk-
lemi, ikinci tip Fredholm denklemleri ile dogrusal ve dogrusal olmayan Volterra

integral denklemlerinden bahsedecegiz.
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Bolim 2’de integral denklemlerin cesitli sayisal coztimleri tanitilacak ve uy-
gun bir 6rnek ile yontemlerin (dikdortgenler yontemi, yamuklar yontemi, Simpson
1/3 ve Simpson 3/8 yontemleri, Runge-Kutta yontemleri, Gregory yontemi, vb)

yerel kesme hatalar1 gosterilecektir.

Boliim 3’de Lotka-Volterra (LV) sistemlerinin giinlik hayatta kullanim
alanlar1 ve kararlihgi incelenecektir. Sinirli ve sinirsiz gecikmeli Lotka-Volterra

sistemlerinin kararlilik durumlar: incelenecektir.

Boliim 4’de dogrusal olmayan diferansiyel denklemler ile dogrusal olmayan
integro-diferansiyel denklemleri ele alinacak ve bu denklemler tizerine cesitli sayisal

yontemleri uygulanacaktir.

1.2 Dogrusal integral Denklemler

1.2.1 Dogrusal integral Denklemlerin Siniflandirilmasi

Integral denklem, integral isareti altinda bir bilinmeyen fonksiyon iceren

denklem olarak tanimlanir.

B(t)
u(z) = f(t) + /\/ K(t, s)u(s)ds, (1.2.1)
a(t)
Burada, «a(t), 4(t) integralin siir degerleri ve K (¢, s) integralin cekirdegidir.
Integral denklemler Fredholm ve Volterra denklemleri olmak iizere ikiye ayrilir.
b
f(t) = / K(t, s)u(s)ds, (1.2.2)

denklemi birinci tip Fredholm denklemi olarak bilinir. Eger (1.2.2) denkleminde
f(t) = 0 ise birinci tip homojen Fredholm denklemi elde edilir. f(t) ve K(t,s)

verilen fonksiyonlar ve a, b ve X sabit sayilar oldugunda,

b
u(t) = f(t) + )\/ K(t,s)u(s)ds, a<t<b, (1.2.3)
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ikinci tip Fredholm integral denklemi elde edilir. Eger (1.2.3) denklemde f(t) =0
ise ikinci tip homojen Fredholm integral denklemi elde edilir. Integral denklemin

uygulamadan ¢ikan bir bagka tipinde, integralin tist sinirinin degisken olmasidir.

Bu denklem,

u(t) = f(t)+ )\/tK(t, s)u(s)ds, t>a,

bicimindedir ve tkinci tip Volterra integral denklem: olarak adlandirilir.

(@) :/ K(t,s)u(s)ds, t > a,

denklemi birince tip Volterra integral denklemidir. Yukarida verilen tiim denk-
lemler,
p(t)
c(tult) = £(£) + A / K (t, s)u(s)ds,
genel dogrusal integral denklemin 6zel ornekleri olarak diigiiniilebilir. Volterra
denklemi icin p(t) = t, Fredholm integral denklemi icin p(¢) = b olarak diigiiniile-
bilir. Birinci tip denklemler icin o(t) = 0 iken ikinci tip denklemler icin o(t) =1

olur.
1.2.2 Diferansiyel Ile Integral Denklemler Arasidaki Iliski

Eger p(t) ve q(t) ikinci mertebeden adi diferansiyel denklem sisteminin verilen

fonksiyonlari ise

u"(t) + p(tu(t) = q(t), u(0)=u(1) =0 L
denklemi,
Kitg) =] St sstise
t(l - S)? t<s ise,

f(t) = - / K(t, s)g(s)ds,
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+ /1 K(t,s)p(s)u(s)ds, (1.2.5)
ikinci tip Fredholm integral denklemirfe esittir. K(0,s) = K(1,s) = 0icin (1.2.5)
denkleminden u(0) = u(1) = 0 olarak elde edilir.
Bundan bagka (1.2.5) denklemi,

u(t) = /Kts ds—/Kts ds+/Kts u(s)ds
/Kts u(s)ds

_ (1—t)/0 ()ds—t/t (l—s)q(s)ds—l—(l—t)/o sp(s)u(s)ds
+t/t (1 —s)p(s)u(s)ds,

olarak ifade edilebilir. Buradan,

u'(t) = /0 sq(s)ds — (1 —t)tq(t) — /t (1 —s)q(s)ds +t(1 —t)q(t)

—/0 sp(s)u(s)ds + (1 — t)tp(t)u(t) + /t (1 —s)p(s)u(s)ds
—t(1 = t)p(t)u(t),

_ /Otsq(s)ds_/tl q(s)dS—i—/tl sq(s)ds—/otsp(S)U(S)dS

1

+/t p(s)u(s)ds — [ sp(s)u(s)ds

t

= /01 sq(s)ds — /tl q(s)ds — /01 sp(s)u(s)ds + /tlp(s)u(s)ds,

elde edilir. Bir kez daha tiirev alinirsa,

u’(t) = q(t) — p(t)u(t), (1.2.6)

olur ve (1.2.6) denklemi, (1.2.5) integral denkleminin ¢éziimii olup, (1.2.4) dife-

ransiyel denklemini saglar. Benzer gekilde ayni iglemler,

u"(t) + p(t)u(t) = q(t) u(0) =, v'(0) =3, (1.2.7)

baslangic deger problemine uygulanirsa, (1.2.7) diferansiyel denklemi ile,

u(t) = /0 (t—s)q(s)ds — /o (t — s)p(s)u(s)ds + a + St, (1.2.8)
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ikinci tip Volterra integral denkleminin denkligi elde edilir.

(1.2.5) ve (1.2.8) integral denklemlerinin sirasiyla (1.2.4) ve (1.2.7) diferan-
siyel denklemleri ile denkligini, integral denklemin diferansiyel sistemi sagladigini

gostermis oluruz (bkz Ledermann et al. (1990)).

1.3 Volterra integral Denklemleri

1.3.1 Giris

Volterra integro-diferansiyel denklem ilk kez 1920’lerin sonlarina dogru Volterra
tarafindan verilmistir. Volterra integro-diferansiyel denklemlerin uygulamalari
matematiksel modellemede cok onemli rol almaktadir. Biyoloji, ekoloji, tip,
niikleer reaktor dinamigi ve daha pek cok fen ve miihendislik uygulamalarinda
genig yer almaktadir. Bu tip denklemler Volterra (1931) ve Volterra (1962)’deki

caligmalarda verilmigtir.

1.3.2 Lojistik Diferansiyel Denklem

Tek bir tiirtin biiyiimesinin sinirli oldugu ve bolgeye homojen olarak dagitilmig
olan niifus yogunlugu icin genel bir model, lojistik diferansiyel denklem ile acikla-

nabilir. Asagidaki basgliklarda bu modelin degisik bicimleri ele alinmigtir.
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e Lojistik Diferansiyel Denklem:
a, 3 € (0,00) icin,

u'(t) = u){a—pPu®)}, (=>0), (1.3.1)

seklindedir.
e Hasatlanmis Lojistik Diferansiyel Denklem :

(1.3.1) lojistik diferansiyel denkleminin genellestirilmis halidir (bkz Sdnchez (1989),
Borrelli and Coleman (1998) veya Mooney and Swift (1999)). Eger hasat orani

sabiti H > 0 ise, «, 3 € (0, 00) icin,

u'(t) = ut){a—Pu(t)} — H, (1.3.2)

u(0) = wup,
seklinde verilir.
Eger (1.3.1) denklemini agagidaki gibi degistirirsek (bkz Cushing (1977)),

u(t) = u(t){a— Bu(t)™}, (1.3.3)
u(0) = wup.
(1.3.1) icin dogrusal olmayan genellestirilmig halini elde ederiz, burada «, § ve m
1/m
pozitif reel sayidir. (1.3.3)’in yaklagik (limit durumundaki) ¢éztiimi u* = (%)
seklindedir.

1.3.3 Gecikmeli Lojistik Diferansiyel Denklem

Gecikmeli lojistik diferansiyel denklem (1.3.1) lojistik denkleminin ilgin¢ bir genel-

lestirilmesidir.



ST
e Gecikmeli Lojistik Diferansiyel Denklem :

u(t) = u®){a—Pult—7)} (t>0), (1.3.4)
u(0) = ¢(t), (-7<t<0)

Eger w(t) = (Bu(t) — a)/a alirsak (1.3.4) denkleminin daha kapsaml bicimi,

w'(t) = —awlt—7){1+w(t)}, (t=>0), (1.3.5)

w(0) = ¢t), (-7 <t<0),

seklinde elde edilir (bkz Wright (1955), Jones (1962)). Yukaridaki 6rnekler (1.3.1)

denkleminin farkl bicimleridir. Bir bagka ¢rnek olarak,

u'(t) = ut){a—Put) —yult—7)}, (¢>0), (1.3.6)
u(0) = ¢@t) (-7<t<0),

verilebilir.

Yukarida cesgitli gecikmeli diferansiyel denklemlere ornekler verdik ancak,
bu tezde gecikmeli diferansiyel denklemlerin sayisal ve analitik incelenmesi ele

alinmayacaktir. Fikir vermesi acisindan birkac ¢rnek ile yetinecegiz.

1.3.4 Lojistik Volterra integro-Diferansiyel Denklem

Gozoniinde bulunduracagimiz bir bagka model,

t

W (t) = u(t) {a — Bul(t) — ’y/p k(t — s)u(s)ds} . >0, (1.3.7)

(®)
biciminde verilen integro-diferansiyel denklemdir. Burada [ katsayisinin bu-
lundugu kareli terim, kirlenme terimini ifade eder. (1.3.7) ile verilen denklem
biyolojide popiilasyon biiytimesini modellemek icin kullanilir. Volterra (1931)

ve Volterra (1959) caligmalarinda biyolojik popiilasyonun biiyiimesini incelemis
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ve bunun icin matematiksel modeller ortaya cikarmigtir. Tek tiir icin denklem

bicimi:
u'(t) = u(t) {a — Bu(t) — 7/0 k(t — s)u(s)ds} , teRT, (1.3.8)

veya
u'(t) = u(t) {a — Bu(t) — 'y/_ k(t — s)u(s)ds} , teR, (1.3.9)

seklindedir. Ek olarak integral sinirlarinda 7 gecikme terimi de bulunabilir,

u'(t) = u(t) {a — Bu(t) — ’y/tj k(t — s)u(s)ds} , teR. (1.3.10)

burada t zamamndaki u(t) popiilasyon biiyiikligii ve «, 5 ve v pozitif sabitler,
k(t) kaltsal etkidir. Bununla ilgili ilk calisma, V ¢ > 0, k(¢) > 0 icin Volterra
(1959) tarafindan ele alinmigtir. Eger v = 0 veya k(t) = 0 ise (1.3.8), (1.3.9)
ve (1.3.10) denklemleri lojistik diferansiyel denklem olarak bilinen (1.3.1) denkle-
mine doniisiir (bkz 6rnegin Volterra (1931),Volterra (1962), Davis (1962), Pielou
(1969), Gilpin and Ayala (1973), Cushing (1977), MacDonald (1978), Gopalsamy
(1992), Boyce and DiPrima (1997), Borrelli and Coleman (1998)).

(1.3.3) denkleminde (u(t))™ ifadesinin yerine integral terim alirsak, agsagidaki

gibi yeni bir integro-diferansiyel denklem elde edilir.
u'(t) = u(t) {a — Pu(t) — (/ u(t — s)kz(s)ds) } ,  (m>0), (1.3.11)
0
veya

() = u(t) {a _ Bult) — ~ /0 (- s)}mk(s)ds} | (13.12)

e}

Eger 0o :/ k(s)ds =1 ise (1.3.11) veya (1.3.12) denklemlerinin sabit (dur-

0
gun) (steady-state) coziimii (1.3.3) denkleminin coziimiine benzer ve limit duru-

1/m
mundaki yaklasik coziimii u* = < a ) olur.
B+
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1.4 Coklu Tirlerin Bliyumesi

Dinamik popiilasyon modellerinde siirekli zaman gecikmesi Volterra (1931)’in
oncii caligmasindan sonra pek cok bilim adami tarafindan ele alindi. Analiz-
lerin cogu tekli tiirdeki popiilasyon modelleri (Cushing (1977), Cushing (1976),
Miller (1966), Lakshmikantham and Rao (1995), ve Landman (1980)) veya av-
avcl modelleri (Davis (1962), Boyce and DiPrima (1997), Borrelli and Coleman
(1998)) tarafindan simirlandirilmigtir. Simdi bu denklemlerin analog sistemlerini

ele alacagiz.
e Denklemlerin Lotka-Volterra Sistemi:

Simdi, bahsedecegimiz Lotka-Volterra (LV) modeli (1.4.1) yirtici-yem etkilegim
modelinin en basit geklidir ve ekolojik modellemede ortaya cikar. Model Lotka

(1925), Volterra (1926) veya Volterra (1928)’den bagimsiz olarak geligtirilmistir.

u(t) = u®){ar —Go)},  u(0) = u,
V() = —v(t){as — Bau(t)}, ©v(0) = vy, (1.4.1)

burada u(t) ve v(t) yem ve yirtici hayvan tiirlerinin popiilasyonunu, «;, (i = 1,2),
i’inci tiiriin net dogum oranini, 5;, (i = 1,2) ise iki tiiriin arasindaki etkilegim

oranini gosterir.

Gopalsamy (1980) agagidaki sistem ile tiirlerin birbiriyle etkilegiminin saliniml
bir gekilde oldugunu buldu.

W) = u(t){al— Bio(t) —m /p:t)kl(t—s)v(s)ds}, w(0) = uo,

V() = v(t){—ag—l—ﬁgu(t)—l—vg/p

t

ko (t — s)u(s)ds} , v(0) = vy,(1.4.2)
(t)

burada p(t) = 0, —o0, k(t) = exp(—put) tipinde gecikmeli cekirdekler icin p pozitif
bir parametre olur ve burada a; ve as birinci ve ikinci tiriin diisme ve yiikselme
katsayisidir. Eger 73 = 5 = 0 ise (1.4.2) denklemi klasik Lotka-Volterra sistemine

indirgenir.



Bolum 2

VOLTERRA INTEGRAL DENKLEMLERI
ICIN SAYISAL YONTEMLER

2.1 Girig

Bu bolumde agagidaki gibi ikinci tip Volterra integral denklemini,
t
ut) =50 + A [ K(t.spu(s)ds, 20, 2.11)
0

ele alacagiz ve baz sayisal coziim yontemlerini, 6rnegin dikdortgenler (Euler)
yontemi, yamuklar yontemi, Simpson % ve Simpson g yontemlerini verecegiz.
Bu boliimde, sonraki boliimlerde temel tegkil edecek bazi sayisal integrasyon
yontemlerini aciklayacagiz.

Kisim 2.2°de degisik integral denklemlerden, Kisim 2.3’de de integro-diferansiyel

denklemlerden bahsedecegiz.

2.2 integral Denklemlerin Temel Tipleri

fntegml denklem ilk kez Du Bois-Reymond tarafindan 1883 tarihinde verildi.

Integral denklem, integral isareti altinda bir bilinmeyen fonksiyon iceren denk-
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lemdir. Bunu ikiye ayiririz, birincisinde integral sinirlari agagidaki gibi belirlidir:
b
mw:f@+A/ K@gmg%,(agtgm, (2.2.1)

burada f(t) ve K(t,s) verilen fonksiyonlar ve A, a ve b sabitlerdir. (2.2.1) denk-
lemi ikinci tip dogrusal Fredholm integral denklemi olarak isimlendirilir.

K(t,s) integral denklemin cekirdegidir. Eger integralin {ist sinir1 degiskense,

u(t) = f(t) + A/Oth(t,s,u(s))ds t>0, (2.2.2)

ikinci tip dogrusal olmayan Volterra integral denklemi elde edilir. (2.2.2)

denklemi 0 < t < oo’den ziyade 0 < t < T < oo icin daha uygundur. Ozel olarak,
t

u(t) = f(t) + )\/ K(t,s)u(s)ds, t>0, (2.2.3)
0

denklemi ikinci tip dogrusal Volterra integral denklemdir. Volterra integral denk-

lemleri genellikle zamana veya niifusa baglh sistemlerde kargimiza cikar.

Tanim 2.2.1 (2.2.3) denklemindeki cekirdek (t—¢) 'nin K (t,&) = k(t—¢) seklindeki

gibi bir fonksiyonu ise K ya konvolusyon tipinde cekirdek denir.

2.3 Volterra integro—Diferansiyel Denklemi

Eger (2.1.1) denkleminin tiirevini ahrsak,
, , YOK
u(t) = f(t) + AK(t, t)u(t) + A E(t’ s)u(s)ds, (2.3.1)
0

denklemi elde edilir. Bu bir Volterra integro-diferansiyel denklemine 6rnektir (bkz

Collatz (1966)). (2.3.1) ile verilen denklemin genel hali,

ww:memAR@&mm@) (2.3.2)

seklindedir.
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2.4 Volterra Denklemleri ve Coziimun Varligi

(2.2.2) denklemini diigiintirsek,
t
u(t) = f(t) + >\/ K(t,s,u(s))ds, (0<t<T), (2.4.1)
0

denkleminde wu(¢)’'nin bilinmedigi, f(¢) fonksiyonu ile K cekirdeginin bilindigi

varsayiliyor.

a) f(t), (0 <t <T) arahgnda siirekli fonksiyon ,
b) K(t,s,z) cekirdegi (0 < s <t <T), —oo < z < oo araliginda siirekli,

¢) Cekirdek Lipschitz kogulunu saglayacak,
|IC(t,s,21) — KC(t, s, 22)| < L|z1 — 22, (2.4.2)

seklindedir. 0 < s <t < T veV 2z, 2, icin [0, 7] arahginda u(t) ¢coziimii tek ve
stireklidir. Bu sonucun ispat1 icin (Tricomi (1957), Smithies (1958), Davis (1962)
ve Linz (1985)) bakiniz.

2.5 Volterra Integral Denklemleri igin Sayisal

Yontemler

Bu boliimde (2.4.1) denkleminin sayisal coziimleri icin kullanmilan temel formiilleri

siniflandirarak ana hatlarini verecegiz.

Verilen adim arahgi h > 0 icin t, = kxh, k = 0,1,...,n noktalarinda
coziimii hesaplayacagiz. wu(t,) icin a(t,) yaklagik c¢oziimiint ¢t = ¢, koyarak
hesaplayacagiz ve (2.4.1) denkleminin sagindaki integral teriminin yerine sayisal
integral kuralinda ¢, k£ = 0,1,...,n icin integral degerini kullanacagiz. Daha

sonra u(t,) icin meydana gelen denklemi cozecegiz. (2.4.1) denkleminde integral
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kuralini,
nh n
/ g(t)ydt = b wag(te), (2.5.1)
0 k=0

(2.4.1) denklemindeki integralin yerine kullaniriz ve uygun kogullar altinda yaklagik

cOziimiin u(t,) degerlerini tanimlayan,
W(tn) = f(tn) + MY woiK(tn, t, G(ty)), n=1,2,3,..., (2.5.2)
k=0

denklemini elde ederiz. Adim adim hesaplamada yaklagik coziim a(ty) = f(to)
olarak alimir. Eger w,; agirlik fonksiyonlar1 diizgiin stirekli ise, yeterince kiiciik

h ve Kisim 2.4'in varsayilan durumlari icin denklemin tek céziimii vardir.

2.5.1 Dikdortgenler Kurah

Integral hesabinda en basit yaklasim Riemann anlamimda integral tamm olan
dikdortgenler yoluyla integral alma ile elde edilir. Bu sekilde yapilan hesaplama
yontemine Euler yontemi de denir. Integralini hesaplayacagimz [0, 7] arahg n

esit parcaya boliiniir ve

tn n—1
soldan /0 o(s)ds = h Z o(t:),
i—0

sagdan /tn o(s)ds = h Z o(t;),
0 i=1

degerleri ile hesaplanir. (2.4.1) denklemi icin diigiintirsek,

n—1
Actk Euler  @i(t,) = f(ta) + AR > K(tn, tr, ilty)), (2.5.3)
k=0
Kapali Euler a(t,) = f(t,) + /\hilC(tn, tr, u(ty)), (2.5.4)
k=1

elde edilir.

Bunlar dikdortgensel yontemlere iki ornektir, sirasiyla acik Euler kurali, ka-

pali Euler kurali olarak isimlendirilir. Eger u(¢,), (r=0,1,...,n—1) degerlerini
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biliyorsak w(t,) degerini buluruz. Bundan dolay: (2.5.3) denklemi acik olarak
isimlendirilir. (2.5.4) denklemi kapalidir. Dogrusal durumda (2.1.1) denklemi
eger AWK (t,,t,) # 1 ise a(t,) icin cozilebilir (ve dogrusal olmayan durumda
buna benzer durum vardir). Gercekten dogrusal denklem icin KC(t, s, u(s)) =

K(t, s)u(s) oluyorsa, (2.5.4) denklemi @(to) = f(to) ile,
n—1

W(tn) (1= MKty 1)) = f(tn) + AR D> K(tn, t)ii(ty), (2.5.5)

k=1

olur ve u(t,) icin direkt olarak coziilebilir. Dogrusal olmayan durumda (t,)
degerini istenilen bir dogrulukta c6zmek icin iterasyon teknikleri kullanilir. Dik-
dortgenler kuralindan elde edilen coziimiin birinci derece dogruluga sahip oldugu

goriilebilir (bkz Turner and Buchanan (1992) veya Conte (1980)).

2.5.2 Yamuklar Kural

(2.4.1) denklemine yamuklar kuralini uygularsak,

alty) — f(tn)+)\h{%IC(tn,to,a(to))

+ ZlCtn,tk, (te)) + IC(tn,tn,u(t ))} (2.5.6)

cOziimiini yaparak (t,) hesaplanlr Bu kapali sekilde goriinen agagidaki denk-

lemi verir:

1) = 5 Kttt = Ft0) 4 Al { 50, 2(0)

n—1
+ ZIC(tn,tk,ﬂ(tk))} . (2.5.7)
k=1
K(t,s,u(s)) = K(t, s)u(s) ile bir dogrusal integral denklem icin (2.5.7) denklemi
ﬂ(to) = f(to) ile,
itn) (1= Gt t)) = 0+ 3 { 3Kt i)

n—1
+ ) K(ta, ti)i } , (2.5.8)
k=1
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olur ve u(t,) icin direkt olarak coziilebilir. Eger dogrusal olmayan durum varsa
ve (2.4.2)'de verilen L icin eger MTL < 1 ise, tek bir u(t,) vardir ve istenilen
bir dogrulukta u(t,) degerini ¢c6zmek icin bazi iterasyon teknikleri kullanilir. Ya-
muklar kuralinda elde edilen dogrulugun ikinci mertebe dogruluga sahip oldugu

goriilebilir (bkz Baker (1977), Linz (1985) veya Gerald and Wheatley (1999)).

2.5.3 Yamuklar ve Simpson Kurallari

1 3
Simpson 3 kuralinin (bkz Gerald and Wheatley (1999)) veya Simpson 3 kuralinin
(2.4.1) denklemine dogrudan uygulanamayacagr kolaylikla goriiliir. Yukaridaki
altboliimlerden, dikdortgenler kurali ve yamuklar kurali tiim araliklar icin (cift

1
veya tek) uygulanabilir, fakat Simpson 3 kurali sadece cift adiml araliklara uygu-

lanabilir ve Simpson g kurali ise tice boliinebilen adim araliklarini gerektirir. Eger
aralik sayisi cift degilse, araligin baginda veya sonunda yamuklar kural diger yer-
lerde ise Simpson g kurali kullanilir. Sonuclar Cizelge 2.1 ve 2.2’de gosterilmistir.
Yamuklar kurali, Simpson kurali ile (2.5.1) denklemindeki degigimleri vermek icin

birlestirilebilir. Ornegin, n=0,1,2,...icin

n

(2n+1)h n
[ oo a0+ o0y + 5 Yo a2kn) + 5 gl(2k+ D)

seklinde verebiliriz. Bu yaklagimlar bize nh sabit ve h — 0 iken sirasiyla O(h?)
ve O(h®) yerel kesme hatast verir. w,, agirhklarmim uygun siras1 Cizelge 2.1°de

verilmigtir.

. 1
Ikinci yontem Simpson 3 kurali ve yamuklar kural icin,

(2n+1)h 4h n—1 2h n
t)dt ~ — 2kh — 2k +1)h
[ANRCLES DITCIUIREE DWERSD

+ o glonh) +g((2n+ A},

denklemi ile verilir.
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1
Cizelge 2.1: Yamuklar kurali ve Simpson 3 kural

Nk 0 1 2 3 4 5 6
L hE
2 2
, B4k
3 3 3
s B ohlh dno
2 2 3 3 3
4h4h 2h  4h  h
3 3 3 3 3
s B RLhodn o 3hodhoh
2 2 3 3 3 3 3
5 B4 2hodh 2 dhoh
3 3 3 3 3 3 3

1
Cizelge 2.2: Simpson 3 ve yamuklar kurah

n\k 0 1 2 3 4 5 6
L Eon
2 2
, Bk
3 3 3
s oAb hohoh
3 3 3 2 2
L B2 an
3 3 3 3 3
s hodh 2 b hlh ok
3 3 3 3 3 2 2
6h4h 2h 4h 2h 4h h
3 3 3 3 3 3 3
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Wy, agirhik fonksiyonlarmin sirasi Cizelge 2.2’de verilmistir. Bu yontemin
yerel kesme hatast b — 0 iken O(h?)’tiir. Ikinci tiirden Volterra integral denk-

leminin sayisal coziimii icin Cizelge 2.1'i agagidaki gibi ozetleyebiliriz.

Eger n cift ise :

1
Wno = Wpn =73,
' ’ 3
2 n
n = > k:1727' 7__17
Wn,2k 3 9
4
Wn2k+1 = ga k= 07 17 2a 7% —1
Eger n tek ise :

1

Wp,0 = 57
5

Wn1 = 67 n >3,
4 n—1

n = > k= 1727 9 )
fnak = 3 2
2 n—1
Wn2k+1 = 57 k= 17 27 T g - 17

1 >3

Wpn = 3, n =

’ 3

1
Simpson = ve yamuklar kurali icin (2.5.1) denklemini diigiiniirsek:

Eger n cift ise :

1
Wno = Wpn = ga
1
Wn2k = g; k:1727' 'ag_L
4
wn’gk_;_l = g, k‘ = 1,2, ,g — 1
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Eger n tek ise :

1
W, = -,
10 3
2 —1
Wn2k = g» k=1,2, s z 9 -1,
4 -3
Wp2k+1 = 57 - 07 ]-a 27 ) t 9 )
5)
wn,nfl = 67 n Z 37
1
Wpn = 7, n Z 3
’ 2

2.5.4 Simpson Kurali

Simpson kurali yamuklar kuralindan potansiyel olarak daha fazla dogruluga sahip-
tir, fakat sadece n’nin cift oldugu durumda dogrudan uygulanabilir, n’'nin tek
oldugu degerler icin ilave bir formiiliin kullanilmasi gereklidir. Eger Simpson g
kurali n > 2 icin ty, t1, t9, t3 noktalarina uygulanirsa elde edilen agirlik fonksiyon-

lar1 Cizelge 2.3’de gosterilir.

Eger n cift ise :

1
Wno = wn,n:§7
2 n
n = 3> k:1727 ‘7__17
Wn2k =3 2
4
Woai = g k:0,1,2,...,g—1.
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Cizelge 2.3: Simpson [ Kural

n\k 0 1 2 3 4 5 6 7
L Fh
2 2
, hoAn ok
3 3 3
5 3h  9h  9h 3h
8 8 8 8
4 h 4h 2h 4h h
3 3 3 3 3
5 3h  9h 9h 3h N h 4h h
8 8 8 8 3 3 3
6 h 4h 2h 4h 2h  4h h
3 3 3 3 3 3 3
- 3h  9h  9h 3h+h 4h 2h 4h h
8 8 8 8 3 3 3 3 3
Eger n tek ise :
3
w = -
n,0 8’
w = Wpo = )
n,1 — n,2 — 87
17 1
Wng = oy~ §5n37
4 n—1
n ) k= 27 P 9
Wn, 2k 3 3 9
2 n—3
Wn2ktl = 3 k=23,..., 5
1 >5
Wnn = 3, n = o,
’ 3
burada d;; Kronecker deltasidir ve
1 =7,
by = /
0 ©+# 7.

seklinde tanimlanir. Yukaridaki agirliklarin sayisal gosterimi Simpson I kural

olarak adlandirilir ve dordiincii mertebeden yakinsama verir.
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3
Eger — kuralm t,,_3,t, o,t,_1,t, icin uygularsak Cizelge 2.4 elde edilir.

Eger n cift ise :

1
Wno = Wpn = §7
2
Wpok = 57 k= ]-727 . 7% - 1a
4
Woan = 5o k=012 ,3—1
Eger n tek ise :
1
Wno = ga n Z 57
2 n—>95
n = > k= 1727 ) 9
fn2k =3 2
4 n—>
Wn2k+1 = 57 k= 07 17 s 5
17 1
Wppn-3 = 2_ - §5n37
B
nn—1 ]
3
Wppn — =.
' 8

Yukaridaki agirliklarin sayisal gosterimi Simpson II kurali olarak adlandirilir.

Ornek 2.1 Asagidaki gibi ikinci tip Volterra integral denklemini ele alalim;

u(t) = exp(t) + A /0 Cexp(t — syu(s)ds, > 0. (2.5.9)

Gercek coziim u(t) = exp((1 + A\)t)’dir. Eger A = —1 ise u(t) = 1 elde edilir.
Cizelge 2.5'te (2.5.9) denklemi icin cesitli sayisal ¢6ziim yontemleri ile elde edilmis

hata degerleri gosterilmistir. Burada,
hata = |gercek deger — yaklagik deger|

esitligi ile ifade edilmistir.
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Cizelge 2.4: Simpson I Kurah

Nk 0 1 2 3 4 5 6 7
. Bk
2 2
, b
3 3 3
j B 9h 9h s
g & 8 8
L B oM 2 4
3 3 3 3 3
5h4hh+3h9h 9h 3h
3 3 3 8 8 8 8
s hodh T dan2h oAb
3 3 3 3 3 3 3
; hodh 3 bk 3 9h Oh 3
3 3 3 3 3 8 8 8 8

Bu boliimde ikinci tip Volterra integral denklemlerinin sayisal coziimleri
iizerinde durduk. Bu tip denklemlerde gerektiginde orta nokta kurali, Runge-
Kutta yontemleri, Gregory yontemleri gibi farkli yontemler de kullanilabilir (Baker
(1977), Linz (1985), Filiz (2000b), vb).
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Bolim 3

LOTKA-VOLTERRA SISTEMLERI

3.1 Coklu Turlerin Buytimesi

Popiilasyonda, birbirini etkileyen bir cok tiir bulundugundan bu béliimde
coklu tiirlerin biiyiimesini modelleyecegiz. Biyoloji, ekoloji, tip ve miithendislikte

cok énemli yer tutan ve kullanilan Lotka-Volterra (LV) sistemlerini inceleyecegiz.

Matematiksel ekolojide basglica makalelerin ve coklu tiirlerin biiyiimesi ana-
lizinin baglangic noktasi Volterra (1931)’dir. Volterra, av tiiriiniin yogunlugunu
u(t) ile, aveiin yogunlugunu v(t) ile tanimlamaktadir. Av ile aveinin biiyiimesini

diferansiyel denklem sistemleri ile ortaya koymaktadir.

Avin biiylime oranim (eger aver yoksa), a pozitif reel sayr olmak iizere
u'(t) = au(t) olarak bilinen iistel biiylime denklemini ele almigtir. Bundan bagka
avin orani, avcl yogunlugunun oranina baglh olarak dogrusal olarak azalacagini

kabul etmis ve av denklemi icin:

u'(t) = u(t)(ar — Bro(t), ai, >0,

denklemini elde etmigtir.
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Avecr icin, avin yoklugunda yogunluk iistel olarak sifira azalacagini, fakat

u(t) yogunlugu ile biiyiime oranimin artacagii farzetmistir. Aver denklemi icin:

V'(t) = v(t)(—ae + Boult)), o, [y >0,

denklemini cikarmigtir.

Yukaridaki iki denklemden,

u(t) = ut)(a = Fio(t)),
V() = v(t)(—as + Bault)), (3.1.1)

diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Bu model ayn1 zamanda Lotka (1920)
tarafindan kimyasal kinetik metninde ele alindi. (3.1.1)’lin iic tane ¢dziimiinii
elde ederiz. Eger u(0) = 0 ve v(0) = 0 ise, o zaman V¢ > 0 icin u(t) = v(t) =0
dir. Eger u(0) = 0 ve v(0) > 0 ise, o zaman u(t) = 0 ve v(t) = v(0) exp(—aat)
dir. Eger v(0) = 0 ve u(0) > 0 ise, o zaman da v(t) = 0 ve u(t) = u(0) exp(at)
elde edilir.

Ornek 3.1 u(t) ve v(t) pozitif fonksiyonlar olmak izere,

d‘;(;) - (1—%1}@)), (3.1.2)

dz;(;) _ o) (Z_iu(t))7

sisteminin cozimind diginelim. Eger u(t) = «, v(t) = [ oldugunda

u'(t) = V'(t) = 0 ise o ve [ kritik noktalardwr. Bu sistemin kritik noktalar:
u(t)(1 — 0.5v(t)) = 0, v(t)(0.75 — 0.25u(t)) = 0, olur ve denklem sisteminin

coziimi, (0,0), (3,2) olarak bulunur.

3.2 Lotka-Volterra Sisteminin Cozimiu

aq,ag, B, B2 = 1icin (3.1.1) denklem sistemi,

V() = —ou(t)+u(t)v(t); v(0) = v, (3.2.1)
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PSfrag replacements

t =zaman

o) 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
u(t), v(t) e

Sekil 3.1: u(0) = v(0) = 1 baslangic noktalar1 icin (3.1.2) denklem sisteminin

Euler yontemi ile sayisal coziimii.

seklindedir ve grafigi Sekil 3.1’de verilmistir.

(3.2.1) sisteminin birinci bolgedeki ug ve vp'in tiim degerleri icin ¢éziimiiniin
sarmal oldugu iyi bilinmektedir. Bu sarmallar (u*, v*) ile ifade edilen denge nok-
tasmin etrafindadir. Bu nokta (3.2.1) denkleminin sol tarafinin sifira esitlenmesi
ile elde edilir. Shampine et al. (1997)’ye gore (3.1.1) denkleminde oy = 8; = a ve

g = B9 = —c secilirse,

V() = —c(u(t) —u(t)v(t)), (3.2.2)

denklemi elde edilir. Bu denklemin analitik ¢6ziimii yoktur, fakat u(¢)’'nin v(t)’ye
gore cozumdu,

du  c(v—uv)

dv a(u —uv)’
oraniyla coziilebilir ve bu coziim,

et = Kuv®, (3.2.3)

bicimindedir. Sekil 3.2’de (3.2.2) denkleminin MATLAB ve Mathematica ile elde
edilmis grafikleri verilmektedir. MATLAB programinda,
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ezmeshc (’121.848%v.*u. 2-exp(2*u+v)’,[0,3.3,0,4.4],500)

kodu ile, Mathematica programinda ise,

a=1;

c=2;

k=121.848;

flu_,v_] = kx u"c v~"a - Explcxu + axv]

ContourPlot [f[u,v],{u,0,3.3},{v,0,4.4}, Contours —> {0},
ContourShading -> False, PlotPoints -> 50, ContourLines -> True,
Axes -> True, AxesLabel -> {"u(t)", "v(t)"} ] (* PlotLabel
->FontForm["Lotka-Volterra (Predator-Prey) Equations",
{"Helvetica-Bold", 9.4}], Frame -> True, FramelLabel{"time",

"Population Size"} ] *)

kodu ile Sekil 3.2 elde edilir. Bununla beraber Gander (1995) veya Arrigoni
and Steiner (1988) bu denklem sisteminin kapal c6ziimiinii agagidaki parametrik

denklem ile vermektedir.

u(t) = %T:l: V72 — 4C exp(7),
v(t) = %T:l: /72 — 4C exp(7), (3.2.4)

burada C' = ugvg exp(ug + vg) ve 7 = u(t) + v(t) ile verilir.

Ileri Euler yontemi, (3.2.1) denklem sisteminin ileri farklar yonteminde
zamana gore tiirevine denktir. Bu sistemi ¢,, zamaninda elde ederiz.

Topt — T o
T = Up — UnUn; u(()):Uo,

w = —Up+UpUy;  v(0) = vp. (3.2.5)

Bu bir acik iterasyon formiiliidiir. Sekil 3.3’de verildigi gibi adim araligi h = 0.1

ve baglangic degerleri uy = 0.5 ve vy = 0.5 icin (3.2.5) algoritmasi ile elde edilir.
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35K

251

051

Sekil 3.2: a =1, ¢ = 2, K = 121.848, u(0) = 1, v(0) = 3 icin (3.2.2) denklem

sisteminin grafigi.

(3.2.1) denkleminin ileri Euler yontemi ile sayisal ¢6ziimii sarmal bir goriintii
gosterir. Bir sonraki yontemde, basit bir degistirme ile ileri Euler yonteminin
sarmal olmayan bir yonteme yani, degistirilmig Euler yontemine nasil ulagtigina
bakacagiz. (3.2.5) denklem sisteminin ikinci denkleminde carpim durumunda olan

U, yerine u, 1 yazildiginda,

A N
T, T Un T Unln; u(0) = uo,

Un+1 — Un

- = —Up+ Upt10,;  v(0) = vy, (3.2.6)

algoritmasi elde edilir.

Sekil 3.4 degistirilmig ileri Euler yonteminin MATLAB programu ile elde
edilmis grafigini gostermektedir. Degistirilmis ileri Euler yonteminin hala acik

oldugu goriilmektedir.
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Sekil 3.3: u(0) = v(0) = 0.5 baglangic noktalar: ile (3.2.1) denklem sisteminin

ileri Euler yontemi ile sayisal coziimii.

(3.2.1) denklem sisteminin sayisal coziimiinde sarmal olmayan ¢oziimii icin
dordincii mertebeden Runge-Kutta (RK4) yontemi kullamlabilir. (3.2.1) sistemi
w'(t) = f(t,u(t),v(t)) ve v'(t) = f(t,u(t),v(t)) olarak ele almirsa,

kl = h* (tnaunavn>

m; = h*gtn,un,vn)
ky = h>x<f< 2 1,%—%%);
h*g(tn—kg, 1,%%—%);
h*f(tn+z, 2,5n+%);
h % g(t h 2,6n+—2)-

hx f(t, +h Up + k3,0, +m3) ;
my = hx* g(t + h,u, + k3, U, + m3);

an+1 = an+6(k1+2*k2+2*k3+k4);

Upp1 = 5n+6(m1+2*m2+2*m3+m4);
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PSfrag replacements
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Sekil 3.4: u(0) = v(0) = 0.5 baglangic noktalar1 ile (3.2.1) denklem sisteminin

degistirilmig (modified) Euler yontemi ile sayisal coziimii.

ifadesinden asagidaki,

ki = hx(u, —u,*0,);
my = hx (=0, + Uy *0,);
by = hox (Tt 2 = @+ )+ 2L
2 — U, 9 Unp, 9 Un 92 )
- m - k - m
my = h*(—(vn+71)+( n—i-?l)*(n—i—?l)),
-k - . m
ks = h*((un—l—é) (un—l—E)*(vn—l—Tz)),
~ -k ~
ms = h*(—(vn—i—@)—f—( n+—2)*(vn—|—@)>,
2 2 2

_(Fﬁn + mS) + (ﬁn + k‘3) * (fjn + mg)) ;

~ - 1
Unp+1 = Un+6(k1+2*k32+2*k‘3+/€4),

_ _ 1
Upt1 = Un+6(m1+2*m2+2*m3+m4); (3.2.7)

algoritmasini elde ederiz. Bu algoritmadan MATLAB programi ile Sekil 3.5 elde

edilir.
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1.8 B
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1.4 A

v(t)

12r- A

PSfrag replacements
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Sekil 3.5: u(0) = v(0) = 0.5 baglangic noktalar: ile (3.2.1) denklem sisteminin

RK4 yontemi ile sayisal coziimii.

3.3 Adi Diferansiyel Denklemlerin Lotka-Volterra

Sistemleri

Denklem (3.1.1), avcr-av iligkisiyle bir araya gelmis iki tiir arasindaki etkilegimi
tanimlar. Bu iligkinin yaninda bir tiiriin biiylimesi tizerinde bir cok etki vardir.
Ornegin; mevsimsel degisme, yag durumu, cinsiyet orani ve bunun gibi bir cok
etki modelde yer almalidir. Bununla beraber, ilk yaklagim olarak, dikkatimizi

farkl popiilasyonlar arasindaki iic temel iizerine yogunlastiracagiz.

n tane popiilayonun sistemini ve ¢’inci tirin kendi icinde ve diger tiirler
ile olan toplam etkilegimi vasitasiyla tanimlanabilen 7’inci tiirtin biiyiime oranini
ele alacagiz. Yani,

u;(t)

= b + aui(t) + > agui(t), i=1,2,...n,
i

veya
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sistemi n tane tir icin bir LV sistemidir. Burada b; yaratilistan olan biiytime
oranini, a;; ise j’inci tlirtin 7’inci tire olan etkisini tamimlar.

A = [a;;] matrisi etkilesim matrisi olarak adlandirihir. 4’inci tiirle j'inci tiir
arasinda iligki varsa (i # j) bu, yarigma veya igbirligi seklinde olabilir, (a;;, a;;) nin
isaret modeli sirasiyla (—, —) veya (4, +) olur. Yirticr hayvan-yem durumu icin
(4+,—) veya (—,+) olur. A’'nin kogegen elemanlar1 a;; genellikle i = 1,2,...,n
icin pozitif degildir. Ciinkii bunlar ayni tiirler arasindaki iligkiyi tanimlar ve
siirh kaynaklar1 yansitir (cevre, normal yaglanma vb). Negatif olmayan baglangic
degerleri u;(0) = (u1(0), ..., u,(0))ile (3.3.1) LV sisteminin baz1 temel 6zelliklerini
ozetleyecegiz. (3.3.1) sistemini sadece negatif olmayan u;(0) icin ele aldigimiza

dikkat edelim, ciinkii u;(0) ¢’inci tiiriin yogunlugunu tanimlar.

3.4 Lotka-Volterra Modelinin Global Kararliligi

Ozerk (autonomous) bir Lotka-Volterra Sistemi (bkz Filiz (2000b), Filiz (2000c)
ve Wang & Yi (1995)) asagidaki gibi verilsin,

wi(t) = wi(t)os + wi(t) [Z Biju;i(t) + Z nijus(t — 7if)

n t
+ Z%‘j/ ki;(t — S)Uj<s>dS] ,i=1,2,...,n, (3.4.1)
j=1 p(t)

burada w;(t), i’inci tiirtin popiilasyon yogunlugu, alt smir p(¢) = 0, —oco, veya
t — Tij; oy, Bij, mi; ve 755 reel degerli degiskenler 7;; > 0 ve ek olarak cekirdekler

ki; = [0,00) — IR negatif olmayan siirekli fonksiyonlar olsun ve

/ T his(s) = 1, (3.4.2)
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sartin1 saglasin. Baglangic kogullarimiz asagidaki gibi olsun,

¢; >0, (3.4.3)
sup ¢i(s) <oco, i=1,2,---,n
—o00<s<0

burada ¢;(t), (i =1,2,--- ,n), (—oo, 0] lizerinde siirekli fonksiyonlardir.

Volterra (1931) birbirini etkileyen tiirlerin ekolojik sistemlerinin tanimlanmasi
icin integro-diferansiyel denklem sistemi gibi bir sistem tanimladi ve bu sistemi

n = 2 icin aragtirdi.

Gecmiste bilinen niifus yogunlugunun, negatif olmayan sinirh fonksiyonlar,

oldugunu farzediyoruz.

Buradan (3.4.4) baglangic sart1 ile (3.4.1) integro-diferansiyel sisteminin
negatif olmayan bir tek coziimii vardir. Bir ekolojik sistem icin bu teorinin
uygulamasi Post and Travis (1982) tarafindan verilmistir. Eger (3.4.1) siste-
minde o, Bij,mij, Vi; ve Ti; reel degerli degiskenler yerine t'nin bir fonksiyonu
olan «;(t), Bij(t), ni;(t),7i;(t) ve 7;;(t) siirekli fonksiyonlar: secilirse 6zerk olmayan
(non-autonomous) Lotka-Volterra sistemi elde ederiz (bkz Bereketoglu and Gyori
(1997)). Fargue baslangic kosullar1 z;(t) = ¢;(t), —oo < t < 0 olan integro-
diferansiyel denklemin ancak ve ancak k(t) cekirdegi sabit katsayilarla bir dife-

ransiyel denklem kogulunu yerine getirdiginde yani k() icin gerek ve yeter kogul,
e te ... e, a€C,

olmasidir. Bu kogul saglandiginda diferansiyel denklemle baglangic kogullarinin
esit oldugu gozlemlenir. Burada ele aldigimiz her bir k;;(¢) cekirdegi agagidaki

sekilde verilsin,

kij(t) = ky(t) = t"texp(—at),v € N, (3.4.5)
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a € (0,00) bir pozitif sabit k, nin birinci tiirevi,

d
Sk (t) = aky 1 (1) — aky (1), ko(t) =0,

ile verilir ve bu kolaylikla gosterilebilir.

tanimlariz ve

t
/ ko (t —7T)y(r)dr, p=1,...,m,

formunda olan yp41,...,y, daha yogun fonksiyonlar ileri siireriz. Burada k,,,
kij, ..., kp; (her zaman tanimlananlar ihmal edilerek) j = 1,...,picin elde edilen

tiim yogun fonksiyonlar (3.4.5) denkleminden secilir.

Yeni fonksiyonlar y,11,...,Yn, Y1,...,Yys deki dogrusal diferansiyel denk-
lem sistemini saglar. yq,...,y, icin diferansiyel denklemler ile birlikte asagidaki

gibi,
j=1
Y, = Zﬁljyj, l=p+1,...,n, (3.4.6)
j=1

diferansiyel denklem sistemini y;(0), ..., ¥,(0) baslangic degerleri ile elde ederiz.
IR, pozitif reel sayilar1 gostermek tizere IRY, IRP'nin pozitif kismini gostersin. Bu
durumda (3.4.6) sisteminin her y(0) € IRY x IR"" baglangic degeri ile y ¢éziimii
IRY x IR"""’de degere sahiptir, fakat (3.4.1) sisteminde oldugu gibi JR" ’de olmak
zorunda degildir.

Eger (3.4.1) sisteminde ~;; = 7;; = 0 olarak secersek, agsagidaki gibi yeni bir

Lotka-Volterra sistemi elde ederiz,

(1) = it

ot Z@juju)] Ci—L2..m (347)
j=1

ve baglangic degerleri u;(0) = (u1(0), ..., u,(0)) biciminde olur.
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3.4.1 Global Kararlhlik Icin Yeterli Kosullar

* *

Asagida (3.4.6) sistemindeki diferansiyel denklemlerin izole edilmis v} = (uf, ..., u

r

dengesine sahip oldugunu kabul ediyoruz. Bu durumda u*, A = (§;;) i,j =

L,...,nve B=(ay,...,a,,0,...,0)7 icin,
Au* = —B,

dogrusal denklemini saglar.
Tanim 3.4.1 A n x n tipinde reel matris olsun.

a. A matrisinin tim ézdegerlerinin reel kissmlar negatif (pozitif olmayan) ise A

kararl (yar: kararl),

b. CA her pozitif C kiésegen matrisi icin kararle (yary kararl) ise A C-kararh
(C-yari kararl),

c. Ejer CA + ATC kararly olacak sekile bir pozitif iicgensel C matris var ise
Cross (1978) A ’yi Volterra-Lyapunov kararly olarak tanwmlar.

Her reel A matrisi icin (¢.) = (b.) = (a.) gerektirmeleri mevcuttur.

Zaman gecikmesi olmayan birbirini etkileyen n tiirtin popiilasyonunu tanimlayan
diferansiyel denklem sistemi icin Goh (1977) izole edilmis pozitif denge durumu-

nun global kararlilig: icin yeterli bir kosul vermistir.

Teorem 3.4.1 Goh (1977)

(1) = et

@+ Zﬂij“j(t)] , i=12,...,n, (3.4.8)
j=1
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diferansiyel denklem sisteminin izole edilmis bir denge durumu olsun. Bu du-
rumda ejer A Volterra-Lyapunov kararle (yar kararh) ise u* global asimptotik

kararlidur (global kararhdr).

Goh (1977)'nin bu sonucu ikinci dereceden ve dogrusal diferansiyel denklem sis-
temleri icin agagidaki gibi genellegtirilebilir.

*

Teorem 3.4.2 Eger (1.1.1) sisteminin denge noktalar uf = (uf,...,u’) ise ve

bir pozitif degerli kisegen C matrisi varsa ve CA + AT C negatif degerlere sahip
(kararl) ise (3.4.7) Lotka-Volterra modeli miimkin olan bir bolgede kararhdar.

Ispat: Singiiler olmayan bir A matrisi alalim. Bu bize,

Q==Y Byu, i=12...n, (3.4.9)

j=1
esitligini verir. (3.4.7) sisteminin biricik coziimleri (uj,...,u’) ile gosterilsin.
Acikca, tiim coziimler uf > 0,7 =1,2,3,...,n. Kabulden, C =diag(cy, ca, ..., ¢p)

seklinde pozitif degerli kosegen matris vardir ve CA + AT C negatiftir.

Asagidaki bicimde uygun bir Lyapunov fonksiyonu secelim,
Vv t) = s lug —ul —ull — 1. 3.4.10
000 =D [ o ()] (3.4.10)
V' Lyapunov fonksiyonunun tiirevini alip (3.4.7) ve (3.4.9) numaral denklemleri

de kullanirsak sirasi ile agagidaki denklemleri buluruz,

n u, n u/
Vo= E ¢ <u;—uf—z> = E ci(u; — u) (—’),
U U;

i=1 i=1
n n

= Z ci(ui — u;k) <ai + Z ﬁﬁUj) s
i=1 7=1

n

= Z(ul —ul)e Zﬁz](u] - U;)>
j=1
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*

ui—u;‘:wiveuj—uj

w; kisaltmalarmi kullanirsak,

Vo= ZwiCiZﬁijwj»
i=1 j=1
= W (CAW,
1
= 5WT((jAJrATC)W,

acikca goriindiigii gibi CA + ATC negatif tamml ve tiim wu;(t) # u! icin V’

negatif olur ve ispat biter.

Lemma 3.4.3 Worz-Busekros (1978) farzedelim ki,

A Ay
As; Ay

matrisi icin (CA + ATC) negatif tanaml (yari kararh) olacak sekilde Cy bir po-

zitif diyagonal matris ve Cy bir pozitif tanimly matris olmak tzere,

C, O
0 C4

C =

oldugunu kabul edelim. Bu durumda,

a. Ay Volterra-Lyapunov kararly (yar: kararl),

W; 0
0 I

b. W pozitif diyagonal matris ve I birim matris olmak tizere her W =

matrisi icin WA kararhdur (yar kararldir).

ispat:

a. (CA 4+ A”C) nin alt matrisi (C;A + ATC)) negatif taniml (yar1 taniml)

yani A; Volterra-Lyapunov kararhdir.
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W; 0
b. Her W = matrisi icin WC = CW'dir. Bu nedenle

0 I
(WC)(AW) +(AW)?(WC) = WCAW +WA'CW = W(CA+AT"C)W

elde edilir. (CA + ATC) kararh (yar1 kararli) oldugundan, W(CA+A"C)W
ve (WC)(AW)+(AW)T(WC) aym sekilde kararhidir (yar1 kararhdir). Lya-
punov’un kararhlik kriterinden AW kararhidir (yar1 kararhdir). AW ile WA

matrislerinin karakteristik polinomlar1 aym oldugu icin WA kararlidir (yar

kararhidir).

Lemma 3.4.3 b. Volterra-Lyapunov kararliliginin D-kararliligr gerektirmesi duru-
muna benzerdir. (3.4.6) sisteminin bazi alt sistemleri icin Teorem 3.4.2 ve Lemma

3.4.3'den agagidaki sonuc elde edilir.
Sonuc 3.4.4 A = (3;;) 'nin Lemma 3.4.3"in hipotezini sagladigine kabul edelim.

a. Eger u* >0
p
j=1

p boyutlu diferansiyel denklem sisteminin izole edilmis bir denge durumu ise

*

u* IR “de global asimptotik (global) kararhdur.

yQZZﬁijyja l:p+17"'7n7

I=p+1

kisitlanms sisteminin (y, = - - - = y, = 0 yerlestirildiginde) y;, 1, ...,y =0

sabit durumu, global asimptotik (global) kararhdar.

Uyar: 3.4.5 Volterra-Lyapunov kararly matrisinin her temel alt matrisi ayna
ozellige sahip oldugundan A matrisinin tum diyagonal elemanlarinin negatif oldugu

Teorem 3.4.2nin gicli bir versiyonu gereklidir.
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Uygulama 3.4.6 Oncelikle biiyiime orant su anda ve gecmisteki popiilasyon yogun-
luguna bagh olan basit bir turi goz oninde bulunduracagiz. Tirlerin hareketi

asagidaki o, B+ > 0 ve (3.4.2) denklemiyle dizenlenen k(t) ile,
t
u =u (a — Pu — 7/ k(t — T)u(T)dT> , t>0, (3.4.11)
integro-diferansiyel denklemi tanamlanir. Tasima kapasitesi,

— (3.4.12)

R

ile ifade edilen tek pozitif denge durumudur.

Asaqida, k cekirdekleri icin u* wn kararlbiliging inceleyecegiz.

Teorem 3.4.7 (3.4.11) integro-diferansiyel denklemi,
k(t) =a-e™, (3.4.13)
cekirdegine sahip olsun. u* denge durumu,

a. Va,a,8>0wvey>—0icin IRy da global asimptotik kararlidur.

b. =0 vea,a,v >0 icin IRy da global kararldar.

Ispat: (3.4.13) cekirdegi ile (3.4.11) integro-diferansiyel denklemi
t

ui(t) = u(t), ya(t) = / o e Dy (r)dr,

ile
Y = y1(a — By — 792);

Yo = ayi — ays, (3.4.14)
diferansiyel denklem sistemine denktir. (3.4.14) sistemi, n = 2 ve p = 1 icin
(3.4.6) sisteminin 6zel bir halidir,

A= ve =

Teorem 3.4.2 yi uygulamak icin CA + ATC negatif tamml (yar1 tamiml) ola-
cak sekilde ne zaman pozitif C iicgensel matrisinin mevcut ve ne zaman A nin

Volterra-Lyapunov kararli (yar1 kararl) oldugunu kontrol edecegiz.
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a. 2 x 2 tipindeki A matrisinin ancak ve ancak det(A) > 0 ve kégegen elemanlar
negatif iken Volterra-Lyapunov kararli oldugunu sdyleyen Goh (1976) nin

teoremini uygulayacagiz. Simdiki durumda,
det(A) =a(f+7v) >0,

ve kogegen elemanlar —(3, —a dir. Bu nedenle ilk 6nermemizi elde etmis

oluruz.
b. g = 0 oldugunu varsayalim. Buradan,

0 —c1y + coa
CA + ATC = e

—c17 + caa —2coa
gibi C =diag(cy, ¢2) nin varhigr negatif ve yar1 tamimhdir érnegin
c1 = a, cg =y. Teorem 3.4.2 nin tekrar uygulanmasiyla b. onermesini elde

ederiz.

Teorem 3.4.7 de onerilen k cekirdegi ¢ = 0 icin maksimum degere sahiptir. Denk-

lem (3.4.11) in sadece zayif bir zaman gecikmesi vardir.

Uygulama 3.4.8 Av-avce sisteminin dinamigi tzerindeki calismasinda Volterra
(1931) av popilasyonunda degisiklik olmasu icin avcinan sayisal karsiigina baglh
zaman gecikmesi olan diferansiyel denklem sistemini ileri strdi. Bownds and
Cushing (1975), Cushing(1976, 1976) ve MacDonald (1976) bu sistemi tekrar ele

aldilar.

uy(t) ve us(t) suraswyla av ve avernan yogunlugunu tanimlasin. Tim popiilas-

yonun dinamigi asagidaki integro-diferansiyel denklem sistemiyle tanimlanar.

uy = ui(ar — frur — yug),

uy = us(—an +72/ k(t — 7)uy(7)dr), (3.4.15)

—0o0
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ay, ag, (1, M1, Yo pozitif reel sayilar ve k, (3.4.2) denklemi ile dizenlenir. Av

.. L, .0
poptlasyonunun tasima kapasitesi 5— olmak sartwyla,
1

s« a3 T
o = g = (22,2 (1- 22
T2 N a1
«
pozitif denge durumunun varhginda, =2 kritik degerinden daha biyuktur. Mac-

V2
Donald (1976)

k(t) = ae™™, (3.4.16)

ile verilen k cekirdegi ile (3.4.15) sisteminin cézidminin davramglaring aragtirda.

Lemma 3.4.9 MacDonald (1976)

% > 22 oimak sartwyla, (3.4.15), (3.4.16) iin u* denge durumu a > ag ve kararl
2

olmayan 0 < a < ay icin asimptotik kararhidir. Burada

a1 6%)]
ag = Y2 — g — — 3,

B Y2

seklindedir. Lemma 3.4.9 un bir diger versiyonunda eger av populasyonunun

tasima kapasitesi kritik degerden biyik, fakat bu degere yakin ise,
aq a % (6% an
o (s, o) @ o
B <’Yz V22 V2 B
olur. Buradan pozitif denge durumu u* asimptotik kararhdir ve eger tasima ka-
pasitesi oldukca genis ise,
aq

(6] a (D)
—_— > — 4+ — + —2061,
Bi 2 2

ifadest u* in kararsiz oldugunu soyler.

3.5 integral Terimli Lotka-Volterra Sistemleri

Eger (3.1.2) denklem sistemini genisletirsek, agagidaki,
du(t !
% = u(t) (1 — 0.50(t) —/ ke (t — s)v(s)ds) , (3.5.1)
0

dz_(:) = —u(t) (0.75 — 0.25u(t) — /Ot kot — s)U(S)ds) :
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denklemleri elde ederiz. Sekil 3.6’de (3.5.1) denklem sisteminin sayisal ¢oziimii
elde edilir. (3.5.1) sisteminde k;

exp(—3(t = s)), ks
baglangic kosullar1 u(0) = v(0) = 1 alind.

exp(—2(t — s)) ve

a5 “’/\ ! T N T “’A\\‘ T ‘J ‘/“
20| f“‘ @ 1 4 ‘c‘ “\‘ ‘c‘ ‘c‘ ‘\‘ “y“ “ H ® |
: | [ || | I
PSfrag replacements PSfrag replacements s | | = \
(R 3

t =zaman [\ \ E,f“ e J’f’
| \ / \ / \\ /]
—6 i) \ [ \ '/ \ / \ \- /]

") w

Sekil 3.6: (3.5.1) denklem sisteminin (a) Euler (b) degistirilmig Euler yontemi ile
sayisal cozimii.

Asagidaki 6zerk Lotka-Volterra sistemini ele alalim.

!/
u.

(1) = wi(t) |7+ D (aiuy () + biju(t —7i9)) |,
j=1
Ti, 5, bij ve T;; negatif olmayan reel sayilar, baglangic kosulu,

¢i > 07

burada 7 = max 7, ¢i(t), i = 1,2,...,n, [—7,0] arahginda tanimh siirekli
—1<y<n

fonksiyonlardir. Acik bir sekilde (3.5.2) denklem sisteminin u;(t), 1 = 1,2,...,n

coziimi baglangic kogullar ile beraber ¢t > 0 icin w;(t) > 01 saglar.

sisteminin tek pozitif coziimii (uj,

(3.5.2)

..,y u}) oldugunu farzedelim yani,

u; >0,

n n
ri + E aiju; + E bl]u;" =0.
j=1 j=1
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3.6 Gecikmeli Lotka-Volterra Sistemlerinin
Global Kararliligi

Gecikmeli Lotka-Volterra Sistemlerinin kararhilik teorisi May (1973), Gopal-
samy (1984), Gopalsamy (1986), Leung (1979), Goh (1977), Leung and Zhou
(1988) vb tarafindan genig sekilde cahgilmigtir. Caligmalardaki problemlerden
bir tanesi sistem pozitif denge noktalarina sahipse kararliligin nasil bulunacagi ile
ilgilidir. Bu soruya Lyapunov yontemi ve dogrusallagtirma gibi degisik yontemler

kullanarak cevap aranmigtir.

Gopalsamy (1984), Gopalsamy (1986) sabit degiskenli sonsuz gecikmeli
Lotka-Volterra sistemlerin basit kararlilik durumlarin incelemek icin Lyapunov
fonksiyonlar yontemini ve L;(0, 00) uzaymi kullandi. Bununla beraber iki engel
vardir. Bu caligmalardan birincisi ¢ekirdek fonksiyonu k;;(¢) (4,5 = 1,...,n) icin
mevcecuttur ve

/ olkis(5)]ds < +oc, (3.6.1)
0

durumunu gerektirir. Diger bir durum ise, bu yoéntemlerin L;(0,00) uzayma
bagli olmasidir; ozellikle degisken katsayilar sinirsiz oldugu durumda degisken
katsayilar ile sistemin uygulanmasi zordur. Bu boliimde degisken katsayili son-
suz gecikmeli Lotka-Volterra sistemlerinin global asimptotik kararliligini caligmak
icin teklik analizini geligtirmeye calisacagiz. Bu metot Gopalsamy’den tama-
men farkhdir. Bazi kararhlik kriterleri icin (3.6.1) durumuna gereksinim duyma-
yacaglz. Bunlar ikinci kisimda goriilecektir. Uciincii kisimda sabit gecikmeli
Lotka-Volterra sistemlerinin global exponential ({istel) kararlihgimi caligmak icin
Lyapunov fonksiyon metodu ile teklik analizi metodunu birlegtirecegiz. Bildigimiz
kadariyla simdiye kadar gecikmeli Lotka-Volterra sistemleri icin meydana gelen
pek cok kararlilik asimptotik kararlilik cevresinde donmekteydi. Lotka-Volterra
sistemleri dogrusal olmayan sistemler oldugu icin, asimptotik kararlilik tistel karar-

lilig1 icermemektedir. Bu yiizden gecikmeli Lotka-Volterra sistemlerinin iistel
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kararhiligini calismak cok ilgin¢ olmaktadir. Son kisimda ise teorimizi 6rneklerle

gosterecegiz.

3.6.1 Sinirsiz Gecikmeli Sistemler

(3.4.1) sisteminde §;; = 0 ve a;, 1;j, Ti; yerine a;(t) : RY — IR, n;(t) :
R* — R, 1;;(t) : R — IR, k;j(t) : Rt — IR" stirekli fonksiyonlar, p(t) = —oo,
7,i(t) = 0, t — +oo iken t — 7;,; — 400 ve k cekirdegi (3.4.2) sartin1 saglasin,
baglangic fonksiyonlar1 ise (3.4.3) seklinde olsun. (3.4.3) ile (3.4.1) sisteminin
wi(t), i =1,...,n ¢cozimi t > 0 icin u;(t) > 0, ¢ =1,...,n oldugunu gérmek
kolaydir. Gercekten eger bu yanhg olsaydi u;(ty) = 0 olacak sekilde ¢y > 0 var ve
t € [0,tp) icin u;(t) > 0 olurdu. Buna ragmen, eger,

I = infloi(s)| =) [ sup |Bi;(s)] - [u;(s — 7i5(s))]

j=1 0<s<to

0<s<tg —00<s<0 0<s<tg

4 sup |7zg<5)|( sup (gb](S))—i‘ sup ‘UJ(S)|):|
alirsak,

vVt € [O,to] ve
zi(to) = ¢(0)e" > 0,

olur ki bu bir celigkidir. (3.4.1) sistemini digiiniirsek (uf,...,u}) bir tek pozitif

»'n

denge noktasina sahiptir. Yani, V ¢ > 0 icin,

ui >0

(3.6.2)
ai(t) + 30, Bty + 30 v (tus =0

elde edilir.

Tanim 3.6.1 FEger, t > 0 ve

tlim lu;(t) —ui| =0, i=1,...,n,
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1cin,

(t) —u| < T (s) — ul
i) =il < T max )| sup_ |é5(s) = |,

olacak sekilde T > 1 sabili varsa, (3.5.2) sisteminin pozitif denge noktasina

*

(uj,...,u’) global asimptotik kararladar denir.

Teorem 3.6.1 Eger,

+o0
i. V't >0 icin B;(t) <0 ve / |Bi:(t)|dt = +o0,
0

185 ()|(1 = i) + |

ii. Vt>0 icin < w;; burada,

|Bii (2]
1 i=j,
b5, = /
0 i+
ise (uj,...,u’) global asimptotik kararlidr.

Ispat: bkz Wang and Yi (1995).

3.6.2 Sinirli Gecikmeli Sistemler

() = wit) [+ Y (B (t) + vjus(t = 7)) |, i=1,...,n,  (3.63)
j=1
sistemini diigiinelim, burada o, 3;;, 7i; ve 7;;(> 0) reel sayilar,

w(t) = ¢i(t) >0 -7 <t <0,

(3.6.4)
¢z(0) > 0,
baglangic degeri ve 7 =  max (1), ¢i @ = 1,...,n, [—7,0] arah@inda siirekli
<z,J<n

fonksiyonlardir. Acik olarak (3.6.3) sisteminin (3.6.4) baglangic degeri ile u;(t),
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i=1,...,n, cozimi ¢t > 0 icin u;(t) > 0 olmasim gerektirir.
(3.6.3) sistemi (u7,...,u") seklinde tek pozitif denge noktasina yani,
u; >0,

(3.6.5)
ai + 2251 (B +i)u; =0,

sahip olsun.
Tanim 3.6.2 ¢ > 0 icin

() -l < R. 4 — Xl .M
i) —wil < R-maxe | sup loi(s) —ujl| -7,

olacak sekilde R > 1 ve A > 0 wvar ise (3.6.3) sisteminin (uf,...,u}) pozitif

dengesi global ustel kararlidir denir.

Teorem 3.6.2 Eger 3;; <0 i=1,...,n ve

|ﬁij|(1_5ij>+|’h’j‘) }
’ K Bl ) =

burada
1 i=j,
5@' — j
0 7#7,
ise (3.6.3) sisteminin (u3,...,u") pozitif dengesi global dstel kararlidor.

Ispat: bkz Wang and Yi (1995).

Bereketoglu and Gyori (1997) sinirsiz gecikmeli Lotka-Volterra sistemini

ele almigtir,

w(t) = biui(t) [ra(t) — ai(Oui(t) + > biu(tua(t — 7 (t))
=1 1=1
+ i/mbij(t,s)uj(t—s)ds , i=1,2,...,n. (3.6.6)

Caligmanin ana hedefi (3.6.6) denkleminin global asimptotik kararlihigi icin yeterli

durumlar vermekti (bkz Bereketoglu and Gyori (1997)).
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Ornek 3.2
! 2u(s)
") =u(t) [t +2—2(t+ Du(t) +t
() = ult) 220t D) o [ i)
denklemini dustinelim. u* = 1 pozitif denge noktasinin tekligi acikca gorilir.
2
alt)=t+2, 8(t) = =2(t+1), y(t) =t ve k(t) = ———— alinip Teorem 3.6.1
(14 t?)

vasitaswyla u* = 1 global asimptotik kararlidir. Katsayilarin sinirsiz olduguna ve

k(t) cekirdek fonksiyonunun,

/0 s - k(s) 3—/0 —7r(1+t2) s = 400,

olduguna dikkat edilmelidir.

Ornek 3.3

£
—~
—~
~+
~—
Il
|+

).
)|

(uf,ud) = (1,2) tek pozitif denge noktasi oldugu kolaylikla gorilebilir.
To(t) = a(t) = 3, on =1, ay =3, Bu(t) = =3, Pu(t) = -2,
Bra(t) = Por(t) =1, v;(t) =0 4,5 = 1,2, alindiginda,

DN | ~+

ub(t) = ua(t) {3 — 2us(t) + ui (t —

sistemans dustunelim.

0

(wij)2><2 =

[
O Wi

elde edilir. p((w;j)2z2) = 0.4082 < 1 oldugu icin Teorem 3.6.1°den (uf,u}) = (1,2)

pozitif dengesi global asimptotik kararhdair.

Ornek 3.4

() = u(t) % —ou(t) + ult— )|

1
denklemini distiinelim. Burada T > 0 sabittir. Bu denklem u* = 3 tek pozitif
1
denge noktasina sahiptir. Teorem 3.6.2 de o = 2 6= -2, v =1 oldugundan,

1
ut = 3 global tstel kararldur.



Bolium 4

DOGRUSAL OLMAYAN
INTEGRO-DIFERANSIYEL
DENKLEMLER

4.1 Giris

Bu boliimde, biyoloji veya ekolojide uygulama alanlari olan bazi ilginc

integro-diferansiyel denklemleri ele alacagiz.

wi(t) = wi(t)

@it Y Byui(D) + > myus(t — 7iy)
j=1 j=1

n t
+ Z%j/ ki (t — s)uj(s)ds] , 1=1,2,3,..,n, (4.1.1)

j=1 p(t)
burada o, 3,7 ve v;; reel degerli degiskenler, 7;,; > 0 ve ek olarak cekirdekler
k;;(t) negatif olmayan siirekli fonksiyonlardir. Integro-diferansiyel denklemleri

ana denklemimiz olan (4.1.1) denkleminin katsayilarinda bazi 6zel degerler ve-

rerek elde edecegiz.

Bolimiin ilk kismi cogunlukla popiilasyon problemleri icin modellerle ve

analizlerin elde edilen sonuclariyla iligkili olacaktir. Kisim 4.2’de lojistik denk-
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lemden ve ilavelerinden bahsedecegiz. Kisim 4.3 dogrusal olmayan integro-diferan-
siyel denklemlerin tanitimini icerecektir. Kisim 4.5'de acik ve kapali Euler, 6-
yontemi, adi diferansiyel denklem iceren kisim icin doérdiincii mertebe Runge-
Kutta yontemi ve integral kisim icin (dikdortgenler yontemi, degigtirilmis dikdort-
genler yontemi, Simpson % yontemi) olarak bilinen degisik sayisal teknikler kul-
lanarak integro-diferansiyel denklemin coziimleri icin verilen sayisal yontemleri

tanitacagiz.

4.2 Tek Turun Buyiumesi

Bu kisimda tek bir tiiriin ekolojik sistemini olugturacagiz ve dikkatimizi
o turiin biiytimesi ile sinirlayacagiz. Bu sistem laboratuvarda uygulaniyor gibi
gorii- nebilir fakat, genel ekolojik sistemin baglangic noktasi bu sistemdir. Hemen
hemen tiim ekolojik sistem, kiiciik olsa bile, bir cok tiiriin birlesmesinden olusur ve
tiirlerin her biri digerlerinden bazilarini etkilemektedir. Boliim 3’de coklu tiirlerin

sistemini olugturmus ve matematiksel ekolojide belli bagh sistemleri tanitmigtik.

Uzun yillar 6nce Volterra (1931), (4.1.1) sisteminde ¢ = 2 icin integro-
diferansiyel denklem sistemini ele almig ve ekolojik sistem icin incelemigtir. Biz

simdilik bu sistemde ¢ = 1, j = 1, n = 0 icin olan agagidaki denklemi inceleyecegiz.

u'(t) = u(t) {a + Bu(t) + v /p(t)

(4.2.1) denkleminde 5 = 0, = 0 secilirse,

t

k(t — s)u(s)ds} , >0, (4.2.1)

u'(t) = au(t), t>0, (4.2.2)

uw(0) = up,

ile verilen test denklemini elde ederiz. Burada u(t), ¢t zamaninda canh bir popiilas-

yonun birey sayisini belirtir. (4.2.2) denkleminin ¢6ziimii,

u(t) = upe™,
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cikar ve bu denklem, Sekil 4.1’de goriildiigii gibi biyolojide tistel (smirsiz) biiytimeyi

ifade eder.
a b

140 1
120 0.8

100
0.6

80
60 0.4

40
0.2

20

0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 4.1: (a) u(t) = wpe®, (b) u(t) = uge ™, @ = 5, ug = 1 degerleri ile

Mathematica grafigi

=

PSfrag replacements

u(t)

Sekil 4.2: Solda u(t) = uge™, up = 1, « = 5, h = 0.1 icin sagda u(t) =
wpe™, ug =1, a = —5, h = 0.1 Euler Yontemi ile MATLAB grafigi

4.2.1 /(t) = au(t) Icin Euler Y6nteminin Kararlihg:

(4.2.2) denklemi icin Euler yontemi uygulanirsa,

Upt+1 = un+hauna

= u,(1+ ah), (4.2.3)
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elde edilir. (4.2.3) denkleminde n icin 0,1,2,...,n degerlerini yerine yazarsak;

Uy = 1,
uy = UO(1+Oéh),

uy = uy(l+ ah) =ug(l + ah)(1+ ah) = ug(l + ah)?,

u, = up(l+ ah)",
elde ederiz. n — oo ise,

lim u,, = lim (1 + ah)" = u* =0,

n—oo n—oo

ifadesinin yakinsak olmasi icin;
(14 ah)| <1,
olmasi gerekir dolayisiyla,
-1 < (1+ah) <1,

elde edilir. Buradan h > 0 icin,
—1 < (1+ ah),

—2 < ah,
olur, oyleyse;
2
h < —,
Q@

oldugunda Euler yontemi yakinsak olur.

Sekil 4.3'de v/(t) = u(t) cos(t) denkleminin Euler yonteminde h = 0.01 ve
h = 1.8 degerleri icin MATLAB grafigi ve Mathematica ile elde edilmig

u(t) = c;es™® fonksiyonunun grafigi goriilmektedir.



- 5] -

a .
woll | ’
2.5 i |
\ i I ﬂ |
: AR TN
IR
PSfrag replacements | entsl)M’\/“\)HH}/\M
o PO L0 U
c 20 40 60 80 100 ¢ o 5 E R R T a——
“A\ !
T
VAN A N E O BT B B
PSfrag replacements o XA b
YN NN
bl ST T

Cf:coo

Sekil 4.3: (a) u/(t) = u(t) cos(t) denkleminin Mathematica ile elde edilmis gercek
degeri, (b) ayni denklemin Euler yonteminde h = 0.01 alarak elde edilmig MAT-
LAB grafigi, (c) Euler yonteminde h = 1.8 alarak elde edilmis MATLAB grafigi.

4.2.2 Lojistik Denklem

t zamanindaki u(¢) fonksiyonunu, ya popiilasyon biiyiikliigii ya da popiilasyon
yogunlugu olarak tamimlariz. Biiyiik popiilasyon birey icin az kaynak gerek-
tirir. u(¢) nin fonksiyonu olarak verilen popiilasyonun biiyiime orani icin dogrusal

olarak azalan durum basit bir durumdur.
v =0 icin (4.2.1) ifadesi lojistik denklem,

u'(t) = u(t){a — Bu(t)}, (4.2.4)

bicimine indirgenir. Burada «, ( pozitif reel sayilardir. (4.2.4) denkleminde
"istel terim” au(t), Bu®(t) carpam ile azaltilir. (4.2.4) denklemi kiiciik u(t)

popiilasyonunda yaklagik olarak iistel biiyiimeyi ve biiytik u(t) icin tiiriin tiyeleri
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kaynaklar icin birbiriyle yarigtigi modeli verir.

(4.2.4) denkleminin dinamik davranmisi kolaylikla anlagilir. Eger, u = 0 veya

a
u=—ise u' =0 ve u degigmez. 0 < u < ik u' > 0 ve dolaywsiyla u artar, u > —

u(t) =

icin ise azalir. (4.2.4) denkleminin ¢6ztimii u(0) = ug > 0 baglangic degeri ile,

upa exp(at)
a — Bug + ugBexp(at)’

(4.2.5)

seklinde elde edilir.

0.9

0.4

Sekil 4.4: uy = 0.2, 0.4, 0.5, 0.6, 0.8, 1 basglangic degerleri, a = 0.5 ve § =1
icin (4.2.4) lojistik biiyiime denkleminin MATLAB grafigi

Sekil 4.4, popiilasyon dinamigini gosterir. u(0) < = icin, ¢ — oo iken

«
u(t) artar ve asimptotik olarak % degerine yaklagir. 0 < u(0)

o
< E oldugunda
coziimiin davranigi lojistik buiytime olarak isimlendirilir. »'nun kiiciik degerleri

Q@
icin popiilasyon hemen hemen iistel olarak artar ve — degerine yaklagma hiz1 daha

degerinde kalir.

s
zordur ve asimtotik olarak yaklagir. w(0) = ug > e icin, ¢ — oo iken asimtotik
olarak % degerine azalarak yaklagir. uyp = u(0) = — oldugunda ise popiilasyon —
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4.2.5) denkleminden, Vu(0) > 0 icin t — oo iken u(t) — a elde edilir.
( . 5

E degeri popiilasyonun biiyiimesi icin kisitlayici faktordir ve ortamin tasima

kapasitesi olarak isimlendirilir.

4.2.3 Popiilasyon ve Hasat

Bu kisimda (4.2.4) denklemine hasat terimini ekleyecegiz ve hasatin etkisini
goste- recegiz. Popiilasyon denkleminde hasat oranini H > 0 reel degeri olarak

varsayacaglz ve
u'(t) = u(t){a—Pu(t)} —H, u(0) = u, (4.2.6)

seklinde elde edecegiz. Denge noktalar1 (4.2.6) denkleminin sag tarafi olan
u(t){a — pu(t)} — H = 0 ikinci derece denkleminin sifir ¢éziimiidiir ve buradan
agagidaki sonuclar bulunur.

o?
a. Ancak ve ancak H < @ ise reel pozitif kokleri vardir. Aksi durumda (4.2.6)

denkleminin sag tarafi her zaman negatiftir.

2 2_ 4
b. H < Z_ﬁ ise iki kokiin daha acik hali u* = ot Zﬁ HH

seklindedir.

2 1
Daha kiiciik kokler kararsiz iken 0 < 'H < Z_ﬁ oldugunda u* = o+ W

kararh bir denge noktasidir. v* > u, > 0 iki sabit coziim olsun. Eger u* > 0 ve

ux > 0 (4.2.6) denkleminin iki kokii ise ,

u'(t) = —B(u(t) — u) (u(t) — u”),

esitligi yazilabilir. Eger u(t) = u, + €,(t) = u* + €*(t) olarak saptarsak,

d *
Ee*(t) = —Be(t)]et) + ue — ],

= —Be.Olu. — )+ Ol (D),
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elde edilir. Benzer sekilde,

d . .\ X * * (1|2
s (t) = —B[u* — ue*(t) + O(e" (1))

elde edilir. Buradan,

d
() = ),

d * * %
Ee(t) ~ ’}/E(t),

elde edilir, burada v, > 0 ve v* < 0’dir ve boylece dogrusallagtirilmig kararhlik

yoluyla u(t) = w* kararh (asimptotik kararli) iken wu(t) = wu, kararsizdir. Eger
2

H = Z_ﬁ ise u(t){a — pu(t)} — H = 0 denklemi u* = % olan bir tek denge

2
noktasina sahiptir. Buradan v* = % denge degeri icin maksimum deger H = Z_ﬁ
degeridir.

Uyar1 4.2.1 Eger (4.2.4) lojistik denkleminde Su(t) yerine 5(u(t))™ secersek,

u'(t) = u(t){o = B(u(t))™},  u(0) = uo, (4.2.7)
denklemini elde ederiz. Burada o, 3 ve m pozitif reel sabitdir. u* = (%) "

pozitif denge noktast etrafinda kararlibk analizing yuritiuriz.

4.2.4 Genel Buyume

(4.2.4) lojistik modelinden sonra tek tiire ait popiilasyon icin popiilasyonun
biiytime orani, popiilasyon yogunlugunun dogrusal bir fonksiyonu oldugu farzedilir.
Bu baz ekolojistler tarafindan uygulanamaz olarak elestirildi. Bu nedenle adi

diferansiyel denklem olarak tanimlanan genel biiyiimeyi ele alacagiz.
u'(t) = u(t)G(u(t)), (4.2.8)

burada G(u(t)) popiilasyonun biiyiime oranidir ve asagidaki kabulleri saglar:
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(a) G(u(t)) € C'[0,00),

dG(v)

(b) G(0) >0, u € [0,00) icin <0,

(c) G(a/B) = 0 olacak gekilde o/ > 0 vardur.

(a) kabulii sadece matematikseldir. (b)’nin ilk kism popiilasyon kiiciik iken tistel
biiylimesini garantiye alir. (b)’nin ikinci kismi kaynaklarin simirh oldugu, (c)’
de verilen o/ ortamin tagima kapasitesi anlamima gelir. Lojistik biiytime icin
G(u(-)) = a — Pu(:) olur ve yukaridaki kabulleri saglar. (4.2.8) genel biiylime

modeli bir cok yazar tarafindan kullamldi. Ornegin,

duf(t) - (1 _ @> (Boyce and DiPrima (1997))

dt K
dqzl_it) = au(t) —b(u(t))* (Borrelli and Coleman (1998)) (4.2.9)
% = (e~ Mu(t))u(t) (Volterra (1962)) (4.2.10)
w(t) = b—du(t) ve w(t) =b—du(t)™ (Cushing (1977))(4.2.11)

u(t)

burada r, K, a, b, d, €, ve m pozitif sabitlerdir.

(4.2.8) denklemini diiglinelim ve w > 0 icin V' (w) tammlayalim,

v(w) =w — a/Bf — a/Blog <ﬁw>. (4.2.12)

o
Asagidaki ozellikler (4.2.12) icin kolaylikla gosterilebilir.

(i) V(e/B) =0,

(ii) w € (0,00) icin, w = «/fF noktasinda V(w) sifira denk global minimum

noktast vardir, bu nedenle u > 0 icin V'(u) > 0 vardir.

(iii) w € (0, 00) icin, V¢ > 0 icin V(w) = & seviye cizgisi olacak sekilde iki pozitif
nokta tanimhdir.

Ayrica (b) ve (c) kabullerinden agagidaki 6zellik saglanir.
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(iv) (4.2.12) denkleminin zamana gore tiirevinin (4.2.8) denkleminin u(t) = u*

cOziimii boyunca u(t) # «/( icin,

! av /
V'(u)(t) = a0t (t) = (u(t) — a/B)G(u(t)) <0, (4.2.13)
denklemini saglar. (4.2.12) denkleminde V'(u) (4.2.8) icin Lyapunov fonksi-

yonu olarak isimlendirilir.

4.3 Dogrusal Olmayan integro-Diferansiyel

Denklemler

Lojistik denklem Volterra (1931) tarafindan simiflandirilarak ve daha sonra
Miller (1966) tarafindan genigletilerek cahgilmigtir. 1930°lu yillarda cogunlukla
Volterra'nin caligmasinin etkisi nedeniyle hizl iireyen tiirler ile tek veya iki tiirtin
kiiciik organizmalarinin pek cok laboratuvar popiilasyonlar1 deneyi yapildi. Bu
deneylere lojistik modeli uygulamak giiclendirilmig sabit bir degere ulagmak yeri-
ne popilasyon oOliimleri oldugu icin sik sik engellendi. Bunun bir nedeninin or-
ganizma olimleri ve artik iirtinler nedeniyle ortamin kapali olmasinin verdigi
rahatsizlik oldugu fark edildi. Boylece Volterra deneyin basglamasindan son-
raki tiim zamanlarda tiiriin 6liim oraninin popiilasyon iizerindeki toplam etkisini

arastirmaya bagladi.

Benzer bir durum iizerinde yasadigi canlinin (konak) ortamini paylagan
ve onu oldirmeyerek hayat dongilisiinii tamamlayan bir parazit icin meydana
gelebilir. Konagin bagisiklik direnci parazit popiilasyonunun yayilmasina baglidir.
Bu konuda Michel (1969)’dan alint1 yaparsak ”konagin ideal ortam sundugu za-
man hastaligin erken agsamalar: sirasinda artim tisteldir. Sonradan konak direncli

oldugunda ve daha az uygun ortam olustugunda artig oram sifira dogru azalir ve
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popiilasyon bu yiizden hizhi bir gekilde azahr.” (4.2.8) denklemini genellegtirirsek,
u'(t) = u®)G(t,u(-)), (4.3.1)

denklemini elde ederiz. Burada G(t,u(-)) s < t icin, u(s) degerine baghdir.

Eger (4.3.1) denkleminde,
t

G(t,u(-)) == a— Pu(t) — 7/ k(t — s)u(s)ds, te R,

p(t)

denklemini secersek,

u'(t) = u(t) <a — Bu(t) — 7/(1&) k(t — s)u(s)ds) , teRt, (4.3.2)

elde ederiz. Burada iic olasilik vardir; p(t) = 0, p(t) = —oo, p(t) =t — 7 burada

7 > 0 ve 7 sabit veya t > 0 icin 7(¢) sirhdir.

Eger p(t) = 0 alirsak deneyin baglangic zamani, deneyin bagladigi an1 veya
konagin parazitleri midesine indirdigi an1 gosterir. Basit olarak cekirdek fonksiyo-
nunu k£ = ¢ alir ve bu durumdaki sonuclarin ozelligini gostermek icin anlik ikinci

dereceden terimi ihmal edersek,
t
y'(t) = y(t) (r — c/ y(s)ds> , t>0, (4.3.3)
0
y(O) = Yo > 07

olur.

elde edilir. Dolayisiyla (4.3.3) denklemi,
m"(t) = m/(t)(r — cm(t)), (4.3.4)

sekline doniigtir. (4.3.4) denklemine integral uygularsak; (m, ¢ ye bagh bir bagiml

degisken oldugu icin (m?) = 2mm’ diigiiniiliir.)




elde edilir ve denklemin kokleri —a ve (3 olursa denklem,

ml(t) = =5(m(t) = a)(m(t) + 3), (4.3.5)

sekline gelir. (4.3.5) diferansiyel denkleminde ara iglemi Mathematica ile ¢oziil-
diigiinde ve gerekli diizenlemeler yapildiginda,

_e(a'i'ﬂ)%ta p— e(a‘hﬁ)clﬁ

m(t) = (4.3.6)

_e(a"‘ﬁ)% + elat+B)e1
denklemi elde edilir. v = (a + ﬁ)g ve k = el@P yazarsak,

—elta — kf
—ent + k

m(t) =

)

seklinde olur. Burada m(0) = 0 baslangig degeri yerine yazihirsa k = —% elde

edilir. (4.3.6) denkleminde yerine yazilirsa,

m(t) = afB(e’ —1)

4.3.
a+ fert (4:3.7)

elde edilir. m/(t) = y(t) oldugundan (4.3.7) denkleminde ¢ ye gore tiirev alirsak;

o _ yola+ p)%e
' (0) =yl = WO

olarak elde edilir. Sekil (4.5)’da da goriilecegi tizere integro-diferansiyel denklem

(4.3.8)

bir maksimum degere yiikseldikten sonra e~ degerine dogru azalmaktadir.

4.3.1 Dogrusal Olmayan integro—Diferansiyel Denklemlerde

Baz1 Caligsmalar

Cushing (1977) pek cok sonuc ve referanslar icerir. Bdyle sistemler icin global
kararlilik tizerine pek cok sonuc, integro-diferansiyel denklemin, adi diferansiyel
denkleme indirgemesine izin veren 0zel cekirdeklerin icerdigi gecikme teriminin

dagitilmasim gerektirir. Cushing (1977),

t

' (t)/u(t) = b— au(t) — d/ k(t — s)u(s)ds, (4.3.9)

—00
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PSfrag replacements

o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Sekil 4.5: Denklem (4.3.3) icin 7 = 1, ¢ = 0.5, 0.2, 0.1 ve 0.05 degerleri icin
dordiincii mertebe Runge-Kutta(RK4) yontemi kullanarak elde edilen MATLAB

grafigi

integro-diferansiyel denklemini ele aldi. 6 > 0, a ve d > 0 a + d # 0, burada

Ek(t) > 0 oldugu séylenir bu yiizden k € L'[0,00), |k(t)|, := / |k(s)|ds = 1 dir.
0

(4.3.9) denklemi,

u'(t) /u(t) = b — au(t) — d/ooO k(s)u(t — s)ds, (4.3.10)

sekilde de ifade edilebildigine dikkat edilmelidir.

Cushing (1977), (4.3.9) denklemini gecikmesiz terim —au(t) ve Volterra in-
tegrali yoluyla tanimlanmig olan gecikmeli terimi olarak iki kisima ayirdi. Ayrica
a, b ve d yi pozitif reel sayilar olarak kabul etti. Bu ylizden (4.3.9) denklemi

u* =b/(a+ d) > 0 ile verilen tek pozitif denge cozlimiine sahiptir.

e Cushing (1976) integro-diferansiyel denklemi agagidaki sekilde ele aldi.

W () u(t) = \(1 — 1/000 u(t — s)dn(s)), (4.3.11)

C

Bu denklem sekli biiytime orani, 6nceki zamanlardaki popiilasyon buytkligi

tarafindan etkilendiginde, tek tiire ait popiilasyonun biiytime modeli olarak
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kullanihr. Burada w(t), (dn(s) = k(s)ds) icin t zamaninda popiilasyon
biiytikliigiiniin baz odlciilerinin modeli, ¢ > 0 tiirtin tagima kapasitesi ve

A > 0 frenlenmemis popiilasyon icin {istel biiylime oramidir (yani ¢ = +00
icin). Integral terim bilyiime oram {izerinde, gecmis popiilasyon biiyiikliigii-

niin kalitsal veya yigilmig etkisini tanimlar.

e Gopalsamy (1992) asagidaki sekilde lojistik integro-diferansiyel denklemi

yukarida anlatilmig olan kosullar ile ele alir.

t
() fult) = a — / k(t — s)u(s)ds, (4.3.12)

0
denkleminin tiim coziimleri icin w* limit degerine yaklagtiran yeterli kogullar

elde etti. (4.3.12) denklem icin varsayimlar agagidaki gibidir:

(i) k(t) >0,
(ii) a > 0, /OOO k(t)dt = B; (%) /OOO th(t)dt < 1;

ve kullanilmig olan Lyapunov fonksiyon analizi,

t
V(w)(t) = w(t) — u* — u"log {%} ve (4.3.12) denkleminin her pozitif

cOzumi icin tlim u(t) =u* = % esitligini saglayan denklem kurulur.
e Freedman and Wu (1992) yogunlugun periyodik gecikmedeki degigimine
yanit oldugu biiytime oraninda, tek tiiriin popiilasyonunun biiytime mode-
lini ele alir. Bu yiizden denklem modeli bir global asimptotik kararli, pozitif

periyodik coziime sahiptir. Daha genel bir durum asagida ozerk olmayan

Volterra integro-diferansiyel denklemdir.

u'(t)/u(t) = a(t) — b(t)u(t) + /_ K(t,s)u(s)ds, (4.3.13)
denkleminde K (t,s), —0o < s <t < oo icin K(t + w,s + w) = K(t,s)

esitligini saglayan negatif olmayan stirekli bir fonksiyondur.

e Miller (1966), Miller (1971), Lakshmikantham and Rao (1995), Baker et al.
(1998) ve Baker et al. (1999) da skaler denklem caligildu.

u'(t)/u(t) = a — bu(t) — / k(t — s)u(s)ds, (4.3.14)
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(burada ¢ = 0 veya ¢ = —o0) baglangic kogulu u(0) = ug > 0 ve

u(t) = ¢(t), t <0 acisindan denklem yukaridaki gibidir. Burada

a >0, >0, k(t) € C[0,00) N L]0, 00) seklindedir. /oo|k(s)]ds < b
oldugunu farzedelim, Miller (1966, Teorem 2), Miller(1971) (\]fe Lakshmikan-
tham and Rao (1995),

t—o0

0 —1
lim u(t) =u" =a [b —|—/ k(s)ds} : (4.3.15)
0
oldugunu kanitladi.

e Landman (1980) agagida verilen gecikmeli lojistik denklemi cahsti.
t
u'(t)/u(t) = M1 — au(t) — / k(t — s)F(u(s))ds), (4.3.16)
burada u(t) fonksiyonu ¢ > 0 aninda tiirlerin yogunlugu ve biiyiikligiiniin
bir 6l¢tisiidiir. (4.3.16) denklemi bir pozitif katsay1 olan A'nin kiiciik degerleri
icin kararli olan pozitif denge coziimiiniin bir aragtirmasi mevcuttur. Hatta

eger, A degeri bityiitiiliirse bu coziim kararlihgimi kaybeder (bkz Landman

(1980)).

4.4 Smirhh ve Siirsiz Gecikmeli Dogrusal

Olmayan integro—Diferansiyel Denklemler

Biyolojik popiilasyonlarin biiyiimesi caligmasinda Voterra (1931), Volterra (1959)
agagidaki gibi verilmis olan tek tiiriin popiilasyonu icin matematiksel model ortaya

cikard.

t

(1) = u(t) {a _ Bult) — /p k(t — s)u(s)ds} L temt, (44l

(t)
burada u(t), t anindaki popiilasyon biiyiikliigii ve o, [ pozitif reel sayilar,

p(t) =0, p(t) = —oo, (4.4.1) denkleminin alt sinirlar1 ve k() kalitsal etkidir.
(4.4.1) denklemi icin Volterra (1959) orjinal calismasinda her ¢ > 0 icin k() > 0
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oldugunu varsaymigtir. Eger v = 0 veya k(t) = 0 ise buradan (4.4.1) denklemi(4.2.4)
lojistik denkleme indirgenir. (4.4.1) denklemi lojistik integro-diferansiyel denklem

olarak bilinir.

Simdi lojistik integro-diferansiyel denklemler ve (p(t) = 0 veya p(t) = —oo

oldugunda) (4.4.1) denklemi ile ilgili bazi teorem ve lemmalar verecegiz.

Teorem 4.4.1 (Miller (1966))
a>0, >0, v=1, k(t) € C(0,00) N L'(0,00), k(t) Z 0 ve

8- /OOO |k(s)|ds > 0 (4.4.2)

olsun. Eger, p(t) = —oo ise buradan —oo < t < 0 araliginda herhangi pozitif,
strekli, swnarle fonksiyon g(t) icin (4.4.1) denkleminin —oo < t < 0 araliginda
u(t) = g(t) olacak sekilde tek u(t) cozimi vardwr. ¥t > 0 icin u(t) cozimi
pozitiftir ve N B

lim u(t) = u* = « {ﬁ + 7/0 k(s)ds] , (4.4.3)

t—o00

seklindedir.
Ispat: Bkz Miller (1966).

Teorem 4.4.2 Miller (1966)
Teorem 4.4.1%n saglandiginy farzedelim. FEger p(t) = 0, v = 1, ise herhangi
up > 0 icin u(0) = ug ile (4.4.1) denkleminin tek bir cozimi olan u(t) mevcuttur.

Bu ¢éziim (4.4.3) denklemini saglar.

Ispat: Bkz Miller (1966).

(4.4.1) denklemi oldukca basit bir biiyiime modelini tanitir. Volterra'nin
Yt > 0 icin k(t) > 0 oldugunu farzettigine dikkat edilmelidir. Eger k(t) kiiciik ise
(4.4.1) denkleminin ¢6ztimiiniin asimptotik davramsi (4.2.5) denkleminin ¢éziimii-

ne yakindir.
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4.4.1 Smmirhh Gecikmeli Dogrusal Olmayan integro—

Diferansiyel Denklemler

Ikinci dereceden terimi ihmal edersek ((4.4.1) denkleminde 3 = 0 ve p(t) = —oc0
olarak secersek) agagidaki dogrusal olmayan diferansiyel denklemi elde ederiz.
u'(t) = u(t) {a - v/t k(t — s)u(s)ds] , (4.4.4)
p(t)
burada «, [ pozitif sayilar, § = 0 ve k(t) tiirlerin gecmis tarihteki oranimin
simdiki orana etkisini tanitan bir gecikme cekirdegidir. (4.4.4) denklemi biyolo-
jik olarak gercege uygun oldugunda uygun gecikmeli cekirdegini secmede biiytik
zorluklar soz konusudur. Bununla beraber analitik uygunlugun eslik etmesi ne-
deniyle (bkz Gopalsamy (1992), MacDonald (1978) ve Post and Travis (1982))
cekirdek agagidaki sekildedir,

a1tk exp(—at)

(e = P,

t>0, (4.4.5)

burada k = 0,1, 2,3, ... ve a ekolojinin integro-diferansiyel denklem modellerinde
yaygin olarak kullanilmig olan pozitif bir sabittir. (4.4.4) denklemini (4.4.5)
cekirdegi ile alarak Post and Travis (1982) ve MacDonald (1978) ve digerlerinin

onerdigi bir teknik sayesinde adi diferansiyel denkleme dontigtiirmek miimkiindiir.
t

u'(t) = —/ k(t — s)u(s)ds, (Gopalsamy (1992)) (4.4.6)
0

seklindeki integro-diferansiyel denklemin coziimiiniin asimptotik davranigini ele
alalim. Burada k : [0,00) — [0, 00), yukarida 6zellestirilmis olan cekirdek sinifina
aittir. (4.4.6) integro-diferansiyel denklem, baglangic kogulu u(0) = wy ile agagidaki

integral denkleme egittir,

w(t) = g — /0 t { /O “he - s)u(s)ds} e, (4.4.7)

denkleminde integrasyon sirasinda bir degisiklik yapilirsa,

u(t) = up — /0 tu(s) ( /0 g k(e — s)d{) ds, (4.4.8)
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denklemi elde edilir. (4.4.6) denkleminin ¢6ziimiiniin asimptotik davranigini calig-

mak icin k(t) cekirdeginin belli pozitif kogullar sagladigini farzedecegiz.

Tanim 4.4.1 Vv € C(R, R) ve VT > 0 icin,

ATmoélgmwuzq (4.4.9)

ise gercel deger fonksiyonu k € L'(0,00) pozitifdir ve kuvvetli pozitiftir denir ve

k(t) —eexp(—put) olacak sekilde € > 0, u > 0 sayilar varsa pozitif cekirdek denir.

Lemma 4.4.3

(i) k(t) € C[0,00) N C?*(0, 00)
(ii) t > 0 icin (—1)3’%/«@) >0,7=0,1,2,
(iii) k(t) #sabit.

kosullary saglayan k(t) cekirdegi kuvvetli pozitif cekirdektir.
Ispat: Bkz Gopalsamy (1992)

Teorem 4.4.4 k(t) Lemma 4.4.3"in kosullarine saglayan bir kuvvetli pozitif cekirdek
¢
olsun. Buradan u'(t) = —/ k(t — s)u(s)ds nin her cézimi t — oo iken
0

u(t) — 0% saglar.

Ispat: Bkz Gopalsamy (1992)

Simdi asagidaki gsekilde integro-diferansiyel denklemi ele alalim,
t
qmw::u@{a—/k@m@—g@},tzq
0

u(0) = wup € (0,00), «a€(0,00), (4.4.10)

ve bir dengeye yaklagtirmak icin (4.4.10) denkleminin coziimleri icin yeterli kogullar

elde ederiz.

Teorem 4.4.5

(1) k kuwvvetli pozitif cekirdek,
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(ii) /OOO k(s)ds = B, (%) /OOO sk(s)ds < 1

olsun. (4.4.10) denkleminin her cozimi 1tlim u(t) =u* = (%) 1 saglar.

Ispat: Bkz Gopalsamy (1992)
Asagidaki lemma dogrusal olmayan integro-diferansiyel denklemin asimptotik
davranigimi aragtirmamiz icin yeterli durumlar saglar. Bu boliimde k(t) cekirdegi

pozitif veya kuvvetli pozitif olarak kabul ederiz.

Lemma 4.4.6 t — oo iken u — u* ve / |k(s)|ds < 400 ise
0

t

lim [ k(t — s)u(s)ds = u* /000 k(s)ds,

t—o0 0

esitligi vardur.
Ispat: Bkz Filiz (2000b)

(4.1.1) Lotka-Volterra sisteminde i, j = 1, u1(t) = u(t), a1 = a,

B = =B, m1 =0, ve y1; = — alirsak,

u'(t) = wu(t) (a — Bu(t) — y/p:t) k(t — s)u(s)ds) , t>0,

u(t) = ¢(t), t < 0 baglangic sartin1 da saglayan bir dogrusal olmayan integro-

diferansiyel denklemi elde ederiz.

Lemma 4.4.7 Asagidaki gibi alt limit p(t) = 0 olan bir dogrusal olmayan integro-

diferansiyel denklemi verilsin

W) = ult) (a—ﬁu(t)—7 /Otk(t—s)u(s)ds>, £>0, (44.11)
u(0) = wup,

kabul edelim ki (p(t) =0) o, B, v € (0,00) ve k(t) = a*texp(—at), a € (0, 00)

«a
oldugunda lim u(t) = u* = olur.
! et B+
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ispat.
(4.4.11) esitligi agagidaki bicimde yazilabilir,

u'(t) = wu(t) <a — Bu(t) — 7/000 k(s)u(t — s)ds) :
0 = lim u(t) (a — Bu(t) — v /0 t k(t — s)u(s)ds) .

t—o0

00 t
Burada / k(s)u(t—s)ds = / k(t — s)u(s)ds esitligi kolayca goziikiir (bkz Filiz
0 0
t

(2000b)) ve Tim | k(t — s)u(s)ds = v’ / " k(s))ds olur.

t—o0 0

0 = a—pu" — ’yu*/ k(s)ds, u* #0,
0

0 = a-—pu" —yu”, / k(s)ds=1 wve u*#0,
0
0 = a—u(f+7),

oldugundan lim wu(t) = u* = Y elde edilir.
t—o00 + 7y

4.5 Dogrusal Olmayan Bir integro-Diferansiyel

Denklemin Sayisal Incelenmesi

Simdi agagidaki gekilde verilen lineer olmayan integro-diferansiyel denklemi (Baker

et al. (1998), Baker et al. (1999), Baker et al. (2000) ve Cushing (1977)) gbzoniine

alalim.
t
u'(t) = wu(t) {a — Pu(t) — 7/ exp(—pu(t — s))u(s)ds} , >0,
0
u(0) = up. (4.5.1)
denklemine acik Euler kurali uygularsak,

Up+1 — Un

=, {a — B — v;wn,j exp(—p(nih —jh»aj} . (45.2)
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denklemini buluruz. (4.5.2) denkleminin sag tarafindaki integral yakinsamasi icin
herhangi bir kural (dikdértgenler, ortanokta, yamuklar (trapezler) veya Simpson
kurallar1) uyguladigimizda sayisal yakinsama Euler kuralindan dolay1 birinci mer-

tebeden yakinsar.

Simdi de (4.5.1) denklemini #-yéntemi ile sayisal cozelim. Bu yontem ile
kapali bir yontem elde ederiz (6 > 0)

~ ~ n+1
Tyay — i, . B S
% = U, {OZ — Blpg1 — 7 E W 11,5 exp(—p((n + 1)k — Jh))“j}

=0
+ (1 - 0)an {a — Py, — Z Wn,j exp(—,u(nh - jh))aj} ) (453)
=0

burada w, ;ler her zamanki gibi agirhik fonksiyonlaridir.

Yukaridaki (4.5.3) denklemini yeniden diizenlersek,

an =14+ h(1—0) {a - wzwn,j exp(—p(nh — jh))ﬁj}

ve b, = ho {a — i Wy, ; exp(—p(nh — jh))ﬁj} , kisaltmalarinm kullanarak @,
icin, =
fu) = ay{a, —h(l —0)Bu,} + tpr1{bn — 1 — hOyw, 11, exp(—h)d, }
— 0, 1 {Bh0 + hOywp i1 041} =0, (4.5.4)

ikinci dereceden bir dogrusal olmayan bir polinom elde ederiz.

(4.5.4) polinomunu ya Newton iterasyonu ile ya da ikinci dereceden poli-
nomun kokleri yardimu ile cozebiliriz. (4.5.1) denkleminde diferansiyel terim icin
f-yontemi ve integral terimi icin yamuklar yontemini uygulariz. Yeni yontem
olarak dordiincii mertebeden (O(h*)) yakinsama elde edebilmek icin diferansiyel
terim icin dordiincii mertebeden yakinsama veren klasik Runge-Kutta methodu
(RK4) ve integral terim icin Simpson 1/3 yontemi (ya da Simpson 3/8 yontemi)
uygulayabiliriz.
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Ornek 4.1 (4.1.1) sistemine sade bir érnek vermek icin dogrusal olmayan integro-

diferansiyel denklemini verebiliriz,

u'(t) = u(t) |t +2—2(t + Dult) + t/]t 2u(s)

- ds| . (4.5.5)

Acikca gorindigi gibi tek pozitif denge cozumi u* = 1 dir.

Ornek 4.2 Dogrusal olmayan integro-diferansiyel denkleme ikinci bir ornek olarak,

t

A1) = ult) [Q—M(t)—v [ et =sputsyas|.

—0o0

u(t) = o(t) = exp(t), t <0, (4.5.6)

denklemini verebiliriz. Burada ¢(t) daha dnce belirttigimiz gibi baslangic fonksi-

yonudur. (4.5.6) denkleminin tek pozitif denge cozimi u* = % “dar.

Simdi de dordiincii mertebeden yakinsama veren klasik Runge-Kutta yonte-

mini (RK4) dogrusal olmayan integro-diferansiyel denklemine adapte edelim.

F (t,u(t), /O tu(s)ds) ,

uw(0) = wug, t>0.

Q\
—~

~+~
~—

genel denklemi ele alalim, u,,’den ,,’e kadar h aralik uzunlugu ve RK4 methodu

uygulandiginda,

ki = hF(t,,tn, Z,),
Unyrpp = Tn+ %kh
ky = h]:(tn+1/2=ﬂ51+1/275n+1/2),
ky = hF (th/Q, W1 /9 Bt + % [, + aELH/Q]) ,

1
~h o ~
Upiijg = Unt §k27
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ks = hf(tn+1/27ai+1/272n+1/2)7
— hF ~ 1 ~ hr. ~ 1
= tn+1/2,un+1/272n+1 un+un+1/2 s
us-ﬁ-l - ’L~Ln + kg,
k4 = hf(tn-l—la a§+17 2n+1>7
. . hy. . .
= hF <tn+1,u§+1,zn+g [un+4ui+1/2+uﬁ+l]> ,

. . (k1+2k:2+2k3+k4>
Upy1 = Up + .

- (4.5.7)

denklemleri buluruz.

Bu ornekte, k; ve kg'lerin [t,,t,41/2] araliginda, integral terim / tu(s)ds
yamuklar kural ile ve ky'tin [t,,t,.1] arah@nda Simpson’s 1/3 kurah u;gulandl.
Istenirse [0, t,] arahginda yamuklar kurali uygulanabilir (ikinci mertebeden yakin-
sama verir). Tek sayilarda [0,¢,] araliginda istenirse yamuklar ve Simpson’s 1/3
kurali beraber uygulanabilir (cift sayilarda Simpson 1/3 kurali tek bagina uygu-

lanabilir). Fakat bu {iciincii mertebeden yakinsama verir.

Dordiincii mertebeden yakinsama elde edebilmek icin RK4'tin yaninda inte-
gral terimin / t u(s)ds, [tn,tny1/2) arahginda ks ve kg'ler icin daha etkili hesap-
lanmas1 gerek[i)r. Diferansiyel terim icin RK4 ile beraber [0,t,] arahiginda in-
tegral terim icin cift sayilarda Simpson 1/3 kurali tek bagma ve tek sayilarda
Simpson 1/3 kurali ve Simpson 3/8 kurali (ya da Simpson 3/8 ve Simpson 1/3)
kurallar1 uygulanabilir. Ik adim icin yukaridaki (4.5.7) formiiliinii kullanirsak
Ve TUp—1, Un, Unt1/2 ler icin interpolasyon uygularsak (t = —1,0,1/2 noktalar: icin
Lagrange formiilii uygulariz),

u(t) = % Et(t _ g)u_l St )t — g)uo 4 %t(t + h)uuz} ,
polinomunu elde ederiz. u(t) polinomunun 0’dan h/2’ye kadar integralini alirsak,

ko ve kj3’lerin son yarim araliklar icin asagidaki ifadeyi,

1 7 2

h/2
ds~h|——=u_1+ — — 4.5.8
/0 u(s)ds ( 5 -1 + 5110 + 9U1/2) ; ( )
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buluruz. Benzer sekilde, t = —1,0, 1 noktalar1 icin
h
1 2 5
ds~h|——u_1+ = — 4.5.9
/0 u(s)ds < Th 1+ 3u0+ 12u1), ( )

buluruz. Boylece RK4 formiilleri n > 2 icin agagidaki denklemleri buluruz

(baglangic degerleri icin (4.5.7) formiillerini kullanabiliriz)

ki = hF(tn, Un,Z,),
Upiyp = Uy, + %kl,
ky = hF(tup1sa, Wy o Zni1j2),
= hF (tn1/2, Wy g Znt
+h [—%ﬂnq + %ﬂn + gﬁi+l/2:| ),
Upiyjg = Uy, + %]{72,
ks = hF(tngrje, Ty o, Zngag),

= hF <tn+1/27 ﬂELH/Q, Zn

1. 7. 2 4
+h —51%,1 + ﬁun + §un+1/2 s
k4 - hf(tn+l’ﬂg+17 271—&-1)7

_ ~p 2
= h}"(tnﬂ,unﬂ,zn

1 2. 5
+ h |:—Eun1 —+ gun + Eun+1:|> ,
1
Upy1 = Up+ 8 (k1 + 2ko + 2k3 + ky) . (4.5.10)

Sekil 4.6’dan da goriildugi gibi € degerleri sifira yaklagtikca integro-diferansiyel

denklemimiz lojistik diferansiyel denkleminin egrisi gibi davranir.
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I I I I
10 12 14 16 i8 20

Sekil 4.6: Dogrusal olmayan integro-diferansiyel denklem u'(t) = w(t)(1 — u(t) —
t

6/ u(s)ds), u(0) = 0.5 basglangic degeri ve e = 2,1,0.4, 0.2,0.1,0.05 degerleri
0

icin sayisal coziimleri.

Bu boliimde dogrusal olmayan integro-diferansiyel denklemleri ele aldik.
Ozellikle integral terim icin iki alt smir (p(t) = 0 ve p(t) = —oo) diisiindiik.
Degisik sayisal yontemleri dogrusal olmayan integro-diferansiyel denklemlere uygu-

ladik ve teorik coztime yakin degerler elde ettik ve bunlar1 grafikler ile destekledik.



OZET

Volterra integro-diferansiyel denklem ilk kez 1920’lerin sonlarina dogru Volterra
tarafindan verilmigtir. Biyoloji, ekoloji, tip, niikleer reaktor dinamigi ve daha pek
cok fen ve mithendislik uygulamalarinda genis yer almaktadir. Etki sonrasi veya
gecikmeyi iceren pek cok yasam stireci gecikmeli Volterra denklem veya Volterra
integro-diferansiyel denklem gibi cesitli Volterra denklem tipleri ile modellenebilir.
Bu tezde matematiksel model olarak Volterra denklemlerinin kullanimi incelenmig
ve denklemlerin sayisal ¢oziimleme yontemleri ele alimmigtir. Volterra (1931) ve
Volterra (1959) calismalarinda biyolojik popiilasyonun biiylimesini incelemis ve
bunun icin matematiksel modeller ortaya cikarmigtir. Filiz (2000c) tarafindan

verilen Lotka-Volterra sistemi,

wi(t) = wi(t)

it Y Bigui(8) + Y mius(t — 7ij)
j=1 j=1

n t
+ Z%’j/ kij(t — s)u;(s)ds|, i=1,2,...,n,
j=1 p(t)

bicimindedir. Yukaridaki genel Lotka-Volterra denkleminde uygun oy, B 7
ve ;; reel degerleri secilerek bir cok Lotka-Volterra denklemi ve Lotka-Volterra
sistemini elde ederiz. Bir ekolojik sistem icin bu teorinin uygulamasi Post and

Travis (1982) tarafindan verilmistir.

Lotka-Volterra sisteminin global kararhligi icin Goh (1977), Wang and Yi
(1995), Bereketoglu and Gyori (1997) yeterli durumlar vermistir.

Adi diferansiyel denklem olarak tanimlanan genel biiytimeyi, Volterra (1962),
Cushing (1977), Boyce and DiPrima (1997), Borrelli and Coleman (1998) ele
almigtir. Dogrusal olmayan integro-diferansiyel denklemlerde Miller (1966), Miller
(1971), Cushing (1977), Landman (1980), Gopalsamy (1992), Freedman and Wu
(1992), Lakshmikantham and Rao (1995), Baker et al. (1998), Baker et al. (1999)
ve Filiz (2000b) caligmigtir.



SUMMARY

The Volterra integro-differential equations were first introduced by Volterra in
the late 1920’s. This equations take place in the biyology, echology, medical
science, dynamic of reactor and more science and engineering aplications. Many
real-life processes involve after-effect or delay can be modelled with various types
of Volterra equations such as delay or integro-differantial equations. In this thesis
the use of Volterra equations have been research as mathematical model and the
numerical solution methods of equations were dealth with. Volterra (1931) and
Volterra (1959) were research in their studies the greath of biyolojical population
and they find out for this purpose mathematical models. The Lotka-Volterra

system which was given by Filiz (2000c) is as follows;

ui(t) = wi(t)

i+ Y By () + Y migus(t — 7))
j=1 j=1

n t

+ Z%’j/

ki (t — s)uj(s)dsl ,1=1,2,...n,

j=1 p(t)

The many Lotka-Volterra equations and Lotka-Volterra systems were obtained
by choosing apropriate value oy, 3;; 7;; and 7;; which are real coefficient in the
general Lotka-Volterra equations which was introduce above. The aplication of
this theory for an echological system was given by Post and Travis (1982).

Goh (1977), Wang and Yi (1995), Bereketoglu and Gyori (1997) gave sufficient
conditions for global stability of Lotka-Volterra system. Volterra (1962), Cushing
(1977), Boyce and DiPrima (1997), Borrelli and Coleman (1998) dealth with the
general greating which is definition as ordinary diffrential equation. Miller (1966),
Miller (1971), Cushing (1977), Landman (1980), Gopalsamy (1992), Freedman
and Wu (1992), Lakshmikantham and Rao (1995), Baker et al. (1998), Baker

et al. (1999) and Filiz (2000b) worked the nonlinear integro-differential equations.
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