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ÖZ

Volterra integral denklemleri, Volterra integro-diferansiyel denklemleri ve Lotka-

Volterra sistemleri hakkında bugüne kadar yapılan c.alışmaların derlemesi olan bu

c.alışmada aşag̃ıdaki yol izlendi:

I. Bölümde, integral denklemlerin deg̃işik türlerinden bahsedildi ve Volterra in-

tegral denklemlerinin günümüze kadar yapılan c.alışmaları hakkında kısaca bilgi

verildi.

II. Bölümde, ikinci tip Volterra integral denkleminin sayısal c.özüm yöntemleri ele

alındı ve yerel kesme hataları bölümün sonunda c.izelge halinde gösterildi.

III. Bölümde, Lotka-Volterra sistemlerinin sayısal c.özümleri ele alındı ve Lotka-

Volterra modelinin kararlılık durumları incelendi.

IV. Bölümde, dog̃rusal olmayan diferansiyel denklemler ile dog̃rusal olmayan

integro-diferansiyel denklemler ele alındı. Şimdiye kadar yapılan c.alışmalar verildi

ve dog̃rusal olmayan integro-diferansiyel denklemlerin sayısal incelemesi c.alışıldı.

ANAHTAR SÖZCÜKLER: İntegral denklem, Volterra integral denklem, Volterra

integro-diferansiyel denklem, dikdörtgenler kuralı, yamuklar kuralı, yamuklar ve

Simpson kuralı, Simpson kuralı, Runge-Kutta yöntemleri, Gregory yöntemleri,

Euler yöntemleri, θ-yöntemi, dog̃rusal olmayan integro-diferansiyel denklem, popü-

lasyon, Lotka-Volterra sistemleri, global kararlılık, global asimptotik kararlılık,

global üstel kararlılık, MATLAB, Mathematica, Lyapunov fonksiyonu.
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ABSTRACT

In this work, which is aimed to collect the works about Volterra integral equations,

Volterra integro-differential equations and Lotka-Volterra systems the following

steps were taken:

In Chapter I, some information about studies on various types of integral equa-

tions and Volterra integral equations up to now have been given.

In Chapter II, Volterra integral equations of the second kind was dealth with and

the local truncation errors was illustrated by tables at the end of Chapter II.

In Chapter III, the numerical solutions of Lotka-Volterra systems was discussed

and the stability of Lotka-Volterra models have been given.

In Chapter IV, the nonlinear differential equations and nonlinear integro-differential

equations was dealth with and the studies about this works up to now have been

given. The numerical researches of nonlinear integral differential equations was

done.

KEY WORDS: Integral equation, Volterra integral equation, Volterra integro-

differential equation, rectangle rule, trapezoidal rule, the trapezoidal and Simpson

rule, Simpson’s rule, Runge-Kutta type methods, Gregory methods, Euler meth-

ods, the θ-method, nonlinear integro-differential equation, population, Lotka-

Volterra systems, global stability, global asymptotic stability, global exponential

stability, MATLAB, Mathematica, Lyapunov function.
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Diferansiyel Denklemler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
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Bölüm 1

GİRİŞ

1.1 Tezin Organizasyonu

Özerk (autonomous) bir Lotka-Volterra Sistemi (bkz Wang & Yi (1995) ve

Filiz (2000b)) aşag̃ıdaki gibi verilsin;

u′i(t) = ui(t)

[
αi +

n∑
j=1

βijuj(t) +
n∑

j=1

ηijuj(t− τij)

+
n∑

j=1

γij

∫ t

p(t)

kij(t− s)uj(s)ds

]
, i = 1, 2, 3, ..., n, (1.1.1)

burada ui(t), i’inci boyuttaki popülasyon yog̃unlug̃unu, alt sınır p(t) = 0,−∞,

veya t− τij; αi, βij, ηij ve γij reel deg̃erli deg̃işkenler τij ≥ 0 ve bunlara ek olarak

c.ekirdekler, kij(t) negatif olmayan sürekli fonksiyonlar olsun ve aşag̃ıdaki şartı

sag̃lasın, ∫ ∞

0

kij(s)ds = 1.

Bu bölümde, (1.1.1) denklem sistemi ile verilen Volterra integral denklem-

lerinin deg̃işik türleri hakkında bilgi vereceg̃iz; ikinci tip Volterra integral denk-

lemi, ikinci tip Fredholm denklemleri ile dog̃rusal ve dog̃rusal olmayan Volterra

integral denklemlerinden bahsedeceg̃iz.
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Bölüm 2’de integral denklemlerin c.eşitli sayısal c.özümleri tanıtılacak ve uy-

gun bir örnek ile yöntemlerin (dikdörtgenler yöntemi, yamuklar yöntemi, Simpson

1/3 ve Simpson 3/8 yöntemleri, Runge-Kutta yöntemleri, Gregory yöntemi, vb)

yerel kesme hataları gösterilecektir.

Bölüm 3’de Lotka-Volterra (LV) sistemlerinin günlük hayatta kullanım

alanları ve kararlılıg̃ı incelenecektir. Sınırlı ve sınırsız gecikmeli Lotka-Volterra

sistemlerinin kararlılık durumları incelenecektir.

Bölüm 4’de dog̃rusal olmayan diferansiyel denklemler ile dog̃rusal olmayan

integro-diferansiyel denklemleri ele alınacak ve bu denklemler üzerine c.eşitli sayısal

yöntemleri uygulanacaktır.

1.2 Dog̃rusal İntegral Denklemler

1.2.1 Dog̃rusal İntegral Denklemlerin Sınıflandırılması

İntegral denklem, integral işareti altında bir bilinmeyen fonksiyon ic.eren

denklem olarak tanımlanır.

u(x) = f(t) + λ

∫ β(t)

α(t)

K(t, s)u(s)ds, (1.2.1)

Burada, α(t), β(t) integralin sınır deg̃erleri ve K(t, s) integralin c.ekirdeg̃idir.

İntegral denklemler Fredholm ve Volterra denklemleri olmak üzere ikiye ayrılır.

f(t) =

∫ b

a

K(t, s)u(s)ds, (1.2.2)

denklemi birinci tip Fredholm denklemi olarak bilinir. Eg̃er (1.2.2) denkleminde

f(t) = 0 ise birinci tip homojen Fredholm denklemi elde edilir. f(t) ve K(t, s)

verilen fonksiyonlar ve a, b ve λ sabit sayılar oldug̃unda,

u(t) = f(t) + λ

∫ b

a

K(t, s)u(s)ds, a < t < b, (1.2.3)
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ikinci tip Fredholm integral denklemi elde edilir. Eg̃er (1.2.3) denklemde f(t) = 0

ise ikinci tip homojen Fredholm integral denklemi elde edilir. İntegral denklemin

uygulamadan çıkan bir başka tipinde, integralin üst sınırının deg̃işken olmasıdır.

Bu denklem,

u(t) = f(t) + λ

∫ t

a

K(t, s)u(s)ds, t > a,

bic.imindedir ve ikinci tip Volterra integral denklemi olarak adlandırılır.

f(t) =

∫ t

a

K(t, s)u(s)ds, t > a,

denklemi birinci tip Volterra integral denklemidir. Yukarıda verilen tüm denk-

lemler,

σ(t)u(t) = f(t) + λ

∫ ρ(t)

a

K(t, s)u(s)ds,

genel dog̃rusal integral denklemin özel örnekleri olarak düşünülebilir. Volterra

denklemi ic.in ρ(t) = t, Fredholm integral denklemi ic.in ρ(t) = b olarak düşünüle-

bilir. Birinci tip denklemler ic.in σ(t) = 0 iken ikinci tip denklemler ic.in σ(t) = 1

olur.

1.2.2 Diferansiyel İle İntegral Denklemler Arasındaki İlişki

Eg̃er p(t) ve q(t) ikinci mertebeden adi diferansiyel denklem sisteminin verilen

fonksiyonları ise

u′′(t) + p(t)u(t) = q(t), u(0) = u(1) = 0 (1.2.4)

denklemi,

K(t, s) =





s(1− t), s ≤ t ise,

t(1− s), t ≤ s ise,

ve

f(t) = −
∫ 1

0

K(t, s)q(s)ds,
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olan

u(t) = f(t) +

∫ 1

0

K(t, s)p(s)u(s)ds, (1.2.5)

ikinci tip Fredholm integral denklemine eşittir. K(0, s) = K(1, s) = 0 ic.in (1.2.5)

denkleminden u(0) = u(1) = 0 olarak elde edilir.

Bundan başka (1.2.5) denklemi,

u(t) = −
∫ t

0

K(t, s)q(s)ds−
∫ 1

t

K(t, s)q(s)ds +

∫ t

0

K(t, s)p(s)u(s)ds

+

∫ 1

t

K(t, s)p(s)u(s)ds,

= −(1− t)

∫ t

0

sq(s)ds− t

∫ 1

t

(1− s)q(s)ds + (1− t)

∫ t

0

sp(s)u(s)ds

+t

∫ 1

t

(1− s)p(s)u(s)ds,

olarak ifade edilebilir. Buradan,

u′(t) =

∫ t

0

sq(s)ds− (1− t)tq(t)−
∫ 1

t

(1− s)q(s)ds + t(1− t)q(t)

−
∫ t

0

sp(s)u(s)ds + (1− t)tp(t)u(t) +

∫ 1

t

(1− s)p(s)u(s)ds

−t(1− t)p(t)u(t),

=

∫ t

0

sq(s)ds−
∫ 1

t

q(s)ds +

∫ 1

t

sq(s)ds−
∫ t

0

sp(s)u(s)ds

+

∫ 1

t

p(s)u(s)ds−
∫ 1

t

sp(s)u(s)ds

=

∫ 1

0

sq(s)ds−
∫ 1

t

q(s)ds−
∫ 1

0

sp(s)u(s)ds +

∫ 1

t

p(s)u(s)ds,

elde edilir. Bir kez daha türev alınırsa,

u′′(t) = q(t)− p(t)u(t), (1.2.6)

olur ve (1.2.6) denklemi, (1.2.5) integral denkleminin c.özümü olup, (1.2.4) dife-

ransiyel denklemini sag̃lar. Benzer şekilde aynı işlemler,

u′′(t) + p(t)u(t) = q(t) u(0) = α, u′(0) = β, (1.2.7)

başlangıc. deg̃er problemine uygulanırsa, (1.2.7) diferansiyel denklemi ile,

u(t) =

∫ t

0

(t− s)q(s)ds−
∫ t

0

(t− s)p(s)u(s)ds + α + βt, (1.2.8)
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ikinci tip Volterra integral denkleminin denklig̃i elde edilir.

(1.2.5) ve (1.2.8) integral denklemlerinin sırasıyla (1.2.4) ve (1.2.7) diferan-

siyel denklemleri ile denklig̃ini, integral denklemin diferansiyel sistemi sag̃ladıg̃ını

göstermiş oluruz (bkz Ledermann et al. (1990)).

1.3 Volterra İntegral Denklemleri

1.3.1 Giriş

Volterra integro-diferansiyel denklem ilk kez 1920’lerin sonlarına dog̃ru Volterra

tarafından verilmiştir. Volterra integro-diferansiyel denklemlerin uygulamaları

matematiksel modellemede c.ok önemli rol almaktadır. Biyoloji, ekoloji, tıp,

nükleer reaktör dinamig̃i ve daha pek c.ok fen ve mühendislik uygulamalarında

geniş yer almaktadır. Bu tip denklemler Volterra (1931) ve Volterra (1962)’deki

c.alışmalarda verilmiştir.

1.3.2 Lojistik Diferansiyel Denklem

Tek bir türün büyümesinin sınırlı oldug̃u ve bölgeye homojen olarak dag̃ıtılmış

olan nüfus yog̃unlug̃u ic.in genel bir model, lojistik diferansiyel denklem ile ac.ıkla-

nabilir. Aşag̃ıdaki başlıklarda bu modelin deg̃işik bic.imleri ele alınmıştır.
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• Lojistik Diferansiyel Denklem:

α, β ∈ (0,∞) ic.in,

u′(t) = u(t){α− βu(t)}, (t ≥ 0), (1.3.1)

u(0) = u0,

şeklindedir.

• Hasatlanmış Lojistik Diferansiyel Denklem :

(1.3.1) lojistik diferansiyel denkleminin genelleştirilmiş halidir (bkz Sánchez (1989),

Borrelli and Coleman (1998) veya Mooney and Swift (1999)). Eg̃er hasat oranı

sabiti H > 0 ise, α, β ∈ (0,∞) ic.in,

u′(t) = u(t){α− βu(t)} −H, (1.3.2)

u(0) = u0,

şeklinde verilir.

Eg̃er (1.3.1) denklemini aşag̃ıdaki gibi deg̃iştirirsek (bkz Cushing (1977)),

u′(t) = u(t){α− β(u(t))m}, (1.3.3)

u(0) = u0.

(1.3.1) ic.in dog̃rusal olmayan genelleştirilmiş halini elde ederiz, burada α, β ve m

pozitif reel sayıdır. (1.3.3)’in yaklaşık (limit durumundaki) c.özümü u∗ =

(
α

β

)1/m

şeklindedir.

1.3.3 Gecikmeli Lojistik Diferansiyel Denklem

Gecikmeli lojistik diferansiyel denklem (1.3.1) lojistik denkleminin ilginc. bir genel-

leştirilmesidir.
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• Gecikmeli Lojistik Diferansiyel Denklem :

u′(t) = u(t){α− βu(t− τ)}, (t ≥ 0), (1.3.4)

u(0) = φ(t), (−τ ≤ t ≤ 0).

Eg̃er w(t) = (βu(t)− α)/α alırsak (1.3.4) denkleminin daha kapsamlı bic.imi,

w′(t) = −αw(t− τ){1 + w(t)}, (t ≥ 0), (1.3.5)

w(0) = φ̄(t), (−τ ≤ t ≤ 0),

şeklinde elde edilir (bkz Wright (1955), Jones (1962)). Yukarıdaki örnekler (1.3.1)

denkleminin farklı bic.imleridir. Bir başka örnek olarak,

u′(t) = u(t){α− βu(t)− γu(t− τ)}, (t ≥ 0), (1.3.6)

u(0) = φ(t) (−τ ≤ t ≤ 0),

verilebilir.

Yukarıda c.eşitli gecikmeli diferansiyel denklemlere örnekler verdik ancak,

bu tezde gecikmeli diferansiyel denklemlerin sayısal ve analitik incelenmesi ele

alınmayacaktır. Fikir vermesi ac.ısından birkac. örnek ile yetineceg̃iz.

1.3.4 Lojistik Volterra İntegro-Diferansiyel Denklem

Gözönünde bulunduracag̃ımız bir başka model,

u′(t) = u(t)

{
α− βu(t)− γ

∫ t

p(t)

k(t− s)u(s)ds

}
, t ≥ 0, (1.3.7)

bic.iminde verilen integro-diferansiyel denklemdir. Burada β katsayısının bu-

lundug̃u kareli terim, kirlenme terimini ifade eder. (1.3.7) ile verilen denklem

biyolojide popülasyon büyümesini modellemek ic.in kullanılır. Volterra (1931)

ve Volterra (1959) c.alışmalarında biyolojik popülasyonun büyümesini incelemiş
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ve bunun ic.in matematiksel modeller ortaya c.ıkarmıştır. Tek tür ic.in denklem

bic.imi:

u′(t) = u(t)

{
α− βu(t)− γ

∫ t

0

k(t− s)u(s)ds

}
, t ∈ IR+, (1.3.8)

veya

u′(t) = u(t)

{
α− βu(t)− γ

∫ t

−∞
k(t− s)u(s)ds

}
, t ∈ IR, (1.3.9)

şeklindedir. Ek olarak integral sınırlarında τ gecikme terimi de bulunabilir,

u′(t) = u(t)

{
α− βu(t)− γ

∫ t

t−τ

k(t− s)u(s)ds

}
, t ∈ IR. (1.3.10)

burada t zamanındaki u(t) popülasyon büyüklüg̃ü ve α, β ve γ pozitif sabitler,

k(t) kalıtsal etkidir. Bununla ilgili ilk c.alışma, ∀ t ≥ 0, k(t) ≥ 0 ic.in Volterra

(1959) tarafından ele alınmıştır. Eg̃er γ = 0 veya k(t) ≡ 0 ise (1.3.8), (1.3.9)

ve (1.3.10) denklemleri lojistik diferansiyel denklem olarak bilinen (1.3.1) denkle-

mine dönüşür (bkz örneg̃in Volterra (1931),Volterra (1962), Davis (1962), Pielou

(1969), Gilpin and Ayala (1973), Cushing (1977), MacDonald (1978), Gopalsamy

(1992), Boyce and DiPrima (1997), Borrelli and Coleman (1998)).

(1.3.3) denkleminde (u(t))m ifadesinin yerine integral terim alırsak, aşag̃ıdaki

gibi yeni bir integro-diferansiyel denklem elde edilir.

u′(t) = u(t)

{
α− βu(t)− γ

(∫ ∞

0

u(t− s)k(s)ds

)m}
, (m > 0), (1.3.11)

veya

u′(t) = u(t)

{
α− βu(t)− γ

∫ ∞

0

{u(t− s)}mk(s)ds

}
. (1.3.12)

Eg̃er σ∞ =

∫ ∞

0

k(s)ds = 1 ise (1.3.11) veya (1.3.12) denklemlerinin sabit (dur-

gun) (steady-state) c.özümü (1.3.3) denkleminin c.özümüne benzer ve limit duru-

mundaki yaklaşık c.özümü u∗ =

(
α

β + γ

)1/m

olur.
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1.4 C. oklu Türlerin Büyümesi

Dinamik popülasyon modellerinde sürekli zaman gecikmesi Volterra (1931)’in

öncü c.alışmasından sonra pek c.ok bilim adamı tarafından ele alındı. Analiz-

lerin c.og̃u tekli türdeki popülasyon modelleri (Cushing (1977), Cushing (1976),

Miller (1966), Lakshmikantham and Rao (1995), ve Landman (1980)) veya av-

avcı modelleri (Davis (1962), Boyce and DiPrima (1997), Borrelli and Coleman

(1998)) tarafından sınırlandırılmıştır. Şimdi bu denklemlerin analog sistemlerini

ele alacag̃ız.

• Denklemlerin Lotka-Volterra Sistemi:

Şimdi, bahsedeceg̃imiz Lotka-Volterra (LV) modeli (1.4.1) yırtıcı-yem etkileşim

modelinin en basit şeklidir ve ekolojik modellemede ortaya c.ıkar. Model Lotka

(1925), Volterra (1926) veya Volterra (1928)’den bag̃ımsız olarak geliştirilmiştir.

u′(t) = u(t){α1 − β1v(t)}, u(0) = u0,

v′(t) = −v(t){α2 − β2u(t)}, v(0) = v0, (1.4.1)

burada u(t) ve v(t) yem ve yırtıcı hayvan türlerinin popülasyonunu, αi, (i = 1, 2),

i’inci türün net dog̃um oranını, βi, (i = 1, 2) ise iki türün arasındaki etkileşim

oranını gösterir.

Gopalsamy (1980) aşag̃ıdaki sistem ile türlerin birbiriyle etkileşiminin salınımlı

bir şekilde oldug̃unu buldu.

u′(t) = u(t)

{
α1 − β1v(t)− γ1

∫ t

p(t)

k1(t− s)v(s)ds

}
, u(0) = u0,

v′(t) = v(t)

{
−α2 + β2u(t) + γ2

∫ t

p(t)

k2(t− s)u(s)ds

}
, v(0) = v0,(1.4.2)

burada p(t) = 0, −∞, k(t) = exp(−µt) tipinde gecikmeli c.ekirdekler ic.in µ pozitif

bir parametre olur ve burada α1 ve α2 birinci ve ikinci türün düşme ve yükselme

katsayısıdır. Eg̃er γ1 = γ2 = 0 ise (1.4.2) denklemi klasik Lotka-Volterra sistemine

indirgenir.



Bölüm 2

VOLTERRA İNTEGRAL DENKLEMLERİ

İC. İN SAYISAL y YÖNTEMLER

2.1 Giriş

Bu bölümde aşag̃ıdaki gibi ikinci tip Volterra integral denklemini,

u(t) = f(t) + λ

∫ t

0

K(t, s)u(s)ds, t ≥ 0, (2.1.1)

ele alacag̃ız ve bazı sayısal c.özüm yöntemlerini, örneg̃in dikdörtgenler (Euler)

yöntemi, yamuklar yöntemi, Simpson
1

3
ve Simpson

3

8
yöntemlerini vereceg̃iz.

Bu bölümde, sonraki bölümlerde temel teşkil edecek bazı sayısal integrasyon

yöntemlerini ac.ıklayacag̃ız.

Kısım 2.2’de deg̃işik integral denklemlerden, Kısım 2.3’de de integro-diferansiyel

denklemlerden bahsedeceg̃iz.

2.2 İntegral Denklemlerin Temel Tipleri

İntegral denklem ilk kez Du Bois-Reymond tarafından 1883 tarihinde verildi.

İntegral denklem, integral işareti altında bir bilinmeyen fonksiyon ic.eren denk-
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lemdir. Bunu ikiye ayırırız, birincisinde integral sınırları aşag̃ıdaki gibi belirlidir:

u(t) = f(t) + λ

∫ b

a

K(t, s)u(s)ds, (a ≤ t ≤ b), (2.2.1)

burada f(t) ve K(t, s) verilen fonksiyonlar ve λ, a ve b sabitlerdir. (2.2.1) denk-

lemi ikinci tip dog̃rusal Fredholm integral denklemi olarak isimlendirilir.

K(t, s) integral denklemin c.ekirdeg̃idir. Eg̃er integralin üst sınırı deg̃işkense,

u(t) = f(t) + λ

∫ t

0

K(t, s, u(s))ds t ≥ 0, (2.2.2)

ikinci tip dog̃rusal olmayan Volterra integral denklemi elde edilir. (2.2.2)

denklemi 0 ≤ t < ∞’den ziyade 0 ≤ t ≤ T < ∞ ic.in daha uygundur. Özel olarak,

u(t) = f(t) + λ

∫ t

0

K(t, s)u(s)ds, t > 0, (2.2.3)

denklemi ikinci tip dog̃rusal Volterra integral denklemdir. Volterra integral denk-

lemleri genellikle zamana veya nüfusa bag̃lı sistemlerde karşımıza c.ıkar.

Tanım 2.2.1 (2.2.3) denklemindeki c. ekirdek (t−ξ)’nin K(t, ξ) = k(t−ξ) şeklindeki

gibi bir fonksiyonu ise K’ya konvolüsyon tipinde c. ekirdek denir.

2.3 Volterra İntegro-Diferansiyel Denklemi

Eg̃er (2.1.1) denkleminin türevini alırsak,

u′(t) = f ′(t) + λK(t, t)u(t) + λ

∫ t

0

∂K

∂t
(t, s)u(s)ds, (2.3.1)

denklemi elde edilir. Bu bir Volterra integro-diferansiyel denklemine örnektir (bkz

Collatz (1966)). (2.3.1) ile verilen denklemin genel hali,

u′(t) = F
(

t, u(t),

∫ t

0

K(t, s, u(s))ds

)
, (2.3.2)

şeklindedir.
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2.4 Volterra Denklemleri ve C. özümün Varlıg̃ı

(2.2.2) denklemini düşünürsek,

u(t) = f(t) + λ

∫ t

0

K(t, s, u(s))ds, (0 ≤ t ≤ T ), (2.4.1)

denkleminde u(t)’nin bilinmedig̃i, f(t) fonksiyonu ile K c.ekirdeg̃inin bilindig̃i

varsayılıyor.

a) f(t), (0 ≤ t ≤ T ) aralıg̃ında sürekli fonksiyon ,

b) K(t, s, z) c.ekirdeg̃i (0 ≤ s ≤ t ≤ T ), −∞ < z < ∞ aralıg̃ında sürekli,

c) C. ekirdek Lipschitz koşulunu sag̃layacak,

|K(t, s, z1)−K(t, s, z2)| ≤ L|z1 − z2|, (2.4.2)

şeklindedir. 0 ≤ s ≤ t ≤ T ve ∀ z1, z2 ic.in [0, T ] aralıg̃ında u(t) c.özümü tek ve

süreklidir. Bu sonucun ispatı ic.in (Tricomi (1957), Smithies (1958), Davis (1962)

ve Linz (1985)) bakınız.

2.5 Volterra İntegral Denklemleri İc.in Sayısal

Yöntemler

Bu bölümde (2.4.1) denkleminin sayısal c.özümleri ic.in kullanılan temel formülleri

sınıflandırarak ana hatlarını vereceg̃iz.

Verilen adım aralıg̃ı h > 0 ic.in tk = k ∗ h, k = 0, 1, . . . , n noktalarında

c.özümü hesaplayacag̃ız. u(tn) ic.in ũ(tn) yaklaşık c.özümünü t = tn koyarak

hesaplayacag̃ız ve (2.4.1) denkleminin sag̃ındaki integral teriminin yerine sayısal

integral kuralında tk, k = 0, 1, . . . , n ic.in integral deg̃erini kullanacag̃ız. Daha

sonra ũ(tn) ic.in meydana gelen denklemi c.özeceg̃iz. (2.4.1) denkleminde integral
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kuralını, ∫ nh

0

g(t)dt ≈ h

n∑

k=0

wnkg(tk), (2.5.1)

(2.4.1) denklemindeki integralin yerine kullanırız ve uygun koşullar altında yaklaşık

c.özümün ũ(tn) deg̃erlerini tanımlayan,

ũ(tn) = f(tn) + λh

n∑

k=0

wnkK(tn, tk, ũ(tk)), n = 1, 2, 3, . . . , (2.5.2)

denklemini elde ederiz. Adım adım hesaplamada yaklaşık c.özüm ũ(t0) = f(t0)

olarak alınır. Eg̃er wnk ag̃ırlık fonksiyonları düzgün sürekli ise, yeterince küc.ük

h ve Kısım 2.4’ün varsayılan durumları ic.in denklemin tek c.özümü vardır.

2.5.1 Dikdörtgenler Kuralı

İntegral hesabında en basit yaklaşım Riemann anlamında integral tanımı olan

dikdörtgenler yoluyla integral alma ile elde edilir. Bu şekilde yapılan hesaplama

yöntemine Euler yöntemi de denir. İntegralini hesaplayacag̃ımız [0, T ] aralıg̃ı n

eşit parc.aya bölünür ve

soldan

∫ tn

0

φ(s)ds ≈ h

n−1∑
i=0

φ(ti),

sag̃dan

∫ tn

0

φ(s)ds ≈ h

n∑
i=1

φ(ti),

deg̃erleri ile hesaplanır. (2.4.1) denklemi ic.in düşünürsek,

Ac.ık Euler ũ(tn) = f(tn) + λh

n−1∑

k=0

K(tn, tk, ũ(tk)), (2.5.3)

Kapalı Euler ũ(tn) = f(tn) + λh

n∑

k=1

K(tn, tk, ũ(tk)), (2.5.4)

elde edilir.

Bunlar dikdörtgensel yöntemlere iki örnektir, sırasıyla ac.ık Euler kuralı, ka-

palı Euler kuralı olarak isimlendirilir. Eg̃er u(tr), (r = 0, 1, . . . , n−1) deg̃erlerini
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biliyorsak u(tn) deg̃erini buluruz. Bundan dolayı (2.5.3) denklemi ac.ık olarak

isimlendirilir. (2.5.4) denklemi kapalıdır. Dog̃rusal durumda (2.1.1) denklemi

eg̃er λhK(tn, tn) 6= 1 ise ũ(tn) ic.in c.özülebilir (ve dog̃rusal olmayan durumda

buna benzer durum vardır). Gerc.ekten dog̃rusal denklem ic.in K(t, s, u(s)) =

K(t, s)u(s) oluyorsa, (2.5.4) denklemi ũ(t0) = f(t0) ile,

ũ(tn)(1− λhK(tn, tn)) = f(tn) + λh

n−1∑

k=1

K(tn, tk)ũ(tk), (2.5.5)

olur ve ũ(tn) ic.in direkt olarak c.özülebilir. Dog̃rusal olmayan durumda ũ(tn)

deg̃erini istenilen bir dog̃rulukta c.özmek ic.in iterasyon teknikleri kullanılır. Dik-

dörtgenler kuralından elde edilen c.özümün birinci derece dog̃rulug̃a sahip oldug̃u

görülebilir (bkz Turner and Buchanan (1992) veya Conte (1980)).

2.5.2 Yamuklar Kuralı

(2.4.1) denklemine yamuklar kuralını uygularsak,

ũ(tn) = f(tn) + λh

{
1

2
K(tn, t0, ũ(t0))

+
n−1∑

k=1

K(tn, tk, ũ(tk)) +
1

2
K(tn, tn, ũ(tn))

}
, (2.5.6)

c.özümünü yaparak ũ(tn) hesaplanır. Bu kapalı şekilde görünen aşag̃ıdaki denk-

lemi verir:

ũ(tn)− λh

2
K(tn, tn, ũ(tn)) = f(tn) + λh

{
1

2
K(tn, t0, ũ(t0))

+
n−1∑

k=1

K(tn, tk, ũ(tk))

}
. (2.5.7)

K(t, s, u(s)) = K(t, s)u(s) ile bir dog̃rusal integral denklem ic.in (2.5.7) denklemi

ũ(t0) = f(t0) ile,

ũ(tn)

(
1− λh

2
K(tn, tn)

)
= f(tn) + λh

{
1

2
K(tn, t0)ũ(t0)

+
n−1∑

k=1

K(tn, tk)ũ(tk)

}
, (2.5.8)
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olur ve ũ(tn) ic.in direkt olarak c.özülebilir. Eg̃er dog̃rusal olmayan durum varsa

ve (2.4.2)’de verilen L ic.in eg̃er
λhL

2
< 1 ise, tek bir ũ(tn) vardır ve istenilen

bir dog̃rulukta ũ(tn) deg̃erini c.özmek ic.in bazı iterasyon teknikleri kullanılır. Ya-

muklar kuralında elde edilen dog̃rulug̃un ikinci mertebe dog̃rulug̃a sahip oldug̃u

görülebilir (bkz Baker (1977), Linz (1985) veya Gerald and Wheatley (1999)).

2.5.3 Yamuklar ve Simpson Kuralları

Simpson
1

3
kuralının (bkz Gerald and Wheatley (1999)) veya Simpson

3

8
kuralının

(2.4.1) denklemine dog̃rudan uygulanamayacag̃ı kolaylıkla görülür. Yukarıdaki

altbölümlerden, dikdörtgenler kuralı ve yamuklar kuralı tüm aralıklar ic.in (c.ift

veya tek) uygulanabilir, fakat Simpson
1

3
kuralı sadece c.ift adımlı aralıklara uygu-

lanabilir ve Simpson
3

8
kuralı ise üc.e bölünebilen adım aralıklarını gerektirir. Eg̃er

aralık sayısı c.ift deg̃ilse, aralıg̃ın başında veya sonunda yamuklar kuralı dig̃er yer-

lerde ise Simpson
3

8
kuralı kullanılır. Sonuc.lar C. izelge 2.1 ve 2.2’de gösterilmiştir.

Yamuklar kuralı, Simpson kuralı ile (2.5.1) denklemindeki deg̃işimleri vermek ic.in

birleştirilebilir. Örneg̃in, n = 0, 1, 2, . . . ic.in

∫ (2n+1)h

0

g(t)dt ≈ h

2
{g(0) + g(h)}+

4h

3

n∑

k=1

g(2kh) +
2h

3

n∑

k=0

g((2k + 1)h),

şeklinde verebiliriz. Bu yaklaşımlar bize nh sabit ve h → 0 iken sırasıyla O(h4)

ve O(h3) yerel kesme hatası verir. wn,k ag̃ırlıklarının uygun sırası C. izelge 2.1’de

verilmiştir.

İkinci yöntem Simpson
1

3
kuralı ve yamuklar kuralı ic.in,

∫ (2n+1)h

0

g(t)dt ≈ 4h

3

n−1∑

k=0

g(2kh) +
2h

3

n∑

k=0

g((2k + 1)h)

+
h

2
{g(2nh) + g((2n + 1)h)},

denklemi ile verilir.
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C. izelge 2.1: Yamuklar kuralı ve Simpson
1

3
kuralı

n\k 0 1 2 3 4 5 6 · · ·
1

h

2

h

2

2
h

3

4h

3

h

3

3
h

2

h

2
+

h

3

4h

3

h

3

4
h

3

4h

3

2h

3

4h

3

h

3

5
h

2

h

2
+

h

3

4h

3

2h

3

4h

3

h

3

6
h

3

4h

3

2h

3

4h

3

2h

3

4h

3

h

3
... · · · · · ·

C. izelge 2.2: Simpson
1

3
ve yamuklar kuralı

n\k 0 1 2 3 4 5 6 · · ·
1

h

2

h

2

2
h

3

4h

3

h

3

3
h

3

4h

3

h

3
+

h

2

h

2

4
h

3

4h

3

2h

3

4h

3

h

3

5
h

3

4h

3

2h

3

4h

3

h

3
+

h

2

h

2

6
h

3

4h

3

2h

3

4h

3

2h

3

4h

3

h

3
... · · · · · ·
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wn,k ag̃ırlık fonksiyonlarının sırası C. izelge 2.2’de verilmiştir. Bu yöntemin

yerel kesme hatası h → 0 iken O(h3)’tür. İkinci türden Volterra integral denk-

leminin sayısal c.özümü ic.in C. izelge 2.1’i aşag̃ıdaki gibi özetleyebiliriz.

Eg̃er n c.ift ise :

wn,0 = wn,n =
1

3
,

wn,2k =
2

3
, k = 1, 2, . . . ,

n

2
− 1,

wn,2k+1 =
4

3
, k = 0, 1, 2, . . . ,

n

2
− 1.

Eg̃er n tek ise :

wn,0 =
1

2
,

wn,1 =
5

6
, n ≥ 3,

wn,2k =
4

3
, k = 1, 2, . . . ,

n− 1

2
,

wn,2k+1 =
2

3
, k = 1, 2, . . . ,

n− 1

2
− 1,

wn,n =
1

3
, n ≥ 3

Simpson
1

3
ve yamuklar kuralı ic.in (2.5.1) denklemini düşünürsek:

Eg̃er n c.ift ise :

wn,0 = wn,n =
1

3
,

wn,2k =
1

3
, k = 1, 2, . . . ,

n

2
− 1,

wn,2k+1 =
4

3
, k = 1, 2, . . . ,

n

2
− 1.
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Eg̃er n tek ise :

wn,0 =
1

3
,

wn,2k =
2

3
, k = 1, 2, . . . ,

n− 1

2
− 1,

wn,2k+1 =
4

3
, k = 0, 1, 2, . . . ,

n− 3

2
,

wn,n−1 =
5

6
, n ≥ 3,

wn,n =
1

2
, n ≥ 3.

2.5.4 Simpson Kuralı

Simpson kuralı yamuklar kuralından potansiyel olarak daha fazla dog̃rulug̃a sahip-

tir, fakat sadece n’nin c.ift oldug̃u durumda dog̃rudan uygulanabilir, n’nin tek

oldug̃u deg̃erler ic.in ilave bir formülün kullanılması gereklidir. Eg̃er Simpson
3

8
kuralı n ≥ 2 ic.in t0, t1, t2, t3 noktalarına uygulanırsa elde edilen ag̃ırlık fonksiyon-

ları C. izelge 2.3’de gösterilir.

Eg̃er n c.ift ise :

wn,0 = wn,n =
1

3
,

wn,2k =
2

3
, k = 1, 2, . . . ,

n

2
− 1,

wn,2k+1 =
4

3
, k = 0, 1, 2, . . . ,

n

2
− 1.
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C. izelge 2.3: Simpson I Kuralı

n\k 0 1 2 3 4 5 6 7 · · ·
1

h

2

h

2

2
h

3

4h

3

h

3

3
3h

8

9h

8

9h

8

3h

8

4
h

3

4h

3

2h

3

4h

3

h

3

5
3h

8

9h

8

9h

8

3h

8
+

h

3

4h

3

h

3

6
h

3

4h

3

2h

3

4h

3

2h

3

4h

3

h

3

7
3h

8

9h

8

9h

8

3h

8
+

h

3

4h

3

2h

3

4h

3

h

3
... · · · · · ·

Eg̃er n tek ise :

wn,0 =
3

8
,

wn,1 = wn,2 =
9

8
,

wn,3 =
17

24
− 1

3
δn3,

wn,2k =
4

3
, k = 2, 3, . . . ,

n− 1

2
,

wn,2k+1 =
2

3
, k = 2, 3, . . . ,

n− 3

2

wn,n =
1

3
, n ≥ 5,

burada δij Kronecker deltasıdır ve

δij =





1 i = j,

0 i 6= j.

şeklinde tanımlanır. Yukarıdaki ag̃ırlıkların sayısal gösterimi Simpson I kuralı

olarak adlandırılır ve dördüncü mertebeden yakınsama verir.
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Eg̃er
3

8
kuralını tn−3, tn−2, tn−1, tn ic.in uygularsak C. izelge 2.4 elde edilir.

Eg̃er n c.ift ise :

wn,0 = wn,n =
1

3
,

wn,2k =
2

3
, k = 1, 2, . . . ,

n

2
− 1,

wn,2k+1 =
4

3
, k = 0, 1, 2, . . . ,

n

2
− 1.

Eg̃er n tek ise :

wn,0 =
1

3
, n ≥ 5,

wn,2k =
2

3
, k = 1, 2, . . . ,

n− 5

2
,

wn,2k+1 =
4

3
, k = 0, 1, . . . ,

n− 5

2
,

wn,n−3 =
17

24
− 1

3
δn3,

wn,n−1 =
9

8

wn,n =
3

8
.

Yukarıdaki ag̃ırlıkların sayısal gösterimi Simpson II kuralı olarak adlandırılır.

Örnek 2.1 Aşag̃ıdaki gibi ikinci tip Volterra integral denklemini ele alalım;

u(t) = exp(t) + λ

∫ t

0

exp(t− s)u(s)ds, t ≥ 0. (2.5.9)

Gerc.ek c.özüm u(t) = exp((1 + λ)t)’dır. Eg̃er λ = −1 ise u(t) = 1 elde edilir.

C. izelge 2.5’te (2.5.9) denklemi ic.in c.eşitli sayısal c.özüm yöntemleri ile elde edilmiş

hata deg̃erleri gösterilmiştir. Burada,

hata = |gerc.ek deg̃er − yaklaşık deg̃er|

eşitlig̃i ile ifade edilmiştir.
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C. izelge 2.4: Simpson II Kuralı

n\k 0 1 2 3 4 5 6 7 · · ·
1

h

2

h

2

2
h

3

4h

3

h

3

3
3h

8

9h

8

9h

8

3h

8

4
h

3

4h

3

2h

3

4h

3

h

3

5
h

3

4h

3

h

3
+

3h

8

9h

8

9h

8

3h

8

6
h

3

4h

3

2h

3

4h

3

2h

3

4h

3

h

3

7
h

3

4h

3

2h

3

4h

3

h

3
+

3h

8

9h

8

9h

8

3h

8
... · · · · · ·

Bu bölümde ikinci tip Volterra integral denklemlerinin sayısal c.özümleri

üzerinde durduk. Bu tip denklemlerde gerektig̃inde orta nokta kuralı, Runge-

Kutta yöntemleri, Gregory yöntemleri gibi farklı yöntemler de kullanılabilir (Baker

(1977), Linz (1985), Filiz (2000b), vb).
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Bölüm 3

LOTKA-VOLTERRA SİSTEMLERİ

3.1 C. oklu Türlerin Büyümesi

Popülasyonda, birbirini etkileyen bir c.ok tür bulundug̃undan bu bölümde

c.oklu türlerin büyümesini modelleyeceg̃iz. Biyoloji, ekoloji, tıp ve mühendislikte

c.ok önemli yer tutan ve kullanılan Lotka-Volterra (LV) sistemlerini inceleyeceg̃iz.

Matematiksel ekolojide başlıca makalelerin ve c.oklu türlerin büyümesi ana-

lizinin başlangıc. noktası Volterra (1931)’dir. Volterra, av türünün yog̃unlug̃unu

u(t) ile, avcının yog̃unlug̃unu v(t) ile tanımlamaktadır. Av ile avcının büyümesini

diferansiyel denklem sistemleri ile ortaya koymaktadır.

Avın büyüme oranını (eg̃er avcı yoksa), α pozitif reel sayı olmak üzere

u′(t) = αu(t) olarak bilinen üstel büyüme denklemini ele almıştır. Bundan başka

avın oranı, avcı yog̃unlug̃unun oranına bag̃lı olarak dog̃rusal olarak azalacag̃ını

kabul etmiş ve av denklemi ic.in:

u′(t) = u(t)(α1 − β1v(t)), α1, β1 > 0,

denklemini elde etmiştir.
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Avcı ic.in, avın yoklug̃unda yog̃unluk üstel olarak sıfıra azalacag̃ını, fakat

u(t) yog̃unlug̃u ile büyüme oranının artacag̃ını farzetmiştir. Avcı denklemi ic.in:

v′(t) = v(t)(−α2 + β2u(t)), α2, β2 > 0,

denklemini c.ıkarmıştır.

Yukarıdaki iki denklemden,

u′(t) = u(t)(α1 − β1v(t)),

v′(t) = v(t)(−α2 + β2u(t)), (3.1.1)

diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Bu model aynı zamanda Lotka (1920)

tarafından kimyasal kinetik metninde ele alındı. (3.1.1)’ün üc. tane c.özümünü

elde ederiz. Eg̃er u(0) = 0 ve v(0) = 0 ise, o zaman ∀t > 0 ic.in u(t) = v(t) = 0

dır. Eg̃er u(0) = 0 ve v(0) > 0 ise, o zaman u(t) = 0 ve v(t) = v(0) exp(−α2t)

dir. Eg̃er v(0) = 0 ve u(0) > 0 ise, o zaman da v(t) = 0 ve u(t) = u(0) exp(α1t)

elde edilir.

Örnek 3.1 u(t) ve v(t) pozitif fonksiyonlar olmak üzere,

du(t)

dt
= u(t)

(
1− 1

2
v(t)

)
, (3.1.2)

dv(t)

dt
= −v(t)

(
3

4
− 1

4
u(t)

)
,

sisteminin c. özümünü düşünelim. Eg̃er u(t) = α, v(t) = β oldug̃unda

u′(t) = v′(t) = 0 ise α ve β kritik noktalardır. Bu sistemin kritik noktaları

u(t)(1 − 0.5v(t)) = 0, v(t)(0.75 − 0.25u(t)) = 0, olur ve denklem sisteminin

c. özümü, (0, 0), (3, 2) olarak bulunur.

3.2 Lotka-Volterra Sisteminin C. özümü

α1, α2, β1, β2 = 1 ic.in (3.1.1) denklem sistemi,

u′(t) = u(t)− u(t)v(t); u(0) = u0,

v′(t) = −v(t) + u(t)v(t); v(0) = v0, (3.2.1)
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Şekil 3.1: u(0) = v(0) = 1 başlangıc. noktaları ic.in (3.1.2) denklem sisteminin

Euler yöntemi ile sayısal c.özümü.

şeklindedir ve grafig̃i Şekil 3.1’de verilmiştir.

(3.2.1) sisteminin birinci bölgedeki u0 ve v0’ın tüm deg̃erleri ic.in c.özümünün

sarmal oldug̃u iyi bilinmektedir. Bu sarmallar (u∗, v∗) ile ifade edilen denge nok-

tasının etrafındadır. Bu nokta (3.2.1) denkleminin sol tarafının sıfıra eşitlenmesi

ile elde edilir. Shampine et al. (1997)’ye göre (3.1.1) denkleminde α1 = β1 = a ve

α2 = β2 = −c sec.ilirse,

u′(t) = a(u(t)− u(t)v(t)),

v′(t) = −c(v(t)− u(t)v(t)), (3.2.2)

denklemi elde edilir. Bu denklemin analitik c.özümü yoktur, fakat u(t)’nin v(t)’ye

göre c.özümü,
du

dv
= − c(v − uv)

a(u− uv)
,

oranıyla c.özülebilir ve bu c.özüm,

ecu+av = Kucva, (3.2.3)

bic.imindedir. Şekil 3.2’de (3.2.2) denkleminin MATLAB ve Mathematica ile elde

edilmiş grafikleri verilmektedir. MATLAB programında,
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ezmeshc(’121.848*v.*u.^2-exp(2*u+v)’,[0,3.3,0,4.4],500)

kodu ile, Mathematica programında ise,

a=1;

c=2;

k=121.848;

f[u_,v_] = k* u^c v^a - Exp[c*u + a*v]

ContourPlot[f[u,v],{u,0,3.3},{v,0,4.4}, Contours -> {0},

ContourShading -> False, PlotPoints -> 50, ContourLines -> True,

Axes -> True, AxesLabel -> {"u(t)", "v(t)"} ] (* PlotLabel

->FontForm["Lotka-Volterra (Predator-Prey) Equations",

{"Helvetica-Bold", 9.4}], Frame -> True, FrameLabel{"time",

"Population Size"} ] *)

kodu ile Şekil 3.2 elde edilir. Bununla beraber Gander (1995) veya Arrigoni

and Steiner (1988) bu denklem sisteminin kapalı c.özümünü aşag̃ıdaki parametrik

denklem ile vermektedir.

u(t) =
1

2
τ ± 1

2

√
τ 2 − 4C exp(τ),

v(t) =
1

2
τ ± 1

2

√
τ 2 − 4C exp(τ), (3.2.4)

burada C = u0v0 exp(u0 + v0) ve τ = u(t) + v(t) ile verilir.

İleri Euler yöntemi, (3.2.1) denklem sisteminin ileri farklar yönteminde

zamana göre türevine denktir. Bu sistemi tn zamanında elde ederiz.

ũn+1 − ũn

h
= ũn − ũnṽn; u(0) = u0,

ṽn+1 − ṽn

h
= −ṽn + ũnṽn; v(0) = v0. (3.2.5)

Bu bir ac.ık iterasyon formülüdür. Şekil 3.3’de verildig̃i gibi adım aralıg̃ı h = 0.1

ve başlangıc. deg̃erleri u0 = 0.5 ve v0 = 0.5 ic.in (3.2.5) algoritması ile elde edilir.
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Şekil 3.2: a = 1, c = 2, K = 121.848, u(0) = 1, v(0) = 3 ic.in (3.2.2) denklem

sisteminin grafig̃i.

(3.2.1) denkleminin ileri Euler yöntemi ile sayısal c.özümü sarmal bir görüntü

gösterir. Bir sonraki yöntemde, basit bir deg̃iştirme ile ileri Euler yönteminin

sarmal olmayan bir yönteme yani, deg̃iştirilmiş Euler yöntemine nasıl ulaştıg̃ına

bakacag̃ız. (3.2.5) denklem sisteminin ikinci denkleminde c.arpım durumunda olan

ũn yerine ũn+1 yazıldıg̃ında,

ũn+1 − ũn

h
= ũn − ũnṽn; u(0) = u0,

ṽn+1 − ṽn

h
= −ṽn + ũn+1ṽn; v(0) = v0, (3.2.6)

algoritması elde edilir.

Şekil 3.4 deg̃iştirilmiş ileri Euler yönteminin MATLAB programı ile elde

edilmiş grafig̃ini göstermektedir. Deg̃iştirilmiş ileri Euler yönteminin hala ac.ık

oldug̃u görülmektedir.
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Şekil 3.3: u(0) = v(0) = 0.5 başlangıc. noktaları ile (3.2.1) denklem sisteminin

ileri Euler yöntemi ile sayısal c.özümü.

(3.2.1) denklem sisteminin sayısal c.özümünde sarmal olmayan c.özümü ic.in

dördüncü mertebeden Runge-Kutta (RK4) yöntemi kullanılabilir. (3.2.1) sistemi

u′(t) = f(t, u(t), v(t)) ve v′(t) = f(t, u(t), v(t)) olarak ele alınırsa,

k1 = h ∗ f(tn, ũn, ṽn);

m1 = h ∗ g(tn, ũn, ṽn);

k2 = h ∗ f

(
tn +

h

2
, ũn +

k1

2
, ṽn +

m1

2

)
;

m2 = h ∗ g

(
tn +

h

2
, ũn +

k1

2
, ṽn +

m1

2

)
;

k3 = h ∗ f

(
tn +

h

2
, ũn +

k2

2
, ṽn +

m2

2

)
;

m3 = h ∗ g

(
tn +

h

2
, ũn +

k2

2
, ṽn +

m2

2

)
;

k4 = h ∗ f (tn + h, ũn + k3, ṽn + m3) ;

m4 = h ∗ g (tn + h, ũn + k3, ṽn + m3) ;

ũn+1 = ũn +
1

6
(k1 + 2 ∗ k2 + 2 ∗ k3 + k4);

ṽn+1 = ṽn +
1

6
(m1 + 2 ∗m2 + 2 ∗m3 + m4);
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Şekil 3.4: u(0) = v(0) = 0.5 başlangıc. noktaları ile (3.2.1) denklem sisteminin

deg̃iştirilmiş (modified) Euler yöntemi ile sayısal c.özümü.

ifadesinden aşag̃ıdaki,

k1 = h ∗ (ũn − ũn ∗ ṽn);

m1 = h ∗ (−ṽn + ũn ∗ ṽn);

k2 = h ∗
(

(ũn +
k1

2
)− (ũn +

k1

2
) ∗ (ṽn +

m1

2
)

)
;

m2 = h ∗
(
−(ṽn +

m1

2
) + (ũn +

k1

2
) ∗ (ṽn +

m1

2
)

)
;

k3 = h ∗
(

(ũn +
k2

2
)− (ũn +

k2

2
) ∗ (ṽn +

m2

2
)

)
;

m3 = h ∗
(
−(ṽn +

m2

2
) + (ũn +

k2

2
) ∗ (ṽn +

m2

2
)

)
;

k4 = h ∗ ((ũn + k3)− (ũn + k3) ∗ (ṽn + m3)) ;

m4 = h ∗ (−(ṽn + m3) + (ũn + k3) ∗ (ṽn + m3)) ;

ũn+1 = ũn +
1

6
(k1 + 2 ∗ k2 + 2 ∗ k3 + k4);

ṽn+1 = ṽn +
1

6
(m1 + 2 ∗m2 + 2 ∗m3 + m4); (3.2.7)

algoritmasını elde ederiz. Bu algoritmadan MATLAB programı ile Şekil 3.5 elde

edilir.
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Şekil 3.5: u(0) = v(0) = 0.5 başlangıc. noktaları ile (3.2.1) denklem sisteminin

RK4 yöntemi ile sayısal c.özümü.

3.3 Adi Diferansiyel Denklemlerin Lotka-Volterra

Sistemleri

Denklem (3.1.1), avcı-av ilişkisiyle bir araya gelmiş iki tür arasındaki etkileşimi

tanımlar. Bu ilişkinin yanında bir türün büyümesi üzerinde bir c.ok etki vardır.

Örneg̃in; mevsimsel deg̃işme, yaş durumu, cinsiyet oranı ve bunun gibi bir c.ok

etki modelde yer almalıdır. Bununla beraber, ilk yaklaşım olarak, dikkatimizi

farklı popülasyonlar arasındaki üc. temel üzerine yog̃unlaştıracag̃ız.

n tane popülayonun sistemini ve i’inci türün kendi ic.inde ve dig̃er türler

ile olan toplam etkileşimi vasıtasıyla tanımlanabilen i’inci türün büyüme oranını

ele alacag̃ız. Yani,

u′i(t)
ui(t)

= bi + aiiui(t) +
∑

j 6=i

aijuj(t), i = 1, 2, . . . , n,

veya

u′i(t) = ui(t)

(
bi +

n∑
j=1

aijuj(t)

)
, i = 1, 2, . . . , n, (3.3.1)
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sistemi n tane tür ic.in bir LV sistemidir. Burada bi yaratılıştan olan büyüme

oranını, aij ise j’inci türün i’inci türe olan etkisini tanımlar.

A = [aij] matrisi etkileşim matrisi olarak adlandırılır. i’inci türle j’inci tür

arasında ilişki varsa (i 6= j) bu, yarışma veya işbirlig̃i şeklinde olabilir, (aij, aji) nin

işaret modeli sırasıyla (−,−) veya (+, +) olur. Yırtıcı hayvan-yem durumu ic.in

(+,−) veya (−, +) olur. A’nın köşegen elemanları aii genellikle i = 1, 2, . . . , n

ic.in pozitif deg̃ildir. C. ünkü bunlar aynı türler arasındaki ilişkiyi tanımlar ve

sınırlı kaynakları yansıtır (c.evre, normal yaşlanma vb). Negatif olmayan başlangıc.

deg̃erleri ui(0) = (u1(0), . . . , un(0)) ile (3.3.1) LV sisteminin bazı temel özelliklerini

özetleyeceg̃iz. (3.3.1) sistemini sadece negatif olmayan ui(0) ic.in ele aldıg̃ımıza

dikkat edelim, c.ünkü ui(0) i’inci türün yog̃unlug̃unu tanımlar.

3.4 Lotka-Volterra Modelinin Global Kararlılıg̃ı

Özerk (autonomous) bir Lotka-Volterra Sistemi (bkz Filiz (2000b), Filiz (2000c)

ve Wang & Yi (1995)) aşag̃ıdaki gibi verilsin,

u′i(t) = ui(t)αi + ui(t)

[
n∑

j=1

βijuj(t) +
n∑

j=1

ηijuj(t− τij)

+
n∑

j=1

γij

∫ t

p(t)

kij(t− s)uj(s)ds

]
, i = 1, 2, ..., n, (3.4.1)

burada ui(t), i’inci türün popülasyon yog̃unlug̃u, alt sınır p(t) = 0,−∞, veya

t − τij; αi, βij, ηij ve γij reel deg̃erli deg̃işkenler τij ≥ 0 ve ek olarak c.ekirdekler

kij : [0,∞) → IR negatif olmayan sürekli fonksiyonlar olsun ve

∫ ∞

0

kij(s) = 1, (3.4.2)
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şartını sag̃lasın. Başlangıc. koşullarımız aşag̃ıdaki gibi olsun,




ui(t) = φi(t) ≥ 0, −∞ < t ≤ 0,

φi > 0,

sup
−∞<s≤0

φi(s) < ∞ , i = 1, 2, · · · , n

(3.4.3)

burada φi(t), (i = 1, 2, · · · , n), (−∞, 0] üzerinde sürekli fonksiyonlardır.

Volterra (1931) birbirini etkileyen türlerin ekolojik sistemlerinin tanımlanması

ic.in integro-diferansiyel denklem sistemi gibi bir sistem tanımladı ve bu sistemi

n = 2 ic.in araştırdı.

Gec.mişte bilinen nüfus yog̃unlug̃unun, negatif olmayan sınırlı fonksiyonlar,

ui(t) = φi(t), −∞ < t < 0, i = 1, . . . , n, (3.4.4)

oldug̃unu farzediyoruz.

Buradan (3.4.4) başlangıc. şartı ile (3.4.1) integro-diferansiyel sisteminin

negatif olmayan bir tek c.özümü vardır. Bir ekolojik sistem ic.in bu teorinin

uygulaması Post and Travis (1982) tarafından verilmiştir. Eg̃er (3.4.1) siste-

minde αi, βij, ηij, γij ve τij reel deg̃erli deg̃işkenler yerine t’nin bir fonksiyonu

olan αi(t), βij(t), ηij(t),γij(t) ve τij(t) sürekli fonksiyonları sec.ilirse özerk olmayan

(non-autonomous) Lotka-Volterra sistemi elde ederiz (bkz Bereketog̃lu and Györi

(1997)). Fargue başlangıc. koşulları xi(t) = φi(t),−∞ < t < 0 olan integro-

diferansiyel denklemin ancak ve ancak k(t) c.ekirdeg̃i sabit katsayılarla bir dife-

ransiyel denklem koşulunu yerine getirdig̃inde yani k(t) ic.in gerek ve yeter koşul,

eat, teat, · · · , tmeat, a ∈ C,

olmasıdır. Bu koşul sag̃landıg̃ında diferansiyel denklemle başlangıc. koşullarının

eşit oldug̃u gözlemlenir. Burada ele aldıg̃ımız her bir kij(t) c.ekirdeg̃i aşag̃ıdaki

şekilde verilsin,

kij(t) = kv(t) =
av

(v − 1)!
tv−1exp(−at), v ∈ N, (3.4.5)
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a ∈ (0,∞) bir pozitif sabit kv nin birinci türevi,

d

dt
kv(t) = akv−1(t)− akv(t), k0(t) = 0,

ile verilir ve bu kolaylıkla gösterilebilir.

yi(t) := ui(t), i = 1, . . . , p,

tanımlarız ve ∫ t

−∞
kµ(t− τ)yi(τ)dτ, µ = 1, . . . , m,

formunda olan yp+1, . . . , yn daha yog̃un fonksiyonları ileri süreriz. Burada km,

k1j, . . . , kpj (her zaman tanımlananlar ihmal edilerek) j = 1, . . . , p ic.in elde edilen

tüm yog̃un fonksiyonlar (3.4.5) denkleminden sec.ilir.

Yeni fonksiyonlar yp+1, . . . , yn, y1, . . . , yn’deki dog̃rusal diferansiyel denk-

lem sistemini sag̃lar. y1, . . . , yp ic.in diferansiyel denklemler ile birlikte aşag̃ıdaki

gibi,

y′i = yi

(
αi +

n∑
j=1

βijyj

)
, i = 1, . . . , p,

y′l =
n∑

j=1

βljyj, l = p + 1, . . . , n, (3.4.6)

diferansiyel denklem sistemini y1(0), . . . , yn(0) başlangıc. deg̃erleri ile elde ederiz.

IR+ pozitif reel sayıları göstermek üzere IRp
+, IRp’nin pozitif kısmını göstersin. Bu

durumda (3.4.6) sisteminin her y(0) ∈ IRp
+ × IRn−p

+ başlangıc. deg̃eri ile y c.özümü

IRp
+× IRn−p

+ ’de deg̃ere sahiptir, fakat (3.4.1) sisteminde oldug̃u gibi IRn
+’de olmak

zorunda deg̃ildir.

Eg̃er (3.4.1) sisteminde γij = ηij = 0 olarak sec.ersek, aşag̃ıdaki gibi yeni bir

Lotka-Volterra sistemi elde ederiz,

u′i(t) = ui(t)

[
αi +

n∑
j=1

βijuj(t)

]
, i = 1, 2, . . . , n, (3.4.7)

ve başlangıc. deg̃erleri ui(0) = (u1(0), . . . , un(0)) bic.iminde olur.
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3.4.1 Global Kararlılık İc.in Yeterli Koşullar

Aşag̃ıda (3.4.6) sistemindeki diferansiyel denklemlerin izole edilmiş u∗i = (u∗1, . . . , u
∗
n)

dengesine sahip oldug̃unu kabul ediyoruz. Bu durumda u∗, A = (βij) i, j =

1, . . . , n ve B = (α1, . . . , αp, 0, . . . , 0)T ic.in,

Au∗ = −B,

dog̃rusal denklemini sag̃lar.

Tanım 3.4.1 A n× n tipinde reel matris olsun.

a. A matrisinin tüm özdeg̃erlerinin reel kısımları negatif (pozitif olmayan) ise A

kararlı (yarı kararlı),

b. CA her pozitif C köşegen matrisi ic. in kararlı (yarı kararlı) ise A C-kararlı

(C-yarı kararlı),

c. Eg̃er CA + ATC kararlı olacak şekile bir pozitif üc. gensel C matris var ise

Cross (1978) A’yı Volterra-Lyapunov kararlı olarak tanımlar.

Her reel A matrisi ic. in (c.) ⇒ (b.) ⇒ (a.) gerektirmeleri mevcuttur.

Zaman gecikmesi olmayan birbirini etkileyen n türün popülasyonunu tanımlayan

diferansiyel denklem sistemi ic.in Goh (1977) izole edilmiş pozitif denge durumu-

nun global kararlılıg̃ı ic.in yeterli bir koşul vermiştir.

Teorem 3.4.1 Goh (1977)

u′i(t) = ui(t)

[
αi +

n∑
j=1

βijuj(t)

]
, i = 1, 2, . . . , n, (3.4.8)
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diferansiyel denklem sisteminin izole edilmiş bir denge durumu olsun. Bu du-

rumda eg̃er A Volterra-Lyapunov kararlı (yarı kararlı) ise u∗ global asimptotik

kararlıdır (global kararlıdır).

Goh (1977)’nin bu sonucu ikinci dereceden ve dog̃rusal diferansiyel denklem sis-

temleri ic.in aşag̃ıdaki gibi genelleştirilebilir.

Teorem 3.4.2 Eg̃er (1.1.1) sisteminin denge noktaları u∗i = (u∗1, . . . , u
∗
n) ise ve

bir pozitif deg̃erli köşegen C matrisi varsa ve CA + ATC negatif deg̃erlere sahip

(kararlı) ise (3.4.7) Lotka-Volterra modeli mümkün olan bir bölgede kararlıdır.

İspat: Singüler olmayan bir A matrisi alalım. Bu bize,

αi = −
n∑

j=1

βiju
∗
j , i = 1, 2, . . . , n, (3.4.9)

eşitlig̃ini verir. (3.4.7) sisteminin biricik c.özümleri (u∗1, . . . , u
∗
n) ile gösterilsin.

Ac.ıkc.a, tüm c.özümler u∗i > 0, i = 1, 2, 3, . . . , n. Kabulden, C =diag(c1, c2, . . . , cn)

şeklinde pozitif deg̃erli köşegen matris vardır ve CA + ATC negatiftir.

Aşag̃ıdaki bic.imde uygun bir Lyapunov fonksiyonu sec.elim,

V (u)(t) =
n∑

i=1

ci

[
ui − u∗i − u∗i log

(
ui

u∗i

)]
. (3.4.10)

V Lyapunov fonksiyonunun türevini alıp (3.4.7) ve (3.4.9) numaralı denklemleri

de kullanırsak sırası ile aşag̃ıdaki denklemleri buluruz,

V ′ =
n∑

i=1

ci

(
u′i − u∗i

u′i
ui

)
=

n∑
i=1

ci(ui − u∗i )
(

u′i
ui

)
,

=
n∑

i=1

ci(ui − u∗i )

(
αi +

n∑
j=1

βijuj

)
,

=
n∑

i=1

(ui − u∗i )ci

n∑
j=1

βij(uj − u∗j),
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ui − u∗i = wi ve uj − u∗j = wj kısaltmalarını kullanırsak,

V ′ =
n∑

i=1

wici

n∑
j=1

βijwj,

= WT (CA)W,

=
1

2
WT (CA + ATC)W,

ac.ıkca göründüg̃ü gibi CA + ATC negatif tanımlı ve tüm ui(t) 6= u∗i ic.in V ′

negatif olur ve ispat biter.

Lemma 3.4.3 Worz-Busekros (1978) farzedelim ki,

A =


 A1 A2

A3 A4


 ,

matrisi ic. in (CA + ATC) negatif tanımlı (yarı kararlı) olacak şekilde C1 bir po-

zitif diyagonal matris ve C4 bir pozitif tanımlı matris olmak üzere,

C =


 C1 0

0 C4


 ,

oldug̃unu kabul edelim. Bu durumda,

a. A1 Volterra-Lyapunov kararlı (yarı kararlı),

b. W1 pozitif diyagonal matris ve I birim matris olmak üzere her W =


 W1 0

0 I




matrisi ic. in WA kararlıdır (yarı kararlıdır).

İspat:

a. (CA + ATC) nin alt matrisi (C1A + ATC1) negatif tanımlı (yarı tanımlı)

yani A1 Volterra-Lyapunov kararlıdır.
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b. Her W =


 W1 0

0 I


 matrisi ic.in WC = CW’dir. Bu nedenle

(WC)(AW)+(AW)T (WC) = WCAW+WATCW = W(CA+ATC)W

elde edilir. (CA + ATC) kararlı (yarı kararlı) oldug̃undan, W(CA+ATC)W

ve (WC)(AW)+(AW)T (WC) aynı şekilde kararlıdır (yarı kararlıdır). Lya-

punov’un kararlılık kriterinden AW kararlıdır (yarı kararlıdır). AW ile WA

matrislerinin karakteristik polinomları aynı oldug̃u ic.in WA kararlıdır (yarı

kararlıdır).

Lemma 3.4.3 b. Volterra-Lyapunov kararlılıg̃ının D-kararlılıg̃ı gerektirmesi duru-

muna benzerdir. (3.4.6) sisteminin bazı alt sistemleri ic.in Teorem 3.4.2 ve Lemma

3.4.3’den aşag̃ıdaki sonuc. elde edilir.

Sonuc. 3.4.4 A = (βij)’nin Lemma 3.4.3’in hipotezini sag̃ladıg̃ını kabul edelim.

a. Eg̃er u∗ > 0

u′i = ui

(
αi +

p∑
j=1

βijuj

)
, i = 1, . . . , p,

p boyutlu diferansiyel denklem sisteminin izole edilmiş bir denge durumu ise

u∗ IRp
+’de global asimptotik (global) kararlıdır.

b.

y′i =
n∑

l=p+1

βijyj, l = p + 1, . . . , n,

kısıtlanmış sisteminin (y1 = · · · = yp = 0 yerleştirildig̃inde) y∗p+1, . . . , y
∗
n = 0

sabit durumu, global asimptotik (global) kararlıdır.

Uyarı 3.4.5 Volterra-Lyapunov kararlı matrisinin her temel alt matrisi aynı

özellig̃e sahip oldug̃undan A matrisinin tüm diyagonal elemanlarının negatif oldug̃u

Teorem 3.4.2’nin güc. lü bir versiyonu gereklidir.
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Uygulama 3.4.6 Öncelikle büyüme oranı şu anda ve gec.mişteki popülasyon yog̃un-

lug̃una bag̃lı olan basit bir türü göz önünde bulunduracag̃ız. Türlerin hareketi

aşag̃ıdaki α, β + γ > 0 ve (3.4.2) denklemiyle düzenlenen k(t) ile,

u′ = u

(
α− βu− γ

∫ t

−∞
k(t− τ)u(τ)dτ

)
, t ≥ 0, (3.4.11)

integro-diferansiyel denklemi tanımlanır. Taşıma kapasitesi,

u∗ =
α

β + γ
, (3.4.12)

ile ifade edilen tek pozitif denge durumudur.

Aşag̃ıda, k c. ekirdekleri ic. in u∗ ın kararlılıg̃ını inceleyeceg̃iz.

Teorem 3.4.7 (3.4.11) integro-diferansiyel denklemi,

k(t) = a · eat, (3.4.13)

c. ekirdeg̃ine sahip olsun. u∗ denge durumu,

a. ∀ a, α, β > 0 ve γ > −β ic. in IR+ da global asimptotik kararlıdır.

b. β = 0 ve a, α, γ > 0 ic. in IR+ da global kararlıdır.

İspat: (3.4.13) c.ekirdeg̃i ile (3.4.11) integro-diferansiyel denklemi

y1(t) = u(t), y2(t) =

∫ t

−∞
a · e−a(t−τ)u(τ)dτ ,

ile

y′1 = y1(α− βy1 − γy2),

y′2 = ay1 − ay2, (3.4.14)

diferansiyel denklem sistemine denktir. (3.4.14) sistemi, n = 2 ve p = 1 ic.in

(3.4.6) sisteminin özel bir halidir,

A =


 −β −γ

a −a


 ve ϑ =


 α

0




Teorem 3.4.2 yi uygulamak ic.in CA + ATC negatif tanımlı (yarı tanımlı) ola-

cak şekilde ne zaman pozitif C üc.gensel matrisinin mevcut ve ne zaman A nın

Volterra-Lyapunov kararlı (yarı kararlı) oldug̃unu kontrol edeceg̃iz.
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a. 2× 2 tipindeki A matrisinin ancak ve ancak det(A) > 0 ve köşegen elemanlar

negatif iken Volterra-Lyapunov kararlı oldug̃unu söyleyen Goh (1976)’nın

teoremini uygulayacag̃ız. Şimdiki durumda,

det(A) = a(β + γ) > 0,

ve köşegen elemanlar −β, −a dır. Bu nedenle ilk önermemizi elde etmiş

oluruz.

b. β = 0 oldug̃unu varsayalım. Buradan,

CA + ATC =


 0 −c1γ + c2a

−c1γ + c2a −2c2a




gibi C =diag(c1, c2) nin varlıg̃ı negatif ve yarı tanımlıdır örneg̃in

c1 = a, c2 = γ. Teorem 3.4.2 nin tekrar uygulanmasıyla b. önermesini elde

ederiz.

Teorem 3.4.7 de önerilen k c.ekirdeg̃i t = 0 ic.in maksimum deg̃ere sahiptir. Denk-

lem (3.4.11) in sadece zayıf bir zaman gecikmesi vardır.

Uygulama 3.4.8 Av-avcı sisteminin dinamig̃i üzerindeki c. alışmasında Volterra

(1931) av popülasyonunda deg̃işiklik olması ic. in avcının sayısal karşılıg̃ına bag̃lı

zaman gecikmesi olan diferansiyel denklem sistemini ileri sürdü. Bownds and

Cushing (1975), Cushing(1976, 1976) ve MacDonald (1976) bu sistemi tekrar ele

aldılar.

u1(t) ve u2(t) sırasıyla av ve avcının yog̃unlug̃unu tanımlasın. Tüm popülas-

yonun dinamig̃i aşag̃ıdaki integro-diferansiyel denklem sistemiyle tanımlanır.

u′1 = u1(α1 − β1u1 − γ1u2),

u′2 = u2(−α2 + γ2

∫ t

−∞
k(t− τ)u1(τ)dτ), (3.4.15)
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α1, α2, β1, γ1, γ2 pozitif reel sayılar ve k, (3.4.2) denklemi ile düzenlenir. Av

popülasyonunun taşıma kapasitesi
α1

β1

olmak şartıyla,

u∗ = (u∗1, u
∗
2)

T =

(
α2

γ2

,
α1

γ1

(
1− α2β1

α1β2

))T

,

pozitif denge durumunun varlıg̃ında,
α2

γ2

kritik deg̃erinden daha büyüktür. Mac-

Donald (1976)

k(t) = ae−at, (3.4.16)

ile verilen k c. ekirdeg̃i ile (3.4.15) sisteminin c. özümünün davranışlarını araştırdı.

Lemma 3.4.9 MacDonald (1976)
α1

β1

>
α2

γ2

olmak şartıyla, (3.4.15), (3.4.16) ün u∗ denge durumu a > aH ve kararlı

olmayan 0 < a < aH ic. in asimptotik kararlıdır. Burada

aH =
α1

β1

γ2 − α2 − α2

γ2

β1,

şeklindedir. Lemma 3.4.9 un bir dig̃er versiyonunda eg̃er av popülasyonunun

taşıma kapasitesi kritik deg̃erden büyük, fakat bu deg̃ere yakın ise,

α1

β1

−
(

a

γ2

+
α2

γ2
2
β1

)
<

α2

γ2

<
α1

β1

,

olur. Buradan pozitif denge durumu u∗ asimptotik kararlıdır ve eg̃er taşıma ka-

pasitesi oldukc.a geniş ise,

α1

β1

>
α2

γ2

+
a

γ2

+
α2

γ2
2
α1,

ifadesi u∗’ın kararsız oldug̃unu söyler.

3.5 İntegral Terimli Lotka-Volterra Sistemleri

Eg̃er (3.1.2) denklem sistemini genişletirsek, aşag̃ıdaki,

du(t)

dt
= u(t)

(
1− 0.5v(t)−

∫ t

0

k1(t− s)v(s)ds

)
, (3.5.1)

dv(t)

dt
= −v(t)

(
0.75− 0.25u(t)−

∫ t

0

k2(t− s)u(s)ds

)
,
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denklemleri elde ederiz. Şekil 3.6’de (3.5.1) denklem sisteminin sayısal c.özümü

elde edilir. (3.5.1) sisteminde k1 = exp(−3
2
(t − s)), k2 = exp(−7

2
(t − s)) ve

başlangıc. koşulları u(0) = v(0) = 1 alındı.

0 5 10 15 20 25 30 35 40
−5

0

5

10

15

20

25

u(
t)−

v(
t)

(a)

t=zaman

PSfrag replacements

u(t), v(t)

t =zaman

(a)

(b)
0 5 10 15 20 25 30 35 40

0.5

1
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4.5

t=zaman
u(

t)−
v(

t)

(b)

PSfrag replacements

u(t), v(t)

t =zaman

(a)

(b)

Şekil 3.6: (3.5.1) denklem sisteminin (a) Euler (b) deg̃iştirilmiş Euler yöntemi ile

sayısal c.özümü.

Aşag̃ıdaki özerk Lotka-Volterra sistemini ele alalım.

u′i(t) = ui(t)

[
ri +

n∑
j=1

(aijuj(t) + bijuj(t− τij))

]
, i = 1, 2, . . . , n, (3.5.2)

ri, aij, bij ve τij negatif olmayan reel sayılar, başlangıc. koşulu,





ui(t) = φi(t) ≥ 0, −τ < t ≤ 0,

φi > 0,

burada τ = max
−1<j<n

τij, φi(t), i = 1, 2, . . . , n, [−τ, 0] aralıg̃ında tanımlı sürekli

fonksiyonlardır. Ac.ık bir şekilde (3.5.2) denklem sisteminin ui(t), i = 1, 2, . . . , n

c.özümü başlangıc. koşulları ile beraber t ≥ 0 ic.in ui(t) > 0’ı sag̃lar. (3.5.2)

sisteminin tek pozitif c.özümü (u∗1, . . . , u
∗
n) oldug̃unu farzedelim yani,





u∗i > 0,

ri +
n∑

j=1

aiju
∗
j +

n∑
j=1

biju
∗
j ≡ 0.
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3.6 Gecikmeli Lotka-Volterra Sistemlerinin

Global Kararlılıg̃ı

Gecikmeli Lotka-Volterra Sistemlerinin kararlılık teorisi May (1973), Gopal-

samy (1984), Gopalsamy (1986), Leung (1979), Goh (1977), Leung and Zhou

(1988) vb tarafından geniş şekilde c.alışılmıştır. C. alışmalardaki problemlerden

bir tanesi sistem pozitif denge noktalarına sahipse kararlılıg̃ın nasıl bulunacag̃ı ile

ilgilidir. Bu soruya Lyapunov yöntemi ve dog̃rusallaştırma gibi deg̃işik yöntemler

kullanarak cevap aranmıştır.

Gopalsamy (1984), Gopalsamy (1986) sabit deg̃işkenli sonsuz gecikmeli

Lotka-Volterra sistemlerin basit kararlılık durumlarını incelemek ic.in Lyapunov

fonksiyonlar yöntemini ve L1(0,∞) uzayını kullandı. Bununla beraber iki engel

vardır. Bu c.alışmalardan birincisi c.ekirdek fonksiyonu kij(t) (i, j = 1, . . . , n) ic.in

mevcuttur ve ∫ ∞

0

s|kij(s)|ds < +∞, (3.6.1)

durumunu gerektirir. Dig̃er bir durum ise, bu yöntemlerin L1(0,∞) uzayına

bag̃lı olmasıdır; özellikle deg̃işken katsayılar sınırsız oldug̃u durumda deg̃işken

katsayılar ile sistemin uygulanması zordur. Bu bölümde deg̃işken katsayılı son-

suz gecikmeli Lotka-Volterra sistemlerinin global asimptotik kararlılıg̃ını c.alışmak

ic.in teklik analizini geliştirmeye c.alışacag̃ız. Bu metot Gopalsamy’den tama-

men farklıdır. Bazı kararlılık kriterleri ic.in (3.6.1) durumuna gereksinim duyma-

yacag̃ız. Bunlar ikinci kısımda görülecektir. Üc.üncü kısımda sabit gecikmeli

Lotka-Volterra sistemlerinin global exponential (üstel) kararlılıg̃ını c.alışmak ic.in

Lyapunov fonksiyon metodu ile teklik analizi metodunu birleştireceg̃iz. Bildig̃imiz

kadarıyla şimdiye kadar gecikmeli Lotka-Volterra sistemleri ic.in meydana gelen

pek c.ok kararlılık asimptotik kararlılık c.evresinde dönmekteydi. Lotka-Volterra

sistemleri dog̃rusal olmayan sistemler oldug̃u ic.in, asimptotik kararlılık üstel karar-

lılıg̃ı ic.ermemektedir. Bu yüzden gecikmeli Lotka-Volterra sistemlerinin üstel
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kararlılıg̃ını c.alışmak c.ok ilginc. olmaktadır. Son kısımda ise teorimizi örneklerle

göstereceg̃iz.

3.6.1 Sınırsız Gecikmeli Sistemler

(3.4.1) sisteminde βij = 0 ve αi, ηij, τij yerine αi(t) : IR+ → IR, ηij(t) :

IR+ → IR, τij(t) : IR+ → IR+, kij(t) : IR+ → IR+ sürekli fonksiyonlar, p(t) = −∞,

τii(t) ≡ 0, t → +∞ iken t − τij → +∞ ve k c.ekirdeg̃i (3.4.2) şartını sag̃lasın,

başlangıc. fonksiyonları ise (3.4.3) şeklinde olsun. (3.4.3) ile (3.4.1) sisteminin

ui(t), i = 1, . . . , n c.özümü t > 0 ic.in ui(t) > 0, i = 1, . . . , n oldug̃unu görmek

kolaydır. Gerc.ekten eg̃er bu yanlış olsaydı ui(t0) = 0 olacak şekilde t0 > 0 var ve

t ∈ [0, t0) ic.in ui(t) > 0 olurdu. Buna rag̃men, eg̃er,

l = inf |αi(s)| −
n∑

j=1

[
sup

0≤s≤t0

|βij(s)| · |uj(s− τij(s))|

+ sup
0≤s≤t0

|γij(s)| ·
(

sup
−∞<s≤0

(φj(s)) + sup
0≤s≤t0

|uj(s)|
)]

alırsak,

u′i(t) ≥ lui(t),

∀t ∈ [0, t0] ve

xi(t0) ≥ φ(0)elt0 > 0,

olur ki bu bir c.elişkidir. (3.4.1) sistemini düşünürsek (u∗1, . . . , u
∗
n) bir tek pozitif

denge noktasına sahiptir. Yani, ∀ t ≥ 0 ic.in,




u∗i > 0

αi(t) +
∑n

j=1 βij(t)u
∗
j +

∑n
j=1 γij(t)u

∗
j ≡ 0

(3.6.2)

elde edilir.

Tanım 3.6.1 Eg̃er, t ≥ 0 ve

lim
t→∞

|ui(t)− u∗i | = 0, i = 1, . . . , n,
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ic. in,

|ui(t)− u∗i | ≤ T max
−1<j<n

[
sup

−τ<s≤0
|φj(s)− u∗j |

]
,

olacak şekilde T ≥ 1 sabiti varsa, (3.5.2) sisteminin pozitif denge noktasına

(u∗1, . . . , u
∗
n) global asimptotik kararlıdır denir.

Teorem 3.6.1 Eg̃er,

i. ∀ t > 0 ic. in βii(t) < 0 ve

∫ +∞

0

|βii(t)|dt = +∞,

ii. ∀ t > 0 ic. in
|βij(t)|(1− δij) + |γij|

|βii(t)| ≤ wij burada,

δij =





1 i = j,

0 i 6= j.

iii. ρ[(wij)n×n] < 1

ise (u∗1, . . . , u
∗
n) global asimptotik kararlıdır.

İspat: bkz Wang and Yi (1995).

3.6.2 Sınırlı Gecikmeli Sistemler

u′i(t) = ui(t)

[
αi +

n∑
j=1

(βijuj(t) + γijuj(t− τij))

]
, i = 1, . . . , n, (3.6.3)

sistemini düşünelim, burada αi, βij, γij ve τij(> 0) reel sayılar,





ui(t) = φi(t) ≥ 0 −τ ≤ t ≤ 0,

φi(0) > 0,
(3.6.4)

başlangıc. deg̃eri ve τ = max
1<i,j<n

(τij), φi i = 1, . . . , n, [−τ, 0] aralıg̃ında sürekli

fonksiyonlardır. Ac.ık olarak (3.6.3) sisteminin (3.6.4) başlangıc. deg̃eri ile ui(t),



- 45 -

i = 1, . . . , n, c.özümü t ≥ 0 ic.in ui(t) > 0 olmasını gerektirir.

(3.6.3) sistemi (u∗1, . . . , u
∗
n) şeklinde tek pozitif denge noktasına yani,





u∗i > 0,

αi +
∑n

j=1(βij + γij)u
∗
j = 0,

(3.6.5)

sahip olsun.

Tanım 3.6.2 t ≥ 0 ic. in

|ui(t)− u∗i | ≤ R · max
1≤j≤0

[
sup

−τ≤s≤0
|φi(s)− u∗j |

]
· e−λt,

olacak şekilde R > 1 ve λ > 0 var ise (3.6.3) sisteminin (u∗1, . . . , u
∗
n) pozitif

dengesi global üstel kararlıdır denir.

Teorem 3.6.2 Eg̃er βii < 0 i = 1, . . . , n ve

ρ

[( |βij|(1− δij) + |γij|
|βii|

)

nxn

]
≤ 1,

burada

δij =





1 i = j,

0 i 6= j,

ise (3.6.3) sisteminin (u∗1, . . . , u
∗
n) pozitif dengesi global üstel kararlıdır.

İspat: bkz Wang and Yi (1995).

Bereketog̃lu and Györi (1997) sınırsız gecikmeli Lotka-Volterra sistemini

ele almıştır,

u′i(t) = bi(ui(t))


ri(t)− ai(t)ui(t) +

n∑
j=1

lij∑

l=1

bijl(t)ui(t− τijl(t))

+
n∑

j=1

∫ ∞

0

bij(t, s)uj(t− s)ds

]
, i = 1, 2, . . . , n. (3.6.6)

C. alışmanın ana hedefi (3.6.6) denkleminin global asimptotik kararlılıg̃ı ic.in yeterli

durumlar vermekti (bkz Bereketog̃lu and Györi (1997)).
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Örnek 3.2

u′(t) = u(t)

[
t + 2− 2(t + 1)u(t) + t

∫ t

−∞

2u(s)

π[1 + (t− s)2]
ds

]
,

denklemini düşünelim. u∗ = 1 pozitif denge noktasının teklig̃i ac. ıkc. a görülür.

α(t) = t + 2, β(t) = −2(t + 1), γ(t) = t ve k(t) =
2

π(1 + t2)
alınıp Teorem 3.6.1

vasıtasıyla u∗ = 1 global asimptotik kararlıdır. Katsayıların sınırsız oldug̃una ve

k(t) c. ekirdek fonksiyonunun,
∫ +∞

0

s · k(s)ds =

∫ +∞

0

2s

π(1 + t2)
ds = +∞,

oldug̃una dikkat edilmelidir.

Örnek 3.3

u′1(t) = u1(t)

[
1− 3u1(t) + u2(t− t

2
)

]
,

u′2(t) = u2(t)

[
3− 2u2(t) + u1(t− t

2
)

]
,

sistemini düşünelim.

(u∗1, u
∗
2) = (1, 2) tek pozitif denge noktası oldug̃u kolaylıkla görülebilir.

τ12(t) = τ21(t) = 1
2
, α1 = 1, α2 = 3, β11(t) = −3, β22(t) = −2,

β12(t) = β21(t) = 1, γij(t) = 0 i, j = 1, 2, alındıg̃ında,

(wij)2×2 =


 0 1

3

1
2

0




elde edilir. ρ((wij)2x2) = 0.4082 < 1 oldug̃u ic. in Teorem 3.6.1’den (u∗1, u
∗
2) = (1, 2)

pozitif dengesi global asimptotik kararlıdır.

Örnek 3.4

u′(t) = u(t)

[
1

2
− 2u(t) + u(t− τ)

]
,

denklemini düşünelim. Burada τ ≥ 0 sabittir. Bu denklem u∗ =
1

2
tek pozitif

denge noktasına sahiptir. Teorem 3.6.2 de α =
1

2
, β = −2, γ = 1 oldug̃undan,

u∗ =
1

2
global üstel kararlıdır.



Bölüm 4

DOG̃RUSAL OLMAYAN

İNTEGRO-DİFERANSİYEL yerdem

DENKLEMLER

4.1 Giriş

Bu bölümde, biyoloji veya ekolojide uygulama alanları olan bazı ilginc.

integro-diferansiyel denklemleri ele alacag̃ız.

u′i(t) = ui(t)

[
αi +

n∑
j=1

βijuj(t) +
n∑

j=1

ηijuj(t− τij)

+
n∑

j=1

γij

∫ t

p(t)

kij(t− s)uj(s)ds

]
, i = 1, 2, 3, ..., n, (4.1.1)

burada αi, βij, ηij ve γij reel deg̃erli deg̃işkenler, τij ≥ 0 ve ek olarak c.ekirdekler

kij(t) negatif olmayan sürekli fonksiyonlardır. İntegro-diferansiyel denklemleri

ana denklemimiz olan (4.1.1) denkleminin katsayılarında bazı özel deg̃erler ve-

rerek elde edeceg̃iz.

Bölümün ilk kısmı c.og̃unlukla popülasyon problemleri ic.in modellerle ve

analizlerin elde edilen sonuc.larıyla ilişkili olacaktır. Kısım 4.2’de lojistik denk-
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lemden ve ilavelerinden bahsedeceg̃iz. Kısım 4.3 dog̃rusal olmayan integro-diferan-

siyel denklemlerin tanıtımını ic.erecektir. Kısım 4.5’de ac.ık ve kapalı Euler, θ-

yöntemi, adi diferansiyel denklem ic.eren kısım ic.in dördüncü mertebe Runge-

Kutta yöntemi ve integral kısım ic.in (dikdörtgenler yöntemi, deg̃iştirilmiş dikdört-

genler yöntemi, Simpson
1

3
yöntemi) olarak bilinen deg̃işik sayısal teknikler kul-

lanarak integro-diferansiyel denklemin c.özümleri ic.in verilen sayısal yöntemleri

tanıtacag̃ız.

4.2 Tek Türün Büyümesi

Bu kısımda tek bir türün ekolojik sistemini oluşturacag̃ız ve dikkatimizi

o türün büyümesi ile sınırlayacag̃ız. Bu sistem laboratuvarda uygulanıyor gibi

görü- nebilir fakat, genel ekolojik sistemin başlangıc. noktası bu sistemdir. Hemen

hemen tüm ekolojik sistem, küc.ük olsa bile, bir c.ok türün birleşmesinden oluşur ve

türlerin her biri dig̃erlerinden bazılarını etkilemektedir. Bölüm 3’de c.oklu türlerin

sistemini oluşturmuş ve matematiksel ekolojide belli başlı sistemleri tanıtmıştık.

Uzun yıllar önce Volterra (1931), (4.1.1) sisteminde i = 2 ic.in integro-

diferansiyel denklem sistemini ele almış ve ekolojik sistem ic.in incelemiştir. Biz

şimdilik bu sistemde i = 1, j = 1, η = 0 ic.in olan aşag̃ıdaki denklemi inceleyeceg̃iz.

u′(t) = u(t)

{
α + βu(t) + γ

∫ t

p(t)

k(t− s)u(s)ds

}
, t ≥ 0, (4.2.1)

(4.2.1) denkleminde β = 0, γ = 0 sec.ilirse,

u′(t) = αu(t), t ≥ 0, (4.2.2)

u(0) = u0,

ile verilen test denklemini elde ederiz. Burada u(t), t zamanında canlı bir popülas-

yonun birey sayısını belirtir. (4.2.2) denkleminin c.özümü,

u(t) = u0e
αt,
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c.ıkar ve bu denklem, Şekil 4.1’de görüldüg̃ü gibi biyolojide üstel (sınırsız) büyümeyi

ifade eder.

0.2 0.4 0.6 0.8 1

20

40

60

80

100

120

140

a

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

b

Şekil 4.1: (a) u(t) = u0e
αt, (b) u(t) = u0e

−αt, α = 5, u0 = 1 deg̃erleri ile

Mathematica grafig̃i
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Şekil 4.2: Solda u(t) = u0e
αt, u0 = 1, α = 5, h = 0.1 ic.in sag̃da u(t) =

u0e
αt, u0 = 1, α = −5, h = 0.1 Euler Yöntemi ile MATLAB grafig̃i

4.2.1 u′(t) = αu(t) İc.in Euler Yönteminin Kararlılıg̃ı

(4.2.2) denklemi ic.in Euler yöntemi uygulanırsa,

un+1 = un + hαun,

= un(1 + αh), (4.2.3)
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elde edilir. (4.2.3) denkleminde n ic.in 0, 1, 2, . . . , n deg̃erlerini yerine yazarsak;

u0 = 1,

u1 = u0(1 + αh),

u2 = u1(1 + αh) = u0(1 + αh)(1 + αh) = u0(1 + αh)2,

...

un = u0(1 + αh)n,

elde ederiz. n →∞ ise,

lim
n→∞

un = lim
n→∞

(1 + αh)n = u∗ = 0,

ifadesinin yakınsak olması ic.in;

|(1 + αh)| < 1,

olması gerekir dolayısıyla,

−1 < (1 + αh) < 1,

elde edilir. Buradan h > 0 ic.in,

−1 < (1 + αh),

−2 < αh,

olur, öyleyse;

h <
2

α
,

oldug̃unda Euler yöntemi yakınsak olur.

Şekil 4.3’de u′(t) = u(t) cos(t) denkleminin Euler yönteminde h = 0.01 ve

h = 1.8 deg̃erleri ic.in MATLAB grafig̃i ve Mathematica ile elde edilmiş

u(t) = c1e
sin(t) fonksiyonunun grafig̃i görülmektedir.
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Şekil 4.3: (a) u′(t) = u(t) cos(t) denkleminin Mathematica ile elde edilmiş gerc.ek

deg̃eri, (b) aynı denklemin Euler yönteminde h = 0.01 alarak elde edilmiş MAT-

LAB grafig̃i, (c) Euler yönteminde h = 1.8 alarak elde edilmiş MATLAB grafig̃i.

4.2.2 Lojistik Denklem

t zamanındaki u(t) fonksiyonunu, ya popülasyon büyüklüg̃ü ya da popülasyon

yog̃unlug̃u olarak tanımlarız. Büyük popülasyon birey ic.in az kaynak gerek-

tirir. u(t)’nin fonksiyonu olarak verilen popülasyonun büyüme oranı ic.in dog̃rusal

olarak azalan durum basit bir durumdur.

γ = 0 ic.in (4.2.1) ifadesi lojistik denklem,

u′(t) = u(t){α− βu(t)}, (4.2.4)

bic.imine indirgenir. Burada α, β pozitif reel sayılardır. (4.2.4) denkleminde

”üstel terim” αu(t), βu2(t) c.arpanı ile azaltılır. (4.2.4) denklemi küc.ük u(t)

popülasyonunda yaklaşık olarak üstel büyümeyi ve büyük u(t) ic.in türün üyeleri
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kaynaklar ic.in birbiriyle yarıştıg̃ı modeli verir.

(4.2.4) denkleminin dinamik davranışı kolaylıkla anlaşılır. Eg̃er, u = 0 veya

u =
α

β
ise u′ = 0 ve u deg̃işmez. 0 < u <

α

β
, u′ > 0 ve dolayısıyla u artar, u >

α

β
ic.in ise azalır. (4.2.4) denkleminin c.özümü u(0) = u0 > 0 başlangıc. deg̃eri ile,

u(t) =
u0α exp(αt)

α− βu0 + u0β exp(αt)
, (4.2.5)

şeklinde elde edilir.
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Şekil 4.4: u0 = 0.2, 0.4, 0.5, 0.6, 0.8, 1 başlangıc. deg̃erleri, α = 0.5 ve β = 1

ic.in (4.2.4) lojistik büyüme denkleminin MATLAB grafig̃i

Şekil 4.4, popülasyon dinamig̃ini gösterir. u(0) <
α

β
ic.in, t → ∞ iken

u(t) artar ve asimptotik olarak
α

β
deg̃erine yaklaşır. 0 < u(0) <

α

β
oldug̃unda

c.özümün davranışı lojistik büyüme olarak isimlendirilir. u’nun küc.ük deg̃erleri

ic.in popülasyon hemen hemen üstel olarak artar ve
α

β
deg̃erine yaklaşma hızı daha

zordur ve asimtotik olarak yaklaşır. u(0) = u0 >
α

β
ic.in, t → ∞ iken asimtotik

olarak
α

β
deg̃erine azalarak yaklaşır. u0 = u(0) =

α

β
oldug̃unda ise popülasyon

α

β
deg̃erinde kalır.
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(4.2.5) denkleminden, ∀u(0) > 0 ic.in t → ∞ iken u(t) → α

β
elde edilir.

α

β
deg̃eri popülasyonun büyümesi ic.in kısıtlayıcı faktördür ve ortamın taşıma

kapasitesi olarak isimlendirilir.

4.2.3 Popülasyon ve Hasat

Bu kısımda (4.2.4) denklemine hasat terimini ekleyeceg̃iz ve hasatın etkisini

göste- receg̃iz. Popülasyon denkleminde hasat oranını H > 0 reel deg̃eri olarak

varsayacag̃ız ve

u′(t) = u(t){α− βu(t)} −H, u(0) = u0, (4.2.6)

şeklinde elde edeceg̃iz. Denge noktaları (4.2.6) denkleminin sag̃ tarafı olan

u(t){α − βu(t)} − H = 0 ikinci derece denkleminin sıfır c.özümüdür ve buradan

aşag̃ıdaki sonuc.lar bulunur.

a. Ancak ve ancak H ≤ α2

4β
ise reel pozitif kökleri vardır. Aksi durumda (4.2.6)

denkleminin sag̃ tarafı her zaman negatiftir.

b. H <
α2

4β
ise iki kökün daha ac.ık hali u∗ =

α +
√

α2 − 4βH
2β

şeklindedir.

Daha küc.ük kökler kararsız iken 0 < H <
α2

4β
oldug̃unda u∗ =

α +
√

α2 − 4βH
2β

kararlı bir denge noktasıdır. u∗ > u∗ > 0 iki sabit c.özüm olsun. Eg̃er u∗ > 0 ve

u∗ > 0 (4.2.6) denkleminin iki kökü ise ,

u′(t) = −β(u(t)− u∗)(u(t)− u∗),

eşitlig̃i yazılabilir. Eg̃er u(t) = u∗ + ε∗(t) = u∗ + ε∗(t) olarak saptarsak,

d

dt
ε∗(t) = −βε∗(t)[ε∗(t) + u∗ − u∗],

= −βε∗(t)[u∗ − u∗] + O(|ε∗(t)|2),
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elde edilir. Benzer şekilde,

d

dt
ε∗(t) = −β[u∗ − u∗]ε∗(t) + O(|ε∗(t)|2)

elde edilir. Buradan,

d

dt
ε∗(t) ≈ γ∗ε∗(t),

d

dt
ε∗(t) ≈ γ∗ε∗(t),

elde edilir, burada γ∗ > 0 ve γ∗ < 0’dır ve böylece dog̃rusallaştırılmış kararlılık

yoluyla u(t) = u∗ kararlı (asimptotik kararlı) iken u(t) = u∗ kararsızdır. Eg̃er

H =
α2

4β
ise u(t){α − βu(t)} − H = 0 denklemi u∗ =

α

2β
olan bir tek denge

noktasına sahiptir. Buradan u∗ =
α

2β
denge deg̃eri ic.in maksimum deg̃er H =

α2

4β
deg̃eridir.

Uyarı 4.2.1 Eg̃er (4.2.4) lojistik denkleminde βu(t) yerine β(u(t))m sec. ersek,

u′(t) = u(t){α− β(u(t))m}, u(0) = u0, (4.2.7)

denklemini elde ederiz. Burada α, β ve m pozitif reel sabitdir. u∗ =

(
α

β

) 1
m

pozitif denge noktası etrafında kararlılık analizini yürütürüz.

4.2.4 Genel Büyüme

(4.2.4) lojistik modelinden sonra tek türe ait popülasyon ic.in popülasyonun

büyüme oranı, popülasyon yog̃unlug̃unun dog̃rusal bir fonksiyonu oldug̃u farzedilir.

Bu bazı ekolojistler tarafından uygulanamaz olarak eleştirildi. Bu nedenle adi

diferansiyel denklem olarak tanımlanan genel büyümeyi ele alacag̃ız.

u′(t) = u(t)G(u(t)), (4.2.8)

burada G(u(t)) popülasyonun büyüme oranıdır ve aşag̃ıdaki kabulleri sag̃lar:
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(a) G(u(t)) ∈ C1[0,∞),

(b) G(0) > 0, u ∈ [0,∞) ic.in
dG(v)

dv
< 0,

(c) G(α/β) = 0 olacak şekilde α/β > 0 vardır.

(a) kabulü sadece matematikseldir. (b)’nin ilk kısmı popülasyon küc.ük iken üstel

büyümesini garantiye alır. (b)’nin ikinci kısmı kaynakların sınırlı oldug̃u, (c)’

de verilen α/β ortamın taşıma kapasitesi anlamına gelir. Lojistik büyüme ic.in

G(u(·)) = α − βu(·) olur ve yukarıdaki kabulleri sag̃lar. (4.2.8) genel büyüme

modeli bir c.ok yazar tarafından kullanıldı. Örneg̃in,

du(t)

dt
= r

(
1− u(t)

K

)
(Boyce and DiPrima (1997))

du(t)

dt
= au(t)− b(u(t))2 (Borrelli and Coleman (1998)) (4.2.9)

du

dt
= (ε− λu(t))u(t) (Volterra (1962)) (4.2.10)

u′(t)
u(t)

= b− du(t) ve
u′(t)
u(t)

= b− du(t)m (Cushing (1977))(4.2.11)

burada r, K, a, b, d, ε,λ ve m pozitif sabitlerdir.

(4.2.8) denklemini düşünelim ve w > 0 ic.in V (w) tanımlayalım,

v(w) = w − α/β − α/β log

(
βw

α

)
. (4.2.12)

Aşag̃ıdaki özellikler (4.2.12) ic.in kolaylıkla gösterilebilir.

(i) V (α/β) = 0,

(ii) w ∈ (0,∞) ic.in, w = α/β noktasında V (w) sıfıra denk global minimum

noktası vardır, bu nedenle u > 0 ic.in V (u) ≥ 0 vardır.

(iii) w ∈ (0,∞) ic.in, ∀ξ > 0 ic.in V (w) = ξ seviye c.izgisi olacak şekilde iki pozitif

nokta tanımlıdır.

Ayrıca (b) ve (c) kabullerinden aşag̃ıdaki özellik sag̃lanır.
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(iv) (4.2.12) denkleminin zamana göre türevinin (4.2.8) denkleminin u(t) = u∗

c.özümü boyunca u(t) 6= α/β ic.in,

V ′(u)(t) =
∂V

∂u
u′(t) = (u(t)− α/β)G(u(t)) < 0, (4.2.13)

denklemini sag̃lar. (4.2.12) denkleminde V (u) (4.2.8) ic.in Lyapunov fonksi-

yonu olarak isimlendirilir.

4.3 Dog̃rusal Olmayan İntegro-Diferansiyel ye

Denklemler

Lojistik denklem Volterra (1931) tarafından sınıflandırılarak ve daha sonra

Miller (1966) tarafından genişletilerek c.alışılmıştır. 1930’lu yıllarda c.og̃unlukla

Volterra’nın c.alışmasının etkisi nedeniyle hızlı üreyen türler ile tek veya iki türün

küc.ük organizmalarının pek c.ok laboratuvar popülasyonları deneyi yapıldı. Bu

deneylere lojistik modeli uygulamak güc.lendirilmiş sabit bir deg̃ere ulaşmak yeri-

ne popülasyon ölümleri oldug̃u ic.in sık sık engellendi. Bunun bir nedeninin or-

ganizma ölümleri ve artık ürünler nedeniyle ortamın kapalı olmasının verdig̃i

rahatsızlık oldug̃u fark edildi. Böylece Volterra deneyin başlamasından son-

raki tüm zamanlarda türün ölüm oranının popülasyon üzerindeki toplam etkisini

araştırmaya başladı.

Benzer bir durum üzerinde yaşadıg̃ı canlının (konak) ortamını paylaşan

ve onu öldürmeyerek hayat döngüsünü tamamlayan bir parazit ic.in meydana

gelebilir. Konag̃ın bag̃ışıklık direnci parazit popülasyonunun yayılmasına bag̃lıdır.

Bu konuda Michel (1969)’dan alıntı yaparsak ”konag̃ın ideal ortam sundug̃u za-

man hastalıg̃ın erken aşamaları sırasında artım üsteldir. Sonradan konak direnc.li

oldug̃unda ve daha az uygun ortam oluştug̃unda artış oranı sıfıra dog̃ru azalır ve
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popülasyon bu yüzden hızlı bir şekilde azalır.” (4.2.8) denklemini genelleştirirsek,

u′(t) = u(t)G(t, u(·)), (4.3.1)

denklemini elde ederiz. Burada G(t, u(·)) s ≤ t ic.in, u(s) deg̃erine bag̃lıdır.

Eg̃er (4.3.1) denkleminde,

G(t, u(·)) := α− βu(t)− γ

∫ t

p(t)

k(t− s)u(s)ds, t ∈ IR+,

denklemini sec.ersek,

u′(t) = u(t)

(
α− βu(t)− γ

∫ t

p(t)

k(t− s)u(s)ds

)
, t ∈ IR+, (4.3.2)

elde ederiz. Burada üc. olasılık vardır; p(t) = 0, p(t) = −∞, p(t) = t− τ burada

τ > 0 ve τ sabit veya t ≥ 0 ic.in τ(t) sınırlıdır.

Eg̃er p(t) = 0 alırsak deneyin başlangıc. zamanı, deneyin başladıg̃ı anı veya

konag̃ın parazitleri midesine indirdig̃i anı gösterir. Basit olarak c.ekirdek fonksiyo-

nunu k ≡ c alır ve bu durumdaki sonuc.ların özellig̃ini göstermek ic.in anlık ikinci

dereceden terimi ihmal edersek,

y′(t) = y(t)

(
r − c

∫ t

0

y(s)ds

)
, t ≥ 0, (4.3.3)

y(0) = y0 > 0,

olur.

m(t) =

∫ t

0

y(s)ds, m(0) = 0,

olsun. Bunun türevi alınırsa,

m′(t) = y(t) ve m′′(t) = y′(t),

elde edilir. Dolayısıyla (4.3.3) denklemi,

m′′(t) = m′(t)(r − cm(t)), (4.3.4)

şekline dönüşür. (4.3.4) denklemine integral uygularsak; (m, t ye bag̃lı bir bag̃ımlı

deg̃işken oldug̃u için (m2)′ = 2mm′ düşünülür.)

m′(t) = − c

2

(
m2(t)− 2m(t)r

c
− 2

c
y0

)
,
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m2(t)− 2m(t)r

c
− 2

c
y0 = 0,

elde edilir ve denklemin kökleri −α ve β olursa denklem,

m′(t) = − c

2
(m(t)− α)(m(t) + β), (4.3.5)

şekline gelir. (4.3.5) diferansiyel denkleminde ara işlemi Mathematica ile c.özül-

düg̃ünde ve gerekli düzenlemeler yapıldıg̃ında,

m(t) =
−e(α+β) ct

2 α− e(α+β)c1β

−e(α+β) ct
2 + e(α+β)c1

, (4.3.6)

denklemi elde edilir. γ = (α + β)
c

2
ve k = e(α+β)c1 yazarsak,

m(t) =
−eγtα− kβ

−eγt + k
,

şeklinde olur. Burada m(0) = 0 başlangıç deg̃eri yerine yazılırsa k = −α

β
elde

edilir. (4.3.6) denkleminde yerine yazılırsa,

m(t) =
αβ(eγt − 1)

α + βeγt
, (4.3.7)

elde edilir. m′(t) = y(t) oldug̃undan (4.3.7) denkleminde t ye göre türev alırsak;

m′(t) = y(t) =
y0(α + β)2eγt

(α + βeγt)2
, (4.3.8)

olarak elde edilir. Şekil (4.5)’da da görüleceg̃i üzere integro-diferansiyel denklem

bir maksimum deg̃ere yükseldikten sonra e−γt deg̃erine dog̃ru azalmaktadır.

4.3.1 Dog̃rusal Olmayan İntegro-Diferansiyel Denklemlerde

Bazı C. alışmalar

Cushing (1977) pek c.ok sonuc. ve referanslar ic.erir. Böyle sistemler ic.in global

kararlılık üzerine pek c.ok sonuc., integro-diferansiyel denklemin, adi diferansiyel

denkleme indirgemesine izin veren özel c.ekirdeklerin ic.erdig̃i gecikme teriminin

dag̃ıtılmasını gerektirir. Cushing (1977),

u′(t)/u(t) = b− au(t)− d

∫ t

−∞
k(t− s)u(s)ds, (4.3.9)
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Şekil 4.5: Denklem (4.3.3) ic.in r = 1, c = 0.5, 0.2, 0.1 ve 0.05 deg̃erleri ic.in

dördüncü mertebe Runge-Kutta(RK4) yöntemi kullanarak elde edilen MATLAB

grafig̃i

integro-diferansiyel denklemini ele aldı. b > 0, a ve d ≥ 0 a + d 6= 0, burada

k(t) > 0 oldug̃u söylenir bu yüzden k ∈ L1[0,∞), |k(t)|1 :=

∫ ∞

0

|k(s)|ds = 1 dir.

(4.3.9) denklemi,

u′(t)/u(t) = b− au(t)− d

∫ ∞

0

k(s)u(t− s)ds, (4.3.10)

şekilde de ifade edilebildig̃ine dikkat edilmelidir.

Cushing (1977), (4.3.9) denklemini gecikmesiz terim −au(t) ve Volterra in-

tegrali yoluyla tanımlanmış olan gecikmeli terimi olarak iki kısıma ayırdı. Ayrıca

a, b ve d yi pozitif reel sayılar olarak kabul etti. Bu yüzden (4.3.9) denklemi

u∗ = b/(a + d) > 0 ile verilen tek pozitif denge c.özümüne sahiptir.

• Cushing (1976) integro-diferansiyel denklemi aşag̃ıdaki şekilde ele aldı.

u′(t)/u(t) = λ(1− 1

c

∫ ∞

0

u(t− s)dη(s)), (4.3.11)

Bu denklem şekli büyüme oranı, önceki zamanlardaki popülasyon büyüklüg̃ü

tarafından etkilendig̃inde, tek türe ait popülasyonun büyüme modeli olarak



- 60 -

kullanılır. Burada u(t), (dη(s) = k(s)ds) ic.in t zamanında popülasyon

büyüklüg̃ünün bazı ölc.ülerinin modeli, c > 0 türün taşıma kapasitesi ve

λ > 0 frenlenmemiş popülasyon ic.in üstel büyüme oranıdır (yani c = +∞
ic.in). İntegral terim büyüme oranı üzerinde, gec.miş popülasyon büyüklüg̃ü-

nün kalıtsal veya yıg̃ılmış etkisini tanımlar.

• Gopalsamy (1992) aşag̃ıdaki şekilde lojistik integro-diferansiyel denklemi

yukarıda anlatılmış olan koşullar ile ele alır.

u′(t)/u(t) = α−
∫ t

0

k(t− s)u(s)ds, (4.3.12)

denkleminin tüm c.özümleri ic.in u∗ limit deg̃erine yaklaştıran yeterli koşullar

elde etti. (4.3.12) denklem ic.in varsayımlar aşag̃ıdaki gibidir:

(i) k(t) > 0,

(ii) α > 0,

∫ ∞

0

k(t)dt = β;

(
α

β

) ∫ ∞

0

tk(t)dt < 1;

ve kullanılmış olan Lyapunov fonksiyon analizi,

V (w)(t) = w(t) − u∗ − u∗ log

{
w(t)

u∗

}
ve (4.3.12) denkleminin her pozitif

c.özümü ic.in lim
t→∞

u(t) = u∗ =
α

β
eşitlig̃ini sag̃layan denklem kurulur.

• Freedman and Wu (1992) yog̃unlug̃un periyodik gecikmedeki deg̃işimine

yanıt oldug̃u büyüme oranında, tek türün popülasyonunun büyüme mode-

lini ele alır. Bu yüzden denklem modeli bir global asimptotik kararlı, pozitif

periyodik c.özüme sahiptir. Daha genel bir durum aşag̃ıda özerk olmayan

Volterra integro-diferansiyel denklemdir.

u′(t)/u(t) = a(t)− b(t)u(t) +

∫ t

−∞
K(t, s)u(s)ds, (4.3.13)

denkleminde K(t, s), −∞ < s ≤ t < ∞ ic.in K(t + w, s + w) = K(t, s)

eşitlig̃ini sag̃layan negatif olmayan sürekli bir fonksiyondur.

• Miller (1966), Miller (1971), Lakshmikantham and Rao (1995), Baker et al.

(1998) ve Baker et al. (1999) da skaler denklem c.alışıldı.

u′(t)/u(t) = a− bu(t)−
∫ t

c

k(t− s)u(s)ds, (4.3.14)
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(burada c = 0 veya c = −∞) başlangıc. koşulu u(0) = u0 > 0 ve

u(t) = φ(t), t < 0 ac.ısından denklem yukarıdaki gibidir. Burada

α > 0, β > 0, k(t) ∈ C[0,∞) ∩ L1[0,∞) şeklindedir.

∫ ∞

0

|k(s)|ds < b

oldug̃unu farzedelim, Miller (1966, Teorem 2), Miller(1971) ve Lakshmikan-

tham and Rao (1995),

lim
t→∞

u(t) = u∗ = a

[
b +

∫ ∞

0

k(s)ds

]−1

, (4.3.15)

oldug̃unu kanıtladı.

• Landman (1980) aşag̃ıda verilen gecikmeli lojistik denklemi c.alıştı.

u′(t)/u(t) = λ(1− au(t)−
∫ t

−∞
k(t− s)F (u(s))ds), (4.3.16)

burada u(t) fonksiyonu t > 0 anında türlerin yog̃unlug̃u ve büyüklüg̃ünün

bir ölc.üsüdür. (4.3.16) denklemi bir pozitif katsayı olan λ’nın küc.ük deg̃erleri

ic.in kararlı olan pozitif denge c.özümünün bir araştırması mevcuttur. Hatta

eg̃er, λ deg̃eri büyütülürse bu c.özüm kararlılıg̃ını kaybeder (bkz Landman

(1980)).

4.4 Sınırlı ve Sınırsız Gecikmeli Dog̃rusal yer

Olmayan İntegro-Diferansiyel Denklemler

Biyolojik popülasyonların büyümesi c.alışmasında Voterra (1931), Volterra (1959)

aşag̃ıdaki gibi verilmiş olan tek türün popülasyonu ic.in matematiksel model ortaya

c.ıkardı.

u′(t) = u(t)

{
α− βu(t)− γ

∫ t

p(t)

k(t− s)u(s)ds

}
, t ∈ IR+, (4.4.1)

burada u(t), t anındaki popülasyon büyüklüg̃ü ve α, β pozitif reel sayılar,

p(t) = 0, p(t) = −∞, (4.4.1) denkleminin alt sınırları ve k(t) kalıtsal etkidir.

(4.4.1) denklemi ic.in Volterra (1959) orjinal c.alışmasında her t ≥ 0 ic.in k(t) ≥ 0
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oldug̃unu varsaymıştır. Eg̃er γ = 0 veya k(t) ≡ 0 ise buradan (4.4.1) denklemi(4.2.4)

lojistik denkleme indirgenir. (4.4.1) denklemi lojistik integro-diferansiyel denklem

olarak bilinir.

Şimdi lojistik integro-diferansiyel denklemler ve (p(t) = 0 veya p(t) = −∞
oldug̃unda) (4.4.1) denklemi ile ilgili bazı teorem ve lemmalar vereceg̃iz.

Teorem 4.4.1 (Miller (1966))

α > 0, β > 0, γ = 1, k(t) ∈ C(0,∞) ∩ L1(0,∞), k(t) 6≡ 0 ve

β −
∫ ∞

0

|k(s)|ds > 0 (4.4.2)

olsun. Eg̃er, p(t) = −∞ ise buradan −∞ < t ≤ 0 aralıg̃ında herhangi pozitif,

sürekli, sınırlı fonksiyon g(t) ic. in (4.4.1) denkleminin −∞ < t ≤ 0 aralıg̃ında

u(t) = g(t) olacak şekilde tek u(t) c. özümü vardır. ∀t > 0 ic. in u(t) c. özümü

pozitiftir ve

lim
t→∞

u(t) = u∗ = α

[
β + γ

∫ ∞

0

k(s)ds

]−1

, (4.4.3)

şeklindedir.

İspat: Bkz Miller (1966).

Teorem 4.4.2 Miller (1966)

Teorem 4.4.1’in sag̃landıg̃ını farzedelim. Eg̃er p(t) = 0, γ = 1, ise herhangi

u0 > 0 ic. in u(0) = u0 ile (4.4.1) denkleminin tek bir c. özümü olan u(t) mevcuttur.

Bu c. özüm (4.4.3) denklemini sag̃lar.

İspat: Bkz Miller (1966).

(4.4.1) denklemi oldukc.a basit bir büyüme modelini tanıtır. Volterra’nın

∀t ≥ 0 ic.in k(t) ≥ 0 oldug̃unu farzettig̃ine dikkat edilmelidir. Eg̃er k(t) küc.ük ise

(4.4.1) denkleminin c.özümünün asimptotik davranışı (4.2.5) denkleminin c.özümü-

ne yakındır.
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4.4.1 Sınırlı Gecikmeli Dog̃rusal Olmayan İntegro-

Diferansiyel Denklemler

İkinci dereceden terimi ihmal edersek ((4.4.1) denkleminde β = 0 ve p(t) = −∞
olarak sec.ersek) aşag̃ıdaki dog̃rusal olmayan diferansiyel denklemi elde ederiz.

u′(t) = u(t)

[
α− γ

∫ t

p(t)

k(t− s)u(s)ds

]
, (4.4.4)

burada α, β pozitif sayılar, β = 0 ve k(t) türlerin gec.miş tarihteki oranının

şimdiki orana etkisini tanıtan bir gecikme c.ekirdeg̃idir. (4.4.4) denklemi biyolo-

jik olarak gerc.eg̃e uygun oldug̃unda uygun gecikmeli c.ekirdeg̃ini sec.mede büyük

zorluklar söz konusudur. Bununla beraber analitik uygunlug̃un eşlik etmesi ne-

deniyle (bkz Gopalsamy (1992), MacDonald (1978) ve Post and Travis (1982))

c.ekirdek aşag̃ıdaki şekildedir,

k(t) =
ak+1tk exp(−at)

k!
, t ≥ 0, (4.4.5)

burada k = 0, 1, 2, 3, . . . ve a ekolojinin integro-diferansiyel denklem modellerinde

yaygın olarak kullanılmış olan pozitif bir sabittir. (4.4.4) denklemini (4.4.5)

c.ekirdeg̃i ile alarak Post and Travis (1982) ve MacDonald (1978) ve dig̃erlerinin

önerdig̃i bir teknik sayesinde adi diferansiyel denkleme dönüştürmek mümkündür.

u′(t) = −
∫ t

0

k(t− s)u(s)ds, (Gopalsamy (1992)) (4.4.6)

şeklindeki integro-diferansiyel denklemin c.özümünün asimptotik davranışını ele

alalım. Burada k : [0,∞) → [0,∞), yukarıda özelleştirilmiş olan c.ekirdek sınıfına

aittir. (4.4.6) integro-diferansiyel denklem, başlangıc. koşulu u(0) = u0 ile aşag̃ıdaki

integral denkleme eşittir,

u(t) = u0 −
∫ t

0

{∫ ξ

0

k(ξ − s)u(s)ds

}
dξ. (4.4.7)

denkleminde integrasyon sırasında bir deg̃işiklik yapılırsa,

u(t) = u0 −
∫ t

0

u(s)

(∫ ξ

0

k(ξ − s)dξ

)
ds, (4.4.8)
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denklemi elde edilir. (4.4.6) denkleminin c.özümünün asimptotik davranışını c.alış-

mak ic.in k(t) c.ekirdeg̃inin belli pozitif koşulları sag̃ladıg̃ını farzedeceg̃iz.

Tanım 4.4.1 ∀v ∈ C(IR, IR) ve ∀T > 0 ic. in,

∫ T

0

v(t)

∫ t

0

v(s)dsdt ≥ 0, (4.4.9)

ise gerc. el deg̃er fonksiyonu k ∈ L1(0,∞) pozitifdir ve kuvvetli pozitiftir denir ve

k(t)− ε exp(−µt) olacak şekilde ε > 0, µ > 0 sayıları varsa pozitif c. ekirdek denir.

Lemma 4.4.3 yerdem

(i) k(t) ∈ C[0,∞) ∩ C2(0,∞)

(ii) t ≥ 0 ic. in (−1)j dj

dtj
k(t) ≥ 0, j = 0, 1, 2,

(iii) k(t) 6≡sabit.

koşulları sag̃layan k(t) c. ekirdeg̃i kuvvetli pozitif c. ekirdektir.

İspat: Bkz Gopalsamy (1992)

Teorem 4.4.4 k(t) Lemma 4.4.3’ün koşullarını sag̃layan bir kuvvetli pozitif c. ekirdek

olsun. Buradan u′(t) = −
∫ t

0

k(t− s)u(s)ds’nin her c. özümü t →∞ iken

u(t) → 0’ı sag̃lar.

İspat: Bkz Gopalsamy (1992)

Şimdi aşag̃ıdaki şekilde integro-diferansiyel denklemi ele alalım,

u′(t) = u(t)

{
α−

∫ t

0

k(s)u(t− s)ds

}
, t ≥ 0,

u(0) = u0 ∈ (0,∞), α ∈ (0,∞), (4.4.10)

ve bir dengeye yaklaştırmak ic.in (4.4.10) denkleminin c.özümleri ic.in yeterli koşullar

elde ederiz.

Teorem 4.4.5 yerdem

(i) k kuvvetli pozitif c. ekirdek,
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(ii)

∫ ∞

0

k(s)ds = β,

(
α

β

) ∫ ∞

0

sk(s)ds < 1

olsun. (4.4.10) denkleminin her c. özümü lim
t→∞

u(t) = u∗ =

(
α

β

)
’yı sag̃lar.

İspat: Bkz Gopalsamy (1992)

Aşag̃ıdaki lemma dog̃rusal olmayan integro-diferansiyel denklemin asimptotik

davranışını araştırmamız ic.in yeterli durumlar sag̃lar. Bu bölümde k(t) c.ekirdeg̃i

pozitif veya kuvvetli pozitif olarak kabul ederiz.

Lemma 4.4.6 t →∞ iken u → u∗ ve

∫ ∞

0

|k(s)|ds < +∞ ise

lim
t→∞

∫ t

0

k(t− s)u(s)ds = u∗
∫ ∞

0

k(s)ds,

eşitlig̃i vardır.

İspat: Bkz Filiz (2000b)

(4.1.1) Lotka-Volterra sisteminde i, j = 1, u1(t) = u(t), α1 = α,

β11 = −β, η11 = 0, ve γ11 = −γ alırsak,

u′(t) = u(t)

(
α− βu(t)− γ

∫ t

p(t)

k(t− s)u(s)ds

)
, t ≥ 0,

u(t) = φ(t), t ≤ 0 başlangıc. şartını da sag̃layan bir dog̃rusal olmayan integro-

diferansiyel denklemi elde ederiz.

Lemma 4.4.7 Aşag̃ıdaki gibi alt limit p(t) = 0 olan bir dog̃rusal olmayan integro-

diferansiyel denklemi verilsin

u′(t) = u(t)

(
α− βu(t)− γ

∫ t

0

k(t− s)u(s)ds

)
, t ≥ 0, (4.4.11)

u(0) = u0,

kabul edelim ki (p(t) = 0) α, β, γ ∈ (0,∞) ve k(t) = a2t exp(−at), a ∈ (0,∞)

oldug̃unda lim
t→∞

u(t) = u∗ =
α

β + γ
olur.
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İspat.

(4.4.11) eşitlig̃i aşag̃ıdaki bic.imde yazılabilir,

u′(t) = u(t)

(
α− βu(t)− γ

∫ ∞

0

k(s)u(t− s)ds

)
,

0 = lim
t→∞

u(t)

(
α− βu(t)− γ

∫ t

0

k(t− s)u(s)ds

)
.

Burada

∫ ∞

0

k(s)u(t−s)ds =

∫ t

0

k(t−s)u(s)ds eşitlig̃i kolayca gözükür (bkz Filiz

(2000b)) ve lim
t→∞

∫ t

0

k(t− s)u(s)ds = u∗
∫ ∞

0

k(s))ds olur.

0 = α− βu∗ − γu∗
∫ ∞

0

k(s)ds, u∗ 6= 0,

0 = α− βu∗ − γu∗,
∫ ∞

0

k(s)ds = 1 ve u∗ 6= 0,

0 = α− u∗(β + γ),

oldug̃undan lim
t→∞

u(t) = u∗ =
α

β + γ
elde edilir.

4.5 Dog̃rusal Olmayan Bir İntegro-Diferansiyel

Denklemin Sayısal y İncelenmesi

Şimdi aşag̃ıdaki şekilde verilen lineer olmayan integro-diferansiyel denklemi (Baker

et al. (1998), Baker et al. (1999), Baker et al. (2000) ve Cushing (1977)) gözönüne

alalım.

u′(t) = u(t)

{
α− βu(t)− γ

∫ t

0

exp(−µ(t− s))u(s)ds

}
, t ≥ 0,

u(0) = u0. (4.5.1)

denklemine ac.ık Euler kuralı uygularsak,

ũn+1 − ũn

h
= ũn

{
α− βũn − γ

n∑
j=0

wn,j exp(−µ(nh− jh))ũj

}
, (4.5.2)
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denklemini buluruz. (4.5.2) denkleminin sag̃ tarafındaki integral yakınsaması ic.in

herhangi bir kural (dikdörtgenler, ortanokta, yamuklar (trapezler) veya Simpson

kuralları) uyguladıg̃ımızda sayısal yakınsama Euler kuralından dolayı birinci mer-

tebeden yakınsar.

Şimdi de (4.5.1) denklemini θ-yöntemi ile sayısal c.özelim. Bu yöntem ile

kapalı bir yöntem elde ederiz (θ > 0)

ũn+1 − ũn

h
= θũn+1

{
α− βũn+1 − γ

n+1∑
j=0

wn+1,j exp(−µ((n + 1)h− jh))ũj

}

+ (1− θ)ũn

{
α− βũn − γ

n∑
j=0

wn,j exp(−µ(nh− jh))ũj

}
, (4.5.3)

burada wn,j’ler her zamanki gibi ag̃ırlık fonksiyonlarıdır.

Yukarıdaki (4.5.3) denklemini yeniden düzenlersek,

an = 1 + h(1− θ)

{
α− γ

n∑
j=0

wn,j exp(−µ(nh− jh))ũj

}

ve bn = hθ

{
α− γ

n∑
j=0

wn,j exp(−µ(nh− jh))ũj

}
, kısaltmalarını kullanarak ũn+1

ic.in,

f(u) = ũn{an − h(1− θ)βũn}+ ũn+1{bn − 1− hθγwn+1,n exp(−h)ũn}
−ũ2

n+1{βhθ + hθγwn+1,n+1} = 0, (4.5.4)

ikinci dereceden bir dog̃rusal olmayan bir polinom elde ederiz.

(4.5.4) polinomunu ya Newton iterasyonu ile ya da ikinci dereceden poli-

nomun kökleri yardımı ile c.özebiliriz. (4.5.1) denkleminde diferansiyel terim ic.in

θ-yöntemi ve integral terimi ic.in yamuklar yöntemini uygularız. Yeni yöntem

olarak dördüncü mertebeden (O(h4)) yakınsama elde edebilmek ic.in diferansiyel

terim ic.in dördüncü mertebeden yakınsama veren klasik Runge-Kutta methodu

(RK4) ve integral terim ic.in Simpson 1/3 yöntemi (ya da Simpson 3/8 yöntemi)

uygulayabiliriz.
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Örnek 4.1 (4.1.1) sistemine sade bir örnek vermek ic. in dog̃rusal olmayan integro-

diferansiyel denklemini verebiliriz,

u′(t) = u(t)

[
t + 2− 2(t + 1)u(t) + t

∫ t

−∞

2u(s)

π[1 + (t− s)2]
ds

]
. (4.5.5)

Ac. ıkc. a göründüg̃ü gibi tek pozitif denge c. özümü u∗ = 1’dir.

Örnek 4.2 Dog̃rusal olmayan integro-diferansiyel denkleme ikinci bir örnek olarak,

u′(t) = u(t)

[
α− βu(t)− γ

∫ t

−∞
exp(−(t− s))u(s)ds

]
,

u(t) = φ(t) = exp(t), t ≤ 0, (4.5.6)

denklemini verebiliriz. Burada φ(t) daha önce belirttig̃imiz gibi başlangıc. fonksi-

yonudur. (4.5.6) denkleminin tek pozitif denge c. özümü u∗ =
α

β + γ
’dır.

Şimdi de dördüncü mertebeden yakınsama veren klasik Runge-Kutta yönte-

mini (RK4) dog̃rusal olmayan integro-diferansiyel denklemine adapte edelim.

u′(t) = F
(

t, u(t),

∫ t

0

u(s)ds

)
,

u(0) = u0, t ≥ 0.

genel denklemi ele alalım, ũn’den ũn+1’e kadar h aralık uzunlug̃u ve RK4 methodu

uygulandıg̃ında,

k1 = hF(tn, ũn, z̃n),

ũ[
n+1/2 = ũn +

1

2
k1,

k2 = hF(tn+1/2, ũ
[
n+1/2, z̃n+1/2),

k2 = hF
(

tn+1/2, ũ
[
n+1/2, z̃n+ +

h

4

[
ũn + ũ[

n+1/2

])
,

ũ\
n+1/2 = ũn +

1

2
k2,
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k3 = hF(tn+1/2, ũ
\
n+1/2, z̃n+1/2),

= hF
(

tn+1/2, ũ
\
n+1/2, z̃n +

h

4

[
ũn + ũ\

n+1/2

])
,

ũ℘
n+1 = ũn + k3,

k4 = hF(tn+1, ũ
℘
n+1, z̃n+1),

= hF
(

tn+1, ũ
℘
n+1, z̃n +

h

6

[
ũn + 4ũ\

n+1/2 + ũ℘
n+1

])
,

ũn+1 = ũn +

(
k1 + 2k2 + 2k3 + k4

6

)
. (4.5.7)

denklemleri buluruz.

Bu örnekte, k2 ve k3’lerin [tn, tn+1/2] aralıg̃ında, integral terim

∫ t

0

u(s)ds

yamuklar kuralı ile ve k4’ün [tn, tn+1] aralıg̃ında Simpson’s 1/3 kuralı uygulandı.

İstenirse [0, tn] aralıg̃ında yamuklar kuralı uygulanabilir (ikinci mertebeden yakın-

sama verir). Tek sayılarda [0, tn] aralıg̃ında istenirse yamuklar ve Simpson’s 1/3

kuralı beraber uygulanabilir (c.ift sayılarda Simpson 1/3 kuralı tek başına uygu-

lanabilir). Fakat bu üc.üncü mertebeden yakınsama verir.

Dördüncü mertebeden yakınsama elde edebilmek ic.in RK4’ün yanında inte-

gral terimin

∫ t

0

u(s)ds, [tn, tn+1/2] aralıg̃ında k2 ve k3’ler ic.in daha etkili hesap-

lanması gerekir. Diferansiyel terim ic.in RK4 ile beraber [0, tn] aralıg̃ında in-

tegral terim ic.in c.ift sayılarda Simpson 1/3 kuralı tek başına ve tek sayılarda

Simpson 1/3 kuralı ve Simpson 3/8 kuralı (ya da Simpson 3/8 ve Simpson 1/3)

kuralları uygulanabilir. İlk adım ic.in yukarıdaki (4.5.7) formülünü kullanırsak

ve ũn−1, ũn, ũn+1/2’ler ic.in interpolasyon uygularsak (t = −1, 0, 1/2 noktaları ic.in

Lagrange formülü uygularız),

u(t) =
1

h2

[
2

3
t(t− h

2
)u−1 − 2(t + h)(t− h

2
)u0 +

4

3
t(t + h)u1/2

]
,

polinomunu elde ederiz. u(t) polinomunun 0’dan h/2’ye kadar integralini alırsak,

k2 ve k3’lerin son yarım aralıkları ic.in aşag̃ıdaki ifadeyi,

∫ h/2

0

u(s)ds ≈ h

(
− 1

72
u−1 +

7

24
u0 +

2

9
u1/2

)
, (4.5.8)



- 70 -

buluruz. Benzer şekilde, t = −1, 0, 1 noktaları ic.in

∫ h

0

u(s)ds ≈ h

(
− 1

12
u−1 +

2

3
u0 +

5

12
u1

)
, (4.5.9)

buluruz. Böylece RK4 formülleri n ≥ 2 ic.in aşag̃ıdaki denklemleri buluruz

(başlangıc. deg̃erleri ic.in (4.5.7) formüllerini kullanabiliriz)

k1 = hF(tn, ũn, z̃n),

ũ[
n+1/2 = ũn +

1

2
k1,

k2 = hF(tn+1/2, ũ
[
n+1/2, z̃n+1/2),

= hF(tn+1/2, ũ
[
n+1/2, z̃n+

+h

[
− 1

72
ũn−1 +

7

24
ũn +

2

9
ũ[

n+1/2

]
),

ũ\
n+1/2 = ũn +

1

2
k2,

k3 = hF(tn+1/2, ũ
\
n+1/2, z̃n+1/2),

= hF
(
tn+1/2, ũ

\
n+1/2, z̃n

+ h

[
− 1

72
ũn−1 +

7

24
ũn +

2

9
ũ\

n+1/2

])
,

ũ℘
n+1 = ũn + k3,

k4 = hF(tn+1, ũ
℘
n+1, z̃n+1),

= hF (
tn+1, ũ

℘
n+1, z̃n

+ h

[
− 1

12
ũn−1 +

2

3
ũn +

5

12
ũ℘

n+1

])
,

ũn+1 = ũn +
1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) . (4.5.10)

Şekil 4.6’dan da görüldüg̃ü gibi ε deg̃erleri sıfıra yaklaştıkc.a integro-diferansiyel

denklemimiz lojistik diferansiyel denkleminin eg̃risi gibi davranır.
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Şekil 4.6: Dog̃rusal olmayan integro-diferansiyel denklem u′(t) = u(t)(1− u(t)−
ε

∫ t

0

u(s)ds), u(0) = 0.5 başlangıc. deg̃eri ve ε = 2, 1, 0.4, 0.2, 0.1, 0.05 deg̃erleri

ic.in sayısal c.özümleri.

Bu bölümde dog̃rusal olmayan integro-diferansiyel denklemleri ele aldık.

Özellikle integral terim ic.in iki alt sınır (p(t) = 0 ve p(t) = −∞) düşündük.

Deg̃işik sayısal yöntemleri dog̃rusal olmayan integro-diferansiyel denklemlere uygu-

ladık ve teorik c.özüme yakın deg̃erler elde ettik ve bunları grafikler ile destekledik.



ÖZET

Volterra integro-diferansiyel denklem ilk kez 1920’lerin sonlarına dog̃ru Volterra

tarafından verilmiştir. Biyoloji, ekoloji, tıp, nükleer reaktör dinamig̃i ve daha pek

c.ok fen ve mühendislik uygulamalarında geniş yer almaktadır. Etki sonrası veya

gecikmeyi ic.eren pek c.ok yaşam süreci gecikmeli Volterra denklem veya Volterra

integro-diferansiyel denklem gibi c.eşitli Volterra denklem tipleri ile modellenebilir.

Bu tezde matematiksel model olarak Volterra denklemlerinin kullanımı incelenmiş

ve denklemlerin sayısal c.özümleme yöntemleri ele alınmıştır. Volterra (1931) ve

Volterra (1959) c.alışmalarında biyolojik popülasyonun büyümesini incelemiş ve

bunun ic.in matematiksel modeller ortaya c.ıkarmıştır. Filiz (2000c) tarafından

verilen Lotka-Volterra sistemi,

u′i(t) = ui(t)

[
αi +

n∑
j=1

βijuj(t) +
n∑

j=1

ηijuj(t− τij)

+
n∑

j=1

γij

∫ t

p(t)

kij(t− s)uj(s)ds

]
, i = 1, 2, ..., n,

bic.imindedir. Yukarıdaki genel Lotka-Volterra denkleminde uygun αi, βij ηij

ve γij reel deg̃erleri sec.ilerek bir c.ok Lotka-Volterra denklemi ve Lotka-Volterra

sistemini elde ederiz. Bir ekolojik sistem ic.in bu teorinin uygulaması Post and

Travis (1982) tarafından verilmiştir.

Lotka-Volterra sisteminin global kararlılıg̃ı ic.in Goh (1977), Wang and Yi

(1995), Bereketog̃lu and Györi (1997) yeterli durumlar vermiştir.

Adi diferansiyel denklem olarak tanımlanan genel büyümeyi, Volterra (1962),

Cushing (1977), Boyce and DiPrima (1997), Borrelli and Coleman (1998) ele

almıştır. Dog̃rusal olmayan integro-diferansiyel denklemlerde Miller (1966), Miller

(1971), Cushing (1977), Landman (1980), Gopalsamy (1992), Freedman and Wu

(1992), Lakshmikantham and Rao (1995), Baker et al. (1998), Baker et al. (1999)

ve Filiz (2000b) c.alışmıştır.



SUMMARY

The Volterra integro-differential equations were first introduced by Volterra in

the late 1920’s. This equations take place in the biyology, echology, medical

science, dynamic of reactor and more science and engineering aplications. Many

real-life processes involve after-effect or delay can be modelled with various types

of Volterra equations such as delay or integro-differantial equations. In this thesis

the use of Volterra equations have been research as mathematical model and the

numerical solution methods of equations were dealth with. Volterra (1931) and

Volterra (1959) were research in their studies the greath of biyolojical population

and they find out for this purpose mathematical models. The Lotka-Volterra

system which was given by Filiz (2000c) is as follows;

u′i(t) = ui(t)

[
αi +

n∑
j=1

βijuj(t) +
n∑

j=1

ηijuj(t− τij)

+
n∑

j=1

γij

∫ t

p(t)

kij(t− s)uj(s)ds

]
, i = 1, 2, ..., n,

The many Lotka-Volterra equations and Lotka-Volterra systems were obtained

by choosing apropriate value αi, βij ηij and γij which are real coefficient in the

general Lotka-Volterra equations which was introduce above. The aplication of

this theory for an echological system was given by Post and Travis (1982).

Goh (1977), Wang and Yi (1995), Bereketog̃lu and Györi (1997) gave sufficient

conditions for global stability of Lotka-Volterra system. Volterra (1962), Cushing

(1977), Boyce and DiPrima (1997), Borrelli and Coleman (1998) dealth with the

general greating which is definition as ordinary diffrential equation. Miller (1966),

Miller (1971), Cushing (1977), Landman (1980), Gopalsamy (1992), Freedman

and Wu (1992), Lakshmikantham and Rao (1995), Baker et al. (1998), Baker

et al. (1999) and Filiz (2000b) worked the nonlinear integro-differential equations.
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Studia Biophysica 123 (2), 237–241.

Baker, C. T. H. (1977). The Numerical Treatment of Integral Equations . Claren-

don Press, Oxford.

Baker, C. T. H., Bocharov, G. A., Filiz, A., Ford, N. J., Paul, C. A. H., Rihan,

F. A., Tang, A., Thomas, R. M., Tian, H. & Willé, D. R. (1998). Numerical
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Üniversitesi, Buca Eg̃itim Fakültesi, Matematik Ög̃retmenlig̃i Bölümü’ne girdi ve
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