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Bu tezde, Karamata'nin temel teoremi ve sonucunun yardimiyla, klasik

Tauber teorisinde elde edilmis olan sonuclarin yeniden ispatlanmasi ve genellegti-

rilmelerinin verilmesi amaclanmigtir.
1. Boliimde teze girig yapilmisgtir.

2. Bolumde, tez boyunca kullanilacak olan tanimlar ve gosterimler ve-

rilmig, klasik Tauber teorisinin geligiminden bahsedilmigtir.

3. Boliimde, kontrol modiilo kavrami ile klasik Tauber teoremleri genellegti-

rilmigtir.

4. Bolimde, alt dizisel Tauber teorisi tanitilip, bununla ilgili Tauber teo-

remleri verilmigtir.

ANAHTAR SOZCUKLER: Tauber teoremleri, kontrol modiilo, yavas

salimimli diziler, ilimh salimimli diziler, alt dizisel yakinsak diziler.
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ABSTRACT

In this work, it is aimed to collect the results in the classical Tauberian

theory and to give their generalizations by mean of Karamata’s Hauptsatz and

its corollary.

In Chapter 1, introduction is done to thesis.

In Chapter 2, all the definitions and notations used in the thesis are given

and the state of arts for the classical Tauberian theory is examined.

In Chapter 3, classical Tauberian theorems are generalized by the concept

of control modulo.

In Chapter 4, subsequential Tauberian theory is introduced and then

Tauberian theorems related to it are given.

KEY WORDS: Tauberian theorems, control modulo, slowly oscillating

sequences, moderately oscillating sequences, subsequential convergent sequences.
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Bolim 1

GIRIS

{u,} reel say1 dizisi olmak {tizere Abel'in gerek kogulu olarak bilinen
lim, - (1—2) > 7, u,x™ limitini saglayan dizi simfi yakinsak olan dizi simifindan
daha genistir. Klasik Tauber teorisi genig olan bu dizi simnifindan yakinsakligin
yeniden elde edilebilmesi icin gerekli olan kogullar1 bulmak tizerine kurulmustur.
Ilk olarak boyle bir kogulu Tauber (1897) vermistir. Tauber, Kontrol modiilonun
tizerine konan kosul ile Abel’in gerek kogulunu saglayan dizinin yakinsakligini elde
etmistir. Daha sonra calismalar bu kogulun zayiflatilmasi tizerine yogunlagmistir.
Littlewood (1910) ve Hardy & Littlewood (1914) kontrol modiilo iizerine koyduk-
lar1 daha genel kosullar ile de yakinsakligin elde edilebildigini gostermistir. Son-
ralar1 bu kogullarin genellegtirilmesi siirecinde Schmidt (1925) yavag salimimlilik
kavramini tanmitmigtir ve yakinsakligin yeniden elde edilebilmesi icin daha zayif
bir kosul inga etmistir. Fakat daha genel kosullar ile yakinsakliga gecig ya-
parken ispatlar gittikce cok uzun ve karmasik hale geliyordu. Karamata (1930)
tarafindan verilen teorem hem daha Once yapilan ispatlar1 basitlegtirmis hem de
genel kogullar bulmak icin bir ara¢c olmugtur. Dik (2002b), Karamatanin teoremi
yardimiyla, Stanojevi¢ (1998) tarafindan tamitilan m. mertebeden kontrol modiilo

tizerine kogullar koymus ve Tauber teoremleri elde etmigtir. Bu tip teoremlerden



Bolum 3’te bahsedilecektir.

Tauber ile baglayan bu tip teoremlerde bazi kosullar ile Abel’in gerek
kogulunun varhgmdan yakinsaklik elde edilememistir. Dik (2002a) bu tip kogullar
ile ilgilenmis ve yakinsakliktan daha genel olan alt dizisel yakinsaklik kavramini
tanitarak Karamata'nin teoremi yardimiyla teoremler ispatlamigtir. Bu tip teo-
remler Tauber teorisinin yeni bir cegidi olan alt dizisel Tauber teorisini olugtur-
maktadir. Tezin son boliimiinde alt dizisel Tauber teorisi ile ilgili genig bilgi

verilmigtir.



Bolum 2

GENEL BILGILER

2.1 Tanimlar ve Gosterimler

Klasik Tauber teorisinde yakinsakligin yeniden elde edilmesi problemi Abel’in

gerek kosulu olarak bilinen,

r—1—

lim (1—2) ) upa” (2.1.1)
n=0
limitin mevcut olmasi ve {u,} reel say1 dizisi lizerine konulan bazi kogullarla,

lim (1 —2) i Up " (2.1.2)

rz—1~

limu, =
n

n=0

esitliginin ispatlanmasina indirgenir. Her yakinsak dizi aym zamanda (2.1.1)
limitini gercekler. Fakat tersi dogru degildir, ornegin {u,} = {>°,_,(=1)"} dizisi
(2.1.1) limitini saglar ama yakinsak degildir. O halde (2.1.1) limitini gercekleyen
dizilerin simifi yakinsak olan dizilerin sinifindan daha genistir. Daha genig dizi
smifindan yakimsakliga gecis icin v = {u,, } dizisi tizerine konulan kogullar, dizinin
Taylor katsayilarini kisitlayarak olusturulan kosullardir. Bu kosullara Tauber

kosullar: ve bu kosullari iceren teoremlere de Tauber teoremleri denir. Tez boyunca



kullamilacak gosterimler agagidaki gibi verilebilir:

m pozitif tamsayisi ve n dogal sayis1 icin,

Uy — Up—1 0 2>1

Au,, =
Ug ,n=2>0
olmak iizere,
I & (me) =Y (Aw)
Uﬁm)(u) = n+t iz k=1
Uy, ,m=20
ve
1L Npimeb)
n—l—lZVk (Au) ,m>1
kA =0
n+1 kZ:O b 1

dir. Burada 6zel olarak, {Vn(o)(Au)} dizisi {u,} dizisinin dretec dizisi olarak

adlandirilir. o™ (u) — ay(LmH)(U) = Vn(m)(Au) esitligi,

Uy, — oV (u) = VO(Aw) (2.1.3)

n

ile verilen ve ispatlarin cesitli adimlarinda sikca kullanilacak Kronecker esitliginin

genel halidir. Bu esitlik, {u,} dizisinin {Vn(o)(Au)} tiretec dizisi yardimiyla,
(0) - Vk(O)(Au)
up, =V, (Au) + E ——— + g (2.1.4)
k
k=1
seklinde de yazilabilir.

Ayrica {u,} dizisinin salnim davramsglarinin kontrolii icin kullanacagimiz
w) (u) = nAu, ifadesine {u,} dizisinin kontrol modiilosu denir. m > 1 tamsayisi

ve her pozitif n tamsayist icin,

W™ () = WD () — o) (WD (w)) (2.1.5)
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seklinde tammlanan w{™ (u)’ye {u,} dizisinin m. mertebeden kontrol modiilosu

denir.(Dik (2002b))

Tezde bundan sonraki kisimlarda, {u,} dizisinin sifira yakinsamasi
u, = o(l), n — oo ile ; {u,} dizisinin simirhligi da u, = O(1), n — oo ile

gosterilecektir.

Tanim 2.1.1 {u,} reel saylarin bir dizisi olsun.

n
Uy — Uy =0(1) , n>m—00, ——1
m

ise {u,} dizisine yavas salimvmly bir dizi denir.
Schmidt (1925) tarafindan verilen bu tamm yapilacak ispatlar icin uy-

gun olmadigindan bu tez boyunca Stanojevié (1998) ’in vermis oldugu agagidaki

tanum kullanilacaktir.

Tanim 2.1.2
k
lim lim Au;| =0 2.1.
)\inl/le 1511 n—l—lnﬁll?;{[)m} j:zn;-l uJ ( 6)

ise {u,} dizisine yavas salimamly bir dizi denir.

Yavag salimml dizilerin sinifi yakinsak olan dizilerin simifin1 kapsar. {u,} =

{log n} dizisi yavag salimimli olup yakinsak olmayan diziye bir 6rnektir. Gercekten,

Z Alogj = Z log = log H 10gn+1 nt2 k )

n n+1 k-1
j=n-+1 j=n-+1 j= n+1 +

dir. Buradan tanm uygularsak, max,;1<k<pn) log(%) log bulunur once

n — oo icin iist limit ve A — 17 icin limit alindiginda tammin saglandig:
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goriiliir. Bu 6rnegin Schmidt’in yavag salinimhilik tanimini sagladigr da kolayca
gosterilebilir.

{u,} dizisinin yavag salinimh olmas icin gerek ve yeter kogulun {Vi\" (Au)}
dizisinin smirh ve yavag saliniml oldugu sonucu Tanim 2.1.2 den elde edilir.
Gercekten, {V,L(O)(Au)} dizisi siirh ve yavag salimmli ise (2.1.4) esitliginden dolay:
{u,,} nin yavag salinimli oldugu kolayca gortiliir. Diger taraftan, {u, } dizisi yavasg

salimimlh ise, A > 1 icin,

k
vp(u, A\) = max E A
nt+1<k<[n] |

j=n+1

ile gosterilsin. Z kA, = Z Z kAuy seklinde yazilirsa,

k=1 7=0 23+1 k<

k=1 Jj=0

T Sk<g5

(G2

1
nCy Z % = 2nCy, (Cy pozitif sabit)
=0

IN

elde edilir ve sonuc olarak,

1 n
= EZI{AU’“ =0(1),n — o0

bulunur. Dolayisiyla, {USLI)(U)} yavag salimmhdir ve bundan dolay1 {VTEO)(AU)}

dizisi de yavag salimimlidir.
Hardy & Littlewood (1914),
p > 1icin, VO(|Aul,p) Zk%um— O(1),n — o0  (2.1.7)

ile (2.1.1) limitinden {u,} dizisinin yakimmsakliginin elde edilebilecegini tahmin

etmistir fakat bunun Tauber kogulu oldugunu Szész (1928) ispatlamisgtir.
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Ayni zamanda (2.1.7) kogulunu saglayan {u,} dizileri yavag salimiml dizi-

lerdir. Gercekten,

k
< max Z | A

k
Z Auj

max
ntHl<k<Pn] | 2 nlsksPnl .24
[An] [An]
Ay 1 :
e < ¥ > jlAu]
j=n+1 J j=ntl
[An]
[An] —n 1 Z ,
A
n+1 [)\n]—annJrl
1
) v
n| — 1
< Pnl=n S Pl

B =

ntl (] —n)

j=n+1

1
p

| —n 1-3 ] )
j=n+1
1 1 .
bulunur. Burada — + - =1 oldugundan,
p q
1 [ v
(Dol =¥ | §2
= 77| Augl?
n+l _j=n+1
_ Dal=mt w1 %jpmu_'p
T (n4ns | ntl o]+l = ’

elde edilir. Her iki tarafin iist limiti ahnirsa, C, (2.1.7) den gelen bir sabit olmak

uzere,
k
_ — [An] —n. 1 [An] 4+ 1 1
. < q p
11£Hn+1r1§12§[/\n] j;lAuj < 1171511( 1 )a ( 1 ) hrILn(

< (A—1axrC

elde edilir. Her iki tarafin A — 17 e gore limiti alinirsa,

k
E Auj
Jj=n+1

lim lim max
A—=1t n n41<k<[An] A—1+

< C lim (A—1)7)\7

. 1
] + 1 >t Au )y
=0

=0
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bulunur. Bu egitlik (2.1.7) kogulunu gercekleyen dizilerin yavag salimimli oldugunu

gosterir.

Fakat p = 1 icin Vn(o)(|Au|, 1) = O(1),n — oo olmasi kogulu (2.1.1) li-
mitinden {u,} dizisinin yakinsakhgmimn tekrar elde edilebilmesi icin bir Tauber
kosulu degildir. Bu durum, {u,} dizisinin salimm davramiglarin1 kontrol eden

yavag salinimhiliktan daha genel bir kavrama yonelmeyi saglamistir.

Yavag salimmliligin daha genel hali asagidaki gibi tanimlanmstar.

Tanim 2.1.3 X\ > 1 icin,

< 00

k
lim max E Au;
i=n—+1

n n+1<k<[An]
J:

ise {u,} dizisine Wlvml salinymly bir dizi denir.

[limh salinimli olup yavag salinimli olmayan bir dizi olarak

1 k=2", n=1,2,..
Up =< —1 ,k=2"+1,n=12,..

0 , diger

dizisi verilebilir. Bir {u,} dizisinin de la Vallée Poussin ortalamasi, A > 1 icin,

seklinde tanmimlanir. Bu tanim yardimiyla ispatlarin cesitli adimlarinda sikca

kullamilacak esitliklerden birincisi elde edilir:



A>1 icin,
1 [An]
e = )~ e D ()
k=n+1
1 [An]
- n,[An A
i }(U) [)\n] -n kzn;-ljzn—:i-l uj
1 [An]
= 7o (u) = o (u) + ol (u) — D Z Z Au;
k n+1j=n+1
bulunur. Burada
[An]
> we = ([(An] + Doy (u) = (n+ 1o (u)
k=n+1

oldugundan her iki taraf

Y ile carpilirsa,
njl—n

([An] + Dofsh (1) = (n+ D)ok (u)
An] —n k:zn;rl e = Tl (1) = [An] —n

elde edilir. Bundan dolay1,

An 10(;) n+ 1ot
Tofan) () — 03,7 () = _— [?)fn])—fz et )—Uél)(U)

— ;M _ -1
Uy, = oy (u) + ol — n(a[w(u) o, (u)) )\n =n, EnH] En+1Au] (2.1.8)

elde edilir.

Diger taraftan, 1 < A < 2 icin {u,} dizisinin de la Vallée Poussin ortala-

masi,

n

1
7-2n—[)\n],n(u) - [)\n] o Z U,

k=2n—[An]+1




- 10 -

seklinde tanimlanir. Tkinci esitlik bu tanimdan cikarilir:

Up = 7-2n—[)\n},n(u) + (un - TZn—[)\n],n(u))
1 n
= Ton—wln(u) + Dol —n - _Z[A Hl(un — ug)

n n

1
= Tonpun(W) F ——— Y > A
An] —n k=2n—[An]+1  j=k+1

n

1 n
1 1
- T2n—[)\n}7n(u) - Uén)—[)\n] (U) + O-én)—[)\n}(u) + [)\n] —-n Z Z Au]

k=2n—[An]+1  j=k+1

bulunur. Burada,
_ (1) _ _ (1)
Y u=(n+ 1o (w) — (2n—[An] + Doy, (w)
k=2n—[An|+1

oldugundan her iki taraf ile carpilirsa,

] —n
1 " (n+ )0t (u) = (20 — \n] + D)ol (u)

[An] —n Z = [An] —n

k=2n—[An]+1

elde edilir. Bundan dolay1,

1 n 4+ 1
Ton—pan)n () — Uén)—[An] (u) = m(ag)(u) ~ Oon—[xn] (u))

olur. Boylece, 1 < A < 2 icin,

1 n+1
Uy = Uén)—[AN] (u) + m(gg) (u) — 0-2n—[)\n}(u))

_ [)\n]l_n Z Z AUj (2.1.9)

k=2n—[An]+1  j=n+1

elde edilir.

2.2 Klasik Tauber Teorisinin Kisa Bir Ozeti

Klasik Tauber teoremlerinde, dizilerin salinim davraniglarini ya da sinirlilik

modlarini kisitlayan baz araclardan yararlanarak (2.1.1) limitini saglayan dizilerin
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siifindan tekrar yakinsak diziler elde edilir. Ik olarak Tauber (1897), {u,} dizisi

icin (2.1.1) limiti mevcut ve w) (u) = nAu, = o(1),n — oo oldugunda (2.1.2) in

yani yaklnsakhgln saglandigini gostermistir. Gercekten,
N(z)

N(z) — oo icin Z Au,z"™ — Z Au, = ,x — 17 egitligini saglayan bir N(x)
pozitif tamsaylsl segllsm nAun = 0(1), n — oo oldugundan, £ > 0 verildiginde

n > ng(e) icin n|Au,| < € olacak sekilde bir ng(e) tamsayisi vardir.
N(z)

ZAunx — Z Au, =o(1l),z — 17 egitliginde sol tarafi tekrar diizenlersek,

00 N(z) N(z)
Z Aupx™ — Z Au, = Z Aupx™ + Z Au,z" — Z Au,
n=0 n=0 n= N(w )+1
= Z Aunaj —ZAunl—ZL' =51 — 5
n=N(z
olur.
Sl Y Aupree 3 Tee Lol
- n NEz)+1'1—=x
n=N(z)+1 n=N(z)+1
elde edilir. Aym sekilde,
N(x) N(x) 1 N(x)
1S, < Z\Aun\ (1—a") < (1-x) ) n|Au, :@anw
n=0 1—z! n=0
1 N(z) 1 N(z)
= > nlAu,| = o) > nfAu,| =«
-z n=0 n=0

bulunur. Béylelikle w. (u) = nAu, = o(l),n — oo kogulunun Tauber kogulu
oldugu ispatlanmig olur. Farkh ispatlar icin Szdsz (1944), Hardy (1949), Post-
nikov (1980) ve Korevaar (2004) e bakilabilir.

Tauber daha sonra w.’ (u) = nAu, = o(l),n — oo kogulunu daha zayif

olan Vn(o)(Au) = o(l),n — oo kogulu ile degistirerek agagidaki teoremi elde

etmigtir.
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Teorem 2.2.1  {u,} reel saylarin bir dizisi olsun. (2.1.1) limiti mevcut ve

VTEO)(AU) =o(1),n — oo ise

lim (1 —2z) Z Up "

lim u,, =
n rz—1~
n=0

dir.

Bundan sonra (2.1.1) limitinin varhgndan yakinsakhg elde edebilmek
icin daha zayif araclar bulmaya dogru giden bir donem acilmigtir ve
w) (u) = nAu, = o(1),n — oo sartiin énemli bir genellegtirilmesi Littlewood

(1910) tarafindan verilmistir.

Teorem 2.2.2 {u,} reel saylarin bir dizisi olsun. (2.1.1) limiti mevcut wve

nAu, = O(1),n — oo ise

lim (1 — ) Z Up "

limu,, =
n rz—1~
n=0

elde edilir.

Daha sonralar1 boyle araclar bulmak, hatta bunlarin caligtigini gostermek
oldukca zorlasmigtir. Ilk kisimda verilen Schmidt’in yavag salmmhhk tanimi

(2.1.1) limitinden yakinsakligi yeniden elde etmeyi saglamaktadir.

Teorem 2.2.3 {u,} reel sayilarin bir dizisi olsun. (2.1.1) limiti mevcut ve {u,}

yavag salinamly bir dizi ise limu, = lim (1 — ) E u,x” esitligi saglanar.
n r—1-
n=0

Tek tarafli stmirhligin tanimi Landau (1910) tarafindan verilmistir.

Tanim 2.2.1 {u,} reel saylarn bir dizisi olsun. Negatif olmayan her n tamsay:
ve bir C' > 0 icin u, > —C ise {u,} dizisine soldan tek tarafls sinwrl bir dizi

denir.
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Landau, Littlewoodun vermis oldugu nAuw, = O(1),n — oo kogulunun
genel-legtirilmis hali olan tek tarafli sinirhi olma kosulununda bir Tauber kogulu

oldugunu ispatlamistir.

Teorem 2.2.4 {u,} reel sayplarm bir dizisi olsun. lim oM (u) mevcut ve negatif
olmayan her n tamsay: ve bir C' > 0 icin nAu, > —C ise limu, = lim oV (u)

dir.
Hardy ve Littlewood daha sonra yukaridaki teoremin genellestirilmis halini vermistir.

Teorem 2.2.5 {u,} reel saylarin bir dizisi olsun. (2.1.1) limiti mevcut
ve negatif olmayan her n tamsayr ve bir C > 0 icin nAu, > —C ise

hm u, = lim (1 —x Z up,x” esitlige saglanar.

x—>1*
n=0

Yukarida verilen Teorem 2.2.3, Teorem 2.2.4 ve Teorem 2.2.5’in ispati
Karamatanin usta teknigine kadar cok karmasgikti. Karamatanin temel teo-
reminin sonucu sadece daha onceki sonuclarin ispatlarinin basite indirgenmesi
icin degil, daha onemlisi {u,} dizisinin salimim davramslarimin genel kontrol

modiilosunu gerektiren Tauber teoremlerini elde etmek icin yeni bir alan acmigtir.

Teorem 2.2.6 (Karamata (1930))
{un} reel sayilarin bir dizisi icin lim (1 — x Z up,x™ = A limiti mevcut, negatif
m—>1*

olmayan her n tamsayr ve bir C' > 0 icin, un 2 —C ise (0,1) acik araliginda

Riemann integrallenebilir her g fonksiyonu icin,

% 1
lim (1 — z) Zung(x”)x" = A/ g
n=0 0

dir.
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Ispat. o > 0 olsun. (2.1.1) limitinde  yerine '™ yazlrsa,

A
1+«

lim (1 —z) Z Uz =
n=0

r—1—

elde edilir. Sonuc olarak (0,1) acik araligindaki her P polinomu icin

00 1
xlg{lﬁ(l —x) ;UHP(:E )a" = A/o P
olur. (0,1) acik araliginda Riemann integrallenebilir her g ve her £ > 0 icin (0,1)
acik araliginda p < g < P ve fOI(P — p) < e olacak sekilde p < P yi gercekleyen
p, P polinomlar1 vardir. Buradan istenen sonuc elde edilir. (0,1) arahgndaki

Riemann integrallenebilir fonksiyonlarin simifi olan R(0, 1) uzayma gore (2.1.1)

limitinin parametrik formu olan

r—1—

00 1
lim (1 — z) Zung(x”):c" = A/ g
n=0 0
ifadesinde ¢ fonksiyonunun uygun secilmesiyle bircok olanak saglanir. Ornegin,

. 0 ,0<t<e!
x=en wve glt)=
T oet<t<1
secilirse Karamata’nin temel teoreminin asagidaki o6zel ve onemli bir sonucu elde

edilir.

Teorem 2.2.7 (Karamata’nin Temel Teoreminin Sonucu)
{un} reel saylarn bir dizisi olsun. (2.1.1) limiti mevcut, negatif olmayan her n

tamsayr ve bir C > 0 icin u, > —C' ise

n r—1—

limoY(u) = lim (1 —x) Z Up "
n=0

elde edilir.

Klasik Tauber teorisinin 6nemli sonuclar1 Karamatanin temel teoreminin

ornekleri olarak verilebilir.
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Ornek 2.2.1 {u,} reel sayilarm bir dizisi olsun. (2.1.1) limiti mevcut ve (2.1.6)

esitligi gerceklenirse hm Uy, = lim (1 —x Z up,z” elde edilir.

rz—1~
n=0

Coziim. (2.1.6) kosulu V,L(O)(Au) = O(1),n — oo olmasim gerektirir. Negatif
olmayan her n tamsay1 ve bir C' > 0 icin Vn(o)(Au) > —C elde edilir. Ayrica
{u,} dizisi (2.1.1) limitini saglarsa {Uﬁl)(u)} dizisi de (2.1.1) limitini saglar ve
Kronecker esitliginden hm (1—=x Z V Au)a: = 0 elde edilir. Karamatanin

n=0
temel teoremlnln sonucuyla
VO (Au) = —— Z V o(1), n — oo bulunur.
lim (1 — z) upz” = lim (1 — x) al

ve

elde edilir.

oldugundan, lim, o\"(u) = lim,_,_(1 — z) Yoo o upx™ bulunur. Vi9(Au) =

nAa,(LI)(u) oldugundan VTEO)(AU) = 0(1), n — oo elde edilir ve boylece (2.1.1)

limitini saglayan yavag salinimli bir dizinin yakinsak oldugu goriiliir .l



Bolum 3

TAUBER TEOREMLERI

3.1 Genel Bir Bakis

Tauber teorisinde, (2.1.1) limitinden {w,} dizisinin yakinsakhgmi tekrar

elde etmek icin konulan kogullar, ozellikle {u,} dizisinin salimim davraniglarimi

kontrol eden w,(LO)(u) = nAu, ile verilen kontrol modiiloya dayanmaktadir.

cut ve wi” (u) = o(1), n — oo ise limu, = 1ir{1 (1—2) Zunx" dir. Bu teoremi
e n=0

genellegtirerek, kogul olarak {w,(f]) (u)} kontrol modiilonun yerine aritmetik orta-

lamalar1 alindiginda elde edilen,

1 n
W (0 (1)) — ) _ .
o, (W (u)) = i ,;:0 kEAw, =V " (Au) = o(1),n — oo

kosuluyla degistirilirse (2.1.1) limitinden yakisakhga gecigin saglandigy goriiliir.
Bu kosul {u,} dizisinin salimm davramglarim kontrol eden diger bir kontrol
modiilosu olarak tanimlanir ve aym zamanda (2.1.1) limitinden {u,} dizisinin
yakinsakliginin yeniden elde edilebilmesi icin daha zayif kogullarin bulunabildiginin

ispatidir. Ik boliimde (2.1.5) esitligiyle verilen m. mertebeden kontrol modiilo
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tanimlanmigti. Bu denklemde m = 1 alinirsa,

wP(w) = wOu)—oV(w®(u)) =nAu, — V.9 (Au)

= (V0 (Au) = V% (Au)) = nAV,0) (Au)

elde edilir. Simdi Littlewood (1910) un vermis oldugu kogulu genelleyecegiz.

Teorem 3.1.1 {u,} reel saylarin bir dizisi olsun. (2.1.1) limiti mevcut ve

{2 ()} ol salmamby ise, lim u,, = lir{l (1—2) Z up ™ dir.

n=0

Ispat. {w,(LO) (u)} 1thmh salimmh oldugundan ve w,(f)(u) =¥ (u) — aﬁl)(w(o) (u))
esitliginden w}" (u) = O(1),n — oo elde edilir. Yukaridaki esitlikte her iki tarafin

aritmetik ortalamalar1 alindiginda,
e (wV () = VO(Au) — VIO(Au) = nAVIY (Au) = O(1),n — oo
bulunur. O halde bir C' > 0 icin,
nAVY(Au) > —C (3.1.1)

- . . n . . - (1) no__ 5
elde edilir. xlg{l_(l x)nzzounx = S ise xlir?i(l :c)nzzoan (u)z™ = S oldugu

bilindiginden ve Kronecker esitliginden lim (1 — z) E VO(Au)z" = 0 bulunur,
rz—1—
n=0

Buradan,

; _ 1) no_
Jim (1 x)nzzovn (Au)z™ =0 (3.1.2)

oldugu goriiliir. Karamata'nin temel teoreminin sonucu kullanilirsa, (3.1.1) ve

1 n
(3.1.2) den ] kZ:O kAVk(l)(Au) = 0(1),n — oo elde edilir. Yani

VOAVO(A)) = o(1), n — oo dir. Buradan V,V(Au) = o(1), n — oo

bulunur. {w,go)(u)} ihmh  salinimh  oldugundan aritmetik ortalamalari olan
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VO(Au) =

1 n
—— ] 2_: kAuy, yavag salimmbhdir. 1.Boliim’de verilen (2.1.8) esitli-

ginde u,, yerine Vn(o)(Au) yazilirsa, A > 1 icin,

An|+1
VO(du) = v41><Au>+M—_n<w§2]<Au> —V(8w)
e S Y 0 -y
k=n+1j=n+1

elde edilir. Her iki tarafin n — oo a gore limiti alndiginda V") (Au) = o(1),

n — oo bulunur. Bu kosulda {u,} dizisi icin orijinal Tauber koguludur. Béylelikle,

hmun— lim (1 — ) Zunx

m—d*
n=0
esitligi bulunur.l
Orijinal Tauber teoreminin sonucu kullanilarak da yukaridaki ispat veri-

lebilir. V,go)(Au) =o0(l),n — oo olmasi lim o(u) limitinin  varhgm  ve

limeM(u) = lim (1 — ) Zuna: esitligini gostermektedir. Kronecker esitli-

n z—1"

n=0
ginden,
= o (u) = n(o) () — 0, (u) = V¥ (Au) = o(1),n — o0
elde edilir. (2.1.1) limitinin varhg lim (1 —x) Z u)x™ varligin gerektirir ve

x—ﬂ*

=0
orijinal Tauber teoreminin sonucu,

esitligini belirtir. Yukaridaki ispatta {Vn(o)(Au)} nin yavag salinimh oldugu goriil-

diikten sonra Teorem 2.2.3 kullanilarak hm (1—=z Z V. O(Au)z" = 0 bulunur
n=0
ve buradan V;\° (Au) = 0(1),n — oo elde edilir.

Bu tezde ispatlarda Karamata’nin temel teoreminin sonucu kullanilmigtir.
Ciinkii Karamatanin metodu, yliksek mertebeden kontrol modiilolar icin en ver-

imli aractir. Ispatlar Littlewood teoremi ve Hardy-Littlewood teoremi kullamlarak
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da yapilabilir fakat bu teoremlerin ispatlar1 Karamata’nin teoreminin birer sonucu
olarak verilmigtir.

o0

Teorem 3.1.1°de (2.1.1) limitinin mevcut olmasimi lim (1—x) g o (u)z
r—1"
=0

limitinin mevcut olmasiyla yer degistirerek yiliksek mertebeden kontrol modiilolar

n

icin de kullanabilir.

Teorem 3.1.2 {u,} reel saylarin bir dizisi olsun.

x—>1*

lim (1—2) ) ol (u) (3.1.3)
n=0

limiti mevcut ve {wﬁo) (w)} elomle salimamle ise,

x—>1*

hmun = lim (1 —x) Zal
n=0
elde edilir.

o0

Ispat Teoremin ispatinda lim (1 — x) E u,z" limitinin meveut oldugunu goster-
r—1—
n=0

mek yeterlidir. {wf(LO) (u)} 1hmlh salimiml oldugundan,

w(u) — e (W (1)) = wM(u) = O(1),n — oo

bulunur. Esitlikte her iki tarafin aritmetik ortalamasi alindiginda,
VO (Au) — VIV (Au) = nAVY (Au) = O(1),n — oo

ve buradan ViV (Au) — Vi (Au) = nAV? (Au) = O(1),n — oo elde edilir. O
halde, nAVn@)(Au) > —C yazlabilir.  lim, ;-(1 — )Y 7, afll)(u)a:”

limiti meveut ise lim, - (1—2) >~ o) (u)z™ limiti de mevcut olur. Kronecker
esitliginden,
lim (1 — VIO (Au)z" =0 3.1.4
i (=) 3V (3.1.4

n=0
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ve
lim (1 — VA (Au)z" = 1.
Jim ( x)n; D (Au)r" =0 (3.15)
elde edilir. (3.1.4) ve (3.1.5) den,
lim (1 — @(A =
xg{l x ; — V¥ (Au))z" =0

bulunur. Karamata’nin temel teoreminin sonucundan,

Z k:AVk(z)(Au) =o(l),n — o0
n+ 1=

elde edilir. O halde bu {Véz)(Au)} dizisi icin orijinal Tauber kosuludur ve

D (Au) = o(1),n — oo bulunur. Ayrica,

oD (u) = o (u) = n(elP (u) — o, (u) =V, (Au)
oldugundan Teorem 2.2.1 kullamlarak Vn(2)(Au) = o(l),n — oo olmasi ve
lim (1 — ) Za w)z"™ limitinin mevcut olmasindan da,
x—>1*
lim (1 — (3) 3.1.6
xinl“ 2 ;00 m o,” (u) (3.1.6)

elde edilir. {wﬁo) (w)} ihml salimmli ise {Vn(o) (Au)} yavag salmimlhidir ve aritmetik

ortalamalar: olan {Vn(l)(Au)} de yavag salinimhdir.

D(Au) = o(1),n — oo oldugundan liTILn e (VW (Au)) = 0 elde edilir.
(2.1.8) esitliginde u, yerine Vn(l)(Au) yazilirsa, Vn(l)(Au) = o(1),n — oo bulunur.
P (u) — o (u) = V¥ (Au) denkleminin her iki tarafinn n — oo a gore limiti
alinirsa,

lim 0? (u) — lim ¢® (u) = lim V® (Au) = 0

n n n

olur. (3.1.6) esitliginden,

hma () = lim (1 —=x Za(l

:c—>1*
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(1) (2)(

elde edilir. o\ (1) — 0% (u) = Vi" (Au) denkleminde her iki tarafinin n — oo a

gore limiti alinirsa,

hmal( )= lim (1 —x) Za(l

m—>1*
bulunur. Eger lim " (u) varsa (2.1.1) limiti mevcuttur. (Stanojevié¢ (1998),

Hardy (1949))

O halde Teorem 3.1.1’den,

hmun— lim (1 —x Za(l w)z" = lim (1 —x Zun

x—>l* :c—>1*
n=0

elde edilir.H

Her yavag salinimli dizi ilimh salinimli oldugundan Teorem 3.1.2'nin bir

sonucu agagidaki gibi verilebilir:

Sonuc 3.1.1 {u,} reel sayilarin bir dizisi olsun.

lim (1 — ) Za(l

m—>1*

limiti mevcut ve {w,(LO) (u)} yavas salinimly ise,

0.0]
hmun— lim (1 — x) g 01
n=0

x—>1*

elde edilir.

Teorem 3.1.2 ve Sonuc 3.1.1, Littlewood teoreminin daha genel halleridir.
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3.2 Kontrol Modulolar: Iliml Salinimli Olan Diziler

Icin Tauber Teoremleri

Bu boliimiin kalan kisminda {w,} dizisinin salimim davraniglarin
kontrol eden m. mertebeden kontrol modilolar: kullanilarak Tauber teoremleri

elde edilmeye devam edilecektir.

Birinci mertebeden kontrol modiilo olan {w'"” (u)} dizisi Kronecker esitligi
yardimiyla elde edilir:
Uy, — 0'7(11)(11) = Vn(o)(Au) denkleminden,

(tn — 1) — (0P (u) — o',

() = VO(Au) - v (Au)

Au, — AoV (u) = AVO(Au)

n

bulunur. Buradan,
nAu, —nAcW(u) = nAVO(Au)

elde edilir. oM (u) = ug + Z w esitligini kullanarak,

oldugu goriiliir. Yani, wi” (u) = w’ (u) — o{” (w© (u)) bulunur.

Teorem 3.1.1°de {w,(f]) (u)} 1hmh salmimh oldugunda (2.1.1) limitinden
{u,,} nin yakimsakhg elde edilmigti. Asagida verilen teoremde kontrol modiilonun

mertebesi arttirildiginda da yakinsakligin yeniden elde edilebildigini gostermekte-

dir.

Teorem 3.2.1 {u,} reel saylarn bir dizisi olsun. (2.1.1) limiti mevcut ve

{wﬁll)(u)} wlimly salimamly ise lim u,, = 1ir{1 (1—x) Zunx" dir.
e n=0
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Ispat. {wﬁll)(u)} ilimh salimimh ise {a,gl)(w(l)(u))} yavag salimmhdir. Bundan

dolayn,

(0@ (WD () — ol (WP (w)) > ~C (3.2.1)
elde edilir.

oD(@W(w) = VO (Au) - VO (Au)

oD@V (w) = VP(Au) - VP (Au)
esitlikleri gézoniine alinirsa (2.1.1) limitinin varhigindan,

lim (1 —= Z (VO(Au) — VI (Au))z™ = lim (1 — ) Za(l D (u))z" =0
n=0

m—>1* m—>1*
n=0

ve dolayisiyla,

lim (1— )Y (o8 — 0@ (W (w)))z" =0 (3.2.2)
n=0

n
:c—>1*

bulunur. (3.2.1) ve (3.2.2) esitliklerinden Karamatamin temel teoreminin sonucu

kullanilirsa,

1 - 2 1 2 1 _
T 2 M @) — o ) = of1) o0

elde edilir. Bu {af) (wW(u))} icin orijinal Tauber kosuludur. O halde,
P (wW(u)) = o(1),n — oo bulunur. {c\’(w®(u))} dizisinin aritmetik ortala-
malar1 sifira yakinsar ve yavag salmimhdir. (2.1.8) esitliginde {u,} dizisi yerine

{o (WD (u))} yazilirsa,

o (WP (w) = VO (Au) = VP (Au) = o(1),n — o,
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yani nAVn(l)(Au) =0(1), n — oo elde edilir. {Vrfl)(Au)} icin elde edilen bu kosul
ile Tauber teoreminin sonucundan Vn(l)(Au) = o(1),n — oo bulunur. Buradan,
VTEO)(AU) — Vn(l)(Au) = 0(1),n — oo oldugundan, VTEO)(AU) =o(1),n — oo elde
edilir. Dolayisiyla bu bir orijinal Tauber teoremidir ve yakinsaklik elde edilmis

olur.

Teorem 3.2.1'de (2.1.1) limitinin mevcut olmasi kogulunu (3.1.3) limitinin
varligina indirgeyerek teoremin kosulu zayiflatilabilir.

[e.e]

Teorem 3.2.2 {u,} reel saylarin bir dizisi olsun. lim (1 — z) E o (u)z™ li-
z—1—
n=0

miti mevcut ve {wnl (u)} alvmle salinamly ise,

hmun— lim (1 — =z Zunx

:c—>1*
n=0

elde edilir.

ispat. {w{”(u)} 1hmh salimmh oldugundan, {o{”(w®(u))} yavas salmmhdur.

Buradan,

oM (wM (@) — 0P WV (w) = n(e? (WD (u) — 012 (WP () = O(1),n — oo

n—1

elde edilir.(3.1.3) limitinin varhgmdan ve o{”(w®(u)) = V" (Au) — V& (Au)

oldugundan,
xli)I{lﬁ (1—=z nz:%a xlg{l— (1—x ; (VI (Au) =V (Au))z" =0

bulunur. Littlewood (1910) un teoreminden, lim,, o (wM(u)) = 0 olur. O halde,
VO (Au) — VO (Au) = n(VO(Au) — VE (Au)) = o(1),n — 00 (3.2.3)

elde edilir. (3.1.3) limitinin varhgmdan lim (1 — Z VO (Au)z" = 0 oldugu

x—>1*
n=0

kolayca goriiliir. O zaman bu {Vn2 (Aw)} dizisi icin orijinal Tauber teoremidir ve
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D (Au) = o(1), n — oo olur. Béylelikle, (3.2.3) den
VI (Au) = o(1), n — oo (3.2.4)

bulunur. Dolaysiyla, o5 (w®(w)) = Vi{¥(Au) — V'V (Au) yavas salmmh ol-
masindan, {Vn(o)(Au)} dizisinin yavag saliniml oldugu goriiliir. Buradan (3.2.4)

ve (2.1.8) kullanilarak, Véo)(Au) = o0(1), n — oo elde edilir.
un — o8 (u) = (ol (u) — 01 () = VO (Au) = o(1), n — oo
esitligiyle orijinal Tauber teoremi sonucundan,

limeY(u) = lim (1 —x) Zar(ll)(u)x"
n=0

n r—1—

bulunur. W
Teorem 3.2.2 nin ispati, Teorem 3.2.1 kullanilarak da yapilabilir.

(2.1.1) limitinin varhgndan {u,} dizisinin yakinsakliginin elde edilebilmesi
icin kosul olarak birinci mertebeden kontrol modiilolarin tek tarafli sinirli olmast

diigtiniilebilir.

Negatif olmayan her n tamsayst ve bir C > 0 icin, wg)(u) > —C ise

lim (1 —x) Z upx” dir.

rz—1~

lim u,, =
n

n=0

ispat.

w () = wOw) — e (W W) = nAu, — VO (Au) = nAV O (Au) > —C
egitsizliginin  her iki tarafinin aritmetik ortalamasi alindiginda,

Vn(o)(Au) - Vn(l)(Au) >
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elde edilir. (2.1.1) limitinin varhgmdan

1 — 0) _ 1M no__
i (1) S0 )~ VOB =0

bulunur. Dolayisiyla Karamata'nin temel teoreminin sonucundan,
VY (Au) — VI (Au) = nAVP (Au) = o(1), n — oo

elde edilir. Bdylece orijinal Tauber teoremininden, Vn(2)(Au) = o(l),n — o0

oldugu gériiliir. (2.1.1) limitinin varhgy, lim (1 —2) YV, (Au)z" = 0 olmasim
rx—1 s

gerektirir. Dolayisiyla, Vn(l)(Au) =o0(l), n — 00 elde edilmis olur. Fakat
VTEO)(AU) = o(1), n — oo oldugu gosterilmelidir. Ispatin bu kisminda gerekli

olan esgitlikler, A > 1 icin,

[An] +1 (
[An] —n D
[An]

k
— 3 > @0 -V (325)

k=n+1 j=n+1

VOAw) = VO (Au) + (Au) =V, (Aw))

ve 1 < A< 2 icin,

n+1

] —
[)\n]l—n > Y - v (326)

k=2n—[An]+1 j=k+1

—(ViP(Au) = VoL (Aw))

VO(Au) = Vo) (Au) +

olarak verilir.

C
Her j pozitif tamsayist icin —(Vj(o)(Au) V )I(Au)) — egitsizligini
J
(3.2.5) de yerine yazarsak, A > 1 icin,
[An] k
(0 ) Dl +1 ) ¢
V9w < V! (Au)+[)\n]_n(v’[w(A) V) (Aw)) — > ;
k=n+1 j=n+1
< v + 2L GO Ay — v aw) + ¢ %n:}l
= BB R R Vaw S = B Bu) + 4 2 g

[An] +

< VI (Au) + Sl

L (aw) - V(&) + 1 log (@)
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olur. Esitsizligin her iki tarafinin n’ye gore st limitini alirsak,

_ - A
HmV, 9 (Au) < TmVY (Au) + T

(Vi (Auw) — VY (Aw) + Crlog

bulunur. VTEI)(AU)) = o(1), n — oo oldugundan, egitsizligin sagindaki ilk iki
terim sifir olur. Boylece, imV” (Au) < C;log A elde edilir. Burada A — 1%

giderken her iki tarafin limiti alinirsa,

im,, V.9 (Au) <0 (3.2.7)
olur. Benzer iglemler (3.2.6) esitligine uygulanirsa,

lim, V.9 (Au) >0 (3.2.8)

bulunur. (3.2.7) ve (3.2.8) esitsizliklerinden, lim,, Vn(o)(Au) = 0 elde edilir. O
halde, limu,, = lim (1 — Ro dir. i
alde, lim u wir{{( x)gu " dir

Vn(l)(Au) = 0(1),n — oo kogulunun varhgmdan VTSO)(AU) =o(l),n — o0
oldugunu gostermek icin Teorem 3.2.3 te kullanilan metot, uzun olsa bile, {u,},
{wy(Ll) (u)} veya bu dizileri kapsayan dizilerin tek tarafli sinirli olma durumunda da
gecerlidir. Ancak Teorem 3.2.3 in ispat1 Hardy-Littlewood teoremi kullanilarak
cok kisa verilebilir:

(2.1.1) limitinin varhgndan lim (1 — x) Z VO(Au)z" = 0 elde edilir. Negatif

r—1—
n=0

olmayan her n tamsayisi ve bir C' > 0 icin, nAV,Y (Au) > —C oldugundan Hardy-
Littlewood teoreminden VA" (Au) = o(1),n — oo elde edilir. Bu da orijinal

Tauber koguludur ve {u,} dizisinin yakinsakligini elde etmeyi saglar.

Teorem 3.2.3 te (2.1.1) limitinin mevcut olmasi daha da zayiflatilarak

agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.4 {u,} reel sayilarin bir dizisi icin, (3.1.3) limiti mevcut olsun.
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Negatif olmayan her n tamsayist ve bir C° > 0 icin, wﬁl)(u) > —C' ise

hmun— lim (1 — x) Za w)x™ dir.

1-
S n=0

Teorem 3.2.4 iin ispat1 Teorem 3.2.3 te kullanilan teknikle benzer sekilde

yapilabilir. ispatln ayrimtilart icin Dik (2002b) e bakilabilir.

Yukarida verilen teoremde {w,gl)(u)} dizisinin 1liml salimiml olma sarti

bazi giiclii kosullarla yer degistirirse agagidaki sonuclar kolayca elde edilir:

Sonuc 3.2.1 {u,} reel saylarin bir dizisi icin, linlrl (1—2x) Z oD (u)z™ limiti
T n=0

mevcut olsun. {wg)(u)} yavag salinamly ise

hmun— lim (1 —x Zal

r—1-
n=0
elde edilir.
Sonuc 3.2.2 {u,} reel saylarin bir dizisi icin, linlrl (1—2x) Z ol " limiti
S n=0

mevcut olsun. w,(f)(u) =0(1),n — oo ise

(0.0]
limu, = lim (1 — x) E al
n

n=0

x—>1*

elde edilir.

Tauber teoremleri verilerek boliim bitirilecektir.

Teorem 3.2.5 {u,} reel saylarn bir dizisi ve m > 0 pozitif tamsayist icin

lim (1 —x Za(m+1 (u)x" (3.2.9)

x—>1*
n=0
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mevcut olsun. {Vn(o)(Aa(m) (u)) — Vn(l)(Aa(m) (u))} dvmly salinymly ise

lim (1 —x Za(m = lim (1 -2z Za(m+1 (u)x"

:c—>1* x—>1*
n=0

olur.

ispat. o (u) — "™ (u) = V¥ (Ac™ () = V'™ (Au) oldugundan,
VO (A" (w)) = VO (Ad™ (w)) = V™ (Au) = V™D (Au)

elde edilir. {V™ (Au) — V™™ (Au)} thmh salmml oldugundan aritmetik orta-

lamalar1 olan {V;"" ™ (Au) — V™) (Au)} yavas salimmhdir ve

(Vi (Au) = Vim (Aw)) — o) (V) (Aw)

— VD (Aw)) = O(1),n — oo (3.2.10)
bulunur. Ayrica,

(VD (Bu) = VR (aw) = o (VD (Au)

— V2 (Au)) = 0(1),n — (3.2.11)

oldugu kolayca goriiliir. (3.2.9) esitliginden,

li 1 . (m+1) A (m+2) A n__

; LI{I x ;:0 A u) —V, (Au))z" =0

elde edilir. (3.2.11) den negatif olmayan her n tamsayis1 ve bir C' > 0 icin,
nAcH (VI (Ay) — V2D (Aw)) > —C

bulunur. Karamata'nin temel teoreminin sonucu uygulanirsa,

n+1ZM o (VD (M) = VO (Au)) = o(1), 0 — o0

olur. Bu bir orijinal Tauber kosuludur. Dolayisiyla,

a,(ll)(V(m“)(Au) — VD (Au)) = o(1),n — oo
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elde edilir. Bu durumda {Vn(erl)(Au) — n(erQ)(Au)} yavag salimimli oldugundan,
VD (Ay) — V2D (Au) = nAV™ D (Au) = o(1),n — 0o (3.2.12)

bulunur. Béylece,

li . (m+1 : . (m+2 _
xi}r{li (1—2) ZV (Au)z" xli)I{lﬁ (1—x) ZVn 0
n=0 n=0
olur ve orijinal Tauber teoreminin sonucundan,
V.2 (Au) = o(1),n — oo (3.2.13)

oldugu goriiliir. (3.2.12) esitliginden, V"™ (Au) = o(1),n — oo elde edilir.
{Vn(m)(Au)— n(mH)(Au)} ilimh salimimh oldugundan (3.2.10), (3.2.12) ve (3.2.13)
den, Vn(m)(Au) =0(1),n—oove lim (1 —x Z V. (Auw)z™ = 0 bulunur. Bu-

m—>1*
n=0

radan, o™ (u) — o™ (u) = V"™ (Au) olmas,

lim (1 — ) Za(m w)z" = lim (1 — ) Za(m“ (u)z"™

r—1— r—1-
n=0
esitligini gerektirir.ll

Teorem 3.2.5 te verilen kogulu daha da zayiflatarak asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.6 {u,} reel sayilarin bir dizisi ve m > 0 pozitif tamsayisi icin

lim (1 — ) Za(mH u)x”

x—>1*
n=0

meveut olsun. {nAci™ (1) — Vi (Ac™ (u))} dlimle salimamly ise

lim (™ (u) = lim (1 — ) Z oM
n=0

n x—>1*

olur.

Teoremin ispati icin Dik (2002b) e bakilabilir.



Bolum 4

ALT DIZISEL TAUBER TEORISI

4.1 Alt Dizisel Yakinsakligin Tanitimi

Ikinci boliimde, {u,} dizisinin yakinsakhgm elde etmek icin (2.1.1) limi-
tinin mevcut olmasina ek olarak {u,} iizerinde kogullar eklemeye ihtiyac duyul-
mustu. Fakat (2.1.1) limitinin varhigindan {u,} dizisinin yakimsakligi sonucunun
miimkiin olmadigi bazi1 daha genel kogullar vardir. Bu tarz Tauber teoremlerinin
temel ornekleri icin Stanojevié et al. (1997), Canak (1998b), Canak (1998a) ve
Stanojevi¢ (1999b) e bakilabilir. Bu béliimde asagidaki iki soruyla ilgilenecektir:
(i) {w,} dizisinin waksakhgmin tirti hakkinda ne sylenebilir?

(ii){wn} nin yapisinmn, {u,} nin raksakliginin davranigiyla baglantisi nasildir?

Boliim 3’te ana hedef (i) ve (ii) de tammlanan Tauber problemlerini

cozmek olacaktir.

(2.1.1) limitini saglayan {u,} dizisi icin V;\” (Au) = O(1),n — oo kosulu

yakinsaklik icin yeterli olmamasina ragmen, bu kogula

AV,O(Au) = VO (Au) = V2 (Au) = o(1),n — oo
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kogulu eklenirse, {u,} nin alt dizisel davramglar1 hakkinda bazi bilgiler elde

edilebilir. Gercekten, {u,} reel say1 dizisi olmak tizere, VTEO)(AU) = uy, —afll)(u) =

O(1),n — oo oldugundan, negatif olmayan her n tamsayisi ve bir C' > 0 icin,

elde edilir. (2.1.1) limitinin varhgindan, hm (1—2) Z oV (u)z"™ limiti de mev-

n=0
cuttur ve Karamata'nin temel teoreminin sonucu uygulandiginda,

Zk‘ —Uk 1(u))zo(l),n—>oo

n+1

bulunur. Bu orijinal Tauber koguludur. Boylece,

elde edilir. Sonucta, u, = O(1),n — oo elde edilir. AVA”(Au) = o(1),
n — oo olmasit Au, = o(l),n — oo olmasm gerektirir. w, = O(1),n — oo
ve Au, = o(1),n — oo ise {u,} nin tiim yigilma noktalarmm (lim,u,, lim,u,, )
arahigimdadir. Ispat icin Dik (2002a) e bakilabilir. Bu, her z € (lim,,u,, lim,u,)
icin limy,(.) u,(zy = 2 olacak sekilde {u,} nin bir {u,)} alt dizisinin varhgim

gosterir.

Yakinsak olmayan her sinirli dizinin bir yakinsak alt dizisi oldugu aciktir.
Dolaysiyla {u,} simirh dizisi icin, AVA” (Au) = o(1),n — oo kogulu altinda {u,}
yakinsak olmasa bile en az bir yakinsak alt dizisi vardir. O halde dogal olarak

“fu,} dizisi hangi kosullar altinda sinirhdir?” sorusu sorulmalidir. Ornegin,
gl Kog g

{u,} dizisi icin  Vi7(Au) = u, — o’ (u) = O(1),n — oo  olmasmmn
u, = O(1),n — oo olmasmi gerektirdigi biliniyor. Ihml salimmhlk tanim
hatirlanirsa, u, = O(1),n — oo ise {u,} nin ilimh salimmh oldugu kolayca

gorilliir. O halde {w,} 1imh salmmh ise {Uﬁl)(u)} yakinsak ve

n(o)(Au) = O(1),n — oo oldugundan wu, = O(1),n — oo bulunur. Ayrica
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{u,} nin sirlihgm elde etmek icin {u,} dizisinin 1limh salimmh alinmasimin

yani sira daha genel hali olan {V,L(O)(Au)} ilimli salimiml alinmasi da yeterlidir.

Canak (1998a) n teoreminin agsagida verilen genellestirilmesi, daha sonra

verilecek olan teoremler ve sonuclar icin gereklidir.

Teorem 4.1.1 {u,} reel sayilarin dizisi icin,

o
lim (1 —z) g al z"
n=0

rz—1~

limiti mevcut olsun. {Vn(o)(Au)} wimly salinamly ve AVn(O)(Au) = o(l),n — o

ise bir I arahgindaki her z € I icin {uy,} dizisinin 2z’ye yakinsayan bir {iy,.)

dizisi vardur.

Ispat. {Vn(o)(Au)} 1iml salimiml oldugundan,
VO(Au) - VO (Au) = O(1),n — oo
ve
VI (Au) = VI (Au) = O(1),n — oo
bulunur. Negatif olmayan her n tamsayist ve bir C' > 0 icin,
Vil (Au) = VP (Au) > ~C

elde edilir. (3.1.3) limitinin varhgindan,

x—>1*

lim (1—2) Y (VY (Au) = VP (Au))a™ =0
n=0

elde edilir. Karamatanin temel teoreminin sonucu kullamlarak, (4.1.3) ve

ten,

1 n
— = > k(P (A) = ) (Aw) = of1).n — o
k=0

}oalt

(4.1.1)

(4.1.2)

(4.1.3)

(4.1.4)

(4.1.4)
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olur. Bu orijinal Tauber koguludur, béylece Vi (Au) = o(1),n — oo bulunur.

{Vn(o)(Au)} ilimh salimimh oldugundan {Vn(l)(Au)} yavag salimmbhdir ve A > 1

icin,
An|+1
Va0 = v+ [[M]]_m&%mu) V()
- M = Z S Vi (Aw))
=n+1j=n+1

esitliginden Vn(l)(Au) = 0(1),n — oo elde edilir. Sonuc olarak, VTSO)(Au) = 0(1),

n — oo olur.

oW () — o (u) = n(6® ) — e, (u)) = VI (Au) = o(1),n — 00 (4.1.5)

n n—1

o0

oldugu goriildiikten sonra, (3.1.3) limitinin mevcut olmasi hr? (1—2x) Z @ (u)z"
e n=0
varhigin1  gerektirir. O halde orijinal Tauber teoreminin sonucundan,

limo® (u) = lim (1 -2 Zun:)s elde edilir. Boylece (4.1.5) esitliginden

m—>1*
n=0

hma (u) = lim (1 —= Zunz

x—>1*
bulunur. Sonuc olarak, wu, — 53)( ) = O(1),n — oo oldugundan w, = O(1),
n — oo elde edilir. AV, (Au) = o(1l),n — oo hipotezinden Aw, = o(1),
n — oo oldugu gorilir.  Daha o6nce ispatlandigr gibi, u, = O(1),
n — oo ve Au, = o(1),n — oo olmas1, (lim, u,, lim,u,) araligindaki her noktanin
{u,,} nin y1g1lma noktas1 olmasim gerektirir. Bundan dolay1, z € (lim,,u,,, lim,,u,,)
icin limy,(.) ty,(z) = 2 olacak sekilde {u,} nin bir {u,.)} alt dizisi vardir.
Burada,“{u,} nin alt dizisi hakkinda bazi bilgiler elde etmek, smirsiz
diziler icinde mumkiin miidiir?” veya diger bir deyisle, “sinirsiz dizilerin alt dizileri
ile ilgili bilgiler bulunabilir mi?” diye sorulabilir. Bu soruya cevap asagidaki gibi

diigtiniilerek verilebilir:

{u,} yavag salimmh ve smirsiz bir dizi olsun. {u,} dizisi yavag salimmh

oldugundan {o” (u)} dizisi de yavag salmmbhdir ve {u, — o\ (u)} smrh dizidir.
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(2.1.3) te verilen Kronecker esitliginden { v, (Au)} yavag salimmhidir. Dolayisiyla,
AV,L(O)(Au) = o(1),n — oo olur. Boylece A(u, — Uﬁl)(u)) = o(1),n — oo elde
edilir. O halde, I arahgindaki her z € I icin lim,)(un) — US(L)(U)) = z ola-

cak sekilde {u, — o\ (u)} dizisinin {tnz) — U,(Ll()z

y(u)} alt dizisi vardir. Buradan
goriilityor ki, dizinin yavag salimmliligini bilmek, dizi ile aritmetik ortalamalar:

arasindaki farkin davraniglar1 hakkinda alt dizisel bilgiye sahip olmak demektir.

Simdiki teoremde {Vrfo) (Au)} dizisinin alt dizisel bilgisini gerektiren bagka

bir kosul verilecektir.

Teorem 4.1.2 {V,L(O)(Au)} reel saylarin bir dizisi ve lim, Vn(l)(Au) mevcut ol-

sum. AVn(O)(Au) =o0(l),n — oo ve A > 1 icin

[An]

— 1

hm[)\n —n Z Z AV (4.1.6)
k=n+1 |j=n+1

ise bir I aralgindaki her z € I icin limy, . VTE?Z))(AU) = z olacak sekilde {Vn(o)(Au)}

dizisinin bir {Vn(?z))(Au)} alt dizisi mevcuttur.

Ispat. (3.2.5) esitliginden A > 1 icin,

An) 41
VA < VO + [[M]]_nwi;’ (Au) — V) (2)
= Z Z VO () = Vi (Aw)

k=n+1j=n+1

bulunur. Esitsizligin her iki tarafinin n’ye gore iist limiti alinirsa,

limV,9(Au) < EV;U(AU) AA 1hm(v[§n](Au)—v,§1>(Au))

[An] k
0)
+ hm M T Z >, 1(Au))‘
k=n+1 |j=n+1
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olur. lim, Vn(l)(Au) mevcut oldugundan, esitsizligin sagindaki ikinci terim sifir

olur ve dolayisiyla,

[An] k
TV (Au) < liTILnV,fl)(Au)—i—lim ST (v A - OQ(AU))‘
nk n+1 [j=n+1
olur. Boylece,
T 0)
K:hrrln[)\n] - Z Z V (Au) — 1(Au)) 00
k=n-+1 |j=n+1

yazilirsa,

ImV, 9 (Au) < lim VY (Au) + K
elde edilir. (3.2.6) esitliginden,
1 < A <2 icin,

n+1

1 1
O e W(Vrﬁ—)[@—wn}—l@@t) — VY (Au))
1 3 - (0) (0)
R ow v b VO A — v (A
(A=1)n]+1 k:n—%;—l)n} j:zk-l:—l( ’ S ]_1( )

bulunur. Esitsizligin her iki tarafinin n’ye gore alt limiti alinirsa,

lim, V9 (Au) > lim, V (Au) —

lim,, (Vi) sy (Au) = VO (Au))

> Aav(Au)

j=k+1

—[(A=1)n]—1 =1

n

1
+ lm, | E
" A—1 1
[( )n] + k=n—[(A—1)n]

bulunur. lim,, V," (Au) meveut oldugundan egitsizligin sagindaki ikinci terim sifir

olur ve dolayisiyla,

1 n
lim,, VO (Au) > lim V) (Au) + lim, (1 oo av®
k=n—[(A—1)n] |j=k+1

S
> >
£ £

N—— S~ —

1 n
> limVY(Aw) —Tm, [~ > S av®

k=n—[(A—1)n] |j=k+1

elde edilir. Boylece,

1
[ — Dn] + 1 2

k=n—[(A=1)n] lj=

M = lim,,
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yazilirsa,
lim, V.9 (Au) > lign VY (Au) — M
olur. Sonuc olarak,
lim VO(Au) — M < lim, V.9 (Au) < Tim,, VO (Au) < lim VO (Au) + K

elde edilir. Bu ise VTEO)(AU) = O(1),n — oo olmast  demektir.
AVn(O)(Au) =0(1),n — oo ve Vn(o)(Au) = O(1),n — oo oldugundan I araligindaki
her z € I icin lim,, . Vn(?z))(Au) = 2 olacak sekilde {V,” (Au)} dizisinin {VH(E)Z)) (Au)}

alt dizisi mevcuttur. W

Bu teoremin genellegtirmesi olarak, (3.1.3) limitinin varhg varsayilarak,

{u,} dizisinin alt dizisel bilgileri elde edilir.

4.2 Kontrol Modulolar: Ilimli Salinimli Olan Diziler

Icin Alt Dizisel Tauber Teoremleri

Onceki kisimda, {u,} dizisinin salmim davramslarimn kosullarin zayiflata-
rak, (2.1.1) limitinin varhgimdan yakinsakligi gerektirmeyen yeni yaklagimlar tize-
rinde durulmustu. Bu kosullarla {u, } dizisinin yakinsakligi saglanmasa da, dizinin
yapisi tizerinde daha derin bilgiler elde edilir. Ornegin, {u,} reel say1 dizisi,
u, = O(1),n — oo ve Au, = o(1),n — oo kosullarmi gerceklerse herhangi bir
z € (lim,,u,, lim,u,) icin limy,(z) un(z) = 2z olacak sekilde {u,} nin bir {u,)} alt
dizisinin varligi gosterildi. Sonra, Au,, = o(1),n — oo koguluyla birlikte,

() Vi” (Au) = O(1),n — oo,
(ii){w, } hmh salimiml,

(iii){Vn(O)(Au)} ilimlh salinimh
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olmasi bazi alt dizisel yakinsaklik bilgileri gerektirdigi gozlemlendi. Yani (i), (ii),
(iii) ile (2.1.1) limitinin varhgmmdan {u,} nin bir {u,)} alt dizisi oldugunu ve

limy, () wy(z) meveut oldugunu gostermek cok zor degildir.

Yukaridaki verilen 6rnek ve diger sonuclar ile Stanojevié¢ (1999a) de verilen

yeni alt dizisel bilgiler verilebilir.

Tanim 4.2.1 {u,} reel sayilarin bir dizisi olsun. {u,} dizisinin tim ygilma
noktalar I(w) da olmak tzere sonlu bir I(u) aralige mevcut ve I(u) araliginin her
noktasi {u,} dizisinin bir yigilma noktasi ise {u,} dizisine alt dizisel yakinsak

dizi denir.

Tanimdan, alt dizisel yakinsakligin dizinin sinirliligin1 gerektirdigi acikca
goriiliir. Fakat tersi dogru degildir. Ornegin, {u,} = {(—1)"} dizisi sirhdr
ama alt dizisel yakinsamaz. Yani sinirh diziler alt dizisel yakinsak olmak zorunda
degildir. Ciinkii smurhhk, alt dizisel yakimsaklik icin gerek sarttir. Onceden de
goriuldigi gibi, {u,} nin yakinsakhigi veya alt dizisel yakinsakhg icin gerekli
kogullar {V,L(O)(Au)} nin veya dizinin kontrol modiilosu olan w.’ (u) = nAu,
nin mertebesinin biiyiikliigiine dayanmaktadir. Ornegin, 2. Boliim’de tanitilan

1. mertebeden kontrol modiilo olan ve

o () = wP(w) = ol (W () = nAV,O (Au) = w? (VI (Au))

n

esitligiyle verilen {w,(f)(u)} dizisinin 1hmh salmimh olmasi ve (3.1.3) limitinin
mevcut olmasi ile Teorem 3.2.2 de yakinsaklik elde edilmisti. Fakat burada
{wﬁll)(u)} dizisinin 1imh salinimli olmas: kogulu {a,gl)(w(l)(u))} dizisinin 1imh
salimmh olmasiyla yer degistirirse (2.1.1) limitinini varhgindan {w,} dizisinin
yakinsakhg elde edilemez. Ancak {uw,} dizisi hakkinda alt dizisel bilgiye sahip

olunabilir.
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cW(wW(u)) =0(1),n — oo (4.2.1)

ise {u,} dizisi alt dizisel yakinsaktr.

Ispat. (4.2.1) den

elde edilir. (3.1.3) limitinin varlig,

: _ 1) n_ I 1) _ 52 no_
Jim (1 x);‘/n (Au)z _xlg?;(an (u) —oP(u))z" =0  (4.2.3)

olmasim gerektirir. Buradan Littlewood teoremi uygulanirsa (4.2.2) ve (4.2.3)

den Vn(l)(Au) = 0(1),n — oo bulunur. Béylece,

yani,
nAc'?(u) = o(1),n — oo (4.2.5)

elde edilir. (3.1.3) limitinin varhg,

lim (1 - 1)) o) (4.2.6)
n=0

rz—1~

limitinin varligim gerektirir. Orijinal tauber teoreminin sonucu uygulanirsa,

(4.2.5) ve (4.2.6) den,

hma2( )= lim (1 —x) 20(2 x"

m—>1*

bulunur. (4.2.4) esitligiyle
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elde edilir. Vn(l)(Au) = o(1),n — oo oldugundan (4.2.2) den Vn(o)(Au) = 0(1),
n — oo bulunur. Sonuc olarak, Kronecker egitliginden w,, = O(1),n — oo elde
edilir. O halde, Au, = o(1),n — oo ve u,, = O(1),n — oo oldugundan {u,}

dizisinin alt dizisel yakinsakligi kolayca gortliir. Bl

Simdi verilecek teorem, Teorem 4.2.1 in daha genel halidir.

limiti mevcut olsun. {Uﬁl)(w(l)(u))} wlimly salinymly ise {u,} dizisi alt dizisel

yakinsaktur.
Ispat. {afll)(w(l)(u))} = {V,L(O)(Au) — Vn(l)(Au)} ilimli salinimli oldugundan,
{Vn(l)(Au) - Vrfz)(Au)} yavag salmimhdir. Ayni zamanda,

VO(Au) — VI (Au) — (VO(Au) = VP (Au) =0(1),n — 00 (4.2.7)
ve

VI (Au) = VI (Au) — (VO(Au) = VO(Au)) = O(1),n — oo (4.2.8)
olur. Negatif olmayan her n tamsayisi ve bir C' > 0 icin,

nAVE (Au) — VO (Aw)) > —C (4.2.9)

elde edilir. Diger taraftan (3.1.3) limitinin varhg,

; _ 1) n_ I _ (1) _ 52 no_
Jim (1 x)nzzovn (Au)z" = lim (1 :L’)nzzo(an (u) — 0P (u))z™ =0 (4.2.10)

ve

; _ (2) n_ I _ (3) no_
Jim (1 x);vn (Au)z™ = lim (1 x);vn (Au)z™ =0  (4.2.11)
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olmasini gerektirir. Karamata'nin temel teoreminin sonucu uygulandiginda, (4.2.9),

(4.2.10) ve (4.2.11) den,

1
n+1

ST EAWVE (Au) = VP (Au)) = o(1),n — 0
k=0

bulunur. Bu orijinal Tauber koguludur. Boylece,

VA (Au) =V (Au) = o(1),n — oo

elde edilir. (4.2.8) den, Vn(l)(Au) —Vrfz)(Au) = 0(1),n — oo olur. Sonucta (4.2.7)
den, VTEO)(AU) — Vrfl)(Au) = O(1),n — oo elde edilir. Ispatm geri kalan kism

Teorem 4.2.1 in ispat1 gibi yapilabilir. B

Bu teoremde {VTSO)(AU) — Vn(l)(Au)} dizisi 1lml salimmh degilde yavas
salmml olarak alinsaydi yakimsaklik elde edilirdi. Ispat icin Dik (2002b) e
bakilabilir.

Teorem 4.2.1 ve Teorem 4.2.2 de, kogullar o\ (w®(u)) = nAV,Y (Au)
tizerine konulmugtu. Simdiki teoremde {u,} nin salimm davraniglarimin kontrol

modiilosu olarak {nAVn(l)(AV(O)(Au))} dizisi kullanmlacaktir.

limiti meveut olsun. {Vi\(AVO(Aw)) — VI (AVO(AW))} liml salinaml ise

{u,} dizisi alt dizisel yakinsaktur.
ispat. {V{2(AVO(Aw) — VAV (Au))} thmh  salmmh  oldugundan,
(VI (AVO(Aw)) — VP(AVO (Au))} yavas salimmbdir ve

VAV (Aw) = VIOAVO(Aw)) — [VIDAVO(Aw)) - VP (AVO (Aw)]

= 0(1), n— (4.2.12)
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olur. Yani, negatif olmayan her n tamsayisi ve bir C' > 0 icin,

VAV (Au) = VIOAVO(Aw) — [VIVAVO(Aw)) - VP (AVO (Aw)]

> —C (4.2.13)
olur. (2.1.1) limitinin varhgmndan,
xlinlail—x g\/(o (Au)x" —mlir?l—x; )" =0

VO (Au)z" =0 elde edilir. Boylece,

n

Mg

ve lim (1 —x)

r—1—

n=0
i _ (0) (0) (1) n _
Jim (1 x);Vn AV (Au)a" = lim (1-x nz "D(Au))z" =0
ve

lim (1—2) Y _(VOAVO(Aw) = VO(AVO(Au)))z" =0 (4.2.14)
n=0

x—>1*

(VIAVO(AY) = VE(AVO(Au))z" =0 (4.2.15)

NE

lim (1 —2)

r—1—

3
Il
o

bulunur. (4.2.13), (4.2.14) ve (4.2.15) ten Karamata'nin temel teoreminin sonucu

uygulanirsa,

Xn: KAV (AVO (Aw)) — VE(AVO(Aw))) = 0(1),n — oo

k=0

1
n+1

elde edilir. Bu bir orijinal Tauber koguludur. Boylece,
VI(AVO(Au)) = VI (AVO(Au)) = o(1),n — oo
oldugu goriiliir. (4.2.12) den,
VOAVO(AW) = VI(AVO(Aw)) = O(1),n — oo (4.2.16)
bulunur ve buradan, negatif olmayan n tamsayilar1 ve bir C' > 0 icin,

VOAVO(AW) = VAV O(Aw)) > ~C (4.2.17)
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olur. (4.2.14) ve (4.2.17) den Karamatanin temel teoremi yeniden uygulanirsa,

1 n
— = > RAV(AVO(Aw) = o(1),n — 50
k=0

elde edilir. Bu da bir orijinal Tauber koguludur. Boylece,
VI(AVO (Au)) = o(1),n — oo

elde edilir. (4.2.16) dan VA?(AVO(Aw)) = Vi (Au) — VIV (Au) = O(1),n — oo

bulunur. Ispatin bundan sonraki kismi Teorem 4.2.1’in ispat1 gibi yapilir. W

Teorem 4.2.3'te V,)(AVO(Auw)) — V(AVO(Au) = O(1),n —

olarak alinirsa agagidaki sonuc elde edilir.

Sonuc 4.2.1 {u,} reel say dizisi icin, AVH(O)(AU) = o(1),n — oo ve (2.1.1)
limiti mevcut olsun. V}SO)(AV(O)(AU)) — Vn(l)(AV(O)(Au)) = 0(1),n — oo ise

{u,} dizisi alt dizisel yakinsaktur.



OZET

Klasik Tauber teorisinin temel amaclarindan biri, Abel’in gerek kosulu ya
da genellestirilmesi olarak bilinen limitin varhgindan ve salimim davraniglarim
kontrol eden ek kogullar ile iraksakligi kontrol edilebilen dizilerin yakinsakliginin
yeniden elde edilmesidir. Bu kosullara Tauber kosullar1 ve bu tip teoremlere de
Tauber teoremleri denir. Stanojevi¢ (1998) tarafindan tamitilan tamsayr mer-
tebeli kontrol modiilolar ile klasik Tauber teoremleri ozetlenecektir. Tauber
(1897) dizinin klasik kontrol modiilosu sifir dizisi ise Abel'in gerek kogulundan
yakinsakligin elde edildigini ispatlamigtir. Littlewood (1910), Tauber’in kogulunun
dizinin klasik kontrol modiilosunun smirliligi ile degistirebildigini gostermistir.
Sonra, Schmidt (1925) yavag salinimli dizileri tamitmig ve genellestirilmig Little-
wood teoremi olarak bilinen daha genel teoremi ispatlamigtir. Karamata (1930)
tarafindan verilen teorem Onceki klasik Tauber teoremlerinin ispatlarini
basitlestirmig ve dizilerin salinim davraniglarinin kontrol modiilolarini iceren baz
Tauber teoremlerinin yeniden elde edilebildigini gostermistir. Dik (2002b), Kara-
mata’nin temel teoremini kullanarak ve Stanojevié (1999a) tarafindan tanimlanan
ilimh salimimhi dizi tanimindan yararlanarak bir Tauber kosulu olarak dizinin
yitksek mertebeden kontrol modiilosunu iceren cesitli teoremler ispatlamistir.
Dik (2002a), Abel'in gerek kosulunun varligindan dizinin yakisakhigimin bulu-
namadigl baz kogullarin varhigimi vurgulamigtir. Bu alt dizisel Tauber teorisi

olarak adlandirilan farkh bir Tauber teorisi cesidine yonlendirmistir.



SUMMARY

One of the main objectives of the classical Tauberian theory is to recover
convergence of sequences, whose divergence is manageable, out of the existence
of certain limits, which is known as Abel’s necessary conditions or its general-
izations, and certain additional conditions that control the oscillatory behavior.
These conditions are called Tauberian conditions and this type of theorems are
called Tauberian theorems. In terms of the control modulo of oscillatory behavior
of integer order, introduced by Stanojevi¢ (1998), we now summarize the classical
results. Tauber (1897) proved that if the classical control modulo of a sequence is
a null sequence, then one obtains convergence of sequence out of its Abel’s neces-
sary condition. Littlewood (1910) showed that Tauber’s condition can be replaced
by the boundedness of the classical control modulo of a sequence. Later, Schmidt
(1925) introduced the slowly oscillating sequences and proved the more general
theorem, which is known as the generalized Littlewood theorem. The theorem
given by Karamata (1930) simplified the proofs of the early classical Tauberian
theorems and provided viewpoint to obtain some Tauberian theorems that was
given in terms of control modulo of oscillatory behavior of a sequence. Using the
Karamata’s Hauptsatz and employing the definition of moderately oscillating se-
quences defined by Stanojevi¢ (1999a), Dik (2002b) proved several theorems that
admitted the higher order control modulo of a sequence as a Tauberian condition.
Dik (2002a) pointed out that there were some conditions that we could not infer
convergence of a sequence out of the existence of Abel’s necessary condition. This
motivated a different kind of Tauberian theory, so called subsequential Tauberian

theory.
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