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Gecikmeli diferansiyel denklemlerin niimerik coziimleri hakkinda bugiine kadar
yapilan caligmalarin derlemesi olan bu calismada asagidaki yol izlenmistir:

I. Boliimde, gecikmeli diferansiyel denklemler hakkinda genel bilgi verilmis ve
ozetle uygulama alanlarina deginilmistir. Ayrica gecikmeli diferansiyel denklem-
lerin niimerik coziimleri icin giintimiize kadar gelistirilen yazilimlar kisaca tanitil-
migtar.

I1. Boliimde, gecikmeli diferansiyel denklemlerin analitik coziimleri icin literatiirde
gecen metotlar verilmistir. Aym zamanda gecikmeli diferansiyel denklem sistem-
leri ile gecikme terimi iceren integro-diferansiyel denklemler ele alinmigtir.

[1I. Boliimde, gecikmeli diferansiyel denklemlerin niimerik coztim yontemleri tarti-
silmagtir.

IV. Boliimde, lineer tipteki gecikmeli diferansiyel denklemlerin ntimerik coziimleri
icin kararhlik analizi izerinde durulmustur. In’t Hout interpolasyonu ile 4. mer-
tebeden Runge-Kutta metodunun kararlilik analizi Schur kararlilik polinomu kul-
lanilarak yapilmigtir.

ANAHTAR SOZCUKLER: Gecikmeli diferansiyel denklem, Gecikmeli Volterra
integro-diferansiyel denklem, Euler yontemleri, Trapez yontemi, Runge-Kutta

yontemleri, f-yontemi, asimptotik kararlilik.
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ABSTRACT

In this work, which is aimed to collect the works about numerical solutions of
delay differential equations, which are called DDE shortly, the following steps
were taken:

In Chapter I, DDEs are introduced and the application area of them have been
given. Also, the software, which solve the DDEs numerically, have been summa-
rized.

Chapter II describes some of the methods for the analytical solution of a DDE, in
literature. The system of DDEs and the integro-differential equations with delay
were also introduced.

Chapter III summarizes the methods for numerical solutions of DDEs.

Chapter IV deals with the stability analysis of numerical methods for the solu-
tions of DDEs. The stability of 4 order Runge Kutta method with In’t Hout
interpolation is analyzed using Schur polynomials.

KEY WORDS: DDE, Delay differential equation, Volterra integro-differential
equations with delay, Euler methods, trapezoidal rule, the #-method, Runge-

Kutta type methods, asymptotic stability.
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Bolim 1

GIRIS

1.1 Gecikmeli Diferansiyel Denklemler ile

Modelleme

Giinliik hayatta, her alanda karsilagtigimiz problemlerin coziimii icin matematik-

sel modelleme yapilirken, cogunlukla

y'(t) = f(t,y(t)), t=>to,

y(to) = Yo,

(1.1.1)

denklemi ile verilen baglangic deger problemleri kullanilir. Burada (1.1.1) denk-
lemi ile verilen baglangic deger probleminde t; basglangic noktas1 ve y baslangic

degeri olarak verilir.

Ornegin, bir topluluktaki niifus artig miktarini tahmin etmek istedigimizi
varsayalim; oncelikle bu grubu her tirli dig etkiden uzak, izole bir kapal kutu
halinde diigtinelim. y(¢), ¢ zamamndaki niifus miktarim veriyor olsun. Aym za-

manda biiyiime hizinin, o andaki belirlenecek mevcut niifusa orantili oldugunu



kabul edelim. Bu orami £k gibi bir sabit ile gosterelim. Bu durumda niifus

degisimini y/(t) ile gosterecek olursak, sistemi

y/(t) = ky(t>a t Z t07
y(to) = o,

denklemi ile modelleyebiliriz.

Adi diferansiyel denklemler kullanilarak, modelleme yapilmasi istenen sis-
temlerde mevcut gecikmeler daima goz ardi edilir, ancak sistemdeki cok kiiciik
gecikme miktarlar1 bile, sistemin mevcut durumda cok biiyiik degisiklikler goriil-
mesine neden olabilir. Bu nedenle karsilagilan problemlerin bir cogunun mo-
dellemesi yapilirken, gecikmeli diferansiyel denklemlerin kullanilmasi daha ger-

cekeidir.

Niifus artigimi belirlemek icin yaptigimiz énceki modellemede, grubun sa-
dece o anki mevcut niifusla orantili oldugunu kabul ettik. Ancak cogu zaman
sistemin daha onceki bir zamandaki durumu, sistemin gelecekteki durumunu
biiyiik olciide etkiler. Sistemlerin gecmisteki durumlarini belirtmek icin, gecikme
miktarlarini kullaniriz ve boylece modelleme yaparken sistemlerin gecmise olan
bagimlhiliklarini da hesaba katmig oluruz. Bu durumda topluluktaki niifus degisi-
minin o andaki niifus ile degil de, belirli bir siire (7) 6nceki niifus ile orantili

oldugunu kabul ettigimizde

y(t) =kyt—71), t>1to,7>0,
y(to) = (1), to—7 <t <t

gecikmeli diferansiyel denklemini elde ederiz.

Bu calismada, Boliim I'de gecikmeli diferansiyel denklemlerin tanimi, adi

diferansiyel denklemlerle aralarindaki farkliliklar verilecektir ve gecikmeli dife-
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ransiyel denklemlerin uygulama alanlari iizerinde durulacaktir. Bolum II'de,
niimerik coziimlere temel olusturmasi amaciyla, oncelikle gecikmeli diferansiyel
denklemlerin analitik coztimleri icin degisik yaklagimlar iizerinde durulacaktir. Bu
amacla lineer gecikmeli diferansiyel denklemler ile gecikmeli Volterra-integro dife-
ransiyel denklemlerin analitik coziimleri incelenecektir. Bolim IITI'de gecikmeli
diferansiyel denklemlerin niimerik céziimleri icin mevcut yaklagimlara deginilecek
ve bu yaklagimlar Matlab DDE23 programi kullanilarak test edilecektir. Bundan

dolayi literatiirde birer test denklemi olarak kullanilan,

Y (t) = py(t) +aylt—r71), t>to,

y(to) = (1), to—7<t<ty, po>0,

(1.1.2)

ve

y(t) = —ay(t —7).A+y(t), t=t, 7>0,

y(to) = (1), te[to — 7, to),

(1.1.3)

denklemleri tizerinde inceleme yapilacaktir. Bolim IV'de gecikmeli diferansiyel

denklemlerin kararlilik analizi yapilacaktir.

1.2 Konu ile ilgili Onceki Calismalar ve Bazi

Uygulama Alanlari

Bu kisimda gecikmeli diferansiyel denklemlerin kullanildigi fiziksel ve biyolojik
sistemler tizerine ornekler vererek, neden gecikmeli diferansiyel denklem teori-
sine ihtiyac duyuldugunu aciklamaya calisacagiz. Bunu yaparken de ozellikle

literatiirde sikca kullanilan ornekler iizerinde duracagiz.



4.

Gecikmeli diferansiyel denklemlerin ntiimerik coziimleri icin pek cok yazilim
gerceklegtirilmigtir (Paul, 1991, 1995, 2000; Shampine & Thompson, 2000a,b).
Literatiir incelendiginde pek cok algoritmaya ulagmak miimkiindiir, ancak prog-
ramlarin timiinde 6zel bir teknik kullanilmigtir. Bilinen tiim niimerik teknikleri
icinde barindiran ve fonksiyon tiirtine, baglangic kogullarina ve gecikme miktarina
gore en uygun teknigi secen bir yazilim hentiz mevcut degildir. Cizelge 1.1 de

mevcut yazilimlarin bazilarinin listesi gosterilmigtir.

1.2.1 Karisim Problemi

Gecikmeli diferansiyel denklemler iizerinde literatiirde yapilacak arastirmalarda

kargimiza ilk cikacak problem, Driver (1964)'in tuzlu su karigim problemidir.

i(_:inde B litre tuzlu su karisimi bulunan bir tank diisiinelim. Tankin
iistiinden dakikada ¢ litre saf su tanka bosgaltilmaktadir. Karigim stirekli karigti-
rilip, tankin altinda bulunan bir musluktan, yine dakikada ¢ litre olmak tizere
digar1 akmaktadir. y(¢), t aninda karigimdaki tuz miktarim (kg) olarak gostersin.
Karigtirma igleminin siirekli ve tank icinde homojen bir bicimde gerceklestigi
kabul edilirse, tank icinde litre bagina % kg oraninda tuz bulunur.

Dakikada ¢ litre karigim tanktan bogaltildigina gore, belli bir ¢ aninda tank

icindeki tuz miktarimin degigimini

100
y(t)——q?,

diferansiyel denklemi ile modelleyebiliriz.

Ancak Driver'in da belirttigi tizere, gercekte karigtirma iglemi yapilirken



Cizelge 1.1: Gecikmeli diferansiyel denklemlerin niimerik coéziimleri icin mevcut

programlar
Program Adi | Yazar Aciklama
ARCHI C. A. H. Paul Hermite interpolasyonu ile 5. mertebeden RK
yontemi (Paul, 1995)
DDE23 L. F. Shampine | Hermite interpolasyonu ile RK2(3) yontemi
ve S. Thompson | (Shampine & Thompson, 2000a,b)
DDE-STRIDE | Butcher Neutral ve 7 = 7(¢) tipindeki gecikme mik-
tar1 iceren gecikmeli diferansiyel denklemler icin
caligir.
DDE-VERK Enright ve | Siirekli RK metodunu kullanarak 7 = 7(t)
Hayashi tipindeki gecikme miktar1 iceren gecikmeli dife-
ransiyel denklemler icin calisir.
DELH Weiner ve | Rosenbrock yontemi ile sabit gecikmeli dife-
Strehmel ransiyel denklemler icin caligir.
DRLAG6 Corwin, Implicit RK6 metodunu kullanarak 7 = 7(t)
Sarafyan ve | tipindeki gecikme miktar: iceren gecikmeli dife-
Thompson ransiyel denklemler icin caligir.
RADARS Guglielmi ve | Radau metodunu kullanir ve neutral tipteki
Hairer gecikmeli diferansiyel denklemler icin cahgir.




-6 -

depo icinde her yerde tuz oraninin sabit olamayacagi, yani homojen bir dagilimin
asla miimkiin olmayacagi aciktir. Bu durumda ¢ aninda depoyu terk eden tuz

orani da daha 6nceki bir andaki (7), orana bagh olacaktir. Sistemi yeniden mo-

dellersek,

y(t —17)

!
) = —
y'(t) =5

gecikmeli diferansiyel denklemini elde ederiz.

1.2.2 Popiilasyon Dinamigi

Izole edilmis bir ortamda, bir hayvan kolonisinin herhangi bir ¢ amndaki popiilas-
yonunu y(t) ile gosterirsek, popiilasyonun biiyiimesini matematiksel olarak asagi-

daki gibi belirleyebiliriz.

(1.2.1)
y(to) = vo-

(1.2.1) ile verilen diferansiyel denklemin coziimii, y(t) = yo.e** seklindedir ve
popilasyonun tstel sinirsiz artig sagladigr acikca goriilmektedir. Bundan dolayi,
belli bir zaman sonra agir1 artan popiilasyon sonucu kitlik olusacak ve kolonide
ani oltimler goriilecektir. Bu modelleme popiilasyondaki biiyiime oraninin sadece
dogumlarla ilgili oldugu diisiiniilmektedir. Ancak kolonideki oliimlerin de popii-

lasyon dinamigini etkileyecegi diigtiniilmelidir. Bu nedenle sistemi,

vo=ali-"0)y0. 2,

(1.2.2)
y(to) = Yo,
diferansiyel denklemiyle modellemek daha dogru olacaktir.
t
(1.2.2) denkleminde 1 — M degeri, biyolojik anlamda sistem dengesini
p

saglayan faktor olarak verilir. Bu baglangic deger probleminde « ve p degerleri
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pozitif sabit olarak kabul edilirse ¢oziim (1.2.3) gibi olacaktir.

()(t).eat
() = —5
1 —+ ;(6 — 1)

(1.2.3)

Coziim incelendiginde, LU ise, t — 0 iken ¢coziimiin y(t) = yo.e** haline
p
doniigtiigl kolaylikla goriilebilir. Ancak 1o > 0 baslangic degeri icin ¢ — oo icin

y(t) denge noktasi p ye yakinsar.

Simdi topluluktaki niifus degisiminin o andaki niifus ile degil de, belirli bir
stire (7) 6nceki niifus ile orantili oldugunu kabul edelim. Bu durumda (1.2.4) ile

verilen gecikmeli diferansiyel denklemi elde ederiz.

1) = ay(e |1 - LT

y(to) = (1), to—7<t<ty, o>0.

) t 2 tO?
] (1.2.4)

(1.2.4) gecikmeli diferansiyel denklemi literatiirde cok sikca gecmektedir.

Wright (1946), 7 = 1 ve p = 1 icin bu denklemin 6zel bir halini incelemistir.

Y (t) =ayt) {1 —y(t—-1)}, t>0,

y(t) = o(t), <0, ¢o>0.

(1.2.5)

Wright (1946), a’min almig oldugu 6zel degerler icin, (1.2.5) denkleminin
1

bir coziimiinii bulmanin miimkiin oldugunu gostermistir. o € (0, —] icin, (1.2.5)
e

17
denkleminin pozitif coztimleri monotondur. o € (—,5] icin p = 1 etrafinda
e

salimim gosterir. Her iki durumda da t — oo iken ¢oziim p’ye yakinsar. Sekil 1.1
ve Sekil 1.2 bu iki durumu 6rnekler. Ayrica a’nin her degeri icin céziim bulmanin

miimkiin olmadigini ispatlamigtir.
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0.2r — a=0.2
— a=1le
0.1 . . . . . . . . . ] 08 . . , . . . L L L
5 10 15 20 25t 30 35 40 45 50 . 5 10 15 20 zt 30 35 40 45 50

1
Sekil 1.1: (a) y(t) = 0.1 ve (b) y(t) =2 ve a € (O, —] icin (1.2.5) denkleminin

e
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1
Sekil 1.2: (a) y(t) = 0.1 ve (b) y(t) =2 ve o € [—, g] icin (1.2.5) denkleminin
e

coziimleri

15

0.5 1 y(tﬁs 2 25

Sekil 1.3: y(t) = 0.1 ve @ = 1.6 icin (1.2.5) denkleminin faz uzay1 ¢éziimii
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Sekil 1.3 y(¢)'nin y(t — 1)’e gore grafigidir ve gecikme miktarinin ¢oziime
olan etkisini gosterir. (1.2.5) denklemi, Kuang (1993) bu denklemi popiilasyon
dinamigini modellemek icin (1.2.5) denklemini kullanmigtir. Bu model Verhulst-

Pearl esitligi olarak bilinmektedir.

Ozel olarak, Lord Cherwell (1946) (1.2.5) denkleminde a = log, 2 alarak,

belli bir aralik icindeki asal sayilarin dagilimini incelemistir (bkz Wright (1946)).

Popiilasyon dinamiginde av-avci problemi olarak tanimlanan modellemeler
icinde gecikmeli diferansiyel denklem sistemleri kullanilir. Simdi izole bir ortam
icinde, belli bir ¢t anindaki av olarak belirlenen bir tiiriin popiilasyonunu y; (¢) ile
ve avcl poplilasyonunu da ys(t) ile gosterelim. Eger ortamda aver olarak belirlenen
tiirden hic bulunmadigini farz edersek, av olarak belirlenen tiirtin popiilasyonunda
bir artig olacagi mutlaktir. Eger artiy oranim ¢;; > 0 olarak kabul edersek, av

tirtiniin popiilasyonundaki degigimi

yi (t) = ey (t),

ile ifade edebiliriz. Simdi de avci olarak belirlenen tiiriin, tek besin kaynaginin
av olarak belirlenen tiir oldugunu varsayalim. Bu durumda avci olarak belirlenen
tirtin popiilasyonundaki artig, av olarak belirlenen tiirtin popiilasyonuyla ters

orantilidir. Bu durumda modellemeyi ¢15 > 0 olmak tizere,

Y1 (t) = cnyi(t) — cronn (H)ya(t),

biciminde giincelleyebiliriz.

Izole ortamda av olarak belirlenen tiirden hic olmadigin varsayarsak, avel

olarak belirlenen tiirtin popiilasyonunda mutlak bir azalma olacaktir. Bu durumu
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da ce; > 0 olmak tizere
Ya(t) = —canya(t),
seklinde ifade ederiz. Benzer bicimde av-avci popiilasyonu arasindaki iligkiyi goz

ontinde bulundurursak, c11, ¢12, ¢o1 Ve oo pozitif sabitler olmak iizere,

yi(t) = cuyi(t) — ey (t)y2(0),
Yo(t) = —cayalt) + caatn (t)ya(2),
diferansiyel denklem sistemi ile en basit haliyle av-avc: probleminin modellemesini

yapmig oluruz. Bu denklemde y;(0) > 0 ve y(0) > 0 olur.

Son olarak, av ve avci tiirlerinin sadece belli bir £ anindaki popiilasyonlarini
degilde, belli bir 7 siire onceki popiilasyonlarini goz oniinde bulundurursak, daha

gercekci bir modelleme yapmig oluruz. Bu durumda denklem sistemimiz

Y1 (t)

A0 = en 1= 22400 - )

(1.2.6)
Yo(t) = —carya(t) + coayr(t — 7)ya(t — 7),

haline doniigiir (Kuang, 1993). (1.2.6) denklem sistemi Boliim IT’de verilen Adimlar

Yontemi, (Bellman & Cooke, 1963), ile coziilebilir.

1.2.3 Tip

American Cancer Society’e gore sadece Amerika’da her yil bir milyonun
iizerinde insana kanser teshisi konulmakta ve 500.000’in iizerinde insan kanser
nedeniyle hayatini kaybetmektedir. Bu nedenle tiim diinyada bilim adamlarinin
kanser hiicrelerinin cogalmasini ortaya koyan modelleme yapma caligmalari hic de

sagirticr degildir. Bu konuda Villasana & Radunskaya (2003) tarafindan yapilan
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bir caligma, kanser hiicrelerinin cogalmasi ve bagigiklik sistemi hiicreleri ile Hy-
droxy AraC ve Paclitaxel gibi 6zel baz ilaclarin kanser hiicrelerinin cogalmasi
iizerindeki etkilerini inceleyen bir matematiksel modelleme sunmaktadir. Bu
caligmanin daha onceki caligmalara gore en 6nemli farki, modelleme yapilirken

gecikmeli diferansiyel denklemlerin kullanilmasidir.

Caligmaya gore, bir hiicre devri olarak tanimlanan, hiicrelerin ikiye boliin-
mesi icin gerekli stiredir ve bu siirec dort ana fazda gerceklesgir: G; agamasi,
pre-synthetic faz olarak adlandirilir ve hiicrenin kopyalama stirecine baglamadan
onceki kulucka donemidir. G; agsamasi tipik bir hiicre icin yaklasik 48 saat stirer ve
hiicre devrinin en uzun asamasidir. Ikinci asama, S fazi ya da synthetic faz olarak
adlandirilir. Bu asamada DNA’nin bir kopyasi olusturulur ve bu islem yaklasik
olarak 8 ile 20 saat arasinda gerceklestirilir. DNAnin kopyasi cikarildiktan sonra
Gy ya da post-synthetic faz adi verilen ikinci bir bekleme siireci yaganir. Gy
agamasi Mitoz ya da kisaca M adi verilen faza bir hazirlik donemidir. Son faz,
M, hiicreler icinde ikiye katlanan kromozomlarin birbirinden ayrilarak, iki ayri
hiicre olugsumu safthasidir. Tipik bir hiicre icin, hiicre devri yaklagik olarak 24

saat icinde tamamlanirken, bu siire karaciger hiicreleri icin bir yili bulur.

Modelleme icin, T}(t), interphase olarak adlandirilan G+ S+ G9 safhasin-
daki herhangi bir ¢ aninda tiimoér hiicrelerinin popiilasyonunu, Ty, (t), M fazindaki
herhangi bir ¢ aninda tiimér hiicrelerinin popiilasyonunu, /(t), t aninda bagigiklik
sistemi hiicrelerinin popiilasyonunu gostersin. Ay zamanda u(t), ¢ amnda uygu-

lanan ilac miktar1 ve 7 hiicrelerin arayiiz safhasinda kalma siiresini gostermek
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iizere model agagida verilen sistemle iligkilendirilmistir.

(

T; =2a,Ty — (1] + do)Ty — ay Ty (t — 7), t>0,

Th, = arTi(t — 1) — dsTyy — agTay — e3Tarl — k(1 — e F29) Ty, t>0,

I'= aﬂfi}jfﬂjﬁg)n — eoITy — eyTogl — dyl — k(1 — e ™), t >0,

u = —yu, t >0,
Ti(t) = ¢ (1), te[-0]
Ta(t) = ¢alt), t e [-T,0],
I(t) = s(2), te[-0]
u(0) = up.

Model icindeki doT7, dsTh; ve diI dogal hiicre oliim oranlarini, a; ve ay
hiicrelerin hiicre devirlerini tamamlama yiizdeleri, ¢; degerleri ise bagigiklik sis-
temi hiicrelerinin etkisiyle, tiimor hiicrelerinin kaybolma oranini ifade eder. p, «

ve n degiskenleri ise tiimor hiicrelerinin tipine bagh olarak deger almaktadir.

1.2.4 Kontrol Sistemleri

Geri beslemeli kontrol sistemlerinin hemen hemen tiimiinde gecikme zamani bu-
lunur. Bu nedenle kontrol sistemlerinin tasariminda gecikmeli diferansiyel denk-
lemlerin kullanilmasi cok sikca rastlanilan bir durumdur. Gecikmeli diferansiyel
denklem kullanilarak bir kontrol sisteminin modellenmesine ilk orneklerden biri,
Minorsky’'nin II. Diinya Savagi sirasinda gemilerin dalgalardan dolay:r saga sola
yalpalanmasini onleyebilmek icin yaptigi calismadir. Bu modele gore, 6 gemi-
nin denge durumunda bulundugu normal pozisyon ile yana yatma durumundaki

pozisyonu arasindaki aciy1 gostersin. Minorsky'nin yaptigi modellemeye gore;
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— Anguiar Dispfacemsant
L] --- Angular Valooiy
AR P T A R -10 ] 1 20 340
Timsz

Sekil 1.4: Minorsky gemiler icin yaptigi modelleme

gemi, denge durumunda kalabilmek icin agirlik saglamasi amaciyla ici suyla doldu-

rulup bosgaltilabilen tanklar icermektedir.

Bununla birlikte geminin yana yatmasini engelleyebilmek icin, suyun bir
tanktan digerine pompalanarak bogaltilmasini saglayan bir mekanizma bulun-
maktadir. Boylece dalgalarin gemi tizerindeki etkisi ortadan kaldirilmaya calisil-
mistir. Dogal olarak, bu mekanizmanin caligmasi belli bir ¢ aninda aniden ger-
ceklegen bir olay degildir, yani suyun bir tanktan digerine bosgaltilabilmesi icin
belli bir siire gecmesi gerekir. Bu stire 7 ile gosterilecek olursa, geminin dengede
kalabilmesi, geminin ¢ — 7 anmindaki durumuna baghdir. Minorsky, tiim bunlari
g6z oniinde bulundurarak yapmis oldugu modelleme sonucu, asagidaki denklemi

elde etmistir (bkz Driver (1977)).

mo" () + b (t) + qf'(t — 7) + kO(t) = 0, ¢ >0,
0(t) = o(t), t <0.
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1.2.5 Elektrodinamik

Aralarinda belli bir mesafe bulunan iki elektronun birbiriyle etkilegimini diigiinelim.
Elektronlarin 151k hiziyla (¢), bir yoriinge etrafinda hareket ettiklerini hesaba
katalim. Bundan dolay1 elektronlarin hareketlerini belli bir ¢ aninda gerceklesen
anlik bir olay gibi diigiinmek miimkiin degildir. Bu nedenle belli bir ¢ aninda
elektronlardan birinin digeri iizerindeki etkisi, daha onceki bir ¢ — 7 anindaki

etkisi tarafindan firetilir. Daha kolay anlagilabilmesi icin, bu iki elektronun

CT21

I
|
|
|
|
1
|
|
1

I
xl(t) Xz(t) x2(t - 121)

Sekil 1.5: Iki elektronun birbirleri tizerindeki etkisi

yoruingelerinin sadece x ekseni dogrultusunda oldugunu diisiinelim ve sirasiyla

x1(t) ile xo(t) bu iki elektronun ¢ anindaki konumlarimi belirtsin.

Simdi ikinci elektronun birinci elektron tizerindeki etkisini inceleyelim.
Sekil 1.5 de gosterildigi gibi ¢ aninda, ikinci elektronun etki alani, bu elektronun
t — 751 anindaki konumunun etkisiyle z;(¢) konumuna erigir. Burada 79 gecikme
miktarinin sabit olmadigr ve t’ye bagh olarak degistigi aciktir ve asagidaki denk-
lemi saglar.
c.To1 = |21(t) — 22(t — To1)]
Aymni sekilde birinci elektronun ikinci elektron tizerindeki etkisi benzer bir denk-

lem tretir. Bu durumda 739 birinci elektronun ikinci elektron tizerindeki etkisini

iireten gecikme miktari ve 751 ikinci elektronun birinci elektron tizerindeki etkisini
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tireten gecikme miktar: olmak tizere modellememizi (1.2.1) denkleminde oldugu

gibi yapabiliriz.

o1 = [a1(t) = 2o(t = 7o), (1.2.1)

C.T1g2 = ’QIQ(t) — l’l(t — 7'12)|.

Bu boliimde gecikmeli diferansiyel denklemlerin uygulama alanlarina bir
kac ornek verdik. Ancak literatiir tarandiginda bu uygulama alanlarinin cok daha
genig bir alana yayildigi rahatlikla goriilebilir. Bulasgici hastaliklarin yayilimini in-
celeyen modellemesiyle Kermack ve McKendrick (Hairer et al., 2000), makinelerin
caligirken cikardign giiriiltiilerin giderilmesi amaciyla yaptigi modellemeyle (Asl &
Ulsoy, 2003), enzimlerin kinetigini inceleyen caligmalariyla Okamoto ve Hayashi
(Hairer et al., 2000), bir viriis tipine kargi bagigiklik sisteminin gosterdigi tep-
kiyi modelleyen calismasiyla Marchuk (Hairer et al., 2000), Solow (1966)un bir
sehrin ekonomik biiytimesini inceleyen calismasi (Boucekkine et al., 1996), Gross-
man (1998) i HIV’in bulagicih@mi modelleyen caligmasi (Baker et al., 1999),
Glass ve Mackey (1979)’in memelilerde solunum bozuklugundan kaynaklanan
rahatsizliklar iizerindeki caligmalarinda yaptiklart modellemeleri (Kuang, 1993),
Caberlin (2002), biyolojik sistemlerin matematiksel modellemeleri ile ilgili caligmasi

gibi pek cok uygulama alani mevcuttur.
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1.3 Gecikmeli Diferansiyel Denklem Teorisinin

Adi Diferansiyel Denklemlerden Olan

Farkliliklari

y/(t) = f(tay(t - 7_1)7 "'7y(t - Ti))? t> th

y(to) = (1), t < t,

(1.3.1)

(1.3.1) denkleminde Vi icin 7; > 0 dir ve 7; gecikme miktarlar sabit (cons-
tant delay case) olabilecegi gibi, 7; = 7;(t) biciminde ¢ parametresine baglh (time
dependent delay case) veya 7; = 7;(t, y()) biciminde (state dependent delay case)

olabilir.

Notasyonu basite indirgemek icin, p = min {min(t — TZ)} olmak iizere,
' 1<i<n | t>to

©(t) fonksiyonunu [p, ty] araliginda tanimh diigiinecegiz. Ozel olarak eger 7, ler
7, = 7i(t,y(t)) biciminde ise, (t) fonksiyonunun tamml oldugu aralik icin bir

baglangic degerinden (p) s6z etmek miimkiin degildir.

Simdi (1.3.1) denkleminin daha basit bir halini ele alalim.

y(t) = ftyt),y(t—7), t=to,

y(to) = (1), to— 7 <t <t

(1.3.2)

Genel olarak, y'(to)* = f(to, p(to), p(to — 7)) tiirevi, ¢'(ty)~ tiirevine esit
degildir. Bundan dolay1 y(t) fonksiyonu, ¢, noktasinda ¢(t) baglangic fonksi-
yonuna diizgiin olarak bagh degildir. Dolayisiyla sadece yeC oldugunu soyleyebi-

liriz. Ayrica tp noktasindan baslayarak integrasyon araligi boyunca, y(t) fonksi-



17 -

yonunun tiirevlerinin siireksizlik noktalari mevcuttur. Bu da aralik boyunca, y(t)
coziim fonksiyonunun diizglin ve piiriizsiiz olmamasini saglayan noktalara sahip

olmasini saglar.

Sonuc olarak f(t,y(t),y(t—7),7(t,y(t)), ©(t)eC> olsa bile (1.3.1) bicimindeki

y(t) fonksiyonu icin aralik boyunca y(t)eC" olur.

Ornek 1.3.1 Driver (1977)
(1.3.3)
gectkmeli diferansiyel denklemini distinelim.

y'(0)” =0 ve v (0)" = y(—1) = 1 oldugundan ty noktasinda y'(t) tirev

fonksiyonu bir atlama noktasina sahiptir. Benzer sekilde

y'(t) =y (t—1),

fonksiyonu t = 1 noktasinda ve

y'(t) =yt —1) =yt -2),

fonksiyonu t = 2 noktasinda atlama noktalarna sahiptir. Devam edildiginde her
gecikme miktary icin y(t) fonksiyonunun her mertebeden tirevlerinin siireksizlik

noktalarina sahip oldugu goruliir.

Uzerinde durulmas: gereken farkhliklardan biri de, (1.3.2) denklemiyle
verilen ¢(t) baglangic fonksiyonunun durumunun, coziim iizerinde cesitli bek-
lenmedik sonuclarin elde edilmesine neden olmasidir. Bu durumu orneklemek
icin, baglangic fonksiyonuna bagl olarak, asagida verilen gecikmeli diferansiyel

denklemin iki farkli céziimiiniin oldugunu gosterecegiz.
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Ornek 1.3.2 Bellen & Zennaro (2003)

1
y) =yt —ly@®l-1)+5, t=0
y(t) = (1), t<0,
gecikmeli diferansiyel denklemi icin o(t) baslangic fonksiyonu asagidaki gibi tanim-

lansin.

0, -1<t<0,

3 1
Simdi [0,2] araliginda y(t) fonksiyonu icin, y(t) = §t ve y(t) = Et’nm iki farkh

cozum oldugunu gormek kolaydir.

Gecikmeli diferansiyel denklem teorisinde kargilagilan problemlerden biri de gecik-
me miktar1 ve denklem icindeki diger parametrelere bagh olarak coziimiin bazen

saliniml bir sonuc dogurmasi bazen de kaotik bir sonuc dogurmasidir.



Bolum 2

GECIKMELI DIFERANSIYEL

DENKLEMLERIN ANALITIK COZUMLERI

Bu boliimde 6ncelikle,

y(t) = f(ty(0),y(t =t y(1))), t=to,

y(to) = (1), t <o,

(2.0.1)

biciminde tanimlanan gecikmeli diferansiyel denklemlerin varlik ve tekligi tizerine
deginilecek ve arkasindan analitik coziimlerin bulunabilmesi icin literatiirde gecen

baz1 yaklagimlara yer verilecektir.

2.1 Varlik ve Teklik

Adi diferansiyel denklem teorisinde oldugu gibi, (2.0.1) ile verilen baglangic deger
problemlerinin varlik ve teklik teoremleri, temel olarak f(t,y(t),y(t — 7)) fonksi-

yonunun siirekli olmasi ve ¢’ye baglh olarak Lipschitz kogulunu saglamasina baghdir.
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Teorem 2.1.1 (Yerel Varlk Teoremsi)

y(t) =t y),yt =7(1), to<t<ty,

y(to) = yo,

(2.1.1)

esitligini dugiimelim. f(t,u(t),v(t)) fonksiyonu A C [to,t;] x R x R? dizerinde
strekli ve u(t) ve v(t) 'ye bagl olarak yerel Lipschitz sirekli olsun. Ayni zamanda
7(t) > 0 gecikme fonksiyonu [to,tr) araliginda sirekli, T(to) = 0 ve 3§ > 0 icin

(to, to + &] arahginda t — 7(t) > to olsun.

Bu durumda (2.1.1), 36 > 0 icin [to, to + 0] tek bir cozime sahiptir ve bu

coztim baslangic degerine baghdar.

Ispat : Bellen & Zennaro (2003).

Teorem 2.1.2 (Global Varlik Teoremsi) Teorem 2.1.1 icin verilen hipotezler
altinda (2.1.1) denkleminin tekil maksimal cézimi sinarlandurilir.  Bu nedenle

[to,tf) araliginda cézim mevcuttur.

Ispat : Bellen & Zennaro (2003).

Genel olarak, global varlik teoremini kullanmak yerine oncelikle coziimiin

sinirlandirilmasina ihtiyac duyacagiz. Bu amacla asagidaki sonuc teoremi verecegiz.

Teorem 2.1.3 Teorem 2.1.1 icin verilen hipotezler altinda, M (t) ve N(t) fonksiy-
onlar [to, ts) araliginda pozitif degerli siirekli fonksiyonlar olmak tzere, f(t,u,v)

fonksiyonu, [to, t;) x RY x RY arahginda

1f(tw,0)] < M(8) + N @) ([Jull + [[v])
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kosulunu saglar.

Bu durumda (2.1.1) denkleminin cézimi mevcuttur ve [to,ty) araliginda

cozum tektir.

Sonuc Teorem 2.1.3 birden fazla gecikme iceren denklemler icinde saglanir.
Asagidaki teorem (Bellen & Zennaro, 2003), Teorem 2.1.1 genigletilmig halidir ve

Driver (1967) tarafindan ispatlanmigtir.

Teorem 2.1.4 (Genellestirilmis Yerel Varlik Teoremsi)

y(t) = f(ty(0),y(t = 7(t,y(1))), t=to,

y(to) = (,D(t), t <o,

(2.1.2)

denklemini ele alalm. U C R? ve V. C R suraswyla o(to) ve p(to—7(to, p(to))) wn
birer komsulugu olsun. f(t,u,v) fonksiyonu hem t degiskenine gore siirekli hem
de 3h > 0 icin, [to,to+h] x U XV bélgesinde u ve v degiskenlerine gore Lipschitz
strekli olsun. Ayni zamanda baglangic fonksiyonu ¢(t), t < to icin, Lipschitz
strekli ve T(t,y) > 0 gecikme fonksiyonu, hem t degiskenine gére sirekli hem de

[to, to + h] x U bélgesinde y degiskenine gére Lipschitz siirekli olsun.

Bu durumda 36 > 0 icin [to,to + 0) araliginda (2.3.1) denklemi tek bir

coztime sahiptir ve bu cozum baslangic degerine baglhdur.
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2.2 Lineer Gecikmeli Diferansiyel Denklemlerin

Analitik Coziimleri

2.2.1 Belmann’in Adimlar Yontemi ile Coziim

Belmann’in adimlar yontemine gore, (2.2.1) ile verilen denklemin ¢6ziimiinii bulma

islemi bir baglangic deger problemidir.

y(t) = fty@),y(t=7), to<t<T,7>0, (2.2.1)

y(to) = (1), to—71 <t <t
Bu baslangic deger probleminin coziimii to — 7 < t < g icin y(t) = @(t) ve
t >ty > T icin ise y/(t) = f(t,y(t),y(t — 7)) denklemini saglayan ve T' > tq

olmak tizere, [tg — 7,T| arahgmda siirekli olan bir fonksiyondur.

(2.2.1) baglangic deger problemine adimlar yontemini uygularsak, ilk adimda

gecikmesi olmayan

y,<t> = f(tay(t)a SOO(t - 7—))7 tO S t S tO + T,

y(to) = @o(to), to— 7 <t <t

(2.2.2)

elde edilir.

Elde edilen baglangic deger probleminin [tg, tg + 7] araliginda ¢oztimiiniin

tanimli ve var oldugu kabul edilirse,

Y(t) = fty(t) it = 7)), to+T StSto+2r, (2:2.3)

y(to+7) = p1(to + 7),

elde edilir.
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Bu yontemle c¢oziim, sonlu bir aralik icin genigletilir. Adimlar yontemine
(Belmann, R. and Cooke, K. L. (1963))’a gore tiim ¢ degerleri icin cozlimiin varlik

ve tekligini gercekler.

Simdi gecikmeli diferansiyel denklemlerin Adimlar yontemi ile coziimlerini
anlayabilmek icin (1.1.2) ile verilen gecikmeli diferansiyel denklemi p =0, a =1,
7 = 1 degerleri ve to — 7 < t < tg icin y(t) = 1 baslangic fonksiyonu icin

basitlegtirerek inceleyelim. ¢y = 1 icin (1.1.2) denklemi agagidaki sekle dontisiir.

(2.2.4)

Ornek 2.2.1 Simdi (2.2.4) ile verilen gecikmeli diferansiyel denkleminin advmlar

yontema ile cozumuni inceleyelim.

Coziim : 0 <t < 1 icin, gecikme yoktur ve bu aralikta sistemin coziimii
y(t) = 1 ile belirlenir. Gecikme miktar1 7 = 1 oldugundan, birer adim araligiyla

coziimi sonlu bir aralik icin elde edebiliriz.

Ik adimda 1 < ¢ < 2 icin

baglangic deger probleminin ¢6ziimii y(¢) = t olarak bulunur. Elde ettigimiz bu
coziimii, gecikme miktarina bagh olarak tekrar diizenleyebiliriz. Gecikme miktar:
7 = 1 oldugundan, ¢oziimii 1 < t < 2 icin y(t) = 1 + (t — 1) seklinde yeniden

yazabiliriz.
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Benzer gekilde iglemi tekrarlayarak, 2 < ¢ < 3 icin coziim arayalim.

y(t)=1+(-2),

1se
(t—2)?

y(t) =t + 5

+ ¢,

elde edilir. Bu denklemde baglangic degerini yerine yazarsak, ¢ = 0 olarak bu-

(t—2)*
2

lunur. Bu durumda 2 < ¢ < 3 icin ¢oztim y(t) =1+ (t —1) + olarak

belirlenir.

Aymni iglem tekrarlanirsa, 3 <t < 4 icin cozlim;

(t—2)*  (t—3)°
R

yt)=1+(t—1)+

olarak bulunur. Boylece, (2.2.4) baglangic deger probleminin ¢éziimi, VN > 1 ve
N o~

Y
NztzN—l—ligin(;ézﬁmy(t):Z( .j)

‘ olarak bulunur.
=

2.2.2 Laplace Transformu ile Cozuimin Bulunmasi

Gecikmeli diferansiyel denklemlerin ¢éziimiinde y(t — 7) yerine (2.2.5) esitligi ile
verilen Taylor serisinde ¢ = 0 icin elde edilen MacLaurin serisinin ilk bir kac

terimini yazarak coziim aramak mumkiindiir.

" (n)
y(t—7) = y(t) + ()t — 7) + y;!ﬂ (t—7)2 4+ 2 n!(t> (t—7)", (2.2.5)
t=0icin y(t —7) = y(0) — 7¢'(0) + TQL(O) + (—1)”¢"y(n)<0) elde edilir.

2!
Ancak bu durumda y'(t) = p.y(t) + a.y(t — 7) denkleminin céziimleri oldukca

n!

farkli davranig sergiler.
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Ornek 2.2.2 /(t) = —=3y(t) — 2y(t — 1) gecikmeli diferansiyel denklemi icin
t — oo iken tim cézimler sinrlidur. Ancak gecikmeli terim y(t — 1) yerine
Maclaurin acilima kullanarak y(t) — y'(t) yazarsak, elde edilen adi diferansiyel
denklemin cézimii y(t) = ce® biciminde bulunur ki bu céziim distel biyime ifade

eder.

Ornek 2.2.2 ile verilen denklemin coziimiinden de anlagilabilecegi gibi gecikmeli
diferansiyel denklemlerin coziimiinde seri acilimi kullanmak hatali sonuclarin elde
edilmesine neden olur. Bu nedenle gecikme miktar:1 sabit olan, sabit katsayili li-
neer gecikmeli diferansiyel denklemlerin coziimiinii elde etmede Laplace Dontigiimi

kullanmak daha elveriglidir.

Tanim 2.2.1 f(t), reel degerli bir fonksiyon olsun ve t > 0 icin tanimlansin.

F(s) = /0 T retr, (2.2.6)

ile tanwmlanan F(s) fonksiyonu s degiskeninin tim degerleri icin taniml ise
(2.2.6) ile tanmamli F'(s) fonksiyonuna f(t) fonksiyonunun Laplace déntigimi denir
ve F(s) = LA{f(t)} ile gosterilir.

Teorem 2.2.1 f(t) asaqudaki ozellikleri saglayan bir fonksiyon olsun.
(1) 3a > 0 icin, / f(t)e™™dt mutlak yakinsak
0

(i1) f(t), bir u komsulugunda sinirly degisim gdosterir.

Bu durumda b > a icin,

1 /T fu™) + fu®)

jlggo% 7TF(b+Zt1)Udt1 = 5 , o u >0,
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Simdi gecikmeli diferansiyel denklemlerin céziimiinde yardimci olmasi amaciyla,
kompleks degerli fonksiyonlarin Laplace Transformu icin kompleks ters doniigiim

formiiliinii verecegiz.

Tanim 2.2.2 (Bromuwich integral formdiili)

Eger £(t) = L{f(1)} ise
1 y+iT

— f(t)esds, s> 0,
L{f()} =F(s) =4 2™ /v—iT (2.2.7)

0, 5 < 0.
(2.2.7) denklemi Laplace transformu icin kompleks ters dontisim formiili olarak
bilinir ve kompleks dizlemde t = v dogrusu uzerinde uygulanir. Burada t = v +1iy
ile verilir ve v sayist, eger t =y dogrusu uzerinde kutup noktalar, mevcutsa tium

kutup noktalarinin saginda, aksi halde keyfi olarak secilir.

Teorem 2.2.1 ve kompleks ters dontigtimiin formiiliinden dolayi, ¢ > 0 icin

f(t) fonksiyonu siirekli ve sonlu bir aralik icinde sinirh iken,

£(t) = /( Feta, (2.2.8)

elde edilir. Gecikmeli diferansiyel denklemlerin Laplace dontisiimii ile coziimlerini
anlayabilmek icin, (2.2.4) ile verilen basit bir gecikmeli diferansiyel denklemi in-

—st

celeyelim. (2.2.4) denkleminde esitligin yer iki yanim e~*" ile carpip 1’den oo’a

kadar integrallersek,

/ Y (t)e *tdt :/ y(t —1)e *dt, (2.2.9)
1 1

denklemini elde ederiz. (2.2.9) esitliginin sol tarafina kismi integrasyon uygu-
layalim.

y'(t)dt = dv = y(t) = v,
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ve

et =u= —s.e % = du,

icin,
/ Y (t)e *'dt = y(t)e‘sqzl + s/ y(t)e *dt,
1 1
bulunur. ¢ — oo iken y(¢) — 0 oldugundan,

/ Y (t)e tdt = —y(1)e™* + s/ y(t)e *'dt, (2.2.10)
1 1

elde edilir. Simdi (2.2.9) esitliginin sag tarafina (t — 1) — ¢ degigken doniigimii

uygularsak,

/ y(t —1)e *'dt = / y(t)e stV at
1 0

= e_s/ y(t)e *'dt (2.2.11)
0

- et [ (0],

elde ederiz. Buradan (2.2.10) ve (2.2.11) esitlikleri kullanilarak,

—y(le ™ +s /100 y(t)e dt = e™* [/01 y(t)e *dt + /000 y(t)e_“dt] :

bulunur. Burada s — e™® # 0 oldugunu varsayarsak,

1
o —y(l)es+es/ y(t)e *dt
/ y(t)e dt = 0
1

s—e °

= LA{y()} = F(s),

elde edilir. Bu integralin tek tekil noktasi, s —e™*

= 0 karakteristik fonksiyonu
ile belirtilen kutup noktalarinda olugur. Genel olarak karakteristik fonksiyonun
kokleri tespit edildiginde kompleks ters déniigiim formiilii y(¢) {izerine uygula-

nabilir. Teorem 2.2.1’den dolay1, ¢ > 0 icin, y(t) siirekli ve sonlu bir aralik

iizerinde smirli iken,

1
—y(l)e™® + es/ y(t)e *'dt
y(t) = / A etds, t>1,
") s—er
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bulunur. Boylece (2.2.4) denkleminin ¢céztimiiniin y(¢) fonksiyonunun (0, 1] aralig:
iizerindeki baslangic degerleri ile kompleks ters dontigim formili yardimiyla

coziilebilecegini gostermis olduk.

2.2.3 Lambert W Fonksiyonu ile Coziimiin Bulunmasi

Gecikmeli diferansiyel denklemleri analitik olarak c6zmenin zorlugu, cogu zaman
karakteristik denklemin transendental yapida olmasindan kaynaklanir. Bu ne-
denle sabit katsayili, homojen lineer gecikmeli diferansiyel denklemlerin ¢oziimle-
rini incelerken, Lambert tarafindan tanimlanan W fonksiyonunu (Corless, Gonnet,

Hare, Jeffrey, & Knuth, 1996) kullanacagz.

Tanim 2.2.3 f : C — C, f(z) = ze* ile tanumlanan kompleks degerli fonksi-
yonun ters fonksiyonu W (z) Lambert W fonksiyonudur ve Vz € C icin

W (2)e®) = 2 esitligini saglar.

Lambert W fonksiyonu,
>©  \n—1
Wo(2) = = (2.2.1)

ve

Wi(z) = In(2) — In(lng(2)) + > 03% (2.2.2)

i=0 j=1
esitlikleri yardimiyla seriye acilarak bulunabilir (ayrinti icin bkz Corless et al.
(1996)). Burada

Ing(z) = In(2) + 2mik,
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ve

esitlikleriyle verilir.

Simdi
y'(t) +ay(t—7)+ Py(t) =0, 7>0,

y(t) = o(t), t € 0,7,

denklemi icin ¢6ztim arayalim. (2.2.3) ile verilen denklemin 6zel ¢oziimlerinin, ¢

(2.2.3)

sabit olmak tizere, y(t) = ce** formundadir ve bu durumda bu 6zel ¢oziim (2.2.3)

denklemini saglar.

cse®t + ace’t7) 4 Beest = 0
= el(s+ae " +0)=0

= (s+0)e"+a=0
Elde edilen

(s +B)e” = —a, (2.2.4)

denklemi (2.2.3) denkleminin karakteristik denklemi olarak bulunur ve goriildigi
gibi bu denklem transendentaldir. Karakteristik denklemin koklerini bulursak,
(2.2.3) denkleminin &zel coziimlerini elde etmisg oluruz. O halde karakteristik

denklemi biraz diizenleyelim. (2.2.4) esitliginin her iki yanmim 7¢°" ile carparsak
(s + B)etT = —arefT, (2.2.5)
esitligini elde ederiz. Ayni zamanda Tanim 2.2.3 yardimiyla,
W(—aTeﬁT)eW(_meﬁT) = —are’, (2.2.6)
vazabiliriz. (2.2.5) ve (2.2.6) denklemleri kullamlarak,

(s + ) = W(—are’),
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oldugu gortilebilir ve buradan da karakteristik denklemin kokii
1 ar
s =—-W(—are’™) -,
T

olarak bulunur. Burada W fonksiyonunun degeri (2.2.1) ve (2.2.2) denklem-
leri kullanilarak elde edilir. Elde edilen koklerin hepsi y(t) fonksiyonu icin bir
1

—W(—are’™) - Bl t

ozel coztim sagladigindan coziim fonksiyonu, y(t) = Z cpelT

olarak bulunur. Elde edilen coztimde ¢, katsayilar y(t) = ¢(t) baslangic fonksiy-

onu yardimiyla tretilir.

En basit haliyle, 8 = 0 iken, /(t)+ay(t—7) = 0 denklemi icin karakteristik
denklemin kokleri

1
— CW(—
S TW( ar),

bicimindedir. Bu denklemin sonsuz adet kompleks kokii vardir ve bu koklerin her
biri ayr1 bir o6zel coziimdiir. a« = 1, 7 = 1 icin denklemin ilk 30 kokii Sekil 2.1 ile

verilmigtir.

2.3 Gecikmeli Diferansiyel Denklem Sistemleri

Bu kisimda
y(t)+Al)y(t—71)+B{)y(t)=0, 7>0, (2.3.1)

denklemi ile verilen birinci dereceden (skaler), lineer, homojen gecikmeli dife-
ransiyel denklem sistemlerini inceleyecegiz. (2.3.1) ile verilen denklem sisteminde,
A ve B, n x n tipinde, t degiskenine baglh reel degerli fonksiyonlarin matrisleri

ve 7 > (0 olmak tizere reel degerli bir sabittir.
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Sekil 2.1: a =1ve 7= 1icin s = -W(—
T

at) karakteristik denkleminin 30 kokii

Simdi (2.3.1) denklem sisteminde A ve B matrislerini sabit olarak kabul

edip,

Yy (t)+Ay(t—7)+By(t)=0, 7>0

(2.3.2)

sisteminin karakteristik denklemini bulalim. (2.3.2) icin y = e** bir 6zel ¢oziim

oldugundan, bu esitligi saglar. O halde,

sest + Ae*"™) + Be®t = 0
= sI+Ae"+B=0

= sI=—-Ae* —B
= sle’” = —A — Be’"

elde edilir. Esgitligin her iki yanini 7 ile carparsak,

s)Te’™ = (—A)T — Bre®™

= (- A)T — BresTt

st)Ie

sT)IeC 4 Bres™ = (—A)r

(
(
(
(

sI 4+ B)7ret = (—A)7
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bulunur. Esitligin her iki yammni eB7 ile carparsak,

(sI + B)reHBIT = (—A)7eBT,

yazabiliriz. Lambert W fonksiyonu tanimi geregince,

W ((sI 4 B)7)eV (BT — (5T 4+ B)7,
oldugundan

(sI+B)1T = W(—A7eB7)
) (2.3.3)
= sl=-W(-A7ePT) - B,
T

karakteristik denklemini elde ederiz. Ozel olarak, B = 0 icin,
1
sI = —-W(—-Ar) (2.3.4)
T

bulunur. (2.3.3) denklemiyle verilen karakteristik denklemin kokleri elde edilen
1
—W(—A7eB7) — B matrisinin 6zdegerleridir ve her biri (2.3.2) sistemi icin bir
-

ozel coztim olugturur. Bu durumda (2.3.2) sisteminin genel coziimii

1
o0 [—W(—AT@BT) -B

y(t) = che T ,

olarak belirlenir. Bu denklemdeki ¢, katsayilar matrisi nx 1 tipindedir ve baslangic

fonksiyonu yardimiyla hesaplanir.

Ornek 2.3.1
yi = 2y2(t_2)7
Yo = n(t—1) =yt —3), (2.3.5)
Yy = —ya(t —2),

gecikmeli diferansiyel denklem sistemini cozelim.
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Coziim :

olmak tizere,
3
v () =) Ayt —),
j=1
yazabiliriz. Bu denklem sisteminin ozel c¢oziimleri y(¢) = ce®® bicimindedir ve

sifirdan farkli ¢oziimlerin olabilmesi icin det(sI — Z A;y(t —7;)) = 0 olmahdur.

J=1
S 2% 0
—e* s e |=0
0 ™38 s

= s(s? — ) =0

= 5% = e,

2
denklemi MATLAB yardimiyla cozdiiriildiigiinde, s; = —gW (—g) ve

2 )
S9 = —gW (§> kokleri bulunur. Bu durumda, sy icin genel coziim, (2.2.1) ve
(2.2.2) denklemleri ile agagidaki gibi hesaplanabilir.

2 ) 2 )
(Y, ()
y(t) = - +c_qe z 2] +ee O 2
2
()
tee O 2/ 4

2 2
—2(0.3341 — 1.7585)t (03341 — L75850)t

= -+tce + cpe

2
——(—1.1367 + 7.7076i)t
+cie +
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bulunur. Benzer sekilde s5 icin genel coziim,

2 5 2 5
) )
y(t) = ---+cqe 5 2] 4epe O 2
2
2w, (3,
+ee O 2/ 4.
2 , 2
—Z(—0.6141 — 4.5791i)t  —=0.9586¢
= -.-+c_qe O +cpe D

2
——(—0.6141 + 4.57914)¢t
+cie +

bicimindedir.

2.4 Integro-diferansiyel Denklemler

Bu kisimda genel olarak;

J(t) = F (t,y(t), / K y(s))ds) ey (2.4.1)

tipindeki integro-diferansiyel denklemleri inceleyecegiz. Bu denklemde integral
kismim alt s p(f) = —o0,0,t — 7 olabilir. p(t) = 0 ise (2.4.1) denklemi-
nin ¢6ztimi icin y(0) = yo baglangic degerine ihtiyac duyulur. p(t) = —oo ise
(2.4.1) denkleminin c¢oziimii icin —oo < ¢ < 0 arahiginda y(0) = ¢(t) baslangic
fonksiyonunun tanimh olmasi gerekir. Benzer sekilde, p(t) =t — 7 ise ¢coziim icin

t € [—7,0] icin y(t) = ¢(t) baglangic fonksiyonu tanimlanmalidir.

(2.4.1) formundaki denklemler, genelde integral kismi yeni bir degiskene

atanarak, adi veya gecikmeli diferansiyel denklemlere donitistiiriilebilir.
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Ornek 2.4.1 (Volterra,1931)
40 = ol0). (a = oute) — [ Kt u(s)as) . 120
y(0) = v,
denklemini ele alalvm ve cekirdek fonksiyonunu K (t) = ¢ sabit olarak kabul edelim.
u(t) = /Oty(s)ds
=u'(t) = y(t)
= u'(t) = u(t)(a—pu(t) - cult)),
biciminde basit bir donisim yardimayla integro-diferansiyel denklemi adi dife-

ransiyel denkleme donustiurebiliriz.

Ayni yontemi K(t,s,y(s Zal ) cekirdek fonksiyonu ile

(2.4.1) formundaki integro—diferansiyel denkleme uygulayabiliriz.

wi(t) = /t_ bi(s, y(s))ds,

doniigtimii ile (2.4.1) denklemi,

y(t) = F(@?J(ﬂ»Z%@)“z‘@))

w(t) = bi(t,y(t)) —bi(t—7,ylt—7)),i=1,2,....n

ile verilen gecikmeli diferansiyel denklem sistemine doniigtir.

¢
Ornek 2.4.2 y/(t) = f(t) + A K(t — s)y(s)ds integro-diferansiyel denkle-
t—r

minde f(t) = 1, 7 = 1, A = 1 ve cekirdek fonksiyonunu K(t —s) = 1 alarak

t
coziim arayalim. Bu durumda denklem y'(t) =1+ / y(s)ds sekline donigiir.
t—1

t
u(t) :/ y(s)ds donisimini uygulayalim. Bu durumda
t—1

w0 = o) +ae-1) - ds

=yt) +ylt—1) -1
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olur. Buradan hareketle,

W) =)y - 1)
=u(t)+u(t—1)+2,
seklinde yazip integro-diferansiyel denklemu gecikmeli diferansiyel denkleme doniis-

turmais oluruz.

Boylece Ornek 2.4.1 ve Ornek 2.4.2 ile integro-diferansiyel denklemlerin adi

veya gecikmeli diferansiyel denklemlere doniigtiiriilebilecegini gostermis olduk.

Ozel olarak,

( y’(t) _ f(t) + )\/0 K(tys)y(s)ds, t>0,

veya

)
y"(t) +/\/Kt3 t>0,

L ¥(0) =0, ¥(0)=0,

tipindeki integro-diferansiyel denklemler icin cekirdek fonksiyonu

K(t,s) = k(t — s) biciminde konvoliisyon tipte ve / |k(s)|ds < oo ise uy-
0

gun baslangic degerleri ile Laplace transformu uygulanarak analitik coztiim bulu-

nabilir.

Ornek 2.4.3 Filiz (2000a)
t

v(0) =2 [ y)is
0

y(0) =1
integro-diferansiyel denkleminin analitik cozimi Laplace transformu alinarak

(a)

y(t) = cosh(vV/At) olarak bulunur. Ayrica integro-diferansiyel denklemin diferan-
siyeli alindiginda, egitlik y"(t) = A\y(t) biciminde 2. mertebeden adi diferansiyel

denkleme donstr.



(b)
y(0) =y (0)=0

tipindekt ikinci mertebeden lineer integro-diferansiyel denklemi distinelim. Bu
denkleme Laplace transformu uygularsak, y(t) = t.e' —e' + 1 analitik cozimii elde

edilir.

Gortildiigi gibi integro-diferansiyel denklemlerin analitik coztimleri icin
Laplace transformu teorik olarak bir aractir. Ancak pratikte karsimiza cikan
integro-diferansiyel denklemler daha karigik oldugundan bu yontem her zaman

icin kullanigh olmayabilir.

Bu boliimde gecikme terimi iceren diferansiyel denklemlerin analitik ¢o-
zimleri icin bazi yaklagimlara degindik. Literatiirde bu coztimlerin varhgi ve
salimimlariin incelenmesi ile ilgili pek cok caligma bulmak miimkiindir (Baker,
Paul, & Willé, 1995). Gecikmeli diferansiyel denklemler pek cok sistemin mod-
ellenmesinde kullanildigi icin coziimlerinin elde edilmesi onemlidir. Bununla bir-
likte gecikmeli diferansiyel denklemlerin analitik coztimleri icin kullanilan araclar,
coziimlerin kapali formlarinin haricinde, mevcut problemlerin ancak sinirh bir alt
kiimesi icin uygulanmaya elveriglidirler. Bu nedenle, pratikte yaklagik coztim elde
etme Oonem kazanir. Bir sonraki boliimde, baz gecikmeli diferansiyel denklem tip-
leri icin niimerik céziim yontemlerini inceleyecegiz ve farklh yontemler icin elde

ettigimiz sonuclar1 birbiriyle karsilagtiracagiz.



Bolim 3

GECIKMELI DIFERANSIYEL

DENKLEMLERIN NUMERIK COZUMLERI

Bu boliimde adi diferansiyel denklemlerin niimerik coziimleri icin kullanilan, Euler
(1768), Runge (1895) ve Heun (1900) tarafindan énerilmis yontemleri, gecikmeli
diferansiyel denklemler icin uyarlayacagiz. Adi diferansiyel denklemlerin niimerik
coztimleri tizerine cok sayida caligma mevcuttur (Hairer, Nersett, & Wanner,

2000).

Coziimlerimizde adim araliklarimiz h,, > 0 olmak tizere, n = 0,1,..., N
icin t,,1 = to+nx*h, noktalarinda coztim hesaplayacagiz. Burada t,, noktasindaki

gercek cozim y(t,) = y, icin, §(t,) = ¥, yaklagik coztimiinii belirtecektir.

Gecikmeli diferansiyel denklemlerin ntimerik céziim metotlarinin bazi temel
ozelliklerini orneklemek ve adi diferansiyel denklemlerin ¢oziimii icin kullanilan

niimerik metotlar ile aralarindaki farki gostermek icin sabit 7 = 1 gecikme mik-
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taria sahip,

(3.0.1)

gecikmeli diferansiyel denklemini ele alahm. (3.0.1) denklemini niimerik olarak
cozmek icin en dogal yontem; gecikme miktar: 7 = 1’e egit veya daha kiiciik adim
araliklar1 olugturulmasi ve her bir adim araligi iizerinde (3.0.1) denkleminden
elde edilen adi diferansiyel denklemin #’ye gore integre edilmesidir. (3.0.1) denk-
leminden bir adi diferansiyel denklem elde edebilmek icin, degeri ya ¢(t — 1)
baslangic fonksiyonu ile ya da uygulanan metot yardimiyla bir 6nceki adimda elde
edilen yaklagik deger ile hesaplanan y(t—1) gecikme miktari, (3.0.1) denkleminden

cikartilir. Boylece (n 4+ 1). adunda,

g;z—i-l(t) = f(tagn+1(t)v Z(t - 1))7 tn S t S tn—‘,—l;

(3.0.2)
gnJrl = Yn,
elde edilir. (3.1.3) denkleminde
o(s), s<0,
2(s) = (5) (3.0.3)

olarak verilir.

Bu yaklagimin 6zelligi; adi diferansiyel denklemlerin coztiimii icin kullanilan
metotlarda sadece diigiim noktalarinda f(¢,y) fonksiyonun yaklagik degerlerine
ihtiyac duyulurken, (3.1.3) ve (3.3.1) denklemini ¢cézmek icin kullamlan bir niimerik
metotda, diigiim noktalar1 haricinde bazi t — 1 noktalarinda n(t) yaklagik degerine
ihtiyac duyulur. Ortaya cikan bu sorunu gidermek icin, yani bahsedilen degerleri
elde edebilmek icin, interpolasyona ihtiyac duyacagiz. Bu da gosterir ki; gecikmeli

bir diferansiyel denklemin niimerik ¢oziimiiniin istenilen diizeyde olabilmesi icin,



- 40 -

y'(t) = f(t,y(t),y(t — 7)) denklemi ve ¢(t) baglangic fonksiyonuna bagl olarak

uygulanacak yontemin secimi cok onemlidir.

3.1 Euler Metodu

Gecikmeli diferansiyel denklemlerin niimerik coztimleri icin gerceklestirilen ilk
yaklagim, 1950°li yillarin oncesine dayananan ve adi diferansiyel denklemlerin
niimerik coziimleri icin kullanilan bir metodu baz alir. Bu metot Euler yontemi
olarak adlandirilir ve bilinen en basit yaklagimdir. Euler yonteminde,

[ [to, ts] x RY x RY — R? olmak iizere,

y,(t) = f(tv y(t)v y(t - T<t7 y<t))))7 to <t < tfu

y(to) = ¢(1), t < to,

(3.1.1)

gecikmeli diferansiyel denklemi icin, Euler metodu, Vt,, € Aicin, ya t,—7(t,) < to
veya t, — T(t,) € A olacak gekilde bir A = {to,t1,...,t,,...,ty =t} parcalanisi
mevcutsa uygulanabilir. Bu durumda A parcalanigi tizerinde, bazi ¢ < n tam-

sayilar1 icin adim adim

gn+1 = gn + hn-i—lf(tm gna gq) (AClk Elﬂer)? (312)

islemi yurutilir.

El'sgolt’s(1964) tarafindan tanitilan bu yaklagimin kullanimi, A parcalanist
iizerine konulan simirlamalardan dolay1 pratik degildir. A parcalanigi tizerine
boyle bir sinirlama konulmadiginda, baz ¢, € A noktalar icin ¢, — 7(t,) nokta-
larinin parcalanig icine diigmedigini goriiriiz ve bu da bazi ¢ < n tamsayilar

icin g, degerlerini hesaplayamamiz anlamina gelir. Bu nedenle [to,ts] kapali
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araligi lizerinde, kesin kiiciik adim araliklar1 h ile bir A parcalanisi olugturmak
icin izlenebilecek en iyi strateji, t, noktasindan baglayarak bu aralik tizerinde
siireksizligi saglayan tiim noktalar1 belirleyip, bunlar1 A icerisine eklemektir.
Daha sonra ¢y noktasindan geriye dogru istenilen maksimum sayida adim kadar
geriye gidilir. Bu iglem A parcalanisi tizerinde herhangi bir ¢,, noktas icin

t, — 7(t,) > to degerinin olugsmasini saglar. Boylece maksimum adim aralhigi h

icin bile, A uygun yakinsamay1 saglayacak sonlu sayida eleman icerir.

Eger (3.1.1) denklemi ile verilen gecikmeli diferansiyel denklemde, gecikme

miktar1 7 sabit ise bu durumda bazi m tam sayilari icin adim araligi A = T sabit
m

olarak belirlenebilir. Bu durumda Euler metodu (3.1.3) denklemi ile verilen forma

dontistir.

Zjn+1 = gn + hf(tnagnagnfm)a 0 S n é N7

?j@n) - ¢(tn>a —m <n <0,

(3.1.3)

Béliim 2’de (2.2.4) denklemi ile verilen gecikmeli diferansiyel denkleminin cozii-

N N
t— )
miinii, YN > 1 ve N > £ > N + 1 icin y(t)zz( J)
: j!
Jj=0

Bu gecikmeli diferansiyel denklemin h = 0.1 ve h = 0.05 sabit adim uzunluk-

olarak bulmustuk.

lar1 ile [0,4] araligr tizerindeki niimerik ¢oziimleri ise Tablo (3.3) ile verilmistir.
Euler yontemini gecikmeli diferansiyel denklemlere uyarlayan El’sgolt’s(1964) bu
yontemin yakinsakligi tizerine bir aragtirma yapmamigtir. Gecikmeli diferansiyel
denklemlerin niimerik coziimleri icin ele alacagimiz metotlarin yakinsakligini bir

sonraki kisimda inceleyecegiz.

Unt1 = Yn + hf<tn+1> Unt1, gnJrlfm)a 0<n<N\, (3'1'4)

g(tn) = gb(tn)v —m < n < 07

(3.1.5) denklemi ise kapali Euler metodu olarak bilinir. Denklemde ,,,1 argtimani
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Sekil 3.1: (a) h = 0.1 ve (b) h = 0.05 ve t € [0,4] icin (2.2.4) denkleminin Acik

Euler yontemi ile coziimleri

yerine acik Euler metodu yardimi ile g, + A f(tn, Un, Yn—m) yazarak,
Qn+1 - gn + hf(thrla gn + hf(tn7 Zjn, ?jnfm)a gn+1fm)7 O S n S N,
g(tn) = o(tn), —m <n <0,

denklemini elde ederiz. Sekil 3.2, (2.2.4) gecikmeli diferansiyel denkleminin kapal

Euler yontemi ile coziimlerini gostermektedir.

3.2 Trapez Yontemi

Adi diferansiyel denklemlerin niimerik coztimleri icin kullanilan Trapez yontemini,
gecikmeli diferansiyel denklemlere uyarlamak icin (3.1.2) ve (3.1.5) esitliklerini

taraf tarafa toplayabiliriz. Gosterimi basitlestirmek icin

kl = f(tna gm gnfm)a

k2 - f(tn-l—la gn + hf(tm gm gn—m)7 gn—i—l—m)y



_ 43 -

(@h=0.1
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Sekil 3.2: (a) h=10.1ve (b) h =0.05 ve t € [0,4] icin (2.2.4) denkleminin Kapali

Euler yontemi ile coziimleri

olarak kabul edelim. Bu durumda Trapez metodu

N - k k
yn+1:yn+h|:?l+32 <
(3.2.1)

esitligi ile verilir.

Adi diferansiyel denklemlerin niimerik coziimiinde Acik, Kapal Euler ile
Trapez yontemini bir arada veren yontem, #-yontemi olarak bilinir ve (3.2.2)

denklemi ile verilir.

Gt = G+ hI(1— Ok + 0ky], 0<n <N,
B = G+ (L= Ok + b (3.2.2)

U(tn) = o(tn), —m <n <0,

(3.2.2) denkleminde # = 0 icin Acik Euler yontemi, § = 1 icin Kapali Euler

yontemi ve € = 0.5 icin Trapez yontemi elde edilir.
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3.3 Runge-Kutta Yontemleri

y(t) = [t y@),y(t = 7(t,y(1))), to<t <ty

(3.3.1)
y(t) = o(1), t <to,
gecikmeli diferansiyel denkleminin ¢6ziimi icin,
Ynsa () = S Gnia (8), 2(E = 7, Gnia (1)), tn ST <ty
(3.3.2)
gn-&-l(t) = ¢(tN)7
ve
¢(S>a S S t()v
z(s) = n(s), to < 5 <ty (3.3.3)

Unt1(5), tn <5 <tpp,

yaklagimini ele alalim. (3.3.1) denkleminde f : IR? x IR — IR ve

¢ : [-7,0] — IR? fonksiyonlar1 tanimh olduklar aralik iizerinde siirekli ve dife-
ransiyellenebilir olsun. Ayni zamanda f fonksiyonunun tiim argiimanlarina gore
kismi tiirevlerinin R% x IR? {izerinde diizgiin smirl olsun. Islemlerimizi ba-
sitlestirmek icin 7 > 0 gecikme miktarini sabit kabul edelim. Bu varsayimlar
altinda, (3.3.1) denklemi ile verilen y : [—7,00) — IR? icin her bir [(n — 1)7,n7]
(n = 0,1,2,...) arahgmda siirekli ve diferansiyellenebilir bir ¢6ziimiinii Runge-

Kutta yontemleri ile bulmaya calisacagiz.

Adi diferansiyel denklemler icin klasik Runge-Kutta(RK) metotlar: Butcher

tablosu (Bkz Hairer et al. (2000)) ile elde edilir.

Butcher tablosunda i, 7 = 1,2, ..., s icin, a;;, b;, ¢; reel sayilar olmak iizere,
S S

1 <14 < s icin, tflﬂ =tn + cihny1, Zaij =¢; €[0,1] ve ij = 1 olarak verilir
j=1 j=1
ve (A,b,c) ile ifade edilir. j > 7 icin a;; = 0 ise elde edilen Runge-Kutta
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Cizelge 3.1: Butcher Tablosu

metodlart acik, aksi halde kapali olur. Butcher tablosunun olusturulmasindan
sonra Y = f(t,y(t)),y(to = yo) bicimindeki bir adi diferansiyel denklem icin,
s-basamakli bir Runge-Kutta formiilii

Kia=f (tf’l,-‘rl?gn + hn+1z ainiH) ,

i=1

. (3.3.4)
gn—i—l - gn + hn—&-lz biK'Iil‘i’l’

=1

denklem sistemi ile elde edilir.

RK metotlar1 gecikmeli diferansiyel denklemlere agagidaki gibi uyarla-
nabilir. 4,7 = 1,2,...,s icin b;(0) = 0, b;(1) = b; ve b;(0) katsayilar1 uygun
secilmis polinomlar olmak ftizere,

Nt + 0hni1) = G+ hngr Y bi(0)KS,, 0<6 <1, (3.3.5)

i=1
icin,
K= f(t?@+17 UZL+17 W(tiﬂ - T(tZL+17 Ufm))),
4 _ > . (3.3.6)
U%+1 = Yn + hn—&-lzainq]z-i-la
j=1
denklem sistemi gecikmeli diferansiyel denklemler icin s-basamakli Runge-Kutta
metodunun genel formudur ve RK metotlarinin siirekli bir uzantis1 olarak ad-
landirihir (Bellen & Zennaro, 2003). (3.3.6) denkleminde 1 < i < s icin ul
degerlerini hesaplama, metodun i¢ basamaklar olarak adlandiilir ve §(t ;) =

§(t, + cihni1) icin yaklagik deger olarak gortilebilir. Burada ¢; katsayilar: Butcher

tablosundaki keyfi reellerdir.
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Denklemde 1 < i < s icin n(s) ise g(t, + ¢ihnp1 — 7) icin yaklagik
degerdir. t, + c;h,y1 — 7 noktasinda interpolasyon ile yaklagik deger hesaplan-
masini saglamak amaciyla, In’t Hout (2001) tarafindan bir interpolasyon yontemi
verilmigtir. Literatiurde t¢,, + ¢;h,1 — 7 noktasinda yaklagik ¢ degerinin hesa-
planabilmesi icin, Barwell (1975), Al-Mutib (1977), Zennaro (1988), Baker and
Paul (1994), Karoui (1992) ve Hayashi (1996) tarafindan farkli interpolasyon
yontemlerinin gelistirildigi gortilebilir (ismail, Al-Khasawneh, & Suleiman, 2003;
Bellen & Zennaro, 2003).

(3.3.5) denkleminde, 6zel olarak 6 = 1 secilirse

?jn+1 = n(thrl)

= y~n + thrlz biKviJrla
i=1

diigiim noktalar: elde edilir.

Gecikmeli diferansiyel denklemler icin tiim RK metotlarim sadece .,
degerlerini kullanarak olusturmak miimkiin degildir. Eger bazi i degerleri icin
z(s) nin t),,, — 7(th 4, ul ) argiiman [t,,t,41] araligl icine diigiiyorsa, (3.3.5)

denkleminde verilen 6 degeri,

7 %
0—0  — T(tn+17un+1)
— Yn4+1 — ¢ — h )
n+1

ile hesaplanir ve metodun ic basamaklari,

ﬂiwrl = gn+hn+lz bj(9;+1)Ki+1
=1 . . (3.3.7)
5 Tt 1, Uy, ,
Gt > (q _ M) Ki,.

j=1 hfn-l—l
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haline dontigiir ve boylece RK metodu

K:H-l - f(tZz—&-h Ufma afm-ﬁ-l)v
ufzﬂ = Un + hn+1zai_szL+1
j=1
tfz+1 - T(tiH—l? Yn + hn—l—lz aikK7]~f+1) <t, 1se,
k=1
ﬂil-f—l =n (tfﬂ—l - T(tiz—klv gn + hn—l—lz aikKrk;-i-l)) ; (338)
k=1
aksi halde,
s T(tiurlu gn + hn+1z CLikKSJrl)
7 y k=1 i
Up i1 = Yn + hn_Hij C; — hn 1 KgLJrlv
j=1 +
\

halini alir. Bu durumda kullanilan Butcher tablosu alt ticgen matrisi olsa bile,
gecikmeli diferansiyel denklemler icin uygulanan RK-metodu kapali forma donitistir.
Bu problem eger h adim araligi biiyiikse sabit gecikme miktarina sahip diferansiyel

denklemlerde bile olusabilir.

Literatiirdeki bilinen metotlarin ve mevcut yazilimlarin cogu bu yaklagimi

baz alir. (3.3.8) denkleminden de goriildiigii gibi biitiin RK metotlarin ifade ede-

~n+1

"+1 degerlerinin elde edilmesi yetmez, ek olarak @} degerleri

bilmek icin sadece u;
de hesaplanmalidir. Bu durumda 7(t) degeri (3.3.9) denkleminde verildigi gibi,
Un(=n(tn)) vei=1,...,sicin, ¢; # 0 olmak tizere, s adet @', (= n(t, + cihnyi1))

n

degerleri kullanilarak Lagrange interpolasyonu yardimiyla hesaplanabilir.

n(tn + ehn—i-l) = éO(Q)QO + Z éi(e)u;-}l? (339)

i=1

Bu denklemde ¢y = 0 ve ¢ = 1,...,s icin ¢; katsayilarina bagh olarak ¢;(f)

(7 =0,...,s) degerleri Lagrange polinom katsayilaridir.

Tanim 3.3.1 (3.3.1) gecikmeli diferansiyel denkleminin cézimii icin kullanilan
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bir numerik metot, h = max h,, ve p > 1 olmak tzere,
1<n<N

max ||y(tn) — gnll = O(R?),

1<n<N

1se pinct mertebeden discrete globaldir.

Tanim 3.3.2 (3.5.1) gecikmeli diferansiyel denkleminin cézimii icin kullanilan

bir numerik metot, h = max h,, ve g > 1 olmak tizere,
1<n<N

max |y(t,) —n(t)[| = O(h?),

to<t<tny

1se q 'ncu mertebeden dizgiin globaldir.

Teorem 3.3.1 (3.3.1) gecikmeli diferansiyel denkleminin cézimii icin kullanilan
bir numerik metot pinci mertebeden discrete ve q 'ncu mertebeden dizgin ise, bu
metot ¢ = min{p, q + 1} inci mertebeden discrete global ve diizgiin globaldir, yani

h = max h,, olmak tzere,
1<n<N

max ||y(t.) — Gl = O(A7),

1<n<N
ve

max [ly(t) — n(t)|| = O(h?),

to<t<tn

ise metod ¢ = min{p,q+ 1} inci mertebeden discrete global ve diizgiin global

yakinsama gosterir.

3.3.1 RK4 Metodu

Bu kisimda, Runge-Kutta formiillerinin gecikmeli diferansiyellere uyarlanmasini
orneklemek amaciyla, klasik olarak bilinen p = 4’incii mertebeden discrete global

Runge-Kutta 4 formiillerini verecegiz.
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Cizelge 3.2: Runge-Kutta 4 metodu icin Butcher Tablosu

(3.3.1) tablosu ve

( 2
bi(6) — -92—29“)9
bo(0) = —§9+1 0

2
bs(0) = —50+1 0

2 1
ba(0) = -e--) 6,
L 37 2

polinomlari icin,
4
Nt + Ohnir) = Gn + hnr Y () Ky, 0<6 <1,
i=1

elde edilir. Bu durumda Tablo 3.3.1 ve (3.3.8) denklem sisteminden goriilebilecegi

gibi, 2 = 1 icin, a;; = 0 oldugundan,
4 .
n =Unt hn—l—lzainrJLJrl

J=1

u

= Zjn
ve dolayisiyla

Krlz-i-l = f(tna gna 7]<tn - T(tnagn)))7

bulunur.

=2 lClIl, tn + %hn—l-l - T(tn + %hn-‘rla gn + %hn—l—lK}z—i-l) S tn ise,

- 1 1 . 1
ui+1 == n(tn + §h/n+1 - T(tn + §hn+17 y’l’b + Ehn‘i‘lKTll-Fl)
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aksi halde

4 1 ~ 1 1

B - 1 7'<tn + _hn+17 Yn + _hn+1Kn ) i

Uiﬂ = Up + hpp1 E b; <§ - 2 by 2 -~ Kt
i=1 nt

olmak tlizere
1 5 -
K,%_H - f(tn + §hn+1a Un + hn—i-lei—Hv u?L+1)

elde edilir.

Benzer sekilde ¢ = 3 icin, t,, + %hnH —7(tn + %hn+1, Un + %hnHKgH) <t,
ise,

- 1 1 _ 1
ui+1 =n(t, + §hn+1 — 7(tn + ithrl: Yn + §hn+1K2+1)

aksi halde

4 1 ~ 1 2

~ - 1 T tn + _hn 1, Yn + _h'n 1Kn ) 7

u::erl = Un + hnna E b; (5 - ( 2t T 2t + K
i=1 "

olmak tlizere
1 5 -
Koy = fta+ §hn+17 Gn + o1 K1, )
olarak bulunur.
1 =4 lCll’l7 tn + hn+1 — T(tn -+ hn+1, gn + hn+1K2+1) S tn ise,
&i—i-l = n(tn + hn—i—l - 7—<tn + hn+1> ?jn + hn-&-le-&-l)

aksi halde

4 ~
- - Ttn+hn 17yn+hn K737, i
ui—i—l = Yn + hn+1zbi (1 - ( = i = +1) Kn+l
i=1 "

olmak lzere
Kﬁ_H - f(tn + hn+17 Zjn + hn+1K2+17 ai—i—l)v

elde edilir. Cizelge 3.4’de (2.2.4) denkleminin 4. mertebeden Lagrange interpo-

lasyonu ile 4. mertebeden Runge-Kutta yontemi kullanilarak ntimerik coziimleri
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verilmigtir. Cizelgeden goriildiigii gibi, (2.2.4) denkleminin niimerik coziimleri
icin uygulanan metot istenilen sonuclari vermemektedir, clinkii metot belirtilen
kosgullar icin kararh degildir. Runge-Kutta metotlarinin kararlilik analizi Boliim

IV'de verilmigtir.

3.4 Gecikme Terimi ig:eren integro-diferansiyel

Denklemlerin Nimerik Cozumleri

Boliim 2.4’de lineer Volterra integro-diferansiyel denklemlerinin tanimlarini ver-
migtik. Bu kisimda (3.4.1) formundaki gecikmeli lineer Volterra integro-diferan-

siyel denklemlerinin niimerik coziimlerini 6rnekleyecegiz.

v =# (v, [ Kiesonas). 2o

(3.4.1)
y(t) = o), —T <t <0,
(3.4.1) denklemi icin ¢t € [0,7], T' < oo oldugunu varsayacagz.
t
v =7 (6o, [ Kesaas),  zo
0 (3.4.2)
y(0) =,

(3.4.1) formundaki Volterra integro-diferansiyel denklemlerinin ntimerik ¢6ziimleri

icin caligmalar mevcuttur (bkz Erdem (2004)).

Ornek 3.4.1



Cizelge 3.3: (2.2.4) Gecikmeli diferansiyel denkleminin niimerik coziimleri

Acik Euler Kapali Euler
h=0.1 h =10.05 h=0.1 h =0.05
t Y Y hata y hata y hata Y hata
1.0 | 1.000000 || 1.000000 | 0.000000e+000 | 1.000000 | 0.000000e+000 1.000000 0.000000e+000 1.000000 0.000000e+000
1.5 | 1.500000 || 1.500000 | 4.440892e-016 | 1.500000 | 4.440892¢-016 1.500000 4.440892¢-016 1.500000 4.440892¢-016
2.0 | 2.000000 || 2.000000 | 8.881784e-016 | 2.000000 | 8.881784e-016 2.000000 8.881784e-016 2.000000 8.881784e-016
2.5 | 2.625000 || 2.600000 | 2.500000e-002 | 2.612500 | 1.250000e-002 2.650000 2.500000e-002 2.637500 1.250000e-002
3.0 | 3.500000 || 3.450000 | 5.000000e-002 | 3.475000 | 2.500000e-002 3.550000 5.000000e-002 3.525000 2.500000e-002
3.5 | 4.645833 || 4.560000 | 8.583333e-002 | 4.602500 | 4.333333e-002 4.735000 8.916667e-002 4.690000 4.416667e-002
4.0 | 6.166667 || 6.020000 | 1.466667e-001 | 6.092500 | 7.416667e-002 6.320000 1.533333e-001 6.242500 7.583333¢-002
Trapezler DDE23
h=0.1 h =0.05 h=0.1 h =0.05
t Y U hata U hata 7 hata U hata
1.0 | 1.000000 || 1.000000 | 0.000000e+4-000 | 1.000000 | 0.000000e+000 || 1.000000e+000 | 0.000000e+000 | 1.000000e+000 | 0.000000e+000
1.5 | 1.500000 || 1.500000 | 4.440892e-016 | 1.500000 | 4.440892¢-016 || 1.500000e+-000 | 0.000000e+000 | 1.500000e+000 | 0.000000e+000
2.0 | 2.000000 || 2.000000 | 8.881784e-016 | 2.000000 | 8.881784e-016 | 2.000000e4-000 | 0.000000e+4-000 | 2.000000e4-000 | 0.000000e+000
2.5 | 2.625000 || 2.625000 | 1.332268e-015 | 2.625000 | 8.881784e-016 | 2.625000e+-000 | 0.000000e4-000 | 2.625000e+000 | 0.000000e+000
3.0 | 3.500000 | 3.500000 | 2.220446e-015 | 3.500000 | 8.881784e-016 || 3.500000e+000 | 4.440892e-016 | 3.500000e+000 | 4.440892¢-016
3.5 | 4.645833 | 4.646250 | 4.166667e-004 | 4.645938 | 1.041667e-004 || 4.645833e+000 | 8.881784e-016 | 4.645833e+000 | 8.881784¢-016
4.0 | 6.166667 || 6.167500 | 8.333333e-004 | 6.166875 | 2.083333e-004 || 6.166667e+000 | 0.000000e+000 | 6.166667e+000 | 0.000000e+000

_zg_



Cizelge 3.4: (2.2.4) Gecikmeli diferansiyel denkleminin Runge Kutta ile niimerik coziimleri

RK2 RK4
h=0.1 h =0.05 h=0.1 h =0.05
t y Y hata Y hata Y hata Y hata
1.0 | 1.000000 || 1.000000 | 0.000000e+4-000 | 1.000000 | 0.000000e+000 | 1.000000 | 0.000000e+000 | 1.000000 | 0.000000e+-000
1.5 | 1.500000 || 1.500000 | 4.440892¢-016 | 1.500000 | 4.440892e-016 || 1.000000 | 5.000000e-001 | 1.000000 | 5.000000e-001
2.0 | 2.000000 || 2.000000 | 8.881784e-016 | 2.000000 | 8.881784e-016 | 1.166667 | 8.333333e-001 | 1.166667 | 8.333333e-001
2.5 | 2.625000 || 2.625000 | 1.332268e-015 | 2.625000 | 8.881784e-016 | 1.333333 | 1.291667e+4000 | 1.333333 | 1.291667e+000
3.0 | 3.500000 || 3.500000 | 2.220446e-015 | 3.500000 | 8.881784e-016 | 1.725000 | 1.775000e4-000 | 1.723611 | 1.776389e+000
3.5 | 4.645833 || 4.646250 | 4.166667e-004 | 4.645938 | 1.041667e-004 | 2.116667 | 2.529167e+4000 | 2.113889 | 2.531944e+000
4.0 | 6.166667 || 6.167500 | 8.333333e-004 | 6.166875 | 2.083333e-004 | 2.689444 | 3.477222e4000 | 2.682662 | 3.484005e+000

_89_



Cizelge 3.5: (3.4.3) denkleminin #-metodu ile niimerik coziimiinden kaynaklanan

hatalar |g; — v
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h=0.1

h=0.05

h=0.025

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
1.2
1.4
1.6
1.8

2.0

3.2220e-04
9.8485e-04
2.0579¢-03
3.6471e-03
5.8992e-03
8.9700e-03
1.3079e-02
1.8557¢e-02
2.5820e-02

3.5394e-02

8.0395e-05
2.4566e-04
5.1319¢-04
9.0932¢-04
1.4706e-03
2.2356e-03
3.2591e-03
4.6234e-03
6.4316e-03

8.8148e-03

2.0089e-05
6.1380e-05
1.2822¢-04
2.2718e-04
3.6738e-04
5.5847e-04
8.1412e-04
1.1548e-03
1.6064e-03

2.2016e-03

(3.4.3) denkleminin analitik ¢oziimii y(t) = €' olur. Denklemin 6-metodu ile
niimerik coziimiinden elde edilen hatalar Tablo 3.4 ile verilmigtir. Metodun

yakinsama mertebesinin iki oldugu tablodan acikca goriilmektedir.

Gecikme terimi iceren fonksiyonel diferansiyel denklemler ile niimerik mo-
delleme teknikleri tizerinde hala caligilan bir alandir (Meinardus & Niirnberger,
1984; Baker, Bocharov, Filiz, Ford, Paul, Rihan, Tang, Thomas, Tian, & Willé,
1998b; Baker, Bocharov, Filiz, Ford, Paul, Rihan, Tang, Thomas, Tian, & Wille,
1998a). Filiz (2000a), Lotka-Volterra sistemleri iizerinde calismig ve ayni za-
manda gecikme terimi iceren Volterra integro-diferansiyel denklemlerinin niimerik
coziimleri ile kararhliklarimi incelemigtir (Filiz, 2000a,b; Baker, Bocharov, Filiz,

Ford, Paul, Rihan, Tang, Thomas, Tian, & Wille, 2001; Filiz, 2004).



Bolum 4

GECIKMELI DIFERANSIYEL

DENKLEMLER ICIN KARARLILIK ANALIZI

Bu boliimde gecikmeli diferansiyel denklemlerin niimerik céziimleri icin kararhilik
analizi iizerinde durulacaktir. Literatiirde gecikmeli diferansiyel denklemlerin
niimerik coziimlerinin ve salimmlarini hakkinda caligmalar mevcuttur (Gopal-
samy, 1992; Kaplan & Yorke, 1974). Bolim 1’de gecikmeli diferansiyel denklem-
lerin coziimlerinin belli kogullar altinda periyodik salinima sahip oldugu, belli
kogullar altinda ise kaotik sonuclar dogurdugu gozlemlenmisti (bkz Sekil 1.1, Sekil

1.2 ve Sekil 1.3).

Gecikmeli diferansiyel denklemlerin kararhlik analizinde ise iki farkli yak-
lagim s6z konusudur. Ilk yaklagim, gecikmeli diferansiyel denklemlerin coziimlerini
kararh kilacak sekilde f(t,y(t),y(t — 7)) fonksiyonu tizerine konulacak kogullarin
bulunmasiyla ilgilenir. Ikinci yaklagim ise, istenilen kararlilik diizeyini saglayacak
sekilde f(t,y(t),y(t — 7)) fonksiyonu iizerine konulan kogullarin zayiflatilmas
calismasidir. Bu konularda genis bir aragtirma séz konusu olmasina ragmen,

bu alan heniiz tam anlamiyla acikhiga kavusturulmusg degildir (Bellen & Zen-



- 56 -

naro, 2003). Ancak bu béliimde verilecek baz tanimlar, uygulanan niimerik
metotlarin smiflandirilmas icin yardimer olacaktir. Bu amacla, (4.0.1) ile verilen
test denklemini kullarak adi diferansiyel denklemler icin A-kararlilik tanimim
genellestirecegiz.

y'(t) = My(t) + py(t — 7). (4.0.1)
Kararlilk kavrami, gecikmeden bagimsiz kararhlik (stability for all delays) ve
gecikmeye bagimh kararhlik (stability for fixed delays) olarak ele alimir. Gecikme-
den bagimsiz kararli problemlerin sinifi, gecikmeye bagimli kararli problemlerin
simmifindan daha kiiciiktiir. Ayni zamanda bu sinifi karakterize etmek daha ko-
laydir. Karsit olarak, gecikmeye bagimlh kararli problemlerin sinifin1 karakterize

etmek ve kararli niimerik metotlar bulmak daha zordur.

Niimerik metotlarmm amaclarindan biri de, [ty,?s| aralig tizerinde tanimh
bir A = {tg,t1,...,tn,...,tn = ty} parcalanisi izerinde, miimkiin olan en biiytik
adim uzunlugu ile (4.0.2) denkleminin c¢oziimiinde olugan hata biiylimesinin kon-
trol altina alinmasidir. Yani niimerik metotlarin kararhilik analizi yapilirken,
sadece hatanin kaynagi degil, ayni zamanda t; — oo iken global hatanin davranisi
da incelenir. Bunun nedeni, e" = y(t;) — (¢;) ile verilen global hatanin davrani-

sinin, gecikmeli diferansiyel denklemin coziimiiniin davranisina bagh olmasidir.

y(t) = f(ty(t),y(t = (1), to <t <ty

y(t) = o(t), t < to.

(4.0.2)

Tanmim 4.0.1 h adim uzunlugu icin, t; — oo iken §"(t;) — 0 kosulu saglanyorsa,
(4.0.1) test denklemi ile verilen sabit katsayilv gecikmeli diferansiyel denklemin

cozum icin kullanilan numerik metot mutlak kararhlider denar.

Eger bir niimerik metodun mutlak kararlihigi 4 adim uzunlugundan bagimsiz
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ise, adi diferansiyel denklemlerin niimerik coztimleri icin kullanilan metotlarin

A-kararlilik tanimini gecikmeli diferansiyel denklemlere uyarhyabiliriz.

Tamim 4.0.2 Herhangi bir h > 0 icin, (4.0.1) test denkleminin t; — oo iken

§"(t;) — 0 kosulunu saglayan niimerik cézimleri icin kullamlan niimerik metot

DA-kararlilidir denir.

DA-kararhlik tammi, #; — oo iken §"(¢;) — 0 kosulunu saglayan coziimler icin
(4.0.1) denklemindeki A\ ve p katsayilar: tizerindeki gerek ve yeter kosullarin bi-
linmesine baghdir. mh =1, m € Z* oldugunu varsayarsak, A = 0 ve p kompleks

degerleri icin DA-kararlilik tanmimimi asagidaki gibi uyarlayabiliriz.

Tanim 4.0.3 A\ =0 ve i = r.€? olsun. mh =1, m € Z* kosulunu saglayan her
hicin t; — oo iken §"(t;) — 0 ise (4.0.1) test denkleminin cozimii icin niimerik

metot Q-kararlilvdir denir.

Tamim 4.0.4 Re(\) < —|u| kosulu altinda, mh =1, m € Z* kosulunu saglayan
her h icin t; — oo iken §"(t;) — 0 ise (4.0.1) test denkleminin cézimii icin

numerik metot P-kararbilidir denir.

y'(t) = Ay (t) + py(t = 7),
denkleminde genellikten bir sey kaybetmeden kolaylik saglamasi amaciyla 7 = 1

secelim. Bu durumda (4.0.1) denkleminin v = « + i3 olmak tizere, y(t) = €

formundaki coziimlerini arayalim. g # 0 icin,

y—=A—pe " =0, (4.0.3)
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karakteristik denkleminden, (4.0.1) denkleminin sonsuz ¢6ziime sahip oldugu ra-
hatlikla goriilebilir. Gercekten A sabit oldugundan, |y| degeri cok biiyiikse, e

degeri de cok biiyiik olur. Oyleyse
v pe =0, (4.0.4)

oldugu soylenebilir. (4.4.2) denklemi v = « + i3 kompleks sayisinin sanal eksene
yakin olmasii gerektirir. Bundan dolay: |y| ~ |3| ve boylece |G| ~ |ule™® elde
edilir. O halde (4.4.1) karakteristik denkleminin kokleri —a = log|3| — log |u]
egrisi iizerinde olacaktir. Aymi zamanda (4.4.2) denkleminden 8 > 0 icin pe=%

degerinin argiimaninin g oldugunu gorebiliriz. Boylece k = 1,2, ... icin,
0~ argu—%—i—?lm,

olur.

Yukarida inceledigimiz gibi (4.0.1) denkleminin c¢oziimleri, v degerinin
sanal eksene yakin oldugunu gosterdiginden, # reel olmak iizere, v = 6 icin (A, p)
katsayilarinin durumlarini inceleyelim. v'nin bu degerini karakteristik denklemde

yerine yazacak olursak, § = 0 ise,

ve 0 # 0 ise,

A\ =i6 — pe

kogullarim elde ederiz. Bu kogullar1 diizenlersek,

B 0 cosb

sinf ’

A

ve
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kogullarini elde ederiz. Eger 6 = g secersek, A =0 olur ve bu durumda

y'(t) = py(t — 1) gecikmeli diferansiyel denklemi —g < p < 0 icin kararhdir.

Sekil 4.1 ¢'(t) = Ay(t) + py(t — 1) gecikmeli diferansiyel denkleminin

kararlilik bolgesini verir.

N2
10+ — A
—u
1
\ ’
S S S —

Sekil 4.1: ¢/(t) = A\y(t) + py(t — 1) denkleminin kararhilik bolgesi.
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Gecikmeli diferansiyel denklemlerin asimptotik kararhlik bolgelerinin (S )
belirlenmesi tizerinde El’'sgol’ts, Norkin, Baker, Ford, Hayes, Guglielmi ve Harier
tarafindan reel ve kompleks katsayilar icin calisma gerceklegtirmiglerdir (Bellen
& Zennaro, 2003). A, 1 € IR icin (4.0.1) denkleminin asimptotik kararlilik bolgesi

ozetle,

1
Sy = {()\,u) € IR*|\ < —p, \/p2 — A2 < = arccos (—é> },
T m

ile verilir. Boylece sabit gecikme miktarina sahip /() = Ay(t)+uy(t—7) denklemi
icin,

lim y(t) =0 (A p) € 5,

t—+oo
ile asimptotik kararlilik bolgesi verilir. (A, ) € C? icin asimptotik kararhlik
bolgesi
Sy ={(\ ) € CHR(N) < —|p| veya A € R, N+ pu # 0},

ile verilir ve

lim y(t) =0« (A ) €5,

t——+o0

elde edilir (Bellen & Zennaro, 2003).

Bundan sonraki kisimlarda (4.0.1) test denklemi iizerinde uygulanacak

olan niimerik metotlarin kararlilik analizi tizerinde durulacaktir.

4.1 Acik Euler Yontemi icin Kararhilik Analizi

Bu kisimda (4.0.1) test denklemi tizerinde, §,.1 = @, + hf, formiili ile verilen
Acik Euler yonteminin kararhlik analizi iizerinde duracagiz. Gosterim kolaylig

.
acisindan 7 = 1 sececegiz ve buna baglh olarak sabit adim uzunlugu h = —,
m
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m € IN*T olarak secilecektir. (4.0.1) test denklemi tizerinde, Acik Euler yontemini
uygularsak,

i1 — (1 + %) I = i =0, (4.1.1)
karakteristik denklemini elde ederiz. Simdi mimkiin olan en biiyiik A adim

uzunlugu icin, yani m = 1 ve dolayisiyla h = 7 icin karakteristik denklemi in-

celeyelim. m = 1 icin (4.1.1) ile verilen karakteristik denklem,
Ynt1 — (1 + A)ﬂﬂ — WYn—1 =0,

formuna doniigiir. Bu denklemi v = 1, 74 = —1 — X ve 75 = —pu icin yeniden
diizenlersek,

YoYn+1 T V1Yn + Y2Yn—1 = 0, (4.1.2)
karakteristik denklemini elde etmig oluruz. (4.1.2) ile verilen karakteristik denk-
lemi kisaca 7(r, A, pt) = Yor? +717+72 = 0 ile gosterecek olursak, maksimum adim
uzunlugu A icin (4.0.1) denkleminin kararli olabilmesi |r| = [¢?] < 1 kogulunun
saglanmasina baghdir. r = ¢% icin karakteristik denklemimiz vy 4+~ e+, = 0

haline dontigiir. Bu da
Yo €os 20 + vy cos 0 + o = 0,

ve

Yo sin 20 4 vy sin @ = 0,

esitliklerinin saglanmasi anlamina gelir.
Yosin20 + vy sinf) = 0 < sinf = 0 veya 2y cost + v, = 0,

sinf =0 = |r| = || =1 = r = %1 bulunur. Oyle ise karakteristik denklem,
r =1 icin,

Yo +7+7 =0, (4.1.3)
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ve r = —1 icin,
Yo =71+ =0, (4.1.4)

sekline dontigiir. 2ygcosf +v; =0 = cosf = —;—1 elde edilir. Elde ettigimiz bu
7o
degeri 7y cos 20 +; cos 0+, = 0 denkleminde yazarsak, vo(y2 — ) = 0 bulunur.

Y # 0 oldugundan,

Yo = V2, (4.1.5)

elde edilir. Dolayisiyla 79 = 1, 71 = —1 — A ve 75 = —p degerleri icin, (4.1.3),
(4.1.4) ve (4.1.5) kosullar

Ap =0,
A—p =-2, (4.1.6)
no = _17

kogullarina indirgenir. Elde edilen bu kogullarla Euler yonteminin kararlilik bolgesi

1
Sekil 4.2 ile verilmistir. Benzer bicimde m = 2, yani h = 3 icin

01

-10 1 1 1 1 1 1 1 |
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Sekil 4.2: 7 = 1 ve m = 1 icin (4.0.1) test denklemi iizerinde Acik Euler

yonteminin kararlilik bolgesi.
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A 7
Un+1 — | 1 = ~n -5 ~n— - 07
Yn+1 < + 2) Yn = 5Yn—2
- - : : A
karakteristik denklemini elde ederiz. Bu denklemi v = 1, 1 = —1 — 5 ve
Yo = —g icin yeniden diizenlersek,
YoUn+1 + NYn + V2Yn—2 = 0, (4.1.7)

karakteristik denklemini elde etmig oluruz. (4.1.7) ile verilen karakteristik denk-
lemi kisaca 7(r, A\, 1) = yor® + 111? + 72 = 0 ile gosterip m = 1 icin ele aldigimiz
yontemi tekrarlarsak,

A— noo= 07

A+2u+ /A F22+42+2 =0,

kogullarini elde ederiz. Boylece Sekil 4.3’de gosterildigi gibi Acik Euler icin

kararlilik bolgesini elde ederiz.

Sekil 4.3: 7 = 1 ve m = 2 icin (4.0.1) test denklemi iizerinde Acik Euler

yonteminin kararlilik bolgesi.



- 64 -
4.2 Kapali Euler Yontemi icin Kararhhik Analizi
Uns+1 = Yn + hfni1 formiilii ile verilen Kapali Euler yonteminin kararlilik analizi

icin agagidaki yolu izleyebiliriz. m = 1 alarak, ve gecikme miktar1 7’dan bagimsiz

olarak,

gn-ﬁ-l = Yo+ T()‘gn-i-l - :ugn)7
_ (L= pT -

elde ederiz. Boylece n =0,1,2,... icin;

o (1=p\"
Yn = 1 — \r Yo,

geometrik dizisini elde ederiz. n — oo iken, dizinin yakinsaklig ] — )\T <1
— AT
olmas1 koguluna baghdir. Bu kosgulu
M <1 = 0<ur+ A1 <2,
AT >1 = pur+ A1 <0,
AT >1 = pur+ A1 > 2,
kosullarmma indirgeyebiliriz. Bu durumda (4.0.1) test denklemi icin; m = 1

alindiginda, gecikme miktar1 7’dan bagimsiz olarak metodun kararhlik bolgesi
Sekil 4.4 ile verilmistir. Elde ettigimiz sonuclari niimerik olarak test etmek icin
A = 1ve pu = 1secersek Cizelge 4.1 de goriildiigii gibi metodun kararsizlik durumu

ortaya cikar. m = 2 icinse yontemin kararlilik bolgesi Sekil 4.5 ile verilmistir.
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AT

-4

-8

-10 L L L L L I I I
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Sekil 4.4: m = 1 icin (4.0.1) test denklemi iizerinde Kapali Euler yonteminin

kararlilik bolgesi.

100 AT

-6

-10 L L L L L L I I |
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Sekil 4.5: m = 2 icin (4.0.1) test denklemi iizerinde Kapali Euler y6nteminin

kararlilik bolgesi.



- 66 -

Cizelge 4.1: Kapali Euler metotu ile A = 1 ve g = 1 icin (4.0.1) denkleminin
o(t) = 1 baslangic fonksiyonu ile 0 <t < 4 arahgindaki niimerik coztimleri.
t y() y(t) ly(t) — 5 (t)]

0.00 | 1.000000 1.000000 | 0.000000e+000

1.00 | 1.000000 1.000000 | 0.000000e+000
2.00 | 3.000000 5.000000 | 2.000000e+-000

3.00 | 9.000000 | 25.000000 | 1.600000e+001

4.00 | 21.333333 | 125.000000 | 1.036667e+-002

4.3 Trapez Yontemi icin Kararlilik Analizi

Bu kisimda (4.0.1) denkleminin kararhlik analizini trapez metodu icin verecegiz.

Gosterim kolayhgi acisindan 7 = 1 sececegiz ve buna bagh olarak sabit adim

uzunlugu h = 1, m € INT olarak secilecektir. Bu durumda (4.0.1) test denklemi
m

iizerinde, Trapez yontemini ¢,.1 ve ¥, degerlerini elde etmek icin uygularsak,

~ ~ fn fn+1
n - n h|—
Ynt1 Yn + 5 + 5
~ )\Nn —"_ ~nfm )\Nn —"_ anm
R R 2uy o Al 2uy +1}’
~ ~ )\~7’l— + Nn—m— )\~n + Nn—m
i :yn_1+h[y ) QM?J LA 2uy }

esitliklerini elde ederiz. Simdi bu iki esitligi taraf tarafa cikarirsak,

AN - _ AN - ©o oo
1— 2 ) Gy =20+ (1 + 2 ) G — 3 L Gem =0, (4.3.1
( Qm)erl y+(+2m)y 1= 5 Ynemir T oY ( )

karakteristik denklemini elde ederiz. Simdi miimkiin olan en biiyiik h adim
uzunlugu icin, yani m = 1 ve dolayisiyla h = 7 icin karakteristik denklemi in-

celeyelim. m = 1 icin (4.3.1) ile verilen karakteristik denklem,

A\ . AN o
1—= n _2n 1 a n—1 " S Yn o Yn— :07
( 2)y+1 y+(+2>y 1 2y +2y 1
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A
formuna dontigiir. Bu denklemi ~y = (1 — §>7 Y= (2 + ﬁ) ve

A
Yo = (1 + 3 + g) icin yeniden diizenlersek,

YoYn+1 + 11Yn + V2Yn—1 = 0, (4.3.2)

karakteristik denklemini elde etmig oluruz. (4.3.2) ile verilen karakteristik denk-
lemi kisaca 7(r, A, 1) = yor? +y17+72 = 0 ile gosterecek olursak, maksimum adim
uzunlugu h icin (4.0.1) denkleminin kararh olabilmesi |r| = |¢?| < 1 kogulunun

0

saglanmasina baghdir. r = €% icin karakteristik denklemimiz voe?? 4+~ e+, = 0

haline dontigiir. Bu da

Yo €08 20 + 1 cos b + vy, = 0,
ve
Yosin 20 4+ y;sinf = 0,
esitliklerinin saglanmasi anlamina gelir.
Yosin20 + v sinf = 0, < sinf = 0 veya 2ygcosf + v, =0

sinf = 0 = |r| = |e”| = 1 = r = £1 bulunur. Oyle ise karakteristik denklem,
r =1 icin,

Yo+ +7=0, (4.3.3)
ve r = —1 icin,

70 — 71 —+ 72 = 07 (434)

sekline dontisiir.

2v9cosf + v =0 = cosf = —;—1 elde edilir. Elde ettigimiz bu degeri
Yo
Yo €os 20+ 1 cos 0+, = 0 denkleminde yazarsak, vo(v2 —9) = 0 bulunur. vy # 0

oldugundan,

Yo = Y25 (4.3.5)
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elde edilir. Dolayisiyla vy = <1 - %), " =- <2 - g) ve vy = (1 + % + g)
degerleri icin, (4.3.3), (4.3.4) ve (4.3.5) kosullar
no= _47
) (4.3.6)
A+ 5 = 0,

kosullarina indirgenir. Sekil 4.6 Trapez yontemi icin kararlilik bolgesini gostermektedir.

10

-10

Sekil 4.6: 7 =1 ve m = 1 icin (4.0.1) test denklemi {izerinde Trapez yonteminin

kararlilik bolgesi.
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4.4 Runge-Kutta Yontemleriicin Kararlilik Ana-

lizi

Boliim 3.3’de Runge-Kutta Metotlarinin gecikmeli diferansiyel denklemlere nasil
uyarlandigini incelemigtik. Runge-Kutta yontemlerinin (4.0.1) test denklemi tize-
rinde, kararlilik analizi yapilirken, onceki yontemlerden farkli olarak uygulanan
interpolasyonun yontem tizerinde etkisi olacaktir. Kararlilik analizi icin,

Y, = (G, uf,...;uM) T ve Z, = (27, 25, ..., u)T olarak tamimlansin. Boliim 3.3’de

tanimlandig1 gibi,

Un+1 = Yn + hnz bif(tn + cih,uj, 27), (4.4.1)
j=1
ve
;' = Yp + hnz aij f(tn + cih,uf, 27'), (4.4.2)
j=1

denklemleri icin gecikme terimi, 1 <i <w, t, + ¢;h — 7 > 0, m < s oldugunda,
Z? = Ql(tn + Cih — 7'),

ve r, s € Z olmak tizere,

gz(tn + Cih — ’7') = Uz(tj + Cz‘h + 6]1) = Zék(€)ug+k7€ € [O, ].),
k=r

yaklagik degeri ile verilir. Burada interpolasyon degerinin

o ()

k=—r.k#j

oldugunu diigtinelim. (4.0.1) test denklemi ile verilen gecikmeli diferansiyel denk-
lemi, uygulanan interpolasyonu da hesaba katarak Runge-Kutta metodu ile cozmek
istersek, n > m + 1 icin, @ = Ah, 8 = puh ve m > s olmak tizere,

Qi)Y =QyY, + ﬁz li(e)PoYo—m+js (4.4.3)

j=—r
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karakteristik denklemi elde edilir. (4.4.3) denkleminde,

[ 1 —ab” | (10 .- 0] 1 T ]
0 10 -+ 0 0
Q,(a) = , Qo = Py = o (4.4.4)
- I—aA s : A
0 | 10 -+ 0 0 |

olarak verilir (Ismail, Al-Khasawneh, & Suleiman, 2003). (4.4.3) denkleminde Y

yerine ( yazilirsa,

S(, 8,¢) = det | Q(a)"™ = Qu¢" = B Y Li(e)Pol" | (44.5)

k=—r

kararlilik polinomu elde edilir. (4.4.3) denkleminde, A = 0 alinirsa, denklem

y'(t)=py(t—7), t>0

(4.4.6)
y(t) = o(t), t<0
haline dontiglir. Buradan A = 0 oldugundan a = 0 elde edilir ve
10 0
0
(22:: )
I
L 0 -
matrisi tammmlanabilir. Kararlilik polinomu ise
S(B,7) = det | Q¢ = QuC" = B Y li(e)Pog (4.4.7)

k=—r

In’t Hout interpolasyonunu kullanarak kararlilik analizini gosterebilmek icin, Alexan-
der (1977) tarafindan verilen 2.mertebeden ve 2 basamakli Runge-Kutta meto-

1
dunu kullanalim. Metot v =1 — — olmak tizere,

V2

g v

11—y v

L=y v
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ile verilir. Kararhilik polinomunda, gecikme terimini elde etmek icin, £ = —1, 0, 1,

r =1, s = 1 degerleri ile 2.mertebeden interpolasyon polinomu olusturmak yeter-
g2 —¢ e2+¢
5 lo(e) = —(e2 = 1) ve ly(e) = ;_ katsayilar

olmak iizere interpolasyon polinomu L = ¢_; ()" ™1 44y (e)(" ™ + {1 ()¢ ™+

lidir. Bu durumda ¢_;(g) =

ile verilir. Oyleyse kararlilik polinomu,

S(a,B,e) = (1 =2y +~9%0%)¢*" 2 + (2ya — a = )¢ + (29%af — 296L)C"

+(27BL — BL)C™ + (v*L?3?),

olur. m = 1 icin, kararlilik polinomu

S(e,B,e) = (1—2va+7%a?)° +[(2ya —a — 1) + 278(yva — 1)6i()]¢°
+287(ya = 1)lo(e) + B(2y — Dlo(e) + (7B (€))?]C*
+287(ya = 1)l-1(e) + B(2y — D)lo(e) + 29252 () 1 ()¢
+HB(27 — Dloi(e) +282(20-1(2)) i (e) + (Lo(e))?)C?
+292 3201 ()lo(€)C + (v8L-1(2))?,

haline dontiglir. Elde edilen kararlilik polinomu Schur polinomu olarak bilinir.

Kararlilk polinomunun kékleri ¢, = Re((y) + i/m({,) formunda olsun. Bu du-

rumda r = max; |¢,| = max, \/(Re(¢r))? + (Im(())? maksimum koklerin degerini
verir. «, 3 € IR olmak lizere, uygulanan metodun P-kararhlik bolgesi || < 1 ola-
cak gekilde («, 3) degerlerinin kiimesidir. Sekil 4.7, 2. mertebeden Runge-Kutta
yonteminin kararhlik grafigidir. Benzer bicimde RK4 metodu icin Schur polino-
munu elde etmeye calisalim. s = 2, r = 2 degerleri ile k = —2,—1,0, 1, 2 icin, 4.

mertebeden Lagrange interpolasyon polinomunun katsayilari

¢ (8)__§_E_B+2_52+§g (5)_§+6_3_5_2_i
e 6 6 3 3 *51 412 U 12 ,

e g E 13 g e g g e
lole) = — — S 4 & )= - 4 = (o) = _E 4=
&) =150 "21 T30 O =755 "1 T 1s0 2 = 2530 " 504 T 630

olarak elde edilir.
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Runge Kutta 2 Rule: y'(t)=\ y(t)+p y(t-1)

— £=00
— £=02
— £=04

£=0.6
— £=038

Sekil 4.7: ¢/ (t) = Ay(t) + py(t — 1) denklemi icin Runge-Kutta yonteminin

kararhlik grafigi.

Tablo 3.3.1 gézoniine alindiginda m = 1 ve Q1(«), Qy ve Py matrisleri icin

Schur polinomu,

S(a, B,e) = [—8/2433%° — 19/19443%0 4 37/9723%® — 2/2433%* — 1/311043%10
+5/2433% + 5/25920%13 + 5/155523% — 1/311043%'2 — 10/243 346
—5/4863%t — 1/77763415] ("1 4 [1/2433%* — 29/155523%13
+11/9723%% + 7/4863%c® — 55/31104312 + 1/311043%1°
+209/311043%" — 35/77763%® — 103/38883*<® + 67/51843%10

—1/77763%%™ + 5/311043 — 29/19443%7] ("1 4 [3763/3110403%8
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+3947/12441603%'2 — 47/194403%* — 89/2488323%c1* + 25/1944 347
—12787/12441603%10 + 1/1555203%c!7 — 649/6220803%c!! — 47/64803%&3
—1673/3110408° + 1/1382403<'6] ¢>"~10 + [23407/74649603*¢°
—7/18662403417 — 7/497664 346 + 19/4665634c* + 317/74649603*1S
—11/14929923%'3 — 7601/74649603 ! — 2827/9331203” + 2995/14929923<10
+1709/74649605% ' — 2569/37324803<8 — 8497/74649603 12 — 187/2332803%°
+137/1555203%€] (°"9 + [5/8133% — 1/9335 — 4/81333 + 11/1083%7
+1/10833® — 1/1443310 + 1/43233e! — 1/144a3310 — 35/1296a33<°
+5/81a33e5 + 1/432033c — 1/20736008%!® + 1/12960,3%'2 4 11/10833<”
+1/108033e® — 35/129633? — 60311/2090188803%10 — 4/2733* — 4/81a33e3
1+109733/4180377603%c'2 4 1/129633'? — 46541/2612736003%c* — 1/9a33>
+40777/653184003%! — 93469/1045094400341* — 144589/1306368003*<”
—42433 /261273600343 4- 1171 /7464960034 4- 5483 /464486400316

—16687 /43545600345 + 529187 /5225472003%c™ 4+ 141089 /52254720034°
+51379/41803776003%® — 67/2612736003'c7 — 4/27a33*] (78

+ [7/576338 — 1/17283%'% + 1/543%3 + 5/1083%* + 1/43203%10 — 1/432033!!
+17/864a33” 4 7/576a338 — 13/288a3%" — 13/216a3%5 + 5/108a33e*
+1/10833® + 1 /540333 + 17/86433° +1/43233e10 — 13/216338 — 1/43233eHL
—1/1728a3312 — 487/217728003*c% + 361/217728003%<® + 361/1741824003%'4
—2063/435456003%” + 211/580608003%<1? — 2417 /5806080034 + 1/10833¢>
+1669/8709120034c'3 4 103/108864003%c* — 13/28833<™ — 793 /580608003410
—1/10886403%<16 + 1/124416003*c'® 4 19/696729603*c™ — 697 /1741824003415
+19853 /34836480034 4 3779/1741824003%] (>~ 7 + [3047/1088640003*5
+26909/26127360008'? 4 4153/967680003%<!! — 155851 /1045094400034<10
—892091/1045094400084® + 5459/26127360003%c!® — 7/7200333 — 1/8640a3313
—7/36033* + 1/622080008%? + 17/216033° 4 103/2880033c% + 313 /345600337

+19/5760a3310 — 1/11520033¢'? — 53/576033<” 4 313 /34560337 — 1/864033¢13
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—5/256033c® + 103/28803%5 — 53/576003%c” + 19/57603310 + 17/2160033°
—7/360033%* —1/115208%'2 + 73 /345600331 + 104309/13063680003%7
—38183/52254720003%® — 2569/933120003%<> — 10867/52254720003%
1449/52254720008%16 + 73 /3456033 — 73/51840003%* — 7/7208%® — 5/25633¢8
+73/104509440003%'8 — 61217/52254720003*c1® — 2747/104509440008417] ¢on—©

+ [37/518400,33® + 1/2488320003%'? — 23 /768033 — 19/4354560034¢"
+131/7464960003%c'® — 13/2177280003*c'7 + 697/52254720034c* — 23/768033°
—1073/3732480003%! + 47/103680033c* — 7/23040a33c! + 1/2592003313
+17/1382400331? — 143 /3265920003 — 7/207360(c + 1)33” — 7/2304033 !
+1/2592033e13 + 527/13824033® — 557/41472033'0 4 17/13824033¢12
+107/4147233%7 — 1/51030008%* 4- 107/414720,33<" + 17389 /5225472000348
+37/518403%% — 61/933120003%c” — 557 /414720033 — 15517 /5225472000342
+2711/522547200034<13 — 397 /1741824000346 4 1/836075523%c1® — 421/13824033<6
—421/138240033% + 527/13824033% v 4- 4099/20901888003%<10 + 683 /13063680003
+47/1036803%*] ("5 + [~111187/243855360003<” 4 50021/182891520003<"
+13/48384003%1® — 2/9a3%e? — 1/9ap%e* — 4/9a3%3 — 4/93%3 4 7/72a,3%<5
—1/36a8%” — 1/723%8 +7/723%5 + 2/96%5 + 2/93%5a — 1/72a2 %" — 1/14402 328
—1/18a23%* + 1/172800a33c'* — 1/93%* — 1/723%8a — 1/363%™ + 7/144023%<5
+966107/2926264320003%c'0 — 3953 /45722880003%c® — 17201/2286144000034<*
—501197/1219276800003%<® + 16963 /487710720005%* + 869/181440033¢'0 — 1/9a23%<2
+763/51840033<5 4 1/9a23%5 — 1085737/73156608000034<12 + 869 /181440003310
+1/17280033™ — 229/201600a33<® + 779/29262643200034c'® — 167/181440033'2
+5557/1451520083 — 229/20160033® — 143 /17920053 — 1021/1451520033<!
—14501/3657830400003%'6 — 28771 /1828915200043 + 571/1524096000315
—3107/731566080005%<!7 + 260377/7315660800034c! — 2/9023%e3 — 481/907200333
+28387/914457600084™ — 1/497664000034c%° — 661/90720033* 4- 919/90720053<5ax

+763/518400338ar — 143 /17920053 4 5557/1451520053%a — 1021/1451520083 v
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113/48384000%3a — 167/18144008% 2 4 17/104509440005%™ + 919/90720033<°
—661/9072008% . — 2/93%? — 481/907200c3%c3| ¢°"~* + [8501/164602368003%1°
—1697/205752960003%° — 85129/1371686400003® — 1/12096033<3
1233/1316818944004% '8 + 2873/438939648003%c* — 1/960% 320 + 1/360%3%<2
+1/2402 (%% — 56213/1097349120005%” — 13/1881169920003*
—103307/6584094720003%"3 — 1111/6584094720005%'7 + 74581 /1881169920003
—1/243%1 +1/12p%3 + 1/183%e% + 1/1443%c% o — 5/483%€5 + 1/1443%e® — 1/4832¢8
+1/483%7 — 5/48/3%€® — 1/483%e5 + 1/48a3%™ — 5/96023%° + 1/183%?
+1/9602 3% 4 1/2880%3%e® — 1/2403%c* 4+ 1/12a3%3 4 1/207360033<14
—1/48a23%* — 1/120960a333 + 17/290304003313 — 79/5806080033 !
+73/1075200a33” + 23/1814400033c* — 373/14515200033® — 23 /24192000335
+1/2073600033c'* — 37/4838400033c'? + 431/14515200a 3310 — 613/5806080033”
+107/1814400033® + 1597 /5486745600034 — 1/74649600003*<20
1+26981/823011840003" — 392543 /16460236800003%c12 + 157 /411505920345
—40781/32920473600003%'6 — 79/580608033't — 23 /2419200335 + 17/2903040033¢13
+73/10752003%" + 107/181440033<5 — 2407 /257191200003*c* 4 431/1451520033<10
—37/48384003%'% — 613/58060803%" — 373/145152003%® + 23/181440083c*] (53
+ [-56857/52672757760084c? — 569/136080003% — 1493/1881169920003<16
+59/5267275776034<1® — 1/139345920003*c%° 4 151/1360800033® + 1/19200¢3%8
—731/1088640003%<  av — 827/205752960005%* — 41/28803%5 + 1/1920/3%8
+1627/75246796803%'0 4 31/8778792963%c'* — 37/14405%? — 1/10368000a33c1?
—37/14403%¢3 + 1/720a3%<” — 41/5760a% (%5 4 1/7203%° + 227 /5760324
—41/2880a5%8 + 227/115200%3%* — 37/144003%c® — 23 /288002 3%” + 1/1440a2 3%
—37/28800%3%? — 37/28800% 3% — 23/144003%e™ + 227/57603%* — 23/14403%7
+1/3840023%e® — 4699/435456003%8 + 527/3292047360545 — 59/1360800033*
+3211/4389396480003%c® — 4489/940584960003%c' + 361159/263363788800034<!!

+29/14400%3%5 4 37 /43545600333 — 1/1036800033<1® — 569/13608000a,33<3
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+151/136080033° — 59/13608003%c* — 22163/217728000a5%™ 4 29/720a,5%°
—1451/411505920003% — 97/26336378880003%c'? — 731/10886400033!*
—42659/2194698240003%c? + 1/435456033* + 3131/235146240003*7
—28157/1097349120003%® + 29/7205%° 4 253 /2177280335
—67/3292047360003%!7 + 1681/4354560003%c° 4 37/435456000,/33<13
+89/2177280a3%10 — 263 /4354560003312 + 1/4354560033 4
+1681/4354560033<” — 22163 /2177280005%7 — 263/435456003% 2
+253/217728003%c% + 89/21772803310 — 4699/43545600033<®

—37/1440a3%3] (5"=2 4 [7087/6584094720003%!* 4 1/21772803313
—1/2009306253%c* 4- 127/58786560003*c° 4 26683 /65840947200034<1°
—43/18811699200003*c2° + 1/25719120005%c!® — 342061 /1316818944000054c12
—643/4389396480003*c ! + 391/1097349120003*'3 — 127/731566080003%°
+19/548674560003%'7 — 11/4389396480003%c'? — 163 /58060800338
+1/16128033% — 1/2073600033<'® — 157/365783040003*c® — 1/20736000a331?
—11/36288003%c* — 11/11612160a3%10 4 13/1935360003%c'? — 1/11612160a,334
—1/1080a3%e? 4 1/2177280a3313 — 1/4323%3 — 1/116121603% 4- 1/1612803%c%ax
+17/217728033% + 13/193536003%2 — 11/116121603310 — 1/216032%€8
—1/14408%c* — 1/2160a2 3% — 341/2177280000 33" + 1/311040033<”
—2873/435456000033™ — 11/36288003%* — 1/10805%¢2 — 163 /580608000338
+1/96002 325 — 1/864a23%® — 1/17280a% 3% — 18143 /658409472000034<16
—32551/8230118400003%c® — 1/4320023%® — 89/27216000833r + 1/31104033?
+1/4803%5 + 151/274337280003%™ + 17/217728033<5 — 1/8640a,3%<”
—89/272160003%% — 341/21772800033c'! + 1/48003%c% — 1/216003%8
+7/28800/3%€” 4+ 7/5760023%® — 1/432a6%3 + 7/28805%° — 1/86405%”

+ —1/1440a3%* — 2873/4354560008%" — 1/2880a23%* — 13/68584320003%] ("1
+ [—21415687/22122558259200003%c'? — 12247 /86416243200003%*

—143/95256000a33¢> + 1/36a3B* — 991301/110612791296000034£16
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+12631/1106127912960003%c!® — 1/3a2Be — 1/3a2B? — 1/9a3 3>
+11731/17283248640003%% — 1/288003%10 + 1/120%Be* + 1/6aBe* — 2/3afe
+1/68* +1/68e® — 2/38 — 59/3840721920003<? + 13/1270080033<5
—1/57600a2 3210 — 59/101606400338 + 23 /5761082880003%<17
—13/46088663040003%c1 + 557/11522165760003%'3 — 23/10973491200034<1°
—1829/46088663040003%c1! 4 1/241920023%% — 1/80640%3%™ + 43/80640a%3%°
+1/6720023%c® — 211/40320002 32 + 13/13440a%3%* — 59/1016064000,33<®
—9901/15240960000,33" + 379/76204800a,3%c + 359,/1219276800a331?
—1373/87091200033e!! + 1759/406425600a33? — 1/2116800a33*
—19/870912000a33¢'5 + 1/6ape3 + 1/1451520003%12 — 5/1209602 323
—1/10160640033'* — 29/5040002 3% — 1/338688003310 + 113/2880541440003%”
—19/87091200033c1® — 2/33% — 5/60483%3 — 1/21168003%* — 11/720135360003*>
+1/1209603%c” — 1/40323%" — 1/4032a3%" + 1/120960a3%c? — 1/9a3 B¢
+60421/158018273280003%1* — 1921/3160365465600003*c2° + 13/127008000,33<5
+1/12a%Be3 — 211/20160003%€5 + 1/3603 33 — 2/3a3c% — 1/28800a3%c10
—1/101606400033c'4 + 1/1451520033'2? — 29/252003%2 + 43 /403203%°
+411847/276531978240003410 4- 359/121927680033<'3 — 1373 /8709120003311
—1/338688003310 + 1759/40642560033” + 1/33603%c® — 211/2016003%<°
—143/9525600033¢3 + 13/67203%c* + 43/40320a5%° + 1/3360a5%e8 + 13/67200,3%c*
—5/6048c3%% — 29/2520003%? + 379/7620480033> — 9901 /1524096000337 | ¢*"
+ [61/540101520008*5 — 593/23044331520005%c!! — 241/10802030400003**
+101/1463132160a3313 — 7/128¢ — 1/544320033<5 4 83/57610828800034 13
—1/30481920033c* 4 1/39191040003*c? — 43/3048192003310 — 1/144a3e*
—1/230443315200034196 — 1/544320033<5a 4 73 /304819200333
—43/30481920033 % 4 11/30481920033 20 — 1/3048192003%
+1/190512008%%a — 19/1440270720005%7 — 1/7203 3 + 1/144038e? + 1/72a° B

+1/360067680003%® + 73/30481920033® + 1/1905120033* + 1/144027072000347
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+11/30481920083<1? + 1/2402 B¢ + 1/4802 B — 1/2402Be3 — 1/6048003%”
+1/151203%e3 — 1/24aBe* — 1/12a8<3 + 1/24ape? + 1/12a3c — 1/120960a%3%£°
—1/134400%3%5 + 1/30240023%3 + 1/1512003%e® — 1/672003%® + 1/1008003<”
+1/1209603%® — 1/8640003%'0 — 1/18900a5%e2 — 37/20160003%°
—373/171460800033¢3 — 1/1728000% 3210 + 1/24192a23%8 — 37/4032000% 326
—1/189003%¢% — 17/3840721920003%' — 1/604803%” — 1/67205%° + 1/1008032%¢7
+1/60483%c* 4+ 1/120963%® — 37/2016003%5 — 1/864003%10
—13397/3657830400033<!! + 101/14631321603%1® — 79/1567641600033'°
1289/138265989120003%c1® — 498541 /2765319782400003% 2
+4679/1728324864000%c10 — 43 /3950456832000034c2° + 9913 /138265989120003%<1
+4181/4389396480a,3%<” + 11/13063680033° — 11657/91445760000337
—79/15676416000a331® — 11657,/914457600033” + 11/1306368033<° 4 1/1233
—2939/12345177600003%c® + 4181,/438939648033 — 23063 /1382659891200003*16
—5/83 4 1/604803%c* — 1/37800a23%2 + 1/20160a%3%™ + 1/8pe* — 1/48a23*
+1/1209602 3% — 373/1714608000/33® — 13397/3657830400033 1] (1

+ [—341/24192003%° + 1/208e + 1/4802 B3 + 1/243? + 19/746496000,3°<°
—1/24Be3 — 1/72003 3 4+ 1/144a3 B3 — 1/180a3 B — 83/192036096000348
+37/768144384003%'0 — 1/240045120003*c* 4 1/24a8<3 — 1/30a8e — 1/120a3<>
—1/1208® — 1/240a2 35 + 31/181440a3%* — 19/285768000a 333
—19/18289152000a33¢ ' — 551/6096384000a33c! — 31/725760003%1°
+19/7620480033® + 1/48009024003%<5 — 31 /453600032 — 551/152409600033<"
—31/1451520002 3210 + 19/7464960033< — 19/28576800053<3
—83/307257753600054<16 + 1/30725775360034'® — 1/6145155072000342°
—1921/61451550720005%<'2 4 37/3072577536008%* + 31/7257603%8 — 1/243*
+31/362880a23%c* + 31/72576003%® — 341/4838400a2 3% — 1/60a e
—31/72576003%10 + 19/76204800a 335 — 341/241920003%5 — 31/9072000% 3%

+31/1451520a2 328 + 31/1814404%* — 31/4536003%% — 19/182891520003%1°
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—551/609638400033! + 19/121927680033? + 19/1219276800a3%'3
—551/15240960000,3%7] *"2 + [—1/72003e® — 7/72085 — 1/18144003%'"
+1/1814403%8 — 83/21604060800003%€® + 7/144 33 — 7/1808e — 11/60480003%°
—1/2700507600003%* — 29/76204800033<” + 1/373248000/33<"
—29/3048192000033<1! + 1/609638400033'3 — 1/91445760000331® + 1/453600/3%c*
—1/226800023%c? — 1/113400a3%e% — 1/18144003%e0 — 1/1428840000/33¢3
—1/1080a3Bs — 1/144002 35 — 11/6048003%<5 + 1/18144003e®
—1/6913299456000034c%° + 1/60963840033c'3 — 1/9144576000331°
+37/34566497280003%c* — 83 /345664972800003c16 — 29 /762048000337
—1921/691329945600003*c'2 — 29/304819200033 ! + 37/8641624320003410
1+1/34566497280003%<18 + 1/28802 33 — 1/3600% B + 1/864a3Be3 + 1/144a3<>
—1/180aBe + 1/453603%c* — 1/1134003%e% + 1/3732480033<? + 1/3810240033°
—1/1428840003%3 + 1/5401015200034c% — 1/36288000% 3210 — 1/432003 3°
+1/38102400a3%5 + 1/362880a%3%® — 11/12096000% 3%° + 1/90720a2 3] (53
+ [—a —1/56085 + 1/1128e% — 1/14083= — 1/254016000?3%'? + 1/63504002 3%*
—11/84672000%3%% + 1/25401600%3%® — 1/1500282000033¢> + 1/31752003%*
+1/4000752000,3%c® — 29/8001504000a,33” + 1/391910400033<? — 1/24a
+1/640120320003%c ' — 1/96018048000a331® — 11/423360003%€% + 1/1270080c¢3%€®
—1/127008003%e1? — 1/6308e — 1/1260a%Be — 1/3780a3Be — 1/15120a3 3®
+1/40007520033° + 1/1008a%6e3 — 1 — 1/2a? — 1/2520a (e + 1/31752032%*
+1/12700803%® — 1/6a3 — 29/32006016000033c'! — 1/5040023® — 1/127008003%1°
—11/42336003%5 — 29/3200601600033c ! 4 1/302403 3> + 1/5040,3¢>
—1/7938003%c% — 1/37807106400003%c* — 1/79380003%c? — 83/3024568512000034c®
—1/150028200033¢3 + 1/7561421280003%<5 + 1/640120320033¢13
—1/9601804800033<1® — 29/80015040003%c™ — 1921/967861923840000312
+37/483930961920003%1* — 83/48393096192000034<16 + 1/483930961920003*<!8
—1/9678619238400003*2° + 37/1209827404800034c'° + 1/39191040033¢?

—1/1587600a%3%e?] (7" + [1 — 1/25208e° + 1/50432% — 1/6308¢] ("5
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olarak bulunur. Sekil 4.8, 4. mertebeden Runge-Kutta yonteminin kararliligini

gosteren grafiktir ve Cizelge 4.2, RK4 yontemi kullamlarak (4.0.1) denklemin

kararl bir coziim verebilmesi icin gecerli katsayilar1 gosterir.

x10° Runge Kutta 4 Rule: y'(t)=A y(t)+ y(t-1)

> =00
¢ £=02
B e=04

£=0.6
* €=08
‘X £=1.0

5L

ph
%

-10F

-15}F

Ah x10°

Sekil 4.8: ¢'(t) = Ay(t) + py(t — 1) denklemi icin Runge-Kutta

kararhlik grafigi.

yonteminin
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Cizelge 4.2: ¢/(t) = Ay(t) + py(t — 1) gecikmeli diferansiyel denkleminin RK4

yontemi ile kararl coziimleri icin katsay1 degerleri

e=0.0 e=0.5 e=1.0

AR 1k Ah 1ih Ah 1ih

0.00 | 0.000000 0.0000 | 0.000000 || 0.0000 | 0.000000
0.00 | -1.562500 1.5625 | -0.007813 || 1.5625 | -0.007813
0.00 | -3.125000 3.1250 | -0.007813 || 3.1250 | -0.007813
0.00 | -4.687500 | 4.6875 | -0.007813 || 4.6875 | -0.007813
0.00 | -6.250000 6.2500 | -0.007813 || 6.2500 | -0.007813
0.00 | -7.812500 7.8125 | -0.007813 || 7.8125 | -0.007813
0.00 | -9.375000 9.3750 | -0.007813 || 9.3750 | -0.007813
0.00 | -10.937500 || 10.9375 | -0.007813 || 10.9375 | -0.007813

0.00 | -12.500000 || 12.5000 | -0.007813 | 12.5000 | -0.007813

0.00 | -14.062500 || 14.0625 | -0.007813 || 14.0625 | -0.007813
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OZET

Gecikmeli diferansiyel denklemler ile matematiksel modelleme; tip, popiilasyon
dinamigi, biyoloji, ekonomi, kontrol sistemleri, fizik gibi fen ve miithendislik alan-
larinda genig yer almaktadir. Gecikmeli diferansiyel denklemler ile modelleme
yapilmasi 1940’ yillarin sonunda, Lord Cherwell’in asal sayilarin dagilimi tize-
rindeki caligmasi ve Minorsky'nin II. Diinya savasi sirasinda gemilerin dengede
kalmasini saglamak iizere gerceklestirdigi modelleme ile baglamigtir. Lord Cher-
well'in yapmig oldugu modelleme Wright (1946)'in dikkatini ceker. Wright du-
rumu, “Lord Cherwell’in, asal sayilarin dagilimi probleminde tanittigi denkleme
denk bir denklem dikkatimi cekti. Bu ilginc problemle beni tanigtirdig: icin ken-
disine tegekkiirlerimi sunarim” diyerek oOzetler. Boylece gecikmeli diferansiyel

denklemlerin teorisi tizerine caligmalar baglamig olur.

Gecikmeli diferansiyel denklemlerin genel teorisi Wright, Bellmann, Cooke,
Hale, Driver, El’sgol’ts, Norkin ve Kuang tarafindan detayli bicimde incelenmistir.
Niimerik coziimleri icin Onerilen metotlar ise adi diferansiyel denklemleri baz
alir. Bu metotlarin gecikmeli diferansiyel denklemlere uyarlanmasinda asil sorun
gecikme teriminden kaynaklanir. Literatiirde coziimler icin iki farkli yaklagim
yer almaktadir. Ilki, Bellmann tarafindan verilen Adimlar yontemi, ikincisi ise
gecikme teriminin yaklagik degerinin interpolasyon ile bulunmasidir. Gecikmeli
diferansiyel denklemlerin kararlilik analizi iizerinde cok genis bir aragtirma soz

konusu olmasina ragmen bu alan heniiz tam olarak acikliga kavugturulmus degildir.

Bu tezde gecikmeli diferansiyel denklemler icin niimerik céziim metotlar:

incelenmis ve kararlilik analizleri yapilmigtir.
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SUMMARY

The mathematical modelling using delay differential equations takes place, widely,
in the application area of medical science, population dynamics, biology, economy,
control systems, physics and more fields of science and engineering. The modeling
using delay differential equations (DDEs) have been started in the late of 1940’s
with the problem of distribution of prime numbers introduced by Lord Cherwell
and the modelling, made by Minorsky, to ensure the equilibration of ships in
the II. World War. The modelling of Lord Cherwell, drew Wright’s attention.
Wright said that, “Lord Cherwell drew my attention to an equation, which he
had encountered in his application of probability methods to the problem of the
distribution of primes. My thanks are due to him for thus introducing me to an
interesting problem.” Thus, the studies about delay differential equations theory

has been originated.

The general theory of DDEs is widely developed by Wright, Bellmann,
Cooke, Hale, Driver, El’sgol’ts, Norkin and Kuang. The numerical methods of
DDEs are based on ordinary differential equations. However, the main difficulty
in the adopting the methods for DDEs occurs because of the delay term. In
the literature two different approaches exist to solve delay differential equations,
numerically. The first is the method of steps introduced by Bellmann. Secondly,
the approximate value of the delay term is calculated with an interpolation. Al-
though the stability analysis of the DDEs have been widely studied, this area is

uncovered entirely.

In the thesis, the numerical methods for solving DDEs and the numerical

stability analysis have been examined.
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