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OZET
INDIRGENMIS MODULLER VE HALKALAR UZERINE
Aslihan ALTUN

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Damsmant: Prof. Dr. Gonca GUNGOROGLU
2016, 43 sayfa

Bu tezde indirgenmis halka ve modiiller, Baer ve quasi Baer halka ve modiiller ile
a-indirgenmis modiiller ¢alisilmigtir.

Calisma temel olarak dort boliimden olusmaktadir. Ilk boliimde, teze giris
yapilmistir.

Ikinci boliimde, halka ve modiiller ile ilgili diger boliimlerde kullanacagimiz bazi
temel tanimlar ve 6zellikler verilmisgtir.

Uciincii boliimde, indirgenmis ve yaridegismeli modiiller ile ilgili tanimlar ve
ozellikleri incelenmistir. Daha sonra Baer halka ve modiiller ile ilgili bazi teoremler
ve sonuclar verilmistir. Bununla birlikte Baer halka ve modiillerin diger halka ve
modiil ¢esitleri ile ilgili baglantilar1 incelenmistir.

Dordiincii boliimde, o-indirgenmis ve o-Armendariz modiillerin tanimi verilmis

ve bunlarin arasindaki baglantilar incelenmistir.

Anahtar Sozciikler: indirgenmis halka, indirgenmis modiil, yaridegismeli modiil,
Baer halka, Baer modiil, -indirgenmis modiil, Armendariz modiil, o.-Armendariz
modiil.
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ABSTRACT
ON REDUCED MODULES AND RINGS

Aslihan ALTUN

M.Sc. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Gonca GUNGOROGLU
2016, 43 pages

In this thesis, reduced rings and modules, Baer and quasi Baer rings and modules,
o-reduced modules were studied.

The thesis consists of four sections basically. In the first chapter, introduction is
given.

In the second chapter, we give some definitions and properties on rings and modules
that will be used in the following chapters.

In the third chapter, some definitions and some properties on reduced and
semicommutative modules, were examined. Later, some theorems and results on
Baer rings and modules, were presented. Moreover the relationships between Baer
ring and modules with the others rings and modules types, were examined.

In the forth chapter, definition of a-reduced modules and a-Armendariz modules
was given and relationships between them were examined.

Key Words: Reduced ring, reduced module, semicommutative module, Baer ring,
Baer module, -reduced module, Armendariz module, a-Armendariz module.
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SIMGELER DiZiNI
Z Tamsayilar kiimesi
N<M N, M modiiliiniin altmodiili
N<.M N, M modiiliiniin essential altmodiilii
Cr(R) =C(R) R halkasinin merkezi
Cr(X) X kiimesinin merkezi
T (M) Mg nin torsion altmodiilii

Bir M modiiliiniin x elemaninin R de sag sifirlayani
Bir M modiiliiniin x elemaninin R de sol sifirlayani
Bir M modiiliiniin N altmodiiliiniin R de sag sifirlayam
Bir M modiiliiniin N altmodiiliiniin R de sol sifirlayant
M den M ye R-homomorfizmalarinin sinifi

M modiiliiniin endomorfizma halkast

R nin otomorfizma doniisiimleri

R bilegenli x bilinmeyenli ¢ok terimliler halkasi

R bilegenli x bilinmeyenli iistel seri halkasi

Laurent ¢ok terimliler halkas1

Laurent iistel ¢ok terimliler halkasi

Skew (carpik) sag iistel ¢cok terimliler halkasi

R nin Ore genislemesi ya da carpik cok terimliler halkasi
M bilesenli x bilinmeyenli ¢ok terimliler modiilii

M nin ¢arpik geniglemesi

M nin carpik iistel seri geniglemesi

M nin carpik Laurent ¢ok terimli genislemesi

M nin carpik Laurent iistel seriler genislemesi






1. GIRIS

2000 li yillarda T. K. Lee ve Y. Zou indirgenmis (reduced) modiiller ve halkalar
iizerine 6nemli ¢alismalar yapmiglardir. Daha sonraki yillarda konu A. Harmanci,
S. Halicioglu, N. Agayev gibi bir ¢ok arastirmaci tarafindan incelenmistir.
Indirgenmis halkalar ve indirgenmis modiillerin diger halka ve modiil cesitleri ile
ilgili bircok baglantilar1 vardir. Bazi 6zellikler biitiin halka ve modiil ¢esitlerinde
gecerli olmasina ragmen bazi 6zellikler baska kosullar altinda gerceklenmektedir.
Burada bu konuyla ilgili giiniimiize kadar yapilmis olan caligmalar taranarak,
benzerlik ve farkliliklar detaylandirilmistir.

Ikinci boliimde, bu ¢alisma boyunca kullanacagimiz temel tamimlar ve diger
boliimlerde gerekli olacak bazi 6zellikler verilmistir. Bu boliimde [1], [2], [3], [8],
[9], [11], [13], [15], [16] ve [20] ¢calismalarindaki tanimlar temel alinmistur.
Uciincii boliimde, indirgenmis ve yaridegismeli modiiller ile ilgili tanimlar ve
diger kisimlarda gerekli olacak bazi ozellikler verilmistir. Ayrica Baer halka
ve modiiller ile ilgili temel tanimlar ve Baer halka ve modiillerin diger halka
ve modiil cesitleri ile ilgili baglantilar1 verilmistir. Bu boliimde [1], [S], [6],
[71, [9], [10], [14], [18], [19] ve [20] calismalar1 incelenmistir. Oncelikle
a-indirgenmis modiiliin hangi modiillerle denk oldugu incelenmis, a-kati (rigid)
halka tanimi verilerek bir ¢-kati halkanin indirgenmis halka oldugu gosterilmistir.
Her indirgenmis modiiliin yar1 degismeli modiil oldugu verilerek tersinin hangi
kosullar altinda var oldugu incelenmistir. Baer modiil ile quasi-Baer modiil ve
p.p--modiil (principally projective modiil) ile p.q.-Baer (principally quasi-Baer)
modiil iligkileri incelenerek buna baglh ilgili sonu¢ ve 6zelliklere yer verilmistir.
Bir p.p.-modiiliin hangi durumda indirgenmis modiil oldugu belirtilmistir. Bununla
birlikte her p.p.-modiiliin tekil olmayan (nonsingular) modiil oldugu gosterilmistir.
Indirgenmis halkanin sag tekil olmayan halka oldugu incelenerek bunun modiilde

dogru olmadigina dair 6rnek verilmistir.
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Dordiincii  boliimde o-indirgenmis modiill ve Armendariz modiill kavrami
tanimlanmig, indirgenmis, «-indirgenmis ve Armendariz modiiller ile ilgili
bazi ozellikler incelenmistir. Bu boliimde, [2], [3], [4], [12], [14], [17], [19]
ve [20] caligmalari incelenmistir. ilk olarak indirgenmis halka, o-indirgenmis
modiil tammlar1 ve temel ozellikleri verilmistir. Indirgenmis modiillerin sinifinin
homomorfizma altinda kapali olmayabilecegine dair 6rnek verilmistir. Bir halkanin
o-indirgenmis olmasi icin gerek ve yeter kosul belirtilmistir. «-yar1 degismeli
halka ve a-yar1 degismeli modiil tanimlanarak bir modiiliin a-indirgenmis olmasi
icin gerek ve yeter sartlar aragtirllmistir. Daha sonra indirgenmis modiillerin 6zel
ornekleri verilmigitir. Son olarak ¢-indirgenmis modiil ve Armendariz modiil

arasindaki iligki incelenmistir.



2. TEMEL BILGILER

Bu kisimda, halka ve modiiller ile ilgili baz1 temel tanmimlar ile gelecek boliimlerde

gerekli olacak bazi 6zellikler alindiklar kaynaklarla birlikte verilecektir.
2.1. Temel Tamim ve Ozellikler

Aksi belirtilmedikge ¢alismamiz boyunca halkalar1 birlesmeli ve birimli halka
olarak, modiilleri birimsel sa§ R-modiil olarak alacagiz ve o : R — R doniiglimii

bir halka homomorfizmasi olarak kabul edecegiz.

Tanim 2.1.1. R bos olmayan bir kiime, "4" ve "." R {izerinde tanimli ikili islemler
olsun.

(1) (R,+) degismeli bir grup,

(2) Her a,b,c € R i¢in (a.b).c = a.(b.c),

(3)Hera,b,c € Rigina.(b+c) =a.b+a.cve (a+b).c=a.c+b.c

kosullart saglaniyor ise R kiimesine bu ikili iglemlere gore bir halka denir.

Bir R halkasinda,

(4) Her a,b € R i¢in a.b = b.a kosulu saglaniyorsa R ye degismeli halka,

(5) Her a € R igin a.1g = 1g.a = a olacak sekilde bir 1 € R varsa R ye birimli

halka denir.

Tanim 2.1.2. R halkasinin bir S altkiimesi, R halkasindaki iglemlere gore halka

oluyorsa § kiimesine R halkasinin althalkas: denir.

Tanimm 2.1.3. [16]. R bir halka olsun.

(1) M bir toplamsal degismeli grup ve

(2) M xR — M, (m,r) — mr ile tamimli dig carpim dontistimii i¢in m,m;,m; € M
ve 1,11, € R olmak lizere

(@) (my +m)r =myr+myr,

(b) m(ry +rp) = mry +mry,
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() m(rirp) = (mry)ra,

ozellikleri varsa M ye sag R-modiil denir ve My ile gosterilir. Eger R birimli bir
halka ve Mg, m1 = m 6zelligini sagliyorsa M ye birimsel sag R-modiil denir. Benzer
sekilde sol R-modiil tanimlanir. M hem sol hem de sag R-modiil ise, o zaman M ye

bir R-modiil denir.

Tanim 2.1.4. [16]. M bir sag R-modiil ve A, M nin bir altkiimesi olsun. Eger A,
M deki islemlere gore bir R-modiil oluyorsa A ya M nin altmodiilii denir ve A <M

ile gosterilir.

Tanmm 2.1.5. [16]. R bir halka ve M bir R-modiil olsun. M nin sifirdan farkli her
altmodiilii ile arakesiti sifirdan farkli olan sifirdan farkl bir A altmodiiliine essential
(large) altmodiil denir ve A <, M ile gosterilir. Yani, 0 # A < M olmak lizere her
0+#U <M icin UNA # 0 dir. Buna denk olarak, A # 0 olmak iizere her U < M

icin UNA =0 iken U = 0 oluyorsa A ya M nin essential altmodiilii denir.

Tanim 2.1.6. [16]. R bir halka ve M bir R-modiil olsun.

ZM)={xeM:bir] <,Rgicinxl =0} = {x €M : r(x) <, Rg} kilmesine M nin
tekil (singular) altmodiilii denir. Eger Z(M) = M ise M ye tekil modiil, Z(M) = 0
ise M ye tekil olmayan (nonsingular) modiil denir. Sol R-modiiller i¢in de benzer

tanim yapilir.

Tamim 2.1.7. R bir halka olsun. C(R) = {x € R| xr =rx, Vr € R} kiimesine R

halkasinin merkezi denir.

Tamm 2.1.8. [2]. Eger herhangi bir a,b € R icin ab = 0 iken aRb = 0 ise R ye

yaridegismeli (semicommutative) halka denir.
Tamm 2.1.9. [11]. Eger her m € M ve a € R i¢in ma = 0 iken mRa = 0 ise Mg ye

yvaridegismeli modiil denir.

Tanim 2.1.8 ve Tanim 2.1.9 geregince, "R yaridegismeli halkadir ancak ve ancak

Rpr yaridegismeli modiildiir" oldugu agiktir.



Tamm 2.1.10. [16]. R bir halka ve r € R olsun.
(1) En az bir n € N i¢in 7" = 0 ise r ye nilpotent (iistel sifir) eleman denir.

(2) Eger rr=riser ye idempotent (kare-es) eleman denir.

Tanim 2.1.11. [8]. Eger her x € R i¢in xe = exe (veya ex = exe) ise e € R kare-es

elemanina yarimerkezcil (semicentral) denir.

Tanim 2.1.12. Her idempotent (kare-es) eleman1 merkezcil (central) olan halkaya

abel halka denir.

Tanim geregince, "Her degismeli halka abeldir" ifadesi agiktir.

Tanmm 2.1.13. [16]. M bir R-modiil ve X, M nin bir altkiimesi olsun.
r(X)={s€R:her x € X i¢cin xs =0} kiimesine X in sag stfirlayani ve

[(X)={s €R:her x€X igin sx =0} kiimesine de X in sol sifirlayan: denir.

Tanim 2.1.14. Bir halkada sifirdan farkli bir elemanin ne sag ne de sol sifirlayan

yoksa bu elemana regular eleman denir.

Tanmm 2.1.15. [15]. Her bostan farkli altkiimesinin sag sifirlayan1 bir kare-es

eleman tarafindan iiretilen halkaya Baer halka denir.

Tanim 2.1.16. [13]. Her sag idealinin sag sifirlayani bir kare-es eleman tarafindan

iiretilen halkaya quasi-Baer halka denir.

Tanim 2.1.15 ve Tanim 2.1.16 geregince, "Her Baer halka quasi-Baer halkadir"

ifadesi agiktir

Tanmm 2.1.17. [9]. Herhangi elemaninin sag (ya da sol) sifirlayant bir kare-es
eleman tarafindan {iiretilen halkaya sag (ya da sol) principally projective-Baer

halka, kisaca p.p.-Baer halka denir.

Tamm 2.1.18. [9]. Her principal (temel) sag (ya da sol) idealinin sifirlayan1 bir

kare-es eleman tarafindan iiretilen halkaya sag (ya da sol) principally quasi-Baer,
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kisaca p.q.-Baer halka denir. Hem sag hem de sol p.q.-Baer halkasina p.q.-Baer
halka denir.

Tanim 2.1.19. [20]. Mg bir sag R-modiil olsun.

(1) M nin bostan farkli her X altkiimesi icin rg(X) = eR, ¢ = e € R sarti
saglaniyorsa M ye bir Baer modiil,

(2) M nin her N altmodiilii i¢in 7g(N) = eR, e* = e € R sart1 saglaniyorsa M ye bir
quasi-Baer modiil,

(3) Her m € M icin rg(mR) = eR, ¢* = e € R sart1 saglaniyorsa M ye bir p.q.-Baer
modiil,

(4) Her m € M igin rg(m) = eR, €* = e € R sart1 saglaniyorsa M ye bir p.p.-modiil

denir.

Tamim 2.1.20. Ry modiilii Baer (quasi-Baer, p.q.-Baer, p.p.-) modiil olan halkaya
Baer (quasi-Baer, p.q.-Baer, p.p.-) halka denir.

Tamim 2.1.21. R[x], bir polinom halkas1 ve f(x) = ao+aix+ ...+ anx™, g(x) =
bo+bix+ ...+ b,x" € R[x] olmak iizere f(x)g(x) = 0 oldugunda her i, j i¢in a;b; =

0 oluyorsa R halkasina Armendariz halka denir.

Tamm 2.1.22. R bir degismeli integral bolgesi ve M bir sol R-modiil olsun. Bir
x € M i¢in Ig(x) = {r € R: rx = 0} olmak iizere T(M) = {x € M : Ig(x) # 0}
altmodiiliine Mg nin forsion altmodiilii denir. Eger T (M) = 0 ise M ye torsion free

modiil, T (M) = M ise bu durumda M ye torsion modiil denir.

Tamim 2.1.23. [19]. R birimli bir halka ve x € R olmak iizere,

R[x] = { ¥ aix' : a; € R,n € N} kiimesine R bilegenli x bilinmeyenli ¢ok terimliler
i=0

halkasu,

R[[x]] = { ¥ aix' : a; € R} kiimesine R bilesenli x bilinmeyenli iistel seri halkast,
i=0

t .
Rx,x" '] = { X ax':s,t € N,a; € R} kiimesine Laurent ¢ok terimliler halkast,

=-S5

R[[x,x7 )] = {X aix' : s € N,a; € R} kiimesine Laurent iistel ¢ok terimliler

=—S



halkas,
noo

Rix,0) ={ Y aix' : a; € R,n € N} kiimesine Skew (¢arpik) sag iistel ¢ok terimliler
i=0

=
halkast denir.

R[x, 0] da islemler cokterimlilerdeki bilinen esitlik ve toplama islemleri gibi

tanimlanir, ayrica carpma iglemi asagidaki gibi tanimlidir:
xr = a(r)x

Tamm 2.1.24. [1]. R[x,a,d8] = {)n: a;x' : a; € R,n € N} halkasinda &, R de o
ya bagl tiirev, yani her a,b € R i(;l;lOS (ab) = a(a)d(b) + 6(a)b olacak sekilde
alinmaktadir. R[x,,d] ya, R nin Ore geniglemesi ya da carpik ¢ok terimliler
halkasi denir.

R[x,a,d] ya cok terimlilerdeki bilinen esitlik ve toplama islemlerine ek olarak
carpma iglemi:

xr=o(r)x+6(r)

seklinde tanimlanir, diger islemler ise ¢ok terimliler halkasindakilerle ayni olarak

kabul edilmektedir.

Tanim 2.1.25. [19]. M bir sag R-modiil olsun. Halkalarda oldugu gibi M nin de
modiil geniglemeleri agagidaki sekillerde tammmlanmagtir:

s .
Mx;o) ={Y mix':s >0,m; € M}
i=0

Mx; o] = {i)ij‘,omixi . m; € M}

t .
Mx,x o] = { X mx':5>0,6>0,m €M}

i=—s
Ml[x,x L a)] = {f mix' i s >0,m; € M}

lI=—Ss

Bu modiiller toplamaya gore degismeli grupturlar ve ayrica m(x) = Ymx' €

Mix;a] ve f(x) = Yax/ € R[x; 0] igin m(x)f(x) = Sf(_ Y md'(a;))x* skaler

k=0 i+j=k
carpma islemine gére M|x;al], R[x;c] iizerinde modiil olur. Benzer sekilde

M([x; @], R[[x;e]] iizerinde benzer ¢arpimla sag modiil olur. M[x;a] ya M nin
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carpik genislemesi ve M|[x; o]] ya da M nin ¢arpik iistel seri genislemesi denir.
Aut(R) ile R nin otomorfizma doniisiimlerini gosterelim ve @ € Aut(R) ise, 0 zaman

Lal,

benzer bir skaler carpim ile M[[x,x~'; ], R[[x,x~!; a]] tizerinde ve M[x,x~
R[x,x~!; a] lizerinde modiil olur. Bu iglem ile M[x,x~!; &] modiiliine M nin carpik
Laurent ¢okterimli genislemesi ve M|[x,x';at]] ya da M nin carpik Laurent iistel

seriler genislemesi denir.

Tamim 2.1.26. [3]. Eger M nin kopyalarinin direk ¢arpimina gomiilebiliyorsa
M modiiliine R ile esiiretilmis denir. Eger Ma = 0 olmas1 sadece a = 0 € R i¢in

saglaniyorsa M modiiliine vefalr (faithful) denir.

Tanim 2.1.27. [16]. Bir M modiilii lineer bagimsiz olsun. M modiiliiniin bir taban1

varsa M modiiliine serbest (free) modiil denir.



3. INDIRGENMIS VE YARIDEGISMELiI MODULLER

Bu boliimde, indirgenmis (reduced) halka ve modiil kavramlari tanimlanacak
daha sonra indirgenmis halka ve modiiller ile ilgili baz1 6zellikler incelenecektir.
Ayrica yaridegismeli modiil kavrami tanimlanarak yapilari incelenecektir. Boylece

yaridegismelilik kavrami halkalardan modiillere genellesmis olacaktir.
3.1. Indirgenmis Halka ve Modiiller

Tanmm 3.1.1. [20]. Sifirdan farkli nilpotent elemani olmayan bir R halkasina

indirgenmis (reduced) halka denir.

Tamim 3.1.2. [19]. o(1) =1 olmak iizere ¢t : R — R bir halka endomorfizmasi
olsun. Her m € M ve her a € R i¢in Mg sa§ R-modiiliinde asagidaki sartlar
saglansin:

(@) ma=0ise mRNMa =0 ve

(b) ma = 0 dir ancak ve ancak mo(a) = 0 dur.

O zaman Mg ye a-indirgenmis (Q-reduced) modiil denir. Eger M 1g-indirgenmis

ise Mg modiiliine indirgenmis modiil denir.

Tanim geregince, "Ry 1-indirgenmis modiildiir ancak ve ancak R indirgenmis bir

halkadir" ifadesi agiktir.

Lemma 3.1.3. [19]. M modiilii icin asagidakiler denktir:
(1). M a-indirgenmistir.

(2). Her m € M ve her a € R icin asagidaki tic durum saglanir:
(a). ma =0 ise mRa = mRa(a) = 0.

(b). maa(a) =0 ise ma = 0.

(c). ma* =0 ise ma = 0.

Ispat: Ispat tanimdan acik. a
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Tamm 3.1.4. [14]. a € Ri¢in aa(a) = 0 dan a = 0 elde edilirse R halkasia a-kat
(a-rigid) halka denir.

Onerme 3.1.5. [1]. Her a-kati halka indirgenmis halkadtr.

Ispat: R bir a-kat1 halka ve a € R igin a®> = 0 olsun. O zaman ac(a)(aa(a)) =

aa(a®)o?(a) = 0. Boylece a(a) = 0 dir. R a-kat1 oldugundan a = 0 bulunur. O
3.2. Indirgenmis ve Yaridegismeli Modiiller Uzerine

Tanim 2.1.9 da her m € M ve a € R i¢in ma = 0 oldugunda mRa = 0 oluyorsa
Mp nin yaridegismeli modiil oldugu tanimlanmisti. R nin yaridegismeli bir halka
olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun Rg nin yaridegismeli bir modiil olmasidir ifadesi

acikca goriliir.

Lemma 3.2.1. [20]. Her indirgenmis modiil yaridegismeli modiildiir.
Ispat: My indirgenmis olsun. m € M, a € R ve ma = 0 olsun. My indirgenmis
oldugundan mR N Ma = 0 olur. mRa < mRNMa = 0 oldugundan mRa = 0 dir. O

halde M yaridegismelidir. O

Onerme 3.2.2. [6]. ¢ : R — S bir halka homomorfizmast ve M bir sag S-modiil
olsun. Asagidaki ozellikler vardir:

(1). Mg bir indirgenmis modiil ise My indirgenmis modiildiir.

(ii). ¢ orten ise (i) nin tersi de vardir.

(iii). S indirgenmis halka ise S, sag R-modiil olarak indirgenmigtir.

Ispat: (i). ¢ homomorfizma oldugundan ispat agiktir.

(i1). ¢ orten olsun. O halde Mg indirgenmis modiil ise Mg nin bir indirgenmis
modiil oldugu aciktir.

(iii). Indirgenmis halka tanim1 ve modiil tanimindan ispat agiktir. O

Lemma 3.2.3. [6]. My yaridegismeli modiil ise, her ¢* = e € R, her m € M ve her

a € R icin mea = mae dir.
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Ispat: e = e € Rigine(1 —e) = (1 —e)e = 0 dir. Her m € M igin me(1 —e) = 0 ve
m(1—e)e =0 dir. Mg yaridegismeli oldugundan meR(1 —e) =0vem(l —e)Re =0
dir. Boylece her a € R igin mea(1 —e) = 0 ve m(1 — e)ae = 0 olur. Buradan

mea = meae ve mae = meae dir. O halde her a € R icin mea = mae elde edilir. O

Onerme 3.2.4. [6]. My, p.q.-Baer modiil olsun. Mg yaridegismeli modiil ise Mg
indirgenmis modiildiir.

Ispat: Mg nin yaridegismeli modiil oldugunu kabul edelim. m € M ve a € R
icin ma = 0 olsun. Mg p.q.-Baer modiil oldugundan e®> = e € R igin a € rg(m) =
rr(mR) = eR dir. x € mRN Ma olsun. O zaman bir r € R ve m’ € M i¢in x = mr =
m'a dir. a € rg(m) oldugu i¢in a = ea dir. Lemma 3.2.3 ten x = m'a = m’'ea = m'ae
olur. eR € rg(m) oldugundan x = mre = mer = 0 bulunur. Béylece mRNMa =0

dir. Dolayisiyla Mg indirgenmis modiil olur. O

Sonug 3.2.5. [1]. R bir sag p.q.-Baer halka olsun. O zaman R yari degismeli

halkadir ancak ve ancak R indirgenmis halkadir.

Onerme 3.2.6. [6]. Mg bir yaridegismeli modiil olsun. O zaman asagidaki
ozellikler vardur:

(1). Mg bir Baer modiildiir ancak ve ancak Mg bir quasi-Baer modiildiir.

(i1). Mg bir p.p.-modiildiir ancak ve ancak Mg bir p.q.-Baer modiildiir.

Ispat: (i). My Baer modiil ise M nin quasi-Baer modiil oldugu aciktir.

Kargit olarak, Mg quasi-Baer modiil ve X, Mg nin bogstan farkli herhangi bir
alt kiimesi olsun. O zaman rg(X) = () rg(x) olur. Mg yaridegismeli modiil

xeX

oldugundan () rg(x) = ) rg(xR) olur. Fakat Mg quasi-Baer modiil oldugundan,
xeX xeX

e? = e € R olmak iizere rg(X) = ) rr(xR) = rr( ¥ xR) = eR dir. Dolayisiyla
xeX xeX

¢ = e € R olmak iizere rg(X) = eR boylece Mg Baer modiil olur.

(ii). Mg yaridegismeli bir modiil oldugundan her m € M i¢in rg(m) = rg(mR) olur.

Bu da ispat1 bitirir. O
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Onerme 3.2.6 dan asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.2.7. [6]. R yaridegismeli bir halka olsun. O zaman asagidaki ozelllikler
vardir:
(1). R bir Baer halkadir ancak ve ancak R bir quasi-Baer halkadr.

(2). R bir p.p.-halkadir ancak ve ancak R bir p.q.-Baer halkadir.

Onerme 3.2.8. [6]. Bir Mg modiilii icin asagidaki ifadeler denktir:

(1). Mg bir p.q-Baer modiildiir.

(2). Her sonlu iiretilmis alt modiiliin sag sifirlayani (sag ideal olarak) bir kare-eg
eleman tarafindan iiretilir.

Ispat: (2) = (1). Her devirli alt modiil sonlu iiretilmis oldugu igin (2) kabulii
altinda My p.q-Baer modiil olur.

k
(1) = (2). Mg p.g-Baer modiil ve N = ¥ m;R, Mg nin sonlu iiretilmis bir alt
=1

i=
k
modiilii olsun. O zaman rg(n;R) = e;R ve e? = e; olmak lizere rg (N) = () ;R
i=1
olur. e = ejey...e; olsun. O halde e sol yarimerkezi kare-es elemandir ve her e;
k
nin sol yarimerkezi kare-eg olmasindan ) ¢;R = eR dir. Sonug olarak rg(N) = eR

i=1
elde edilir. O

Onerme 3.2.8 den asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.2.9. [10, Onerme 1.7]. Bir R halkast icin asagidakiler denktir:
(1). R bir sag p.q.-Baer halkadir.

(2). R nin her sonlu iiretilmigs idealinin sag sifirlayam bir kare-es eleman ile iiretilir.

Lemma 3.2.10. [1, Teorem 3.4]. My bir p.p.-modiil olsun. O halde Mg bir

indirgenmis modiildiir ancak ve ancak Mg bir yaridegismeli modiildiir.
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Ispat: My bir indirgenmis modiil olsun. m € M, a € R ve ma = 0 olsun. Mg
indirgenmis oldugundan mR N Ma = 0 olur. mRa < mR N Ma = 0 oldugundan
mRa = 0 dir. O halde M yaridegismeli modiil olur.

Kargit olarak, Mg nin yaridegismeli modiil oldugunu kabul edelim. m € M ve
a € R igin ma = 0 olsun. Mg p.p.-modiil oldugundan e = e € R icin rg(m) = eR
dir. O zaman a € rg(m) oldugundan a € eR olacak sekilde r € R vardir. Buradan
ea = e’r = er = a, yani a = ea bulunur. Lemma 3.2.3 ten mae = mea olur. x €
mR N Ma olsun. O zaman x = mr; = m'a = m'ea = m'ae, er; € rg(m) oldugundan
x = mrie = mer; = 0 bulunur. Béylece mR N Ma = 0 yani Mg indirgenmis modiil

olur. O

Sonucg 3.2.11. [6]. R bir sag p.p.-halka olsun. O zaman R bir indirgenmis halkadir
ancak ve ancak R bir yaridegismeli halkadtr.

Ispat: a,b € R i¢in ab = 0 olsun. Her r € R i¢in axb = 0 oldugunu gésterelim. Bu
durumda (ba)? = baba = 0 ve R indirgenmis halka oldugundan ba = 0 buluruz ve
boylece (arb)? = 0 = arb bulunur. O zaman R yaridegismeli halka olur.

Karsit olarak, R bir p.p.-halka ve yaridegismeli ise R indirgenmistir; ¢iinkii R bir
p.p--halka ise Sonug 3.2.7 den R p.q.-Baer halkadir ve dolayisiyla Sonug 3.2.5 ten

R bir indirgenmis halka olur. O

Onerme 3.2.12. [6]. R bir abel halka olsun. Eger My bir p.p.-modiil ise My bir
indirgenmis modiildiir.

Ispat: m € M ve a € R icin ma = 0 olsun. O halde a € rg(m) dir. M bir p.p.-modiil
oldugundan e?> = e € R igin rg(m) = eR dir. Boylece a = ea ve me = 0 dur.

x € mRNMa olsun. r € R ve m' € M olmak iizere x = mr = m’a olur. O halde
eR € rg(m) oldugundan, x = m'ea = m'ae = mre = mer = 0 dir. Buradan My bir

indirgenmis modiil olur. O

Sonug 3.2.13. [6]. R bir abel halka olsun. Eger R bir sag p.p.-halka ise o zaman
R bir indirgenmis halkadr.
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Onerme 3.2.14. [6]. R bir abel halka ve Mg bir p.p.-modiil olsun. O zaman Mg
bir p.q.-Baer modiildiir.

Ispat: m € M olsun. My bir p.p.-modiil oldugundan rg(m) = eR olacak sekilde
¢’ = e € R vardir. rg(mR) C rg(m) oldugu agiktir. x € rg(m) olsun. O halde x = ex
ve me = (0 dir. Her r € R icin R abel oldugndan mrx = mrex = merx = 0 olur. O

halde x € rg(mR) dir. Sonug olarak rg(mR) = rg(m) = eR olur. Boylece My bir

p-q.-Baer modiildiir. O
Sonuc 3.2.15. [6]. Abel sag p.p.-halkalar sag p.q.-Baer’dir.

Onerme 3.2.16. [6]. Her p.p.-modiil tekil olmayan (nonsingular) modiildiir.

Ispat: My p.p-modiil ve m € Z(M) olsun. O halde rz(m), Rg de essentialdir ve
rr(m) = eR olacak sekilde ¢*> = e € R vardir. Boylece eR, Ry de essentialdir. Fakat
R nin (1 —e)R sag ideali igin eRN (1 —e)R = 0 dir ve buradan e = 1 dir. Boylece

rg(m) = R ve m = 0 olur. O halde Mg bir tekil olmayan (nonsingular) modiildiir. O
Sonuc 3.2.17. [18]. Bir sag p.p-halka sag tekil olmayan (nonsingular) halkadir.

Lemma 3.2.18. [18]. R indirgenmis halka olsun. O zaman R sag tekil olmayan
(nonsingular) halkadir.

Ispat: x # 0 icin rg(x) Ry de essential olamayacag1 icin herhangi bir x € R icin
rr(x) NxR = 0 oldugunu gostermek yeterlidir. Herhangi bir y € rg(x) N xR i¢in
7 € R olacak sekilde y = xz yazilir. Buradan (yx)? = y(xy)x = 0 olur. Boylece
yx = 0 elde edilir, fakat y*> = y.xz = 0 oldugundan y = 0 dur. O

Bu Lemma modiil i¢in dogru degildir yani M indirgenmis bir modiil ise her zaman

M modiilii tekil olmayan (nonsingular) bir modiil olmak zorunda degildir.

Indirgenmis modiil olan fakat tekil (nonsingular olmayan) bir modiile asagidaki

ornegi verebiliriz.

Ornek 3.2.19. [18]. (Z,)z indirgenmis modiildiir fakat sag nonsingular modiil
degildir.
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3.3. Indirgenmis ve p.q.- Baer Modiiller

Bu boliimde Baer halka ve modiillerin diger halka ve modil cesitleri ile ilgili
baglantilar1 incelenmistir.  Bununla birlikte p.q.-Baer modiiller ve p.q.-Baer

modiillerin baz1 ¢okterimli (polynomial) genislemeleri ¢alisilmagtr.

Lemma 3.3.1. [19]. M, her m € M, a € R i¢in, ma = 0 olmast mRo.(a) = 0
olmasini ve ma® = 0 olmast ma = 0 olmasim gerektiren bir modiil olsun. m(x) =
E mix; € M[[x;a]] ve f(x) = E aix; € R[[x; a]| olmak iizere m(x)f(x) = 0 ise o
lzjl(i)nan, herive j icin mioci(aj)l::()O olur.

Ispat: m(x)f(x) = 0 olsun. Buradan k = 0,1,2,... igin ¥ mai(a;) =0 d.
Buradan her i ve j i¢in i+ j < s olacak sekilde s > 0 iz;iljlz%agldaki esitlikler

yazilabilir:

moa =0
moa; +myjag =0

moay +myay +mpag =0

moag +miag_1 +mpas_o~+ ... +mgag = 0.

m;o;(a;) = 0 oldugunu kabul edelim. Béylece,
(1) moasy1 +mioe(as) + ... + mgo* (ay) + myy g ol (ap) =0
elde edilir. (1) esitligini o**!(ap) ile garparsak,
(2)  moagyio’t! (ap) + ... + myot* (a yo (ao) +myt1 a't! (ao)a”l (ap) =0

elde edilir. Kabulden i = 0, ..., s i¢in m; 0’ (ag) = 0 dir ve buradan m;Ra**!(ag) = 0
olur (0 < i <s). O halde mpas, 10 (ag) = ... = msat*(a1)o* ' (ap) = 0 olur ve
boylece (2) den my, 1 (a**! (ag))? = 0 elde edilir. Kabulden ., 1 0¥ (ag) = 0 olur.

Boylece (1) den;

(3)  moasy1 +mioag) + ... +mya(a;)) =0
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elde edilir. (3) ii &*(a;) ile carparsak ve kabulden, m(a(a;))? = 0 olur ve boylece

mga®(ar) = 0 dir. Benzer sekilde bu isleme devam edilerek,
my 108 (ag) =m0t (a)) = ... = mpagy1 =0

elde edilir. Boylece i+ j < s+ 1 olacak sekilde her i, j i¢in miai(aj) = 0 oldugu

gosterilmis olur. Tiimevarimla her i, j i¢in m;a’(a;) = 0 olur. O

Daha once de tanimladigimiz gibi a € R i¢in aq(a) = 0 dan a = 0 elde edilirse R
halkasina o-kati (o-rigid) halka denir [Tanim 3.1.4]. R nin ¢-kati halka olmasi

icin gerek ve yeter kosul R nin indirgenmis halka olmasidir [14, Lemma 4].

Sonu¢ 3.3.2. [17]. R bir a-kat halkadir ancak ve ancak Rlx; | indirgenmis

halkadir ancak ve ancak R[[x; )] indirgenmis halkadur.

Teorem 3.3.3. [19]. Bir Mg modiilii icin asagidakiler denktir:

(1). M a-indirgenmistir.

(2). M[x; o] g[y.q indirgenmistir.

(3). M{[x; o] g(jx:0)) indirgenmistir.

4). Mlx,x! s O Rl 1.0 indirgenmistir.

(5). M[[x,x71; Q| R[fx - 1:0) indirgenmistir.

Ispat: (5) = (3) = (2) ve (5) = (4) = (2) agiktur.

(2) = (1). Mg nin indirgenmis oldugu agiktir. m € M ve a € R olmak iizere ma =0
ise 0 zaman Lemma 3.1.3 ten mR[x; &t]a = 0 dir. Boylece ma(a)x = mxa = 0 ve
buradan mo(a) = 0 olur. m € M ve a € R olmak iizere moi(a) = 0 ise mao(a) =0
olur. O halde max(ax) = mac(a)x* = 0 dir. (2) den max = 0 ve buradan ma = 0

olur. Boylece M - indirgenmis modiil olur.

(1) = (3). m(x) = éom,-xi, I(x) = éolixi € M[[x;a]] ve f(x) = )o:o aix, g(x) =

i=0
Y bix' € R[[x;a]] olmak iizere m(x)f(x) = 0 ve m(x)g(x) = I(x)f(x) olsun.
i=0
Gostermemiz gereken /(x) f(x) = 0 oldugudur. Lemma 3.3.1 den her i ve j igin
m;a'(a;) = 0 dir ve bdylece Lemma 3.1.3 ten her i, j, s igin m;Ra'**(a;) = 0 olur.

O halde,
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m(x)g(x)f(x) = Zm,x be Zax
= ZZZ mix') ]xJ akxk)
_ Zzzml i () Ik

=0

Boylece [I(x)f(x)]f(x) = m(x)g(x)f(x) =0 olur. Lemma 3.3.1 den her k =0, 1, ...
gin 10 £ o )] = 100 (x)ax) = (1(2)(+))x) = O olur ve tekrar Lema
33.1 den her i, j,k igin Lo’ (a;jaf (ay)) = O olur. Boylece La!(ax)o™*(ay)) =
L' (agok (ay) = 0 dir. Lemma 3.1.3 (2)(b) den her i ve k igin ;& (a;) = 0 buradan
I(x)f(x) =0 dir.

(3) = (5). m(x),l(x) € M[}x,x 1;a]] ve f(x),g(x) € R[[x,x ';a]] olmak iizere

) f(x) =0 ve m(x)g(x) = I(x)f(x) oldugunu kabul edelim.

x)xk, 1(x)xk € M{[x, o] ve f( )k, g(x)x* € R[[x; ot]] olacak sekilde k > 0 vardir.

m(x
m(

flx)= E a;x' ve glx) = . Zkb,-x’ olsun. O halde
ik i—

Y, o a)b)H] = m) flap =0,

i=—k
x* [(.ikak(bi)xk)xk} = [l(x)xk”(.ikak(ai)xk)xk

dir ve E a*(a)x)xk ile )05 a*(b)x)x*, R[x;a]] dadr. (3) den
i=—k i—k

[m(x)x¥][( i a*(b;)x')x*] = 0 dir.  Buradan m(x)g(x)x* = 0 ve boylece
i=—k

m(x)g(x) = 0 olur. O

Sonuc¢ 3.3.4. [19]. Mg nin a-indirgenmis modiil olmast icin gerek ve yeter kosul

M[[x,x_l]]RHxvqu in indirgenmis modiil olmasidir.

Tamim 3.3.5. [9]. Mg bir modiil olsun. ¢? = e € R olmak iizere her m € M icin
rr(mR) = eR ise My ye temel (principal) quasi-Baer (veya kisaca p.q.-Baer) modiil

denir.
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Tanim 2.1.18 de her principal (temel) sag (ya da sol) idealinin sifirlayan: bir kare-es
eleman tarafindan iiretilen halkanin sag (ya da sol) principally quasi-Baer, kisaca
p-q.-Baer halka oldugu tanimlanmaisgt.

"R sag p.q.-Baer halkadir ancak ve ancak R p.q.-Baer modiildiir" oldugu agiktir.
Eger R bir p.q.-Baer halka ise o zaman R nin her sag I ideali p.q.-Baer modiildiir.
p.q.-Baer modiiliin her alt modiilii p.q.-Baer modiildiir. Ayrica her quasi-Baer
modiil p.q.-Baer modiildiir ve her Baer modiil quasi-Baer modiildiir [7].

Eger R degismeli bir halka ise, o zaman Mg p.p.-modiildiir ancak ve ancak Mg
p.q.-Baer modiildiir. p.q.-Baer modiil olan fakat p.p.-modiil olmayan modiile

asagidaki ornegi verebiliriz:

Ornek 3.3.6. [14]. Z tamsayilar halkas1 ve M,(Z), Z iizerinde 2 x 2 tipindeki

matrislerin halkasi olsun.

R:{( if Z > EMZ(Z)|aEd,bEO,CEO(modZ)}

halkasini goz oniine alalim. Rg p.q.-Baer modiildiir fakat p.p.-modiil degildir.

Oncelikle R nin sag p.q.-Baer modiil oldugunu gosterelim. u = ( Ccl Z > R nin
. 20 0 2 .
sifirdan farkli elemant olsun. R nin 00/ Lo o elemanlar ile u# yu

carparsak,
a b 20\ (2 O € uR
¢ d 00) \2 0)%"
a b 0 2\ (0 2a c uR
c d 00) \o 2 )"

oldugu goriiliir. v = < 3 l:' ) € rr(uR) igin

(208)(%8)=(2ee 2By (50)

Boylece a # 0 ve ¢ # 0 ise oo = 0 ve B = 0 olur. Ayrica

(§2)(eB)=(2r 2e)=(0 )
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dir. Boylece a # 0 ve ¢ #0ise Yy =0 ve € = 0 olur. Buradan a # 0 ve ¢ # 0

isev = < 8 8 > olur. b # 0 veya d # 0 oldugunu kabul edelim. ( g 8 ) ve

0 2 . 00 00

0 o ) yerine strastyla 02 )% » o alarak u yu carparsak,
a b 00\ (0 2 € uR
c d 02/) \0 2d
a b 00\ (20 c uR
cd)\20)"\2a 0)"

oldugu goriiliir. v = ( g ) € rr(uR) igin

o
Y
0 26\[a B\ [(2by 26\ [0 O
0 2d y € ) \2dy 2de )] \ 0 O

dir. Boylece b # 0 ve d # 0 ise Y =0 ve € = 0 olur. Ayrica

2b 0 o B\ [ 2ba 208\ (00

2d 0 y € ) \2do 2dB ) \ 0 O
dir. Boylece b#0ved #0ise c =0ve B =0 dir. O halde d #0 ve b #0
ise v= < 8 8 ) olur. Buradan R nin sifirdan farkli r elemant i¢in rg(uR) = 0
olur. Boylece R sag p.q.-Baer modiildiir. Simdi R nin ne sag p.p.-modiil ne de sol

p.-p.-modiil olmadigin1 gosterelim.

e = e olmak iizere < 8 (2) > € Ricin

rR(< 8 (2) )) :{< Coo )\uzo(modz)vevzo(modz)} £ eR

1
0
sag p.p.-modiil degildir. Benzer sekilde R nin sol p.p.-modiil degildir.

olur. R nin idempotent elemanlar1 sadece ( 8 8 > ve ( (1) ) dir. Boylece R

Teorem 3.3.7. [7]. Mg, her m € M ve a € R icin ma = 0 oldugunda mRa = 0
(vani Mg yaridegismeli) olsun. Mg p.p.-modiildiir ancak ve ancak My p.q.-Baer

modiildiir.
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Ispat: m € M olsun. Eger a € rg(m) ise ma = 0 dir. Kabulden mRa = 0 ve boylece
a € rg(mR) dir. O zaman rg(m) C rg(mR) dir. Ayrica rg(mR) C rg(m) oldugu
aciktir. O halde rg(mR) = rg(m) = eR elde edilir. Dolayisiyla Tanim 2.1.19 dan

ispat biter. O

Sonug 3.3.8. [7]. Mg bir indirgenmis modiil olsun. My bir p.p.-modiildiir ancak
ve ancak Mg bir p.q.-Baer modiildiir.

Ispat: M nin bir indirgenmis modiil oldugunu kabul edelim. O zaman m € M ve
a € R i¢in ma = 0 olmasi mRa = 0 olmasini gerektirir [Lemma 3.2.1]. Dolayisiyla

Teorem 3.3.7 den ispat tamamlanir. O

Sonuc 3.3.9. [14]. R bir indirgenmis halka olsun. O zaman R bir sag p.p.-halkadir

ancak ve ancak R bir sag p.q.-Baer halkadhr.

K} . t .
Tamm 3.3.10. [4]. m(x) = ¥ mix' € M[x] ve f(x) = ¥ ajx/ € R[x] olmak iizere
i=0 j=0
m(x) f(x) = 0 oldugunda her i ve j i¢in m;a; = 0 oluyorsa M modiiliine Armendariz

modiil denir.

Tamm 3.3.11. [20]. Bir Mz modiilii i¢in asagidaki (1) ve (2) kosullart
saglantyorsa Mg modiiliine o-Armendariz modiil denir. Eger (1) ve (3) kosullar:
saglaniyorsa Mg modiiliine istel serili a-Armendariz modiil denir.

(1) m € M ve a € R igin ma = 0 ancak ve ancak mac(a) = 0 dir.

(2) Her m(x) = ZS', mix' € Mx; o] ve f(x) = )t: a;x' € R[x; ) igin m(x)f(x) =0
oldugunda her i, lj:iogin m;0'(a;) =0 dur. =

(3) Her m(x) = ¥ mx' € M{[x;a]] ve f(x) = ¥ aix’ € R[[x; a]] icin m(x) f(x) = 0
oldugunda her i;oigin m;ot'(a;) =0 dur. -

Tanim gere8ince, "My bir Armendariz modiildiir ancak ve ancak Mg bir
1-Armendariz modiildiir" ifadesi agiktir.

Tanim 3.3.12. My, bir iistel serili 1-Armendariz modiil ise My modiiliine iistel serili

Armendariz modiil denir.
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Mp bir o-indirgenmis modiil ise Mr modiilii tistel serili @-Armendariz modiildiir.

Mp, bir iistel serili @-Armendariz modiil ise Mk modiilii @-Armendariz modiildiir.

Teorem 3.3.13. [7]. @ : R — R, R nin bir endomorfizmast olsun. m € M ve a € R
icin ma = 0 < ma(a) = 0 oldugunu kabul edelim. O zaman asagidakiler vardur:
(1). @). M[x; a|jx,q) bir p.q.-Baer modiil ise Mg bir p.q.-Baer modiildiir. Tersi Mg
a-indirgenmis modiil ise vardir.

(b). M[[x; o] g(ix:0) Dir p-q.-Baer modiil ise M bir p.q.-Baer modiildiir.

(2). o € Aut(R) olsun.

(a). Mx,x~1; QRxx130) bir p.q.-Baer modiil ise Mg bir p.q.-Baer modiildiir. Tersi
Mg nin o-indirgenmis olmast durumunda vardir.

(b). M[[x,x"; | R[fxx1:q]) Dir p-q.-Baer modiil ise M bir p.q.-Baer modiildiir.
Ispat: (1)(a). (1)(b) nin ispat: gibidir.

(1)(a) nin tersinin Mp nin ¢-indirgenmis olmasi durumunda var oldugunu
gosterelim. Mg bir ¢-indirgenmis modiil ve Mg p.q.-Baer modiil olsun. Her
m € M ve a € R icin ma = 0 olmas1 mRa = 0 gerektirir. Teorem 3.3.7 den M bir
p.p.-modiildiir. Mg nin bir ¢-indirgenmis modiil olmasindan, Mz &-Armendariz
modiil olur. [19, Teorem 2.11.(1)(a)] dan M([[x; &]]g((x.a)) P-P--modiildiir. Mg nin
a-indirgenmis olmasindan M([x; &]]g((v.¢) indirgenmistir [Teorem 3.3.3]. Sonug
3.3.8 den M[x; @g(y.q) bir p.q.-Baer modiil olur.

(D). M[[x,x ;@] 1.6y bir p.q.-Baer modiil olsun. m € M igin f(x)* =
f(x) € R[[x; a]] olacak sekilde rg((x;q) (mR[[x; a]]) = f(x)R[[x; @]] dir. Boylece

FOORIx; &]] € rgijeea) (mR) = re(mR{[x; al])

olur. Her j > 0 ve g(x) = )Of bix’ € rr(mR)[[x;a]] i¢in mR(b;) = 0 dir. Bbylece
j=0
kabulden her j > 0 ve her k > 0 i¢in mRak(b;) = 0 dur.

Her u(x) = ig‘,ou,'x" € (mR)|[x; ] igin

i

u(x)g(x) = ¥ Y e (b)) = 0
J
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olur.  Boylece g(x) € rg(q((mR)[[x;a]] dir. O halde rg(mR)[[x;a]] =

f(x)R[[x;c]] olur. Her a; € rg(mR) igin f(x) = fa,'x" alahm. O halde her
i=0

a € rr(mR) ve h(x) € R[[x; ]] igin a = f(x)h(x) dir, boylece

olur. Buradan her a € rg(mR) i¢in a = apa dir. O halde (ap)?

= ag olmak tlizere
rr(mR) = agR olur. Béylece Mg p.q.-Baer modiil olur.

(2). (1) in ispatina benzerdir. O

Sonug 3.3.14. [7]. Bir Mg modiilii icin asagidakiler vardir:

(1). Eger M[x]gy, M[[X]]r[), M[X,Xil]R[XVX—I] ve M[[x,xfl]]RHmle den herhangi
biri bir p.q.-Baer modiil ise, o zaman Mg de p.q.-Baer modiildiir.

(2). My indirgenmis modiil olsun. Eger Mg bir p.q.-Baer modiil ise, M[x]R[x] ve
Mix,x ! Rx.x1] de p.q.-Baer modiillerdir.

Lemma 3.3.15. [5, Lemma 1]. R bir indirgenmis halka ve f = )n: ax', g = f b jxj
olacak sekilde f,g € R[x] olsun. Bu durumda, fg =0 olmaszl?gin gerek \i: Oyeter
kosul her 0 <i<n, 0 < j<miginab; =0 olmasudr.

Ispat: fg =0 ve n =m olsun. O halde esitlikten

(1) apbgp =0

(2) aibo+apby =0

(3) axbg+aib; +apby =0

(n) a,bo+...+aphb, =0

esitlikleri vardir. R indirgenmis oldugundan agbp = 0 dir ve buradan bgag = 0 dir.

(2) esitligini soldan by ile ¢carparsak,

bo(a]b() —l—aob]) =0
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ve boylece boaby + boapby = 0 elde edilir. bgagb; = 0 olacagindan bya;bg = 0

olur. bpaby = 0 esitligini soldan a, ile ¢arparsak,
a1b0a1b0 = (a1b0)2 =0

olur. R indirgenmis halka oldugundan a;by = O olur ve boylece (2) esitliginden
apb; = 0 elde edilir. R indirgenmis halka oldugundan bjay = 0 olur. (3) esitligini

sagdan qy ile ¢arparsak,
(aabo + a1by + apbz)ag =0

elde edilir. Yani ayboag + aibrag + agbrag = 0 ise agpbrag = 0 olur. apgbrag =0
esitligini sagdan b, ile garparsak agbraghy = (aophs)* = 0 elde edilir. R indirgenmis
halka oldugundan agb, = 0 dir. (3) esitliginden axbg + a1b1 = 0 olur. Bu esitligi
soldan a; ile ¢arparsak,

azboazbo =0

elde edilir. Buradan (azbg)? = 0 olur. R indirgenmis halka oldugu icin axby = 0 dur.
(3) esitliginden a;b; = 0 dir. Diger esitlikler i¢in de benzer iglemler uygulanarak

her0<i<n, 0<j<migina;b; =0 elde edilir. Denkligin diger yonii agiktir. O

Sonuc 3.3.16. [5, Sonug 1]. Eger R bir indirgenmis halka ve f> = f olacak sekilde
f €R[x] ise f € Rdir.

. i . .
Ispat: f = Y a;x' olsun. O halde (1 — f) = (1—ap) — ¥, a;x* dir. Buradan
i=0 i=0

(I=f)=(1—-ap)—(ap+arx+ ... +anx")
olur. f2 = f oldugundan
(ao+611x+-..+anx”)(ao+a1x+...—|—anx”) =ap+a1x+...+ax"

elde edilir. O halde (ag)? + (aopa; + a1ap)x + ... = ap + ajx + a,x" dir. Boylece

2

(a9)? = ag ise 0 = ag — (ag)? = ao(1 — ap) elde edilir. aga; +ajap = a; ise

(apar +arag)ap = arag
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ve buradan apaag + ajapag = ayap olur. Boylece
apaiag+ajag = ajagp

elde edilir. Bu ise apajagp = 0 demektir. Indirgenmis halkalar Lemma 3.3.15 ten
Armendarizdir. Armendariz halkalar abeliandir. Boylece agaga; = 0 olur. Buna

gore apa; = 0 dir. apa; +ajap = a; oldugundan ajap = a; dir. O halde
2
(a1)” = ar1apa1ap = a1 (apar)ap =0

dir. R indirgenmis oldugundan a; = 0 elde edilir. axag + aya; + apar = a; ise
arap+ apaz = ap dir. Ayn1 yontemle a, = 0 bulunur. Yani her i > 1 i¢in a; = 0 olur

ve boylece f = ap = (ap)? € R elde edilir. O

n .
Eger f € R[x], n dereceli ve f = } axx' ise Sy ={ap,a1,...,a,} olsun.

i=0

Sonug 3.3.17. [5, Sonug 2]. R bir indirgenmis halka ve U C R[x| olsun. Eger
T= U Syise

feu
1R (U) = rr(T)[x]

olur.

Ispat: Eger g = ¥ bix' € R[x] ve gU =0 ise b; € rg[x(U) olur. Bu durumda her
i=0

f €U igin gf =0 dir ve bdylece Lemma 3.3.15 ten 0 < i < m i¢in b; € rg(T)

olur. Buradan rgj (U) C rg(T) elde edilir. Esitligin diger kapsami agiktir. O halde

rR[x](U) = rR(T) dir. O

Teorem 3.3.18. [5, Teorem Al. R bir indirgenmis halka olsun. O zaman R|x] bir
p.p--halkadir ancak ve ancak R bir p.p.- halkadir.

Ispat: R[x] bir p.p.-halka olsun. a € R ise, e’

= e € R olmak lizere rgyy(a) =
RNRx]e dir. Sonug 3.3.16 dan e € R olur ve bdylece RN R|[x]e = Re elde edilir. O
halde rg(a) = Re dir. Boylece R bir p.p.-halkadur.

Karsit olarak, R bir p.p.-halka ise ej,ep € R birer kare-es eleman olmak iizere

rr(a) = Rej ve rg(b) = Re; olacak seilde a,b € R vardir. Eger e = e; + ey —ejen
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ise R nin kare-es elemanlar1 merkezde olacagindan ve rg({a,b}) = Re olmasindan
¢* = e dir. Buradan her bir sonlu altkiime U C R icin ve bazi e? = e igin rg(U) = Re
elde edilir. Eger f € R[x] ise Sonug 3.3.17 den ¢? = e olacak sekilde S '+ sonlu olmak
tizere rg[x](f) = rr(S¢)[x] = Re[x] = R[x]e elde edilir. O halde R[x] bir p.p.-halka

olur. O

Teorem 3.3.19. [5, Teorem B]. R bir indirgenmis halka olsun. O zaman R[x| bir

Baer halkadir ancak ve ancak R bir Baer halkadr.

ispat: Baer halkalar p.p.-halka oldugundan Teorem 3.3.18 den ispat aciktir. O
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4. a-INDIRGENMIS VE ARMENDARIZ MODULLER

Bu boliimde, a-indirgenmig modiil ve Armendariz modiillerle ilgili bazi1 6zellikler
verilecek daha sonra indirgenmis, «-indirgenmis ve Armendariz modiiller

arasindaki baglantilar incelenecektir.
4.1. Indirgenmis ve -Indirgenmis Modiiller

Daha 6nce de tammladigimiz gibi (1) = 1 olmak tizere o : R — R halka
endomorfizmasi olsun. Her m € M ve her a € R icin Mg sag R-modiiliinde agagidaki
sartlar saglansin:

(@) ma=0ise mRNMa =0 ve

(b) ma = 0 dir ancak ve ancak mo(a) = 0 dur.

O zaman Mg ye o-indirgenmis modiil denir [Tanim 3.1.2].

Teorem 4.1.1. [3]. M bir modiil olsun. Her m € M ve her a,b € R icgin
asagidakiler denktir:

(1). M a-indirgenmis modiildiir.

(2).(a). ma =0 ise mRa(a) =0 dir.

(b). maa(a) =0 ise ma =0 dir.

(3).(a). mab =0 ise (mbR) N (Ma) =0 dur.

(b). ma = 0 ancak ve ancak ma(a) = 0 dir.

(4).(a). mab = 0 ise (maR) N (Mb) = 0 dur.

(b). ma = 0 ancak ve ancak ma(a) =0 dir.

Ispat: o-indirgenmis modiil tanimi ve Lemma 3.1.3 ten ispat agiktir.

d

Sonug 4.1.2. [3]. M bir a-indirgenmis modiil, m € M ve a € R olsun. ma =0

olmast icin gerek ve yeter kosul ma®> = 0 olmasidir. Bu durumda mRa = 0 dur.
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Daha 6nce de tanimladigimiz gibi a € R icin aa(a) = 0 dan a = 0 elde edilirse R

halkasina o-kat1 (Q-rigid) halka denir [Tanim 3.1.4].

Tamim 4.1.3. [14]. Her m € M ve a € R i¢in mao.(a) = 0 olmasi ma = 0 olmasini

gerektiriyorsa M modiiliine a-kati (o-rigid) modiil denir.

Eger M modiilii 1-kat1 (1-rigid) modiil ise M ye kat: (rigid) modiil denir. R halkasi
a-katidir ancak ve ancak Rg a-kati modiildiir [14]. Teorem 4.1.1 den asagidaki

sonug agiktir:
Sonuc 4.1.4. [3]. M modiilii o.-indirgenmiy ise o zaman M kati ve o-kati modiildiir.

Onerme 4.1.5. [3]. a-indirgenmis modiillerin simifi alt modiiller, direk carpimlar
ve direk toplamlar altinda kapalidir yani a-indirgenmis modiillerin alt modiilleri,
direk carpimlari ve direk toplamlar: yine o-indirgenmistir.

Ispat: ispat tanimlardan acik. O

Indirgenmis modiillerin simifi homomorfizma altinda kapali olmayabilir buna

iligkin agagidaki drnegi verebiliriz:

Ornek 4.1.6. [3]. R=7Z tamsayilar halkasi olsun. Z-modiil olarak M = 7Z ve
M nin N = 87 alt modiiliinii ele alalim. O zaman M /N a-indirgenmis R-modiil
olmaz.

Ispat: M = Z nin sifirdan farkli nilpotent eleman1 olmadigindan indirgenmistir.
O haldle m =4+ N € M/N ve a =2 € R olsun. O halde ma = 0 dir. Ayrica
m=4+N=(2+N)a € (mR)N(M/N)a # 0 dir. Boylece (mR)N(M/N)a #0

olur. O halde M /N a-indirgenmis R-modiil olmaz. O

Onerme 4.1.7. [3]. Bir R halkast icin asagidaki ifadeler denktir:
(1). R bir a-indirgenmis halkadur.

(2). Her egsiiretilmis R-modiil a-indirgenmistir.

(3). Bir serbest (free) R-modiiliin her alt modiilii o-indirgenmistir.

(4). Bir vefal: (faithful) o-indirgenmis R-modiil vardir.
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Ispat: (1) = (2). M bir esiiretilmig R-modiil olsun. O zaman M, R nin kopyalarinin
direk carpimina izomorftur. (1) ve Onerme 4.1.5 ten R nin kopyalarmin
direk carpimlarinin her alt modiili a-indirgenmis R-modiildiir. Bdylece M,
a-indirgenmis modiil olur.

(2) = (3). Serbest R modiilin her alt modiiliniin R tarafindan esiiretilmig
olmasindan agiktir.

(3) = (4). R sag R-modiil olarak vefali serbest R-modiildiir. Boylece (3) ten
a-indirgenmisgtir.

(4) = (1). M bir vefali a-indirgenmig R-modiil olsun. r,s € R i¢in rs = 0
olsun. (1) i ispatlamak i¢in rRNRs = 0 ve rs = 0 ancak ve ancak ro(s) =0
oldugunu gostermemiz gerekir. Boylece bazi m i¢in mrs = 0 elde ederiz. O halde
(4) ten mrRNMs =0 dir. r;,r, € R igin rr; = rps € rRNRs olsun. O zaman
mrry = mrps € mrRMN Ms = 0 dir. Boylece her m € M i¢in mrr; = 0 dir. M nin
vefali olmasindan rr; = 0 dir. Buradan rR N Rs = 0 elde edilir. Benzer sekilde
her m € M icin rs = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul mrs = 0 olmasidir. M nin
o-indirgenmis olmasindan mrs = 0 dir ancak ve ancak mra(s) = 0 dir denkligi
vardir.

M nin vefali olmasi her m € M i¢in mra(s) = 0 olmasini gerektirir bu da ra(s) =0

olmasina denktir. Bu ise ispat1 bitirir. a

TM)={meM | ma=0 baz 0+# a € R} bir M modiiliiniin tiim torsion

elemanlarinin kiimesi olsun.

Teorem 4.1.8. [3]. R, sifirin sifirdan farkli boleni olmayacak sekilde bir halka ve
M bir a-indirgenmis modiil olsun. O zaman T (M), M nin bir a-indirgenmis alt

modiiliidiir.

Ispat: Oncelikle ispat etmemiz gereken 7' (M) nin M nin alt modiilii oldugudur.
my,my € T(M) ve r € R olsun. Ispat igin m; —my nin ve mr nin T(M) ye
ait oldugunu gostermeliyiz. mt; = 0 ve myty = 0 olacak sekilde sifirdan farkli

t1,t> € R vardir. Sonug 4.1.2 den mRt; = 0 dir. Ozel olarak mt2t; = 0 ve matyt; =0
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dir. O halde (m; —my)tt; = 0 ve boylece my —my € T(M) olur. myt; =0 oldugunu
kabul edelim. O zaman m;Rt; = 0 olur. Bdylece her r € R igin myr € T(M)
olur. a-indirgenmis modiillerin alt modiilleri ¢t-indirgenmis oldugundan 7'(M) de

o-indirgenmis modiil olur. O

Teorem 4.1.9. [3]. R sifirdan farkli boleni olmayacak sekilde o-indirgenmis bir
halka olsun. O zaman M nin o-indirgenmis modiil olmasi icin gerek ve yeter kosul
T (M) nin a-indirgenmis modiil olmasidr.

Ispat: M o-indirgenmis modiil olsun. T(M), M nin alt modiilii oldugundan
Onerme 4.1.5 ten T(M) de bir o-indirgenmis modiil olur. Karsit olarak T (M)
o-indirgenmis modiil olsun. ma = 0 olacak sekilde 0 #m € M ve 0 £a € R
olsun. mRNMa = 0 oldugunu ispatlayacagiz. mr = m'a € mR N Ma olsun. Bu
esitligi sagdan a ile carparsak mra = m'a® elde edili. m € T(M) ve T(M) nin
a-indirgenmig olmasindan dolay1 Sonug 4.1.2 geregi mRa = 0 elde edilir. Boylece
0 = mra = m'a* dir. Buradan m’ € T(M) olur. Tekrar Sonug 4.1.2 den m'a®? = 0

olmast m’a = 0 durumunu gerektirir. Bu da ispati tamamlar. O

R halkasinin regiiler elemani, sifir boleni olmayan sifirdan farkli eleman
anlamindadir. S, R nin regiiler merkezcil elemanlarini igeren bir carpimsal kapali
alt kiimesi olsun. R ve M yi S ye gore lokalize ediyoruz (yerellestiriyoruz) ve
S~'Mg_1 4 lokalizasyonunun (yerellestirmesinin) o-indirgenmis olmasi durumuna
bakacagiz.

Eger oo : R — R bir halka homomorfizmasi ise
Sla:ST'R— S7'R;5 'a(a/s) = a(a)/s

olacak sekilde bir halka homomorfizmasidir. Acik¢a bu doniisimii o ile

gosterebiliriz.

Onerme 4.1.10. [3]. S, R nin regiiler merkezcil elemanlarini iceren carpimsal
kapalt bir alt kiimesi olsun. Mg modiilii a-indirgenmistir ancak ve ancak S™' M1 4

a-indirgenmistir.
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Ispat: My a-indirgenmis modiil olsun ve m/s € S™'M, a/t € S™'R olmak iizere,
S~'M de (m/s)(a/t) = 0 olsun. Buradan ma = 0 olur. Kabulden mR N Ma = 0 dur.
Ispati tamamlamak icin, (m/s)(S'R) N (S~'M)(a/t) = 0 oldugunu gostermeliyiz.
(m/s)(c/u) € (mM'/s'""'R)N (S~'M)(a/t) olsun. O halde mcs'r = m'astu € mR N
Ma = 0 dur. Boylece (m/s)(c/u) = (m'/s")(a/t) = 0 olur. O

Sonuc¢ 4.1.11. [3]. Bir M modiilii icin, M[x|gy in o-indirgenmis olmast igin gerek
ve yeter kosul M[x,x*I]R[x’xq] in a-indirgenmis olmasidur.

Ispat: S = {1,x,x?,...} olsun. O halde S, R[x] in regiiler merkezil elemanlarim
iceren carpimsal kapali bir alt kiimesi olur. S~'M[x] = M[x,x"!] ve S"!R[x] =

R[x,x"!] oldugundan Onerme 4.1.10 geregi ispat aciktir. O

Lemma 4.1.12. [3]. M bir a-indirgenmis modiil olsun. Her n € N, m € M ve
i=1,2,3,....n, a; € R olmak iizere o € S, permiitasyonu icin ma;...a, = 0 dir
ancak ve ancak m € M i¢in magy)...ag(,) = 0 dur.

Ispat: (=). Acik.

(«<). meM, a; € Rve 0 €5, olmak lizere ma1)...dg(,) = 0 0ldugunu varsayalim.
Teorem 4.1.1(3)(b) den, M o-indirgenmis oldugundan her m € M ve a,b € R
icin mab = 0 olmast mba = 0 olmasin1 gerektirirr. Buradan n =1 ve n = 2
icin iddia agikti. n = 3 ve majazaz = 0 olsun. majaraz = m(a;)(azaz) =0
den m(aza,)(a;) =0 dir. (may)(a3z)(a;) = 0 olmast (may)(a;)(a3) = 0 olmasini
gerektirir. Boylece iddiamiz o7 = (123) ve 0, = (12) igin saglanir. S5 iin herhangi
bir bagka eleman1 o7 ve o0, devirlerinin bir bilegkesidir boylece n = 3 icin istenen
elde edildi. n > 3 i¢in S, =< (12),(12...n) > alindig1 zaman R deki ¢arpmanin

birlesme 6zelliginden ispat biter. O

Lemma 4.1.13. [3]. M bir a-indirgenmis modiil olsun. Asagidakiler denktir:
(1). m € M, a; € R olmak iizere mayas...a, =0 dir.

(2). Her iy, ...,i, € N icin mo' (a1) o2 (ay)...a" (a,) = 0 dur.
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ispat: 1spat icin "maj...ai_1a;aiy1...a, = 0 dir ancak ve ancak her i icin
maj...ai—10(a;)ait...a, = 0 dir" denkligini gostermek yeter. Bu ise M nin

o-indirgenmis olmasi ile birlikte Lemma 4.1.12 kullanilarak kolayca goriiliir. O

Daha once tanimladigimiz gibi eger her a,b € R i¢in ab = 0 olmasi1 aRb = 0

olmasini gerektiriyorsa R halkasina yaridegismeli denir [Tanim 2.1.8].

Tanmim 4.1.14. [2]. Her a,b € R igin eger ab = 0 olmast aR¢(b) = 0 olmasini

gerektiriyorsa R halkasina o-yaridegismeli denir.

Tamim 4.1.15. [2]. Eger her m € M ve a € R igin ma = 0 olmas1 mRa(a) =0

olmasin gerektiriyorsa M modiiliine o-yaridegismeli denir.

Eger bir M modiilii 1-yaridegismeli ise M modiiliine o-yaridegismeli modiil denir

[2].

Teorem 4.1.16. [3]. M modiiliiniin o-indirgenmis olmast icin gerek ve yeter kosul

M nin o-yaridegismeli ve kati olmasidur.

Ispat: Tanimlar, Teorem 4.1.1 ve Sonug 4.1.4 ten acik. O

Lemma 4.1.17. [3]. M bir a-indirgenmis modiil olsun. m(x) = E mix' € M|[x; a]]
i=0
ve f(x) = ¥ ajx/, g(x) = ¥ bx* € R[[x; )] igin m(x) f(x)g(x) = O ise her i, j ve
j=0 k=0
k igin m;ot’ (a;) o (by) = 0 = mja;by, dir.

Sonuc 4.1.18. [3]. M bir o-indirgenmis modiil olsun. m(x) = E mix' € M[[x; o]

i=0

ve fi(x) = ¥ a;xt, fo(x) = i apx”, .. fu(x) = E a;x'n € R[[x;a]] olsun.
J1=0 J2=0 Jn=0
Eger m(x) f1(x) f2(x)...fu(x) = 0 ise 0 zaman her i, ji, ..., j, igin

miai(ajl )aiJrjl (ajz)”'O‘iJrjﬁ..'Jrj’k1 (ajn) =0=majaj,..a;,

dir.
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Uyar1 4.1.19. [3]. S, a(S) C S ve Mg C Lg olacak sekilde 1g € S ve oe € End(R)
olmak tizere bir R halkasun bir alt halkast olsun. Lr o-indirgenmis ise Ms de

o-indirgenmigtir. Eger o € End(R) ise
R{[d] — R[x]): ) ajp’ — ) au(a))x!
=0 =0

ile tammli déniisiim R[[x]] halkasinin bir endomorfizmasidur.

Simdi bir M modiiliiniin skew (Laurent) polinomlarinin geniglemelerinin ve
M skew (Laurent) kuvvet serilerinin genislemelerinin @-indirgenmis oldugunu

belirleyecegiz.

Teorem 4.1.20. [3]. Bir M modiilii icin asagidakiler denktir:
(1). Mg a-indirgenmistir.

(2). M[x|g,, o-indirgenmistir.

(3). M[|x HRH] o-indirgenmigtir.

). M[x,x g e -indirgenmigtir.

(5). M[x,x H -1

Ispat: (1) & (2) Teorem 3.3.3 te @ = 1 alinirsa Mg Oc—indirgenmi§tir ancak ve

Qa-indirgenmigtir.

ancak M (x|, indirgenmistir. m(x) = ): mix' € M[x] ve f(x) = Z ajx’ € R[x]
olmak iizere m(x) f(x) = 0 ancak ve ancak m( )ou(f(x)) =0 oldugu gostenlmeh ve
ikinci ozellik i¢in m;a; = 0 dir ancak ve ancak m;¢t(a;) = 0 oldugu gosterilmelidir.
Bu ise Lemma 4.1.13 ten agiktir.

(2) < (3). Sonug 4.1.11 den elde edilir.

(1) & (4). Teorem 3.3.3 te o = 1 aliur ve 2.durum i¢in Lemma 4.1.13 kullanilir.
(4) < (1). Uyar1 4.1.19 dan elde edilir.

(4) < (5). ST'M[x] in elemanlan % 5‘,0 a;x formundaki M[[x,x !]}in tiim

elemanlarindan olustugundan Onerme 4.1.10 dan ispat tamamlanir. a

o = 1 alinirsa Teorem 4.1.20 den agagidakiler denktir:
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(1). M indirgenmistir.
(2). M|x| indirgenmistir.
(3). M([|x]] indirgenmistir.

4). M|

(5). M([[x,x']] indirgenmistir.

x,x~ '] indirgenmistir.

Sonug 4.1.21. [3]. Bir M modiilii igin asagidakiler denktir:
(1). M, a-indirgenmistir.

2).M
(3).M
4. M
(5). M||x
6). M
(7. M

X; QR O-indirgenmistir.

[x; atl]Ry., Ct-indirgenmistir.

x|, O-indirgenmistir.

R Ot-indirgenmistir.
(1] genmiy

xx g Ry1 O-indirgenmistir.

[x 1] Ryt o-indirgenmigtir.

(8). o € Aut(R) olmak iizere M [x;x*1 ;AR indirgenmistir.

[x;x_] sal

9). o € Aut(R) olmak iizere M[[x;x~'; a]|r indirgenmistir.
N

[x—Lia]]
Ispat: Teorem 3.3.3 ve Teorem 4.1.20 den elde edilir. O

Tamim 4.1.22. [20]. Bir M modiilii asagidaki 6zellikleri sagliyorsa o-Armendariz

modiil olarak adlandirilir.

(1) Her m € M ve a € R i¢in ma = 0 dir ancak ve ancak ma(a) = 0 dur.
n . s .
(2) Her m(x) = Y. mix' € Mlx,a] ve f(x) = ¥, ajx/ € R[x;a] igin m(x) f(x) =0,
i=0 '

J=0
her i ve j i¢in m;ct'(a;) = 0 olmasini gerektirir.

Eger bir M modiilii 1-Armendariz ise M Armendariz’dir. [14] ten her m(x) =
i mix' € M[x,a] ve f(x) = Z a;x’ € R[x;a igin m(x)f(x) = 0 olmast her i
lV:eO J igin mio(a;) =0 olmasjl;u gerektirir. Her o-Armendariz modiil o-skew
Armendariz’ dir. Baz1 pozitif n tamsayilar1 ve o = 1 olacak sekilde R halkasinin

bir o endomorfizmasi icin R ¢-skew Armendariz’dir [12] ve [14]; R halkas1
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tizerinde her M modiilii ot-Skew’dir ancak ve ancak R|x] iizerinde M|x] o-Skew

Armendariz’dir [21].

Teorem 4.1.23. [3]. M bir a-indirgenmis modiil olsun. O halde M o-skew
Armendariz modiildiir. Ozel olarak M indirgenmis bir modiil ise o zaman M bir

Armendariz modiildiir.

. n , s .
Ispat: M o-indirgenmis modiil m(x) = Y mix' € M[x,a] ve f(x) = ¥ ajx’/ €
i=0 j=0
R[x;a] olsun. Eger m(x)f(x) = 0 ise her i ve j i¢cin Lemma 4.1.17 den
m;a'(a;) = 0 dir. Buradan M o-skew Armendariz modiil olur. Ozel olarak o = 1

ise M Armendariz modiil olur. O

4.2. Indirgenmis ve Armendariz Modiiller

Ornek 4.2.1. [19]. indirgenmis modiillerin 6zel 6rnekleri verilebilir:

(1). R nin bir indirgenmis halka olmasi1 icin gerek ve yeter kosul Rg nin bir
indirgenmig modiil olmasidir.

(2). Bir indirgenmis modiiliin her alt modiilii indirgenmistir. Ozel olarak, I, R
indirgenmis halkasinin bir sag ideali ise /g bir indirgenmis modiil olur.

(3). p bir asal say1 ve n > 1 olsun. O zaman p"~'Z, 7, tizerinde bir indirgenmis
modiil olur.

(4). Indirgenmis R-modiillerin her direk ¢arpimui indirgenmis R-modiildiir.

(5). Z tuzerinde bir M modiiliiniin indirgenmis olmasi icin gerek ve yeter kosul
m € M i¢in m nin torsion-free veya m kare-es olmasidir. Ozel olarak, n > 1 icin Z,
nin Z iizerinde bir indirgenmis modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul n nin kare-es

olmasidir.

Uyar14.2.2. [19]. Is€R, a € End(S), a(R) C (R) ve Mg C Lg olacak sekilde R,
bir S halkasinin bir alt halkast olsun. Eger Lg o-indirgenmis modiil ise, o zaman

Mg de bir o-indirgenmis modiildiir.
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Not 4.2.3. M, (R), R iizerinde n x n tipindeki matrislerin halkasi, I, n X n tipinde
birim matris, Mg modiilii ve A = (a;j) € M, (R) icin {MA = (ma;;) : m € M} olsun.

n>2icin {E;;:1<1i,j<n} birim matris ve
V,.(R) = RI,+RV + ...+ RV""!
ve
V(M) =ML, + MV ...+ MV""!

olmak iizere

n—1

V=Y Eii

i=1
olsun. O halde V,,(R) bir halka ve matrislerde toplama ve ¢arpma islemlerine gire
Va(M), V,(R) iizerinde bir sag modiil olur.

0(rol, +rV+... —I—rn,lV"_]) = (ro+rx+... —I—rn,lx”_l)—&— (x")

seklinde tamumli 6 : V,(R) — R[x|/x" halka izomorfizmasi ve her W € V,(M) ve
A €V,(R) icin §(WA) = ¢(W)O(A) olacak sekilde

& (mol, +miV + ...+ m, V"D (mo +myx+ ...+ my,_1xX" 1) + Mx]x"

ile tanimli

¢ : V(M) — Mx]/(M(x)(x"))

Abelian grup izomorfizmast vardir. Daha énce de tammladigimz gibi m(x) =
K . t .

Y mix' € M[x| ve f(x) = ¥ aix' € R[x] olmak iizere m(x) f (x) = 0 oldugunda her i

i=0 i=0

ve j icin mi(aj) = 0 oluyorsa M modiiliine Armendariz modiil denir [Tanim 3.3.10].

Lemma 3.3.1 den her indirgenmis modiil Armendariz modiildiir.

Teorem 4.2.4. [19]. n > 2 ve n € Z olsun. Mg modiiliiniin indirgenmis olmast
icin gerek ve yeter kosul M(x]/M|x|(x") modiiliiniin R[x]/(x") iizerinde bir sag

Armendariz modiil olmasidir.
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Ispat: Yukaridaki aciklamalardan, My nin indirgenmis bir modiil olmas icin gerek

ve yeter kosul V,,(M)y, () nin Armendariz olmasidur.
(«<). ma =0 fakat m,m’ € M ve a,r € R i¢in mr = m'a # 0 olsun. O halde
(ml,) — (M'Ey »)x € V(M) [x],
(al,) — (rE1 5)x € Vu(R)[x],
[(ml) = (m'Evp)x][(aln) — (rE10)x] = 0
fakat (ml,)(rE; ) = (mr)E, , # 0 dir. Boylece V,,(M)y, r) Armendariz degildir.

s . S .

(=). Wx) = Y W' € Vo,(M)[x] ve A(x) = Y Aix' € V,(R)[x] olmak iizere
i=0 i=0

W (x)A(x) = 0 oldugunu kabul edelim. i =0, 1,..., s igin

Wi = mo L, +m OV 4 .. 4m,_ Dy

ve
A= a()(i)]n —i—al(i)V —+ ... —|—a,,,1(i)V”_l

olsun. i =0,1,....n—1, m;(x) = m O+ mWx 4+ .+ m;Ox ve ai(x) = a;0 +

aiVx+ ...+ a;¥)x° olmak iizere W (x)A(x) = 0 olmasindan,

[mo (X)L, +my (x)V + ... +my_y (x)V"_l] [ao(x) ], +ay (X)V + ...+ a,—; (x)V"_l] =0

dir ve boylece k =0,1,...,n— 1 i¢in

Y mi(x)a;(x)=0
i+j=k

dir. 0 < i+ j </ olmak iizere her i, j i¢in 0 < [ <n—1 ve m;(x)a;(x) = 0 oldugunu
kabul edelim.

(1) mo(x)az1(x) +my(x)a;(x) + ... +my(x)ai (x) +my (x)ag(x) =0
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My indirgenmis modiil oldugundan Sonug 3.3.4 ten M[x,x"] Rlx1) Indirgenmisg

modiildiir. Boylece Uyar1 4.2.2 den M(x]| indirgenmis modiildiir. O halde,
2) 0<i+j<I

olmak iizere her i, j i¢in m;(x)R[x]a;(x) = 0 dir. (1) esitligini sagdan ag(x) ile
carparsak (2) den,
myy1 (x)ao(x)2 =0
elde edilir. M([x]gy indirgenmis modiil oldugundan ;1 (x)ao(x) = 0 dir. Boylece
(1) den,
(3)  mo(x)az(x) +my(x)a;(x)+ ... +my(x)a;(x) =0

elde edilir. (3) esitligini sagdan a; (x) ile ¢arpalim ve (2) esitliginden
mi(x)ay (x)* =0
elde edilir ve boylece m (x)a; (x) = 0 olur. Benzer sekilde devam edilirse
myi1(x)ao(x) = my(x)a; (x) = ... = mp(x)a+1(x) =0

elde edilir. 0 < i+ j <[+ 1 olmak iizere her i, j i¢in m;(x)a;(x) = O ispatlanmig
olur. Tumevarimla 0 < i+ j < n— 1 olmak iizere her i, j icin m;(x)a;(x) = 0 elde
edilir. Lemma 3.3.1 den O < i+ j < n—1 olacak sekilde her i, j ve her 0 < u,v < s
icin

mi(”)aj(v) -0
olur. Buise i,j=0,...,s icin W;A; = 0 olmasin1 gerektirir. Boylece V,(M)y, g

Armendarizdir. O

Sonuc 4.2.5. [19]. n > 2 bir tamsay! olsun. R nin o-indirgenmig bir halka olmasi

icin gerek ve yeter kosul R[x;x '] in indirgenmis olmasidur.

Teorem 4.2.6. [4]. n > 2 bir tamsay: olsun. R nin indirgenmis bir halka olmasi

icin gerek ve yeter kosul R[x]/(x") in Armendariz olmasidr.
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Ispat: (=). R[x]/(x") Armendariz olsun. 7" = 0 olacak sekilde € R olsun. rile X

yer degistirilirse, 7" herhangi bir degisken olmak iizere
0=r"—X"T"= (r—xT) (" '+ 2T + ... +3 1771

dir. R[x]/(x") Armendariz oldugundan r¥"~! = 0 ve bdylece r = 0 olur. O halde R
indirgenmisgtir.

(<). R indirgenmis olsun. R[x]/(x") deki X y1 u ile gosterelim. O halde u yu
R nin elemanlar ile yer degistirirsek R[x]/(x") = R[u] = R+ Ru + ... + Ru""!
ve " = 0 elde edilir. fg = 0 olacak sekilde f,g € R[u|[T] olsun. f;,g; € R[T]
olmak iizere f = fo+ fiu+ ...+ fo "' ve g = go+ g1u+ ... + g, 11"~ ' olarak
yazabiliriz. i+ j > n olmak iizere fiu/ ve g;u’ i¢in fu' nin katsayilart u'™/ = 0
oldugundan g;u/ nin katsayilarinin sifirflayamidir. i+ j < n oldugundan fig; =0
oldugunu gostermeliyiz ve boylece R indirgenmis oldugundan Armendariz olur. f;
nin katsayilar1 g; nin katsayilarinin sifirlayanlaridir. O halde f nin katsayilar1 g nin

katsayilarinin sifirlayanlaridir.
0=fg=(fot+ fiut ...+ fur ") (go+gru+ ...+ gnr" ")

= fogo+ (fog1 + figo)u+ (foga+ 181+ fo80)u” + ... + (fogn1+ . + fu_180)u" !

olur. Boylece

0= fogo = f180 = fog2+ f1&1+ f280 = ... = fo&n—1+ ...+ fu—180

elde edilir. Lemma 3.3.15 in ispat1 ile eger i + j < n ise fig; = 0 olur. a
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