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ÖZET

NEUTRİX CALCULUS’UN DİSTRİBÜSYONLARIN
KOMPOZİSYONU ÜZERİNE BAZI UYGULAMALARI

Emine ÇAKMAKCI

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dalı
Tez Danışmanı: Doç. Dr. İnci EGE

2016, 33 sayfa

Distribüsyonların kompozisyonu, distribüsyon teorisinin geliştirildiği ilk
günlerden itibaren üzerinde çalışılan bir problemdir. İngiliz matematikçi
Brian Fisher, Van Der Corput’un geliştirdiği neutrix kavramını kullanarak
distribüsyonların neutrix kompozisyonunu tanımlamıştır. Bu çalışmada
bazı distribüsyonların neutrix kompozisyonlarının varlığını göstermek ve
kompozisyonlarını hesaplamak amaçlanmaktadır.

Tez dört bölümden oluşmaktadır.
Birinci ve ikinci bölümde, giriş ve distribüsyon tanımını verebilmek için gerekli
olan test fonksiyonlar uzayı tanımlanmış daha sonra da distribüsyon uzayı ve bazı
özellikleri incelenmiştir.

Çalışmanın üçüncü bölümünde, neutrix ve neutrix limit kavramları örnekleri ile
birlikte verilmiştir.

Son bölümde ise öncelikle neutrix kavramının distribüsyonların kompozisyonunu
tanımlamada nasıl kullanıldığına yer verilmiş daha sonra da x−s

− lnx− ve xr
+

distribüsyonlarının neutrix kompozisyonu ile x−s
− lnmx− ve H(x) distribüsyonların

neutrix kompozisyonları hesaplanmıştır.

Anahtar Sözcükler
Neutrix, neutrix limit, distribüsyon, neutrix kompozisyon
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ABSTRACT

SOME APPLICATIONS OF NEUTRIX CALCULUS TO COMPOSITION
OF DISTRIBUTIONS

Emine ÇAKMAKCI

M.Sc. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Assist. Prof. İnci EGE

2016, 33 pages

The Composition of distributions is a problem studied from the earliest days of the
development of the distribution theory. British mathematician Brian Fisher defined
the neutrix composition of distributions using the concept of neutrix limit has been
developed by Van Der Corput. In this study, it is intended to show the existence
of some distribution of neutrix composition and to calculate compositions of these
distributions.

The thesis consists of four chapters.
In the first and second chapter, entry and test functions space, which is necessary
to give the definition of distribution, have been defined and after the distribution
space and its some properties have been investigated.

In the third chapter, neutrix and neutrix limit concepts have been given with
examples.

In the last chapter, how to use the concept of the neutrix on the defining of the
composition of distributions has been given and then the neutrix composition of
distributions x−s

− lnx− and xr
+, x−s

− lnm x− and H(x) have been calculated.

Key Words
Neutrix, neutrix limit, distribution, composition of neutrix
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1. GİRİŞ

Distribüsyonlar teorisi ilk olarak Sobolev tarafından verilmiş ve daha sonra

L. Shwartz tarafından sistematik olarak geliştirilmiştir [17]. Distribüsyon

kavramı; fonksiyonel analiz, uygulamalı matematik gibi matematiksel disiplinlerde

kullanılmasının yanında fizik ve mühendislik gibi alanlarda da kendine geniş bir

yer bulmuştur [5,6,10,15].

Test fonksiyonları üzerinde verilen toplama, skalerle çarpma işlemleri keyfi

distribüsyonlara genişletilebilirken; çarpma, kompozisyon ya da değişken

değiştirme gibi işlemler sadece belirli distribüsyonlar için yapılabilmektedir.

Örneğin, δ 2 ya da
√

δ gibi ifadelerin tanımlanmasında distribüsyon teorisi tek

başına yeterli değildir. Bu sebeple matematikciler yeni matematiksel yaklaşımlar

geliştirmişlerdir. Bunlardan bir tanesi de B. Fisher tarafından neutrix kavramı

kullanılarak verilen distribüsyonların kompozisyonu tanımıdır [13].

Neutrix kavramı van Der Corput tarafından geliştirilmiştir [3]. Yakınsak olmayan

integrallerden, uygun olarak tanımlanmış ıraksak parçanın atılması ile elde

edilen sonlu parça Hadamard sonlu toplam olarak adlandırılır [12]. Hadamard

metodu neutrix calculus’un bir uygulaması şeklinde düşünülebilir. Hazırlanan bu

yüksek lisans tezinde x−s
− lnx− ile xr

+ distribüsyonlarının neutrix kompozisyonunun

ve x−s
− lnm x− ile H(x) distribüsyonlarının neutrix kompozisyonlarının varlığı

gösterilerek sonuçları hesaplanmıştır.
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2. DİSTRİBÜSYON UZAYI

2.1. Giriş

Bu bölümde test fonksiyonları uzayı üzerinde tanımlı distribüsyonların bazı temel

özellikleri verilecektir.

2.2. Test Fonksiyonları ve Distribüsyonlar

Gerçel sayılar kümesi üzerinde tanımlı gerçel(veya karmaşık) değerli bir ϕ

fonksiyonunun desteği {x ∈ R : ϕ(x) 6= 0} noktalar kümesinin kapanışıdır ve

suppϕ ile gösterilir. Her mertebeden türevlenebilen gerçel değerli ve desteği

kompakt olan bir fonksiyona test fonksiyonu denir. Test fonksiyonları kümesi

üzerinde tanımlanan toplama ve skalerle çarpma işlemi ile doğrusal bir uzaydır ve

D ile gösterilir.

{ϕn} ⊂ D test fonksiyonlarının bir dizisi olsun. Eğer her n için ϕn fonksiyonları

n’den bağımsız olarak aynı sınırlı bölge dışında sıfırlanıyor ve her mertebeden

türevleriyle birlikte sıfıra düzgün yakınsak oluyorsa {ϕn} dizisi D uzayında sıfıra

yakınsaktır denir.

Örnek 2.1.

ϕ(x) =

{
e(−

9
9−x2 ) |x|< 3,

0, |x| ≥ 3

fonksiyonunu göz önüne alalım. ϕ(x) her mertebeden türevlenebilir bir

fonksiyondur ve suppϕ = [−3,3] kümesidir. ϕ fonksiyonu yardımıyla tanımlanan

ϕn(x) = 1
n ϕ(x) (n = 1,2, ...) dizisi D uzayı içinde sıfıra yakınsar. Fakat ϕn(x) =

1
n ϕ( x

n) (n = 1,2, ...) ile tanımlanan {ϕn} dizisi bütün fonksiyonların dışında

sıfırlandığı ortak bir sınırlı bölge bulunamayacağından D uzayında sıfıra yakınsak

değildir.
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Tanım 2.2. [11] D test fonksiyonlar uzayı üzerinde tanımlı bir f fonksiyoneli

aşağıdaki koşulları sağlıyor ise f ’ye distribüsyon denir.

i. Her ϕ1,ϕ2 ∈ D fonksiyonları ve a1,a2 gerçel sayıları için

〈 f ,a1ϕ1 +a2ϕ2〉= a1〈 f ,ϕ1〉+a2〈 f ,ϕ2〉, ( f ’nin doğrusallığı)

ii. D uzayı içerisinde her sıfıra yakınsayan {ϕn} dizisi için {〈 f ,ϕn〉} gerçel sayı

dizisi de sıfıra yakınsar (f’nin sürekliliği).

D uzayı üzerinde tanımlı distribüsyonlar uzayı D′ ile gösterilir. Distribüsyona

örnek olarak keyfi yerel toplanabilir (R’nin sınırlı her alt aralığında mutlak

integrallenebilir) bir fonksiyonu alabiliriz. Keyfi bir ϕ test fonksiyonu için f

fonksiyonuna karşılık gelen distribüsyonu

〈 f ,ϕ〉=
∫

f (x)ϕ(x)dx (2.2.1)

ile tanımlarsak f fonksiyoneli Tanım 2.2’de verilen i ve ii koşullarını sağlar. Ayrıca

burada integral ϕ’nin desteği üzerinden alınmaktadır ve değeri sonludur. Böylece

R üzerinde tanımlı her yerel toplanabilir fonksiyon bir distribüsyon tanımlar.

(2.2.1) eşitliği ile tanımlanabilen distribüsyonlara regüler ve diğerlerine de

singüler denir.

Şimdi de (2.2.1) eşitliği ile ifade edilemeyen distribüsyonların varlığını gösterelim.

ϕ ∈ D olmak üzere f distribüsyonunu

〈 f ,ϕ〉= ϕ(0) (2.2.2)

ile tanımlayalım. Açık olarak f fonksiyoneli D uzayı üzerinde lineer ve süreklidir

ancak (2.2.1) biçiminde ifade edilemez. (2.2.2) eşitliği ile tanımlanan fonksiyonele

Dirac-delta distribüsyonu denir ve δ (x) ile gösterilir. Yani,

〈δ (x),ϕ(x)〉= ϕ(0)
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biçimindedir.

Genel olarak x0 ∈ R olmak üzere Dirac-delta distribüsyonu her ϕ ∈ D için

〈δ (x− x0),ϕ(x)〉= ϕ(x0) (2.2.3)

eşitliği ile tanımlıdır.

Eğer regüler bir f distribüsyonu

〈 f ,ϕ〉=C
∫

ϕ(x)dx =
∫

Cϕ(x)dx

biçiminde tanımlı ise f distribüsyonu sabit C distribüsyonu olarak adlandırılır.

Örneğin birim fonksiyona karşılık gelen distribüsyon

〈1,ϕ〉=
∫

ϕ(x)dx

biçiminde tanımlıdır.

2.3. Distribüsyonların Bazı Özellikleri

Tanımından da anlaşılabileceği gibi genel olarak verilen bir distribüsyonun bir

noktadaki değeri anlamlı değildir. Örneğin bir distribüsyonun x0 noktasında

sıfır olduğu söylenemez. Ancak, x0 noktasının bir U komşuluğunda sıfır olması

tanımlanabilir.

D uzayı içerisinde suppϕ ⊂U olan her ϕ test fonksiyonu için 〈 f ,ϕ〉= 0 oluyorsa

f distribüsyonu x0 noktasının bir U komşuluğunda sıfırlanıyor denir. Böylece bir

f (x) fonksiyonu x0 ∈ R noktasının bir U komşuluğunda hemen hemen heryerde

sıfır ise f fonksiyonuna karşılık gelen distribüsyon da bu U komşuluğunda

sıfırlanır. Dirac-delta δ (x− x1) singüler fonksiyonu x 6= x1 olan noktaların keyfi

bir komşuluğunda sıfıra eşitlenir.

Eğer bir f distribüsyonu x0 noktasının herhangi bir komşuluğunda sıfırlanmıyorsa

x0’a f distribüsyonunun esas noktası denir. f distribüsyonunun esas noktalarının

oluşturduğu küme f ’nin desteği olarak adlandırılır. S kümesi, f fonksiyonelinin

desteğini kapsayan bir kümeyse bu durumda f , S içinde yoğunlaşmıştır denir.
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Örnek 2.3. f : R −→ R, f (x) = x2 fonksiyonu için x0 = 0 bir esas noktadır.

Aslında, her x ∈ R noktası f (x) = x2 fonksiyonu için bir esas noktadır. Böylece

f ’nin desteği R gerçel sayılar kümesidir.

Sürekli ya da parçalı sürekli bir f (x) fonksiyonuna karşılık gelen regüler f

distribüsyonunun desteği f (x) 6= 0 olan noktalar kümesinin kapanışıdır.

Örnek 2.4.

δ (x) =
{

∞ : x = 0,
0 : x 6= 0

ile tanımlı Dirac-delta fonksiyonuna karşılık gelen ve x = 0 noktasında (2.2.3)

eşitliği ile tanımlı distribüsyonun desteği x0 = 0 tek nokta kümesidir.

f ve g keyfi iki distribüsyon ve U ⊂ R açık bir küme olsun. f −g farkı U kümesi

üzerinde sıfırlanıyor ise f ve g distribüsyonları U kümesi üzerinde çakışıktır denir.

Eğer f ve g distribüsyonları her noktanın keyfi bir komşuluğunda çakışırsa bu

durumda her ϕ ∈D için 〈 f ,ϕ〉= 〈g,ϕ〉 biçimindedir. Yani; yerel özellikleri bilinen

bir distribüsyon tek olarak belirlenebilir.

f ve g keyfi iki distribüsyon ve α ∈R olsun. f +g toplamı ve α f çarpımı sırasıyla

〈 f +g,ϕ〉= 〈 f ,ϕ〉+ 〈g,ϕ〉

ve

〈α f ,ϕ〉= α〈 f ,ϕ〉= 〈 f ,αϕ〉

biçiminde tanımlanır. Bu tanımla f +g ve α f fonksiyonelleri de birer distribüsyon

tanımlar. Böylece D′ doğrusal bir uzaydır. Ayrıca f ve g regüler ise f + g ve α f

distribüsyonları da regüler olur.

Genel olarak iki distribüsyonun çarpımı tanımlı olmamasına karşın bir distribüsyon

ile keyfi mertebeden türevlenebilir bir fonksiyonun çarpımı tanımlanabilir. Öyleyse

şimdi, verilen bir f distribüsyonunun sonsuz mertebeden türevlenebilen bir a(x)

fonksiyonu ile çarpımını tanımlayalım. İşe öncelikle şunu belirterek başlayalım:
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Sonsuz mertebeden türevlenebilen bir a(x) fonksiyonu ve D uzayı içerisindeki bir

ϕ(x) fonksiyonunun çarpımı olan ψ(x) = a(x)ϕ(x) fonksiyonu yine D uzayındadır.

Ayrıca ϕv(x) fonksiyonlar dizisi D uzayı içinde sıfıra yakınsak ise a(x)ϕv(x) dizisi

de yine D içinde sıfıra yakınsar. Buradan a f çarpımı her ϕ ∈ D için

〈a f ,ϕ〉= 〈 f ,aϕ〉

eşitliği ile tanımlanır. a f fonksiyoneli doğrusaldır. Ayrıca a f sürekli bir

fonksiyoneldir. Çünkü eğer ϕv(x)−→ 0 ise a(x)ϕv(x)−→ 0 ve böylece

〈a f ,ϕv〉= 〈 f ,aϕv〉 −→ 0

elde edilir. Ayrıca,

〈a f ,ϕ〉= 〈 f ,aϕ〉 =
∫

f (x)[a(x)ϕ(x)]dx

=
∫
[a(x) f (x)]ϕ(x)dx

olduğundan yerel toplanabilir bir f (x) fonksiyonuna karşılık gelen f

distribüsyonunun sonsuz mertebeden türevlenebilir bir a(x) fonksiyonu ile

çarpımı, f (x)’in a(x) ile çarpımına karşılık gelen distribüsyon olur.

f , x0 noktasını bulundurmayan her kapalı aralıkta yerel toplanabilir bir fonksiyon

olmak üzere genel olarak ∫
f (x)ϕ(x)dx (2.3.4)

integrali ıraksaktır. Ancak ϕ test fonksiyonu x0’ın bir komşuluğunda sıfırlanırsa

(2.3.4) integrali yakınsak olur. Bu sonucu kullanarak yeni bir fonksiyonel inşa

edebilir miyiz sorusuna cevap verelim. Ayrıca, elde edilen bu fonksiyonel bir

distribüsyon tanımlasın ve x0 noktasının bir komşuluğunda sıfırlanan her ϕ ∈ D

için (2.3.4) integrali ile aynı değerde olsun. Bu tipteki fonksiyoneller f (x)’in
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regülerizasyonu (düzenlemesi) ya da (2.3.4) ıraksak integralin regülerizasyonu

olarak adlandırılır.

Örneğin f (x) = 1
x fonksiyonu için regülerizasyon a,b > 0 değerleri için

〈 f ,ϕ〉=
∫ −a

−∞

ϕ(x)
x

dx+
∫ b

−a

ϕ(x)−ϕ(0)
x

dx+
∫

∞

b

ϕ(x)
x

dx (2.3.5)

biçiminde verilebilir.

Regülerizasyon farklı bir yolla da tanımlanabilir: f (x) fonksiyonunun

regülerizasyonu, sürekli doğrusal bir fonksiyoneldir ve bu fonksiyonel x0 noktası

hariç her yerde f (x) ile çakışıktır. Gerçekten, x0’ın bir komşuluğunda sıfırlanan

her ϕ ∈ D test fonksiyonu için (2.3.4) eşitliği ile verilebilen bir f fonksiyoneli

varsa; bu durumda f , x1 6= x0 olan tüm noktalarda f (x) ile çakışıktır. Ayrıca, x0

noktası hariç f (x) ile çakışan f fonksiyoneli için (2.3.4) integral değeri, ϕ ∈ D

fonksiyonunun x0 noktasının bir komşuluğunda sıfırlanması koşuluyla korunur.

Böylece f fonksiyoneli f (x) fonksiyonunun bir regülerizasyonu olur.

Şimdi de, ıraksak integrallerin düzenlenmesi ile ilgili genel bir yöntem olarak

aşağıdaki önermeyi verelim. Kolaylık açısından, önermede x0 noktası olarak x0 = 0

alınacaktır.

Önerme 2.5. f (x)xm yerel toplanabilir olacak şekilde pozitif bir m > 0 tamsayısı

varsa (2.3.4) ıraksak integrali

〈 f ,ϕ〉=
∫

∞

−∞

f (x)
{

ϕ(x)−
[
ϕ(0)+ϕ

′(0)x+
ϕ ′′(0).x2

2!
+...+

ϕm(0).xm

m!

]
H(1−x)

}
dx

(2.3.6)

biçiminde düzenlenebilir.

İspat. H(1− x) fonksiyonu

H(1− x) =
{

0, x > 1
1, x < 1

eşitliği ile tanımlı olmak üzere x = 0 noktası dışında her yerde yerel toplanabilir

bir fonksiyon olan f (x)’in regülerizasyonunun

〈 f ,ϕ〉=
∫

f (x)
{

ϕ(x)−
[
ϕ(0)+ϕ

′(0)x+
ϕ ′′(0).x2

2!
+...+

ϕm(0).xm

m!

]
H(1−x)

}
dx
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eşitliği ile verilebileceğini gösterelim.

(2.3.6) integrali her ϕ ∈ D test fonksiyonu için yakınsaktır ve sürekli doğrusal bir

fonksiyonel tanımlar. Ayrıca ϕ fonksiyonu x0 = 0 noktasının bir komşuluğunda

sıfırlanıyorsa (2.3.6) integrali yakınsak

〈 f ,ϕ〉=
∫

f (x)ϕ(x)dx

integrali biçimini alır. Bu durumda f fonksiyoneli, f (x) fonksiyonu ile x = 0

noktası dışında her yerde çakışır. Böylece f (x) fonksiyonuna karşılık gelen

distribüsyon (2.3.6) eşitliği ile verilebilir. 2

2.4. Distribüsyonların Türevi

Klasik analizde fonksiyonların her zaman türevlenebilir olmadığını biliyoruz.

Ancak bu durumun tersine, bir distribüsyonun türevinin her zaman ve her

mertebeden var olduğunu ve yine bir distribüsyon tanımladığını göstereceğiz.

Distribüsyonun türevinin tanımını verebilmek için öncelikle birinci mertebeden

sürekli türeve sahip bir f (x) fonksiyonu yardımıyla elde edilen

〈 f ′,ϕ〉=
∫

∞

−∞

f ′(x)ϕ(x)dx

eşitliğini göz önüne alalım. Burada ϕ test fonksiyonu olduğunda [a,b] kapalı

aralığı dışında sıfıra eşitlendiği hatırlanarak kısmi integrasyon kuralı uygulanırsa

〈 f ′,ϕ〉 = f (x)ϕ(x)|∞−∞−
∫

∞

−∞

f (x)ϕ ′(x)dx

= 〈 f ,−ϕ
′〉

eşitliği elde edilir.

Şimdi bu eşitlik yardımıyla bir distribüsyonun türevi tanımını verelim.

f , D üzerinde tanımlı sürekli doğrusal bir fonksiyonel olsun.

〈g,ϕ〉= 〈 f ,−ϕ
′〉 (2.4.7)

eşitliği ile tanımlı g fonksiyoneline f distribüsyonunun türevi denir ve f ′ ile

gösterilir.
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Gösterimimize uygun olarak f ′ fonksiyonelini∫
∞

−∞

f ′(x)ϕ(x)dx =−
∫

∞

−∞

f (x)ϕ ′(x)dx

biçiminde de ifade edebiliriz.

(2.4.7) eşitliği ile verilen g fonksiyonelinin bir distribüsyon tanımladığı

gösterilebilir. Böylece her distribüsyon bir türeve sahiptir. Genel olarak; verilen

bir f distribüsyonunun n. türevi her ϕ ∈ D için

〈 f (n)(x),ϕ(x)〉= (−1)n〈 f (x),ϕ(n)(x)〉

eşitliği ile tanımlanır.

Böylece verilen bir f distribüsyonunun her mertebeden türevi vardır.

Örnek 2.6. Heaviside fonksiyonu

H(x) =
{

1, x > 0
0, x < 0

eşitliği ile tanımlıdır ve yerel integrallenebilirdir. Heaviside fonksiyonuna karşılık

gelen distribüsyonu H ile tanımlayalım ve türevini bulalım. Her ϕ ∈ D için,

〈H′(x),ϕ(x)〉 = −〈H(x),ϕ ′(x)〉

= −
∫

∞

0
ϕ
′(x)dx = ϕ(0)

= 〈δ (x),ϕ(x)〉

olduğundan H ′(x) = δ (x) biçimindedir.

Genel olarak δ (x) distribüsyonunun n. türevi,

〈H(n+1)(x),ϕ(x)〉 = 〈δ (n)(x),ϕ(x)〉

= (−1)n
ϕ
(n)(0)

ile tanımlanır.
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Örnek 2.7.

xλ
+ =

{
xλ , x > 0
0, x < 0

eşitliği ile tanımlı xλ
+ fonksiyonuna karşılık gelen distribüsyon

−r−1 < λ <−r (r ∈ Z+) değerleri için Gel’fand ve Shilov tarafından

〈xλ
+,ϕ〉=

∫
∞

0
xλ

[
ϕ(x)−

r−1

∑
i=0

xi

i!
ϕ
(i)(0)

]
dx (2.4.8)

eşitliği ile tanımlanmıştır [11].

λ >−r−1 ve λ 6=−1,−2, ...,−r değerleri için (2.4.8) eşitliği

∫
∞

0
xλ

ϕ(x)dx =
∫ 1

0
xλ

[
ϕ(x)−ϕ(0)− xϕ

′(0)− .....− xr−1

(r−1)!
ϕ

r−1(0)
]
dx

+
∫

∞

1
xλ

ϕ(x)dx+
r

∑
k=1

ϕk−1(0)
(k−1)!(λ + k)

(2.4.9)

biçiminde de ifade edilebilir. Ayrıca (2.4.9) eşitliğini

∫
∞

0
xλ

ϕ(x)dx =
∫ 1

0
xλ

[
ϕ(x)−ϕ(0)− .....− xr−1

(r−1)!
ϕ

r−1(0)
]
dx

+
∫

∞

1
xλ

[
ϕ(x)−ϕ(0)− .....− xr−2

(r−2)!
ϕ

r−2(0)
]
dx

+
ϕ(r−1)(0)

(r−1)!(λ + r)

şeklinde yazarsak bu integralin λ =−r değeri için ıraksak olduğu görülür. Eşitliğin

sağ tarafındaki ıraksak kısım ihmal edildiğinde kalan integral yakınsak olur.

Böylece Gel’fand ve Shilov λ = −r değeri için x−r
+ fonksiyonuna karşılık gelen

dstribüsyonu

〈x−r
+ ,ϕ(x)〉=

∫
∞

0
x−r
[
ϕ(x)−ϕ(0)− .....− xr−1

(r−1)!
ϕ

r−1(0)H(1−x)
]
dx (2.4.10)



11

biçiminde tanımlamışlardır. Ancak burada x−r
+ distribüsyonunun xλ

+

distribüsyonunun λ = −r noktasındaki değeri olmadığını özellikle vurgulamamız

gerekir. Örneğin xλ
+ (λ 6=−1,−2, ...) distribüsyonu için

d
dx

xλ
+ = λxλ−1

+ (2.4.11)

eşitliği sağlanır. Fakat, r = 1,2, ... olmak üzere x−r
+ distribüsyonu için (2.4.11)

eşitliği geçerli değildir.

Çünkü her ϕ ∈ D için;

〈 d
dx

x−r
+ ,ϕ(x)〉 = −〈x−r

+ ,ϕ ′(x)〉

= −
∫

∞

0
x−r
[
ϕ
′(x)−ϕ

′(0)− .....− xr−1

(r−1)!
ϕ

r(0)H(1− x)
]
dx

= −
∫ 1

0
x−r
[
ϕ
′(x)−ϕ

′(0)− .....− xr−1

(r−1)!
ϕ

r(0)
]
dx

−
∫

∞

1
x−r
[
ϕ
′(x)−ϕ

′(0)− .....− xr−2

(r−2)!
ϕ

r−1(0)
]
dx

yazılır ve kısmi integral alınırsa

〈 d
dx

x−r
+ ,ϕ(x)〉 = −

∫
∞

0
rx−r−1

[
ϕ(x)−ϕ(0)− .....− xr

r!
ϕ

r(0)H(1− x)
]
dx

+
ϕ(r)(0)

r!

bulunur.

Bu sonuçtan yola çıkılarak

d
dx

x−r
+ =−rx−r−1

+ +
(−1)r

r!
δ

r(x)

eşitliği elde edilir [11].

xλ
+ fonksiyonunun λ0 noktası komşuluğunda Taylor serisi açılımına bakıldığında

karşımıza

xλ
+ lns x+ =

dsxλ
+

dλ s (s = 1,2, ...)
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eşitliği ile tanımlı distribüsyon çıkar. λ >−1 ve s = 1,2, ... değerleri için bu yerel

integrallenebilir bir fonksiyondur.

−r−1 < λ <−r, s = 1,2, ... değerleri için ϕ ∈ D olmak üzere

〈xλ
+ lns x+,ϕ〉 =

∫
∞

0
xλ lns x

[
ϕ(x)−

r−2

∑
i=0

ϕ(i)(0)
i!

xi− ...
ϕ(r−1)(0)
(r−1)!

H(1− x)xr−1
]
dx

+
(−1)ss!ϕ(r−1)(0)
(r−1)!(λ + r)s+1

Bu eşitliğin en sonundaki ifade λ =−r değeri için ıraksadığı açıktır.

Gelfand ve Shilov bu ıraksak parçayı yok sayarak geriye kalan integralle

F(x+,−r) lns x+ distribüsyonunu tanımlamışlardır. Yani ϕ ∈ D için

〈F(x+,−r) lns x+,ϕ(x)〉 =
∫

∞

0
x−r lns(x)

[
ϕ(x)−

r−2

∑
i=0

ϕ(i)(0)
i!

xi

− ϕ(r−1)(0)
(r−1)!

H(1− x)xr−1
]
dx

eşitliği ile tanımlanmıştır.

x−r
+ lns x+ fonksiyonuna karşılık gelen distribüsyona alternatif Özçağ ve Fisher

tarafından aşağıdaki gibi tanımlanmıştır [1].

Öncelikle x−1
+ lns x+ distribüsyonu

d
dx

(lns+1 x+) = (s+1)x−1
+ lns x+

eşitliği ile tanımlanmıştır. Genel olarak x−r
+ lns x+ distribüsyonunun r,s = 1,2, ...

değerleri için

x−r
+ lns x+ = F(x+,−r) lns x++

(−1)r

(r−1)!
ψs(r−1)δ (r−1)(x)

eşitliği ile tanımlanmıştır. Burada

ψs(r) =
{

0, r = 0
s∑

r
i=1

ψs−1(i)
i , r ≥ 1

ve ψ0(r) = ∑
r
i=1 i−1 dir.
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3. NEUTRIX VE NEUTRIX LİMİT

3.1. Tanımlar ve Örnekler

Bu bölümde üzerinde çalışacağımız bazı özel distribüsyonların kompozisyonunu

tanımlayabilmemiz için gerekli olan neutrix ve neutrix limitin tanımları yapılacak

ve örnekler verilecektir. Neutrix kavramı [3]’de verilmiştir. Hadamard sonlu

parçanın elde edilmesinde kullanılan yöntem, Neutrix Calculus’un bir uygulaması

olarak düşünülebilir.

Tanım 3.1. [3] N′ 6= /0 bir küme ve N′′ toplamsal değişmeli bir grup olsun.

f : N′→ N′′ biçimindeki fonksiyonların oluşturduğu toplamsal değişmeli grubu N

ile gösterelim. Eğer N içindeki tek sabit fonksiyon sıfır fonksiyonu ise, N kümesine

neutrix denir ve N içerisindeki fonksiyonlar da ihmal edilebilir fonksiyonlar olarak

adlandırılır.

Böylece f ∈ N ve her x ∈ N′ için f (x) = c(sabit) ise c = 0 olmalıdır.

Örnek 3.2. N′ tanım kümesi [0,1] = {x : 0≤ x≤ 1} kapalı aralığı ve N kümesi, N′

üzerinde tanımlı acosx+bx4 biçimindeki fonksiyonların oluşturduğu küme olsun.

O halde N bir neutrixtir. Gerçekten;

acosx+bx4 = c ise a = b = c = 0

elde edilir.

Örnek 3.3. Tanım kümesi N′ = (0,1) açık aralığı, değer kümesi N′′ = R

olmak üzere f (ε) = aε−1/2 +b(ln lnε−1)2 +o(ε) (a,b ∈R) biçiminde tanımlanan

fonksiyonların N kümesini göz önüne alalım. (o(ε) fonksiyonları limε→0 o(ε) = 0

şeklindedir). Bu durumda N bir neutrixtir. Gerçekten, ∀ε ∈ N′ için aε−1/2 +

b(ln lnε−1)2 +o(ε) = c ise a = b = c = 0 olur.

Tanım 3.4. [3] N′, X topolojik uzayının bir alt uzayı ve b noktası da N′ uzayına

ait olmayan bir limit noktası olsun. N = { f : N′→ N′′ | limx→b f (x) = c ise c = 0}
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kümesi ile toplamsal değişmeli N grubu tanımlansın. f N′ üzerinde tanımlı reel

(veya komplex) değerli bir fonksiyon olsun. Eğer f (x)− c ∈ N olacak şekilde bir

c sabiti bulunabiliyorsa, bu durumda c sabitine f (x) fonksiyonunun neutrix limiti

denir ve

N−lim
x→b

f (x) = c

ile gösterilir.

Not 3.5. Tanım 3.4’de verilen N kümesi bir neutrix tanımlar. Çünkü f ∈ N ve her

x ∈ N′ için f (x) = c ise bu durumda x→ b iken f (x) = c ve böylece c = 0 elde

edilir.

Not 3.6. Eğer neutrix limit varsa tektir. Gerçekten, N bir neutrix ve c1 ve c2 sayıları

f fonksiyonunun N neutrixine göre iki neutrix limiti ise neutrix limit tanımından

N−lim
x→b

f (x) = c1, N−lim
x→b

f (x) = c2

ve N toplamsal değişmeli bir grup olduğundan

( f (x)− c1)− ( f (x)− c2) = c2− c1 ∈ N

elde edilir. N kümesi neutrix olduğundan içindeki tek sabit fonksiyon sıfır

fonksiyonu olacağından

c2− c1 = 0 yani c1 = c2 bulunur.

Neutrix limit ile ilgili önemli sorulardan birisi de normal anlamda tanımlanan limit

ile neutrix limit arasında bir ilişkinin var olup olmadığına yöneliktir. Bu soruya

aşağıdaki örnek yardımıyla cevap verilebilir.

Örnek 3.7. N neutrixi limx→b f (x) = 0 koşulunu sağlayan fonksiyonlardan oluşan

bir küme olsun.

Bu durumda N bir neutrixdir ve x→ b için f (x) fonksiyonunun normal limiti c ise

neutrix limiti de vardır ve değeri c sayısıdır.
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Örnek 3.8. N neutrixi Örnek 3.3’deki gibi olsun.

f (ε) = 2ε
− 1

2 +
√

ε2 +4+5(ln lnε
−1)2

fonksiyonu için

f (ε)−2 ∈ N

olacağından

N−lim
ε→0

f (ε) = 2

olur.

Örnek 3.9. Tanım kümesi N′ = (0, 1
2) açık aralığı, değer kümesi N′′ = R olan

ε
λ lnr−1

ε, lnr
ε, o(ε) (λ < 0, r = 1,2, ...)

biçiminde ve ε → 0 için o(ε) → 0 olan fonksiyonların sonlu doğrusal

toplamlarından oluşan N neutrixini gözönüne alalım.

Beta fonksiyonu β (λ ,µ), λ ,µ > 0 değerleri için

β (λ ,µ) =
∫ 1

0
tλ−1(1− t)µ−1dt

şeklinde tanımlıdır [1]. λ > −r, µ > −s, λ 6= 0,−1, ...,−r + 1, µ 6=

0,−1, ...,−s+1 değerleri için Gel’fand ve Shilov β (λ ,µ) fonksiyonunu

β (λ ,µ) =
∫ 1

2

0
tλ−1

[
(1− t)µ−1−

r−1

∑
i=0

(−1)iΓ(µ)

i!Γ(µ− i)
t i
]
dt

+
r−1

∑
i=0

(−1)iΓ(µ)

2λ+ii!Γ(µ− i)(λ + i)
+

+
∫ 1

1
2

(1− t)µ−1
[
tλ−1−

s−1

∑
i=0

(−1)iΓ(λ )

i!Γ(λ − i)
(1− t)i

]
dt

+
s−1

∑
i=0

(−1)iΓ(λ )

2µ+ii!Γ(λ − i)(µ + i)

]
dt
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eşitliği ile tanımlamışlardır [11].

Şimdi λ >−r, µ >−s, λ 6= 0,−1, ...,−r+1, µ 6= 0,−1, ...−s+1 değerleri

için β (λ ,µ) fonksiyonunu neutrix limit yardımıyla tanımlayalım.∫ 1−ε

ε

tλ−1(1− t)µ−1dt =
∫ 1

2

ε

tλ−1
[
(1− t)µ−1−

r−1

∑
i=0

(−1)iΓ(µ)

Γ(µ− i)i!
t i
]
dt

+
r−1

∑
i=0

(−1)iΓ(µ)

i!(λ + i)Γ(µ− i)
(2−λ−i− ε

λ+i)

+
∫ 1−ε

1
2

(1− t)µ−1
[
tλ−1−

s−1

∑
i=0

(−1)iΓ(λ )

i!Γ(λ − i)
(1− t)i

]
dt

+
s−1

∑
i=0

(−1)iΓ(λ )

i!(µ + i)Γ(λ − i)
(2−µ−i− ε

µ+i)

olarak yazılır ve neutrix limite geçilirse β (λ ,µ) fonksiyonu

β (λ ,µ) = N−lim
ε→0

∫ 1−ε

ε

tλ−1(1− t)µ−1dt (3.1.1)

eşitliği ile tanımlanır [7].

Genel olarak β (λ ,µ) Beta fonksiyonunun tanımı tüm λ ve µ gerçel değerleri için

(3.1.1) eşitliği ile tanımlanabilir.

Şimdi, neutrix calculus’un distribüsyonlara uygulaması ile ilgili bir örnek verelim.

Örnek 3.10. N neutrixi, tanım kümesi N′ = (0,∞) olmak üzere örnek 3.9’da

verilen ihmal edilebilir fonksiyonlardan oluşan küme olarak alınsın. O zaman,

λ 6=−1,−2, ... değerleri ve her ϕ ∈ D için

〈xλ
+,ϕ〉= N−lim

ε→0

∫
∞

ε

xλ
ϕ(x)dx

biçimindedir [8]. Gerçekten; λ >−n−1, λ 6=−1,−2, ...,−n değerleri için∫
∞

ε

xλ
ϕ(x)dx =

∫ 1

ε

xλ
[
ϕ(x)−ϕ(0)− xϕ

′(0)− ...− xn−1

(n−1)!
ϕ
(n−1)(0)

]
dx

+
∫

∞

1
xλ

ϕ(x)dx+
n

∑
k=1

ϕ(k−1)(0)
(k−1)!(λ + k)

(1− ε
λ+k)

yazılır ve eşitliğin her iki tarafının neutrix limiti alınırsa istenen elde edilir.
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4. DİSTRİBÜSYONLARIN NEUTRİX KOMPOZİSYONU

4.1. Tanımlar ve Gösterimler

Kompozisyon tanımını vermeden önce, bir distribüsyona yakınsayan keyfi

mertebeden türevlenebilen fonksiyonların regüler bir dizisini oluşturacağız. Bunun

için ilk olarak; distribüsyon anlamında Dirac-delta δ (x) fonksiyonuna yakınsayan

regüler fonksiyonların bir dizisini kullanacağız. Böyle dizileri oluşturmanın

pek çok yolu vardır. Bu tezde, Temple tarafından geliştirilen δ -dizisinden

yararlanılacaktır.

ρ(x) fonksiyonu her mertebeden türevi olan ve aşağıdaki özellikleri sağlayan bir

fonksiyon olsun.

(i) ρ(x) = 0, |x| ≥ 1,

(ii) ρ(x)≥ 0,

(iii) ρ(x) = ρ(−x),

(iv)
∫ 1
−1 ρ(x)dx = 1.

Bu durumda n = 1,2, ... değerleri için δn(x) = nρ(nx) ile tanımlı {δn} dizisi her

mertebeden türevlenebilen ve Dirac-delta fonksiyonuna yakınsayan bir dizidir.

Not 4.1. Yukarıda verilen ρ(x) fonksiyonuna örnek olarak;

k−1 =
∫ 1

−1
e−(1−x2)−1

dx

olmak üzere

ρ(x) =
{

ke−(1−x2)−1
, |x|< 1

0, |x| ≥ 1

fonksiyonu verilebilir.

(a,b) aralığı üzerinde tanımlı her mertebeden türevli ve kompakt desteği (a,b)

içerisinde olan fonksiyonlar uzayını D(a,b) ile ve D(a,b) uzayı üzerinde tanımlı

distribüsyon uzayını D′(a,b) ile gösterelim.
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Keyfi bir f distribüsyonu için { fn} dizisini

fn(x) = ( f ∗δn)(x)

= 〈 f (t),δn(x− t)〉

=
∫ 1

n

− 1
n

f (x− t)δn(t)dt

biçiminde tanımlayalım. Böylece { fn} her mertebeden türevlenebilir

fonksiyonların bir dizisidir ve f distribüsyonuna yakınsar.

Neutrix kompozisyonun tanımında kullanılacak olan N neutrixi, tanım kümesi

N′ = Z+(pozitif tamsayılar kümesi), değer kümesi N′′ = R ve ihmal edilebilir

fonksiyonları

nλ lnr−1 n, lnr n, (λ > 0, r = 1,2, ...)

ile n → ∞ için sıfıra yakınsayan fonksiyonların sonlu doğrusal toplamlarından

oluşan kümedir.

Tanım 4.2. [2] F , D′ uzayı içerisinde bir distribüsyon, f yerel toplanabilir bir

fonksiyon ve n = 1,2, ... için {Fn(x)} dizisi Fn(x) = (F ∗ δn)(x) biçiminde tanımlı

olsun. Her ϕ ∈ D(a,b) için

N−lim
n→∞

∫
∞

−∞

Fn( f (x))ϕ(x)dx = 〈h(x),ϕ(x)〉

ise, (a,b) açık aralığı üzerinde F( f (x)) kompozisyonu vardır ve h distribüsyonuna

eşittir denir.

Tanım 4.3. [13, 14] F ve f fonksiyonları D′ uzayında iki distribüsyon ve m,n =

1,2, ... değerleri için Fn(x) = (F ∗ δn)(x) ve fm(x) = ( f ∗ δm)(x) ile tanımlı olsun.

Eğer her ϕ ∈ D(a,b) için

N−lim
n→∞

[
N−lim

m→∞

∫
∞

−∞

Fn( fm(x))ϕ(x)dx
]
= 〈h(x),ϕ(x)〉

ise, (a,b) açık aralığı üzerinde F( f (x)) kompozisyonu vardır ve h distribüsyonuna

eşittir denir.
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Not 4.4. Her sınırlı yerel toplanabilir f fonksiyonu için Tanım 4.3 Tanım 4.2’nin

bir genellemesidir.

Teorem 4.5. [16] s = 1,2, ... değerleri için [H(x)]−s distribüsyonu vardır ve

[H(x)]−s = H(x) (4.1.1)

biçimindedir.

Teorem 4.6. [16] s = 1,2, ... değerleri için [H(x)]−s
− ve [H(x)]−s

+ distribüsyonları

vardır ve

[H(x)]−s
− = 0 (4.1.2)

[H(x)]−s
+ = H(x) (4.1.3)

şeklinde tanımlıdır.

x−s
− ve x−1

− lnx− distribüsyonları s = 1,2, ... değerleri için

x−s
− =

(lnx−)(s)

(s−1)!
ve x−1

− lnx− =−1
2
(ln2 x−)′ (4.1.4)

eşitlikleri ile tanımlıdır [10]. Ayrıca x−s
+ ve x−1

+ lnx+ distribüsyonları s = 1,2, ...

değerleri için

x−s
+ =

(−1)s−1(lnx+)(s)

(s−1)!
ve x−1

+ lnx+ =
1
2
(ln2 x+)′ (4.1.5)

eşitlikleri ile verilmiştir [10].

Burada x−s
− ve x−s

+ distribüsyonlarının Gelfand ve Shilov [11] tarafından verilen

tanımlar ile aynı olmadığına dikkat edilmelidir. x−r−1
− lnx− ve x−r−1

+ lnx+

distribüsyonları r = 1,2, ... değerleri için sırası ile

x−r−1
− lnx− =

x−r−1
− +(x−r

− lnx−)′

r
(4.1.6)
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ve

x−r−1
+ lnx+ =

x−r−1
+ − (x−r

+ lnx+)′

r
(4.1.7)

eşitlikleri ile verilmiştir [6]. (4.1.6) ve (4.1.7) eşitliklerinde tümevarım yapılırsa

x−r−1
− lnx− = φ(r)x−r−1

− − (ln2 x−)(r+1)

2r!
(4.1.8)

x−r−1
+ lnx+ = φ(r)x−r−1

+ +
(−1)r(ln2 x+)(r+1)

2r!
(4.1.9)

eşitlikleri elde edilir [9]. Burada görülen φ(r) fonksiyonu

φ(r) =
{

∑
r
i=1 i−1, r = 1,2, ...,

0, r = 0

şeklinde tanımlıdır.

4.2. x−s
− lnx− ve xr

+ Distribüsyonlarının Neutrix Kompozisyonu

Teorem 4.7. [4] r,s = 1,2, ... değerleri için (xr
+)
−s
− distribüsyonu vardır ve

c(ρ) =
∫ 1

0
ln tρ(t)dt

olmak üzere

(xr
+)
−s
− =

(−1)rs+sc(ρ)
r(rs−1)!

δ
(rs−1)(x) (4.2.10)

biçimindedir.

Şimdi x−s
− lnx− ve xr

+ distribüsyonlarının kompozisyonuna geçmeden önce bu

kompozisyonların varlığını göstermek için yararlanacağımız ve ispatları kolaylıkla

yapılabilecek olan bazı lemmalar verelim.

Lemma 4.8. [4] r = 0,1,2, ... değerleri için

(i)
∫ 1

−1
vi

ρ
(r)(v)dv =

{
0, 0≤ i < r,
(−1)rr!, i = r

(4.2.11)

(ii)
∫ 1

0
vr lnvρ

(r)(v)dv =
1
2
(−1)rr!φ(r)+(−1)rr!c(ρ) (4.2.12)
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Lemma 4.9. [4] r = 0,1,2, ... değerleri için∫ 1

0
vr ln2 vρ

(r)(v)dv = (−1)rr![φ1(r)+2φ(r)c(ρ)+ c1(ρ)] (4.2.13)

Burada c1(ρ) ve φ1(r) fonksiyonları sırasıyla

c1(ρ) =
∫ 1

0
ln2 tρ(t)dt

φ1(r) =

{
0, r = 0,1,
∑

r−1
i=1

φ(i)
i+1 , r = 2,3, ...

Lemma 4.10. [4] r = 0,1,2, ... değerleri için

(i)
∫ 1

0
vr ln(1− v)dv =−φ(r+1)

r+1
(4.2.14)

(i)
∫ 1

0
vr ln2(1− v)dv =

2φ2(r+1)
r+1

(4.2.15)

(4.2.15) eşitliğinde geçen φ2(r) fonksiyonu

φ2(r) =
r+1

∑
i=1

φ(i)
i

tanımlıdır.

İlk olarak Teorem 4.6’nın bir genellemesi olan ve [4]’de ispatlanan aşağıdaki

teoremi verelim.

Teorem 4.11. [4] x−s
− lnx− ve H(x) distribüsyonlarının kompozisyonu ile x−s

+ lnx+

ve H(x) distribüsyonlarının kompozisyonu s = 1,2, ... değerleri için vardır ve

[H(x)]−s
− ln[H(x)]− = 0 (4.2.16)

[H(x)]−s
+ ln[H(x)]+ = φ(s−1)H(x) (4.2.17)

eşitlikleri ile tanımlıdır.
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İspat. H(x) ve x−s
− lnx− distribüsyonları (4.1.8) denkleminde yerine yazılırsa

[H(x)]−s
− ln[H(x)]− = φ(s−1)[H(x)]−s

− −
(ln2[H(x)]−)(s)

2(s−1)!

eşitliği elde edilir. (4.1.2) eşitliğinden [H(x)]−s
− = 0 olduğundan şimdi

(ln2[H(x)]−)(s) kompozisyonunu hesaplayalım.

(ln2[H(x)]−)
(s)
n = ln2[H(x)]− ∗δ

(s)
n (x)

olduğundan

I = ln2[H(x)]− ∗δ
(s)
n (x) =


∫ 1

n

− 1
n

ln2(1− t)−δ
(s)
n (t)dt, x > 0,∫ 1

n
0 ln2 tδ (s)

n (t)dt, x < 0

=

{
0, x > 0,∫ 1

n
0 ln2 tδ (s)

n (t)dt, x < 0

elde edilir. nt = v dönüşümü ile kısmi integrasyon yapılır ve eşitliğin her iki

tarafının neutrix limiti alınırsa

N−lim
n→∞

I = N−lim
n→∞

∫ 1
n

0
ln2 tδ (s)

n (t)dt

= N−lim
n→∞

ns
∫ 1

0
(lnv− lnn)2

ρ
s(v)dv = 0

eşitliği elde edilir.

Böylece her ϕ(x) ∈ D(a,b) için

N−lim
n→∞

〈I,ϕ〉 = N−lim
n→∞

〈[[H(x)]−s
− ln[H(x)]−]n,ϕ(x)〉

=
∫ b

a
ϕ(x)

∫ 1

0
(lnv− lnn)2

ρ
s(v)dvdx = 0

olduğundan (4.2.16) eşitliği elde edilir.

Şimdi (4.1.9) eşitliğinden yararlanarak (ln2[H(x)]+)(s) kompozisyonunu

inceleyelim.

(ln2[H(x)]+)(s) ∗δn(x) =


∫ 1

n

− 1
n

ln2(1− t)δ (s)
n (t)dt, x > 0,∫ 0

− 1
n

ln2 tδ (s)
n (t)dt, x < 0
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nt = v dönüşümü yapılarak kısmi integrasyon alınırsa

∫ 1
n

− 1
n

ln2(1− t)δ (s)
n (t)dt = ns

∫ 1

−1

(
∞

∑
i=1

vi

ini

)2

ρ
(s)(v)dv

= 2
∞

∑
i=1

φ(i)
i+1

ns−i−1
∫ 1

−1
vi+1

ρ
(s)(v)dv

eşitliği elde edilir.

i+1 > s değerleri için

lim
n→∞

∫ 1
n

− 1
n

ln2(1− t)δ (s)
n (t)dt = 0 (4.2.18)

ve

i+1 < s değerleri için (4.2.11) eşitliği kullanılarak

N−lim
n→∞

∫ 1
n

− 1
n

ln2(1− t)δ (s)
n (t)dt = 0 (4.2.19)

bulunur.

Son olarak i+1 = s değeri için (4.2.11) eşitliğinden∫ 1
n

− 1
n

ln2(1− t)δ (s)
n (t)dt = 2(−1)s(s−1)!φ(s−1) (4.2.20)

olur. Benzer şekilde I integralinin neutrix limiti alınarak

N−lim
n→∞

∫ 0

− 1
n

ln2 tδ (s)
n (t)dt = 0 (4.2.21)

eşitliği elde edilir.

a < 0 < b olmak üzere ϕ(x), D(a,b) uzayında keyfi bir test fonksiyonu olsun. Bu

durumda

N−lim
n→∞

〈ln2[H(x)]+)(s) ∗δn(x),ϕ(x)〉 = N−lim
n→∞

∫ 0

a
ϕ(x)

∫ 0

− 1
n

ln2 tδ (s)
n (t)dtdx

+ N−lim
n→∞

∫ b

0
ϕ(x)

∫ 1
n

− 1
n

ln2(1− t)δ (s)
n (t)dtdx
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olur.

(4.1.9) eşitliğinden

[H(x)]−s
+ ln[H(x)]+ = φ(s−1)[H(x)]−s

+ +
(−1)s−1(ln2[H(x)]+)(s)

2(s−1)!

yazılırsa (4.1.3) ile (4.2.18)-(4.2.21) eşitlikleri kullanılarak (4.2.17) eşitliği elde

edilir. 2

x−s
− lnx− distribüsyonunu Fs(x) ile gösterelim. İspatını verdiğimiz son teoremde

r = 0 değeri için Fs(xr
+) kompozisyonunu hesapladık. Şimdi ise bu kompozisyonu

r = 1,2, ... değerleri için hesaplayacağız.

Teorem 4.12. [4] Fs(xr
+) distribüsyonu r,s = 1,2, ... değerleri için

Fs(xr
+) =

(−1)s+rs

2r(rs−1)!
[2c(ρ)φ(s−1)+φ1(s)

+φ2(s)+ c1(ρ)−φ
2(s)]δ (rs−1)(x) (4.2.22)

eşitliği ile tanımlıdır.

İspat. ϕ(x), D(a,b) uzayında keyfi bir test fonksiyonu olmak üzere Fs(xr
+) =

(xr
+)
−s
− ln(xr

+)− yazarak N−limn→∞〈[Fs(xr
+)]n,ϕ(x)〉 (4.1.8) eşitliğinde x yerine xr

+

yazarak neurix limitine bakalım.

(xr
+)
−s
− ln(xr

+)− = φ(s−1)(xr
+)
−s
− −

(ln2(xr
+)−)

(s)

2(s−1)!
(4.2.23)

eşitliği elde edilir. r,s = 1,2, ... değerleri için

(ln2(xr
+)−)∗δ

(s)
n (x) =

∫ 1
n

− 1
n

ln2(xr
+− t)−δ

(s)
n (t)dt

=


∫ 1

n
xr ln2(t− xr)δ

(s)
n (t)dt, 0≤ x≤ n−

1
r ,∫ 1

n
0 ln2 tδ (s)

n (t)dt, x < 0,
0, x > n−

1
r

olacağından Taylor teoremi kullanılarak 0 < ε < 1, a < 0 < b ve suppϕ ⊂ (a,b)

olmak üzere

ϕ(x) =
rs−1

∑
i=0

xi

i!
ϕ
(i)(0)+

xrs

r!
ϕ
(rs)(εx)
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elde edilir. Şimdi

N−lim
n→∞

∫ 0

a

∫ 1
n

0
ln2 tδ (s)

n (t)ϕ(x)dtdx

+N−lim
n→∞

∫ n−
1
r

0

∫ 1
n

xr
ln2(t− xr)δ

(s)
n (t)ϕ(x)dtdx

= N−lim
n→∞

I1 +N−lim
n→∞

I2

neutrix limit değerlerini hesaplayalım. I integrali için

I1 =
∫ 0

a

∫ 1
n

0
ln2 tδ (s)

n (t)ϕ(x)dtdx = (
∫ 1

n

0
ln2 tδ (s)

n (t)dt)(
∫ 0

a
ϕ(x)dx) (4.2.24)

yazarsak neutrix’in tanımından

N−lim
n→∞

I1 = 0 (4.2.25)

elde edilir.

Şimdi de I2 integrali için nt = v ve xr = ut dönüşümü yapılırsa

I2 =
rs−1

∑
i=0

ϕ(i)(0)
i!

∫ n−
1
r

0
xi
∫ 1

n

xr
ln2(t− xr)δ

(s)
n (t)dtdx

+
1

(rs)!

∫ n−
1
r

0

∫ 1
n

xr
ln2(t− xr)δ

(s)
n (t)ϕ(rs)(εx)xrsdtdx

=
rs−1

∑
i=0

ϕ i(0)
ri!

ns−(i+1)/r
∫ 1

0
ρ
(s)(v)v(i+1)/r

×
∫ 1

0
[ln(v−uv)− lnn]2u(i+1)/r−1dudv+

n−
1
r

(rs)!

∫ 1

0
ρ
(s)(v)v(i+1)/r

×
∫ 1

0
[ln(v−uv)− lnn]2u(i+1)/r−1

ϕ
(rs)(ε(uv/n)1/r)dudv

eşitliği elde edilir.

i = 0,1, ...,rs−2 değerleri için verilen integralin neutrix limit değeri hesaplanırsa

N−lim
n→∞

∫ n−
1
r

0
xi
∫ 1

n

xr
ln2(t− xr)δ

(s)
n (t)dtdx = 0 (4.2.26)

ve

i = rs değeri için∫ n−
1
r

0
xrs
∫ 1

n

xr
| ln2(t− xr)δ

(s)
n (t)|dtdx = O(n−

1
r )
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olacağından

lim
n→∞

∫ n−
1
r

0
xrs
∫ 1

n

xr
ln2(t− xr)δ

(s)
n (t)dtdx = 0 (4.2.27)

elde edilir.

i = rs−1 değeri için

∫ n−
1
r

0
xrs−1

∫ 1
n

xr
ln2(t− xr)δ

(s)
n (t)dtdx

=
1
r

∫ 1

0
ρ
(s)(v)vs

∫ 1

0
[ln(v−uv)− lnn]2us−1dudv

=
1
r

∫ 1

0
ρ
(s)(v)vs

∫ 1

0
ln2(v−uv)us−1dudv

−2
r

lnn
∫ 1

0
ρ
(s)(v)vs

∫ 1

0
ln(v−uv)us−1dudv

+
ln2 n

r

∫ 1

0
ρ
(s)(v)vsdv

∫ 1

0
us−1du = J1 + J2 + J3

olur. Ayrıca

rJ1 =
∫ 1

0
ρ
(s)(v)vs ln2 vdv

∫ 1

0
us−1du

+2
∫ 1

0
ρ
(s)(v)vs lnvdv

∫ 1

0
ln(1−u)us−1du

+
∫ 1

0
ρ
(s)(v)vsdv

∫ 1

0
ln2(1−u)us−1du

olacağından 4.8−4.10 lemmaları kullanılarak

rJ1 = (−1)s(s−1)![φ1(s)+2φ(s)c(ρ)+ c1(ρ)]

+(−1)s−1(s−1)!φ(s)[φ(s)+2c(ρ)]+(−1)s(s−1)!φ2(s)

= (−1)s(s−1)![ϕ1(s)+ c1(ρ)−φ
2(s)+φ2(s)]

eşitliği elde edilir. Diğer taraftan, J2 ve J3 integrallerinin neutrix limitlerinin

N−lim
n→∞

J2 = N−lim
n→∞

J3 = 0
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olduğu kolaylıkla görülebilir. Bu durumda

N−lim
n→∞

〈
∫ − 1

n

− 1
n

ln2(xr
+− t)δ (s)

n (t)dt,ϕ(x)〉

= N−lim
n→∞

rs−1

∑
i=0

ϕ i(0)
i!

∫ n−
1
r

0

∫ 1
n

xr
xi ln2(t− xr)δ

(s)
n (t)dtdx

+N−lim
n→∞

ϕ(rs)(ξ x)

(rs)!

∫ n−
1
r

0

∫ 1
n

xr
xrs ln2(t− xr)δ

(s)
n (t)dtdx

=
(−1)s(s−1)!

r(rs−1)!
ϕ
(rs−1)(0)[φ1(s)+φ2(s)+ c1(ρ)−φ

2(s)]

elde edilir. Buradan

N−lim
n→∞

1
(s−1)!

〈
∫ − 1

n

− 1
n

ln2(xr
+− t)−δ

(s)
n (t)dt,ϕ(x)〉

=
(−1)s[φ1(s)+φ2(s)+ c1(ρ)−φ 2(s)]

r(rs−1)!
ϕ
(rs−1)(0)

olur. Böylece (4.2.10) ve (4.2.23) eşitlikleri kulanılarak

Fs(xr
+) =

(−1)s+rs[φ1(s)+φ2(s)+ c1(ρ)−φ 2(s)]
2r(rs−1)!

δ
(rs−1)(x)

+φ(s−1)
(−1)rs+sc(ρ)

r(rs−1)!
δ
(rs−1)(x)

(4.2.22) eşitliği elde edilmiş olur. 2

(4.2.22) eşitliğinde x yerine −x yazarak aşağıdaki sonucu elde ederiz.

Sonuç 4.13. [4] r,s = 1,2, ... değerleri için Fs(xr
−) distribüsyonu

Fs(xr
−) =

(−1)s−1

2r(rs−1)!
[2c(ρ)φ(s−1)+φ1(s) (4.2.28)

+φ2(s)+ c1(ρ)−φ
2(s)]δ (rs−1)(x)

ile verilir.
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4.3. x−s
− lnm x− ve H(x) Distribüsyonlarının Neutrix Kompozisyonu

Teorem 4.14. [4] s,m = 1,2, ... değerleri için x−s
− lnm x− ve H(x)

distribüsyonlarının kompozisyonu vardır ve

(H(x))−s
− lnm(H(x))− = 0 (4.3.29)

eşitliği ile ifade edilir.

İspat. Fs,m(x) = x−s
− lnm x− ve Gs,m(x) = (lnm+1 x−)(s) olmak üzere Gs,m(x)

fonksiyonu

Gs,m(x) =
m

∑
i=0

cs,m,ix−s
− lni x−

eşitliği ile yazılabilir. Bu eşitlikde i≤ m− s ise cs,m,i = 0 şeklindedir.

D(a,b) uzayında alınan keyfi bir ϕ fonksiyonu için

N−lim
n→∞

〈Gs,m,n(H(x)),ϕ(x)〉

neutrix limitini hesaplayalım.

Gs,m(x) = (lnm+1 x−)(s) eşitliği kullanılarak

Gs,m,n(x) = (lnm+1 x−)(s) ∗δn(x) =
∫ 1

n

− 1
n

lnm+1(x− t)−δ
(s)
n (t)dt

olur. Bu durumda

Gs,m,n(H(x)) =


∫ 1

n

− 1
n

lnm+1(1− t)−δ
(s)
n (t)dt, x > 0,∫ 1

n
0 lnm+1 tδ (s)

n (t)dt, x < 0

=

{
0, x > 0,∫ 1

n
0 lnm+1 tδ (s)

n (t)dt, x < 0

eşitliğinde ∫ 1
n

0
lnm+1 tδ (s)

n (t)dt = ns
∫ 1

0
lnm+1

(
v
n

)
ρ(v)dv

= ns
∫ 1

0
[lnv− lnn]m+1

ρ(v)dv
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olduğundan neutrix limit yardımıyla

N−lim
n→∞

〈Gs,m,n(H(x)),ϕ(x)〉 = N−lim
n→∞

∫ 0

a
ϕ(x)

∫ 1
n

0
lnm+1 tδ (s)

n (t)dt

= 0

elde edilir. Böylece Gs,m(H(x)) kompozisyonu vardır ve

Gs,m(H(x)) = 0 (4.3.30)

olarak elde edilir.

i = 0,1,2, ...,m−1 ve s = 1,2, ... değerleri için Fs,i(H(x)) = 0 olsun. m = 1 değeri

için (4.1.2) eşitliğinden Fs,i(H(x)) = 0 eşitliği doğrudur.

O halde

Gs,m(H(x)) =
m−1

∑
i=0

cs,m,iFs,i(H(x))+ cs,m,mFs,m(H(x))

yazabileceğimizden ve cs,m,m 6= 0 olduğundan (4.3.30) eşitliğini ve kabulümüzü

kullanarak Fs,m(H(x)) = 0 elde ederiz. Böylece (4.3.29) eşitliği elde edilir. Bu ise

teoremin ispatını bitirir. 2
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