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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

DÜZENLİ OLARAK ÜRETİLEN DİZİLER İC. İN TAUBER TİPİ
TEOREMLER

Mehmet ALBAYRAK

Adnan Menderes Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü
Matematik Anabilim Dalı

Danışman: Yrd. Doc.. Dr. İbrahim C. ANAK

Klasik Tauber teorisinin temel amac.larından biri, Abel’in gerek koşulu yada
genelleştirilmesi olarak bilinen limitin varlıg̃ından ve salınım davranışlarını kon-
trol eden koşullar ile ıraksaklıg̃ı kontrol edilebilen dizilerin yakınsaklıg̃ına ulaşılma
sıdır. Bu koşullara Tauber koşulları ve bu tip teoremlere Tauber teoremleri denir.
Stanojević tarafından tanımlanan tamsayı mertebeli kontrol modülolar ile klasik
Tauber teoremleri incelenecektir. Tauber, bir dizinin klasik kontrol modülosu sıfır
dizisi ise Abel’in gerek koşulundan dizinin yakınsaklıg̃ına ulaşıldıg̃ına göstermiştir.
Littlewood, Tauber’in koşulundan daha zayıf olan dizinin klasik kontrol modülosu
nun sınırlılıg̃ı ile deg̃iştirebileceg̃ini göstermiştir. Sonra Schmidt yavaş salınımlı
dizileri tanıtmış ve genelleştirilmiş Littlewood teoremi olarak bilinen daha genel
teoremi ispatlamıştır. Dik, Karamata’nın temel toreminden yararlanarak ve Stano-
jević tarafından tanıtılan düzenli olarak üretilen dizi kavramını kullanarak Abel
limitleme metodu ic.in yeni Tauber tipi teoremler elde etmiş ve klasik Tauber tipi
teoremleri genelleştirmiştir. Dik ve C. anak düzenli olarak üretilen dizi kavramı
yardımıyla Abel limitleme metodu ic.in klasik ve klasik olmayan yeni Tauber
tipi teoremler ispatlamıştır. C. anak ve Dik verilen bir dizinin üretec.lerinin yada
geri farklarının yavaş salınımlı olması durumunda dizinin hangi koşullar altında
yakınsak yada altdizisel yakınsak oldug̃u araştırmıştır.

2008, 43 sayfa

Anahtar Sözcükler
Tauber tipi teoremler, yavaş salınımlı diziler, Abel limitleme metodu, alt dizisel
yakınsak diziler, ılımlı salınımlı diziler, düzenli olarak üretilen diziler.
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ABSTRACT

Master’s Thesis

TAUBERIAN THEOREMS FOR REGULARLY GENERATED
SEQUENCES

Mehmet ALBAYRAK

Adnan Menderes University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Asst. Prof. Dr. İbrahim C. ANAK

One of the main objectives of the classical Tauberian theory is to recover con-
vergence of sequences, whose divergence is manageable, out of the existence of
certain limits which is known as Abel’s necessary condition or its generalizations,
and certain additional conditions that control the oscillatory behavior. These
conditions are called Tauberian conditions and this type of theorems are called
Tauberian theorems. In terms of the control modulo of oscillatory behavior of
integer order, introduced by Stanojević, we now summarize the classical results.
Tauber proved that if the classical control modulo of a sequence is a null sequence,
then one obtains convergence of sequence out of its Abel’s necessary condition.
Littlewood showed that Tauber’s condition can be replaced by the boundedness of
the classical control modulo of a sequence. Later Schmidt introduced the slowly
oscillating sequences and proved the more general theorem, which is known as
the generalized Littlewood theorem. Using Karamata’s Hauptsatz and employing
the concept of regularly generated sequences introduced by Stanojević, Dik ob-
tained new Tauberian theorems and generalized classical Tauberian theorems for
Abel limitable method. Dik ve C. anak proved classical and nonclassical Taube-
rian theorems for Abel limitable method by the concept of regularly generated
sequences. C. anak ve Dik investigated under which conditions sequences converges
or converges subsquentially, provided that its generator sequence or sequence of
its backword differences is slowly oscillating.

2008,43 pages

Key Words:
Tauberian theorems, slowly oscillating sequences, Abel limitable method, subse-
quentially convergent sequences, moderately oscillating sequences, regularly gen-
erated sequences.
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Bölüm 1

1. GİRİŞ

u = {un} reel sayı dizisi olmak üzere Abel’in gerek koşulu olarak bilinen

lim
x→1−

(1− x)
∞∑

n=0

unxn

limitini sag̃layan dizi sınıfı yakınsak olan dizi sınıfından daha geniştir. Daha geniş

olan bu dizi sınıfından yakınsaklıg̃ın yeniden elde edilebilmesi ic.in gerekli olan

koşullar Tauber koşulları olarak bilinmektedir. İlk olarak böyle bir koşulu Tauber

(1897) vermiştir. Tauber, Kontrol modülünün üzerine konan koşul ile Abel’in

gerek koşulundan dizinin yakınsaklıg̃ını elde etmiştir. Daha sonra ki c.alışmalar

ise bu koşulun zayıflatılması üzerine odaklanmıştır. (Littlewood, 1911), (Hardy

ve Littlewood, 1913) kontrol modülo üzerine koydukları daha genel koşullar ile de

yakınsaklıg̃ın elde edilebildig̃ini göstermişlerdir. Sonraları bu koşulların genelleşti

rilmesi sürecinde (Schmidt, 1924) yavaş salınımlılık kavramını tanıtmış ve yakınsak

lıg̃ın yeniden elde edilebilmesi ic.in daha zayıf bir koşul elde etmiş fakat daha

genel koşullar ile dizinin yakınsaklıg̃ını elde ederken ispatlar gittikc.e c.ok uzun

ve karmaşık hal almıştır. (Karamata, 1930) tarafından verilen teorem hem daha

önce yapılan ispatları basitleştirmiş hem daha genel koşullar bulmak ic.in bir arac.

olmuştur. (Dik, 2002), Karamata’nın teoremi yardımıyla (Stanojević, 1999a)

tarafından tanıtılan m. mertebeden kontrol modülünün üzerine koşullar koymuş

hem yeni Tauber teoremleri elde etmiş hemde (Stanojević, 1999b) tarafından

tanıtılan düzenli olarak üretilen dizi kavramı yardımı ile Abel limitleme metodu

ic.in klasik Tauber tipi teoremler genelleştirilmiştir. (Dik ve ark, 2004) düzenli

olarak üretilen dizi kavramı yardımıyla Abel limitleme metodu ic.in klasik ve

klasik olmayan yeni Tauber tipi teoremler ispatlamıştır. (C. anak ve ark, 2007)

verilen bir dizinin üretec.lerinin yada geri farklarının yavaş salınımlı olması duru-
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munda dizinin hangi koşullar altında yakınsak ya da altdizisel yakınsak oldug̃u

araştırmıştır.



Bölüm 2

2. GENEL BİLGİLER

Abel yakınsaklıktan yakınsaklıg̃a gec.iş ic.in ilk şart Tauber tarafından verilmiştir

(Tauber, 1897). Tauber şartları ile ilişkisi olan yavaş salınımlılık, ılımlı salınımlılık

tanımları verilmiş, ispatlarda kullanılacak olan önemli eşitlikler gösterilmiş ve

klasik Tauber teorisinin gelişiminden bahsedilmiştir.

2.1 Tanım ve Gösterimler

Klasik Tauber teorisi

lim
x→1−

(1− x)
∞∑

n=0

unxn (2.1)

limitinin var oldug̃u u = {un} dizilerinin yakınsaklıg̃ını araştırır. (2.1)’i sag̃layan

tüm dizilerin sınıfını U ile gösterirsek, Klasik Tauber teorisinin temel amacı

lim
n

un = lim
x→1−

(1− x)
∞∑

n=0

unx
n (2.2)

eşitlig̃ini sag̃layan U nun Uc alt sınıfını belirlemek olacaktır. Her yakınsak dizi

(2.1)’in varlıg̃ını verir. Fakat tersi dog̃ru deg̃ildir, örneg̃in {un} = {(−1)n} dizisi

(2.1) limitini sag̃lar ama yakınsak deg̃ildir. Buradan (2.1)’i sag̃layan dizi sınıfı

yakınsak olan dizilerin sınıfından daha geniştir. Uc alt sınıfları {un} ∈ U dizisi

üzerine konulan ek koşullarla belirlenmiştir. ∆un = un − un−1, u−1 = 0,

σ
(m)
n (u) = 1

n+1

∑n
k=0 σ

(m−1)
k (u), σ

(0)
n (u) = un, V

(m)
n (∆u) = 1

n+1

∑n
k=0 V

(m−1)
k (4u)

ve V
(0)
n (∆u) = 1

n+1

∑n
k=0 k4uk olmak üzere σ

(m−1)
n (u) − σ

(m)
n (u) = V

(m−1)
n (∆u),

3
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m ≥ 1 ve un−σ
(1)
n (u) = V

(0)
n (∆u) Kronecker eşitlig̃i bu tezde sıkc.a kullanacaktır.

Bir {un} dizisi ic.in

σ(1)
n (u) =

n∑

k=1

V
(0)
k (∆u)

k
+ u0, (2.3)

oldug̃undan, Kronecker eşitlig̃inden {un} dizisi

un = V (0)
n (∆u) +

n∑

k=1

V
(0)
k (∆u)

k
+ u0, (2.4)

şeklinde yazılabilir. {un} dizisinin üretec. dizisi olan {V (0)
n (∆u)} dizisi üzerine

şartlar koyarak (2.2)’yi sag̃layan U nun Uc alt sınıfını bulabilir miyiz? Örnek

olarak , (Tauber, 1897) keyfi bir {un} ∈ U dizisi ic.in

V (0)
n (∆u) = o(1), n →∞, (2.5)

ise, (2.2) eşitlig̃ini gerc.eklendig̃ini gösterdi. O halde (2.5) şartı (2.2)’yi sag̃layan

U nun bir alt sınıfını belirtir. (2.5) şartı, n4un = o(1) şartından daha zayıftır.

(Littlewood, 1911), n4un = o(1), n → ∞ yerine n4un = O(1), n → ∞ alarak

(2.1)’in varlıg̃ından (2.2)’yi elde etti. Bununla birlikte

V (0)
n (∆u) = O(1), n →∞, (2.6)

şartı bir Uc alt sınıfı elde etmeye yeterli deg̃ildir. (Stanojević, 1997), (C. anak,

1998a,b) de gösterildig̃i gibi

V (0)
n (|∆u|) =

1

n + 1

n∑

k=0

k|4uk| = O(1), n →∞, (2.7)

şartı da Uc altsınıfı elde etmeye yeter deg̃ildir. Fakat Stanojević (1997), (C. anak

1998a,b)’da gösterildig̃i gibi (2.7) ve

lim
x→1−

(1− x)
∞∑

n=0

σ(1)
n (u)xn, (2.8)
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limitinin varlıg̃ı

lim
n

σ(1)
n (u) = lim

x→1−
(1− x)

∞∑
n=0

σ(1)
n (u)xn, (2.9)

oldug̃unu gerektirir ve buradan da un = O(1), n →∞ elde edilir. {un} dizisinin

yakınsaklıg̃ını elde etmek ic.in (2.7) ve (2.1)’in varlıg̃ına ek olarak, her ε pozitif

sayısı ve her n pozitif tamsayısı ic.in n ≥ n0(ε), k ∈ {1, 2, 3, ..., [δ(ε).n0(ε)]} ic.in

|V (0)
n+k(∆u)− V (0)

n (∆u)| < ε, (2.10)

olacak şekilde bir δ(ε) ve n0(ε) sayısı var oldug̃u eklenildig̃inde, (2.2) elde edilir.

(Landau, 1910) ya ait olan bu kavram {V (0)
n (∆u)} ’nun yavaş salınımı olarak

bilinmektedir. (2.4)’den, {V (0)
n (∆u)} dizisinin sınırlı ve yavaş salınımlı olması

ic.in gerek ve yeter şartın {un} dizisinin yavaş salınımlı bir dizi olması gerektig̃i

elde ederiz(İspat ic.in (Dik, 2002) ’e bakılabilir). Daha sonra (Schmidt, 1910),

{un} dizisinin yavaş salınımlı olmasını aşag̃ıdaki gibi tanımladı:

lim
N>M→∞, N

M
→1

(uN − uM) = 0, (2.11)

ise {un} dizisine yavaş salınımlı denir.

Bu tez boyunca sürekli kullanacag̃ımız yavaş salınımın amacımıza yönelik (Stano-

jević, 1998)’de önerilen yeni bir tanımını vereceg̃iz.

Tanım 2.1

lim
λ→1+

lim
n

max
n+1≤k≤[λn]

|
k∑

j=n+1

∆uj| = 0

ise {un} dizisine yavaş salınımlı denir.

Her yakınsak dizi yavaş salınımlıdır fakat karşıtı dog̃ru deg̃ildir. Örneg̃in {un} =

{log n} dizisi yavaş salınımlı olup yakınsak olmayan diziye bir örnektir.

k∑
j=n+1

4 log j =
k∑

j=n+1

log
j

j − 1
= log

k∏
j=n+1

j

j − 1
= log(

n + 1

n

n + 2

n + 1
...

k

k − 1
)
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dir. Tanımdan dolayı, maxn+1≤k≤[λn] log k
n

= log [λn]
n

bulunur. O halde

lim
λ→1+

lim
n

max
n+1≤k≤[λn]

|
k∑

j=n+1

4 log j| = 0

oldug̃u gözükür. Tanımdan,

Vn(|4u|, p) =
1

n + 1

n∑

k=0

kp|4uk|p = O(1), n →∞, p > 1 (2.12)

dir. (Hardy ve Littlewood, 1913) koşulunun {un} dizisinin yavaş salınımlı ol-

masını gerektirdig̃ini (İspat ic.in Dik (2002)’e bakılabilir) görmek kolaydır.

{un} dizisi yavaş salınımlı ve (2.1) varsa {un} dizisi (2.2)’i sag̃lar. O halde

p > 1 ic.in Hardy-Littlewood şartı U nun Uc alt sınıfını tanımlar. Ancak, p = 1

ic.in (2.12) Tauber şartı deg̃ildir. (Rényi, 1946), (2.1) ve limn V
(o)
n (|4u|) var ise

limn un = limx→1−(1− x)
∑∞

n=0 unxn oldug̃unu göstermiştir.

Hardy-Littlewood’un p = 1 ic.in şartından {un} dizisinin yakınsaklıg̃ına ulaşılamaz,

ancak (2.7) ve limx→1−(1 − x)
∑∞

n=0 σ
(1)
n (u)xn limitinin mevcut olması {σ(1)

n (u)}
dizisinin yakınsaklıg̃ı ic.in bir Tauber şartı olur. (Rényi, 1946), (2.7) şartını

gerc.ekleyen dizilerin yavaş salınımlı olmadıg̃ını göstermiştir.

maxn+1≤k≤[λn] |
∑k

j=n+1 ∆uj| gözönüne alıp, aşag̃ıdaki hesaplamayı yapalım.

max
n+1≤k≤[λn]

|
k∑

j=n+1

∆uj| ≤ max
n+1≤k≤[λn]

k∑
j=n+1

|∆uj| ≤
[λn]∑

j=n+1

|∆uj| =
[λn]∑

j=n+1

j|∆uj|
j

≤ 1

n + 1

[λn]∑
j=n+1

j|∆uj| = [λn]

n + 1

1

[λn]

[λn]∑
j=1

j|∆uj|.

Her iki tarafın n’ye göre üst limitini alarak ve C, (2.7)’den gelen bir sabit olmak

üzere

lim
n

max
n+1≤k≤[λn]

|
k∑

j=n+1

∆uj| ≤ lim
n

[λn]

n + 1
lim

n

1

[λn]

[λn]∑
j=1

j|∆uj| ≤ Cλ < ∞

elde ederiz. Sonuc. olarak Hardy-Littlewood şartının özel durumu bizi aşag̃ıdaki

tanımı yapmaya motive eder.
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Tanım 2.2 λ > 1 olmak üzere

lim
n

max
n+1≤k≤[λn]

|
k∑

j=n+1

∆uj| < ∞

ise {un} dizisine ılımlı salınımlı denir.

Ilımlı salınımlı olup yavaş salınımlı olmayan diziye örnek olarak

un =





−1, k = 2n + 1, n = 1, 2, ...;

1, k = 2n, n = 1, 2, ...;

0, dig̃er

dizisi verilebilir.

{un} dizisinin ılımlı salınımlı olması durumunda genelde (2.2)’yi elde edemeyiz.

Bununla birlikte {un} dizisinin altdizisel davranışına dair bilgi edinilebilir.

λ > 1 ic.in {un} dizisinin de la Vallée Poussin ortalaması

τn,[λn] = τn(λ, u) =
1

[λn]− n

[λn]∑

k=n+1

uk

ile tanımlanır.

λ > 1 ic.in

un = τn,[λn] − 1

[λn]− n

[λn]∑

k=n+1

(uk − un) = τn,[λn] − 1

[λn]− n

[λn]∑

k=n+1

k∑
j=n+1

4uj

yazılabileceg̃inden, eşitlig̃in sag̃ tarafına σ
(1)
n (u) eklenip c.ıkartılırsa,

un = τn,[λn] − σ(1)
n (u) + σ(1)

n (u)− 1

[λn]− n

[λn]∑

k=n+1

k∑
j=n+1

4uj

elde edilir.

([λn] + 1)σ
(1)
[λn](u)− (n + 1)σ(1)

n (u) =

[λn]∑

k=n+1

uk
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ifadesinden

1

[λn]− n

[λn]∑

k=n+1

uk = τn,[λn] =
([λn] + 1)σ

(1)
[λn](u)− (n + 1)σ

(1)
n (u)

[λn]− n

bulunur ve sonuc.ta

τn,[λn] − σ(1)
n (u) =

[λn] + 1

[λn]− n
(σ

(1)
[λn](u)− σ(1)

n (u))

elde edilir.

un = τn,[λn] − σ(1)
n (u) + σ(1)

n (u)− 1

[λn]− n

[λn]∑

k=n+1

k∑
j=n+1

4uj

eşitlig̃inde τn,[λn] − σ
(1)
n (u) deg̃erine eşit olan ifade konursa

un = σ(1)
n (u) +

[λn] + 1

[λn]− n
(σ

(1)
[λn](u)− σ(1)

n (u))− 1

[λn]− n

[λn]∑

k=n+1

k∑
j=n+1

4uj (2.13)

eşitlig̃i elde edilir.

1 < λ < 2 ic.in {un} dizisinin

τn−[(λ−1)n],n = τn−[(λ−1)n],n(u) =
1

[(λ− 1)n] + 1

n∑

k=n−[(λ−1)n]

uk

de la Vallée Poussin ortalamasını gözönüne alalım.

1 < λ < 2 ic.in n− [(λ− 1)n] < n oldug̃una dikkat edelim. Tanımdan

un = τn−[(λ−1)n],n +
1

[(λ− 1)n] + 1

n∑

k=n−[(λ−1)n]

(un − uk)

= τn−[(λ−1)n],n +
1

[(λ− 1)n] + 1

n∑

k=n−[(λ−1)n]

n∑

j=k+1

4uj

oldug̃u görülür.

(n + 1)σ
(1)
n (u)− (n− [(λ− 1)n])σ

(1)
n−[(λ−1)n]−1(u)

[(λ− 1)n] + 1
=

1

[(λ− 1)n] + 1

n∑

k=n−[(λ−1)n]

uk
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ve

τn−[(λ−1)n],n − σ
(1)
n−[(λ−1)n]−1(u) =

=
(n + 1)σ

(1)
n (u)− (n− [(λ− 1)n] + [(λ− 1)n] + 1)σ

(1)
n−[(λ−1)n]−1(u)

[(λ− 1)n] + 1

=
n + 1

[(λ− 1)n] + 1
(σ(1)

n (u)− σ
(1)
n−[(λ−1)n]−1(u))

eşitlikleri {un} nin de la Vallée Poussin ortalamasından kolayca elde edilir. Sonuc.ta,

un = τn−[(λ−1)n],n − σ
(1)
n−[(λ−1)n]−1(u) + σ

(1)
n−[(λ−1)n]−1(u)

+
1

[(λ− 1)n] + 1

n∑

k=n−[(λ−1)n]

n∑

j=k+1

4uj

eşitlig̃inden

un = σ
(1)
n−[(λ−1)n]−1(u)− n + 1

[(λ− 1)n] + 1
(σ

(1)
n−[(λ−1)n]−1(u)− σ(1)

n (u)) (2.14)

+
1

[(λ− 1)n] + 1

n∑

k=n−[(λ−1)n]

n∑

j=k+1

4uj

bulunur.

2.2 Klasik Tauber Teorisinin Kısa Bir Özeti

Bu kısımda Abel yakınsaklıktan yakınsaklıg̃a gec.iş ic.in Tauber teoremleri is-

pat edildi (Tauber, 1897) ve Karamata’nın temel sonucu tanıtılıp, Karamata’nın

temel sonucu yardımıyla genelleştirilmiş Littlewood teoremi ve Hardy-Littlewood

ispatları verildi. Klasik Tauber teorisinde amac. {n4un} üzerine şartlar koyarak

(2.2) eşitlig̃ini sag̃layan U nun Uc altsınıfını belirlemektir. Örnek olarak, {un} ∈ U

ic.in

n4un = o(1), n →∞ (2.15)
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koşulu

lim
n

un = lim
x→1−

(1− x)
∞∑

n=0

unx
n

gerektirir. Bu orijinal (Tauber, 1987) teoreminin bir sonucudur. Verilen ε > 0

ic.in limx→1−
∑∞

k=04ukx
k = s olmak üzere her n > N ic.in

|n4un| < ε

3
, (2.16)

1

n

n∑

k=1

|k4uk| < ε

3
(2.17)

ve

|
∞∑

k=0

4uk(1− 1

n
)k − s| < ε

3
(2.18)

olacak şekilde pozitif bir N tamsayısı sec.ebiliriz.

Her n > N ve x < 1 ic.in

n∑

k=1

4uk − s =
∞∑

k=0

4ukx
k − s +

n∑

k=1

4uk(1− xk)−
∞∑

k=n+1

4ukx
k

farkını inceleyelim. 1 − xk = (1 − x)(1 + x + x2 + x3 + ... + xk−1) ≤ k(1 − x),

|4uk| = |k4uk|
k

< ε
3k

, oldug̃u gözönüne alarak (0, 1) aralıg̃ındaki her x ic.in

|
n∑

k=0

4uk − s| ≤ |
∞∑

k=0

4ukx
k − s|+ (1− x)

n∑

k=1

|k4uk|+ ε

3n(1− x)

elde ederiz. x = 1 − 1
n

sec.erek her n > N ic.in |
∑n

k=04uk − s| < ε
3

+ ε
3

+ ε
3

= ε

sonucuna ulaşırız.

(2.15) in bir genelleştirilmesi (Tauber, 1897) tarafından verilmiştir. Tauber keyfi

bir {un} ∈ U dizisi ic.in

V (0)
n (4u) = o(1), n →∞, (2.19)
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ise (2.2) eşitlig̃inin gerc.eklendig̃ini göstermiştir. İspatı aşag̃ıda gibidir:

vn =
∑n

k=1 k4uk = (n + 1)V
(0)
n (4u) yazılırsa,

(1− x)
∞∑

k=1

vk

k + 1
xk − vn

n + 1
+

n∑

k=1

vk

k(k + 1)
(xk − 1) +

∞∑

k=n+1

vk

k(k + 1)
xk

=
4u1

2
x +

∞∑

k=2

(
vk

k + 1
− vk−1

k
)xk − vn

n + 1
−

n∑

k=1

vk

k(k + 1)
+

∞∑

k=1

vk

k(k + 1)
xk

=
4u1

2
x +

∞∑

k=2

(k + 1)(vk − vk−1)− vk

k(k + 1)
xk − vn

n + 1
−

n∑

k=1

vk

k(k + 1)
+

∞∑

k=1

vk

k(k + 1)
xk

=
4u1

2
x +

∞∑

k=2

4ukx
k +

4u1

2
x− vn

n + 1
−

n∑

k=1

vk

k(k + 1)

=
∞∑

k=1

4ukx
k − vn

n + 1
−

n∑

k=1

vk(
1

k
− 1

k + 1
)

=
∞∑

k=1

4ukx
k − vn

n + 1
−4u1 −

n−1∑

k=1

vk+1 − vk

k + 1
+

vn

n + 1

=
∞∑

k=1

4ukx
k −4u1 −

n−1∑

k=1

4uk+1(k + 1)

(k + 1)

=
∞∑

k=0

4ukx
k −

n−1∑

k=0

4uk

elde ederiz. Buradan
∞∑

k=0

4ukx
k −

n∑

k=0

4uk = (1− x)
∞∑

k=1

vk

k + 1
xk − vn

n + 1
(2.20)

+
n∑

k=1

vk

k(k + 1)
(xk − 1) +

∞∑

k=n+1

vk

k(k + 1)
xk

eşitlig̃i bulunur. Genellig̃i bozmaksızın limx→1−
∑∞

k=04ukx
n = 0 kabul edelim.

n → ∞ ic.in vn = o(n) ve |xk − 1| ≤ (1 − x)k oldug̃undan her bir ε > 0 ic.in C,

(2.19)’dan gelen bir sabit olmak üzere, öyle bir N = N(ε) vardır ki n ≥ N(ε) ic.in

|∑∞
k=04ukx

k −∑n
k=04uk|

≤ C(1− x)
N∑

k=1

xk + ε(1− x)
∞∑

k=1

xk + ε + C(1− x)N + εn(1− x) +
ε

n + 1

∞∑

k=1

xk

≤ 2C(1− x)N + 2ε + n(1− x)ε +
ε

(1− x)(1 + n)
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oldug̃u (2.20)’dan elde edilir. 1− x = 1
n

sec.erek

|
∞∑

k=0

4uk(1− 1

n
)k −

n∑

k=0

4uk| ≤ 2NC

n
+ 4ε

elde edilir. limn

∑∞
k=04uk(1− 1

n
)k = 0 oldug̃undan limn|

∑n
k=04ukx

k| ≤ 4ε olur,

ε yeterince küc.ük sec.ilebildig̃inden, limn

∑n
k=04uk = 0 elde ederiz.

Orijinal Tauber teoreminden sonra {un} dizisinin yakınsaklıg̃ı elde edilebilmesi

ic.in c.ok önemli genelleştirmeler elde edilmiştir. Bunlardan biride (Littlewood,

1911)’un sonucudur.

Teorem 2.1 Littlewood (1911) {un} ∈ Uolsun.

n4un = O(1), n →∞, (2.21)

ise limn un = limx→1−(1− x)
∑∞

n=0 unx
n dir.

Hardy-Littlewood (1913) (2.21)’nin bir genelleştirilmesi olan

Vn(|4u|, p) = O(1), p > 1 (2.22)

(2.22) denkleminin bir Tauber şartı olabileceg̃ini tahmin etti. (Szasz, 1928),

Hardy-Littlewood varsayımını ispatladı. Bununla beraber Szasz’ın ispatı c.ok

uzun ve karışıktır. Landau’nun yavaş salınım tanımı (Landau, 1910) kullanılarak

ispat (2.22) şartının {un} dizisinin yavaş salınımlı olması gerektig̃ini göstererek

verilebilir. (Schmidt, 1910), {un} yavaş salınımlı ve {un} ∈ U kabul ederek, genel

Tauber teoremini ispat etmeye c.alıştı. (Vijayaraghavan, 1926), genelleştirilmiş

Littlewood teoremi olarak bilinen aşag̃ıdaki teoremi ispat etti.

Teorem 2.2 (Genelleştirilmiş Littlewood Teoremi) {un} ∈ U olsun.

limN>M→∞, N
M
→1(uN − uM) = 0 ise limn un = limx→1−(1− x)

∑∞
n=0 unxn dir.
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p = 1 ic.in Hardy-Littlewood şartı haric. (2.15), (2.21), (2.22) koşulları yavaş

salınımın özel bir halidir. (Landau, 1910), {un} dizisinin salınım hareketinin,

{n4un} dizisinin tek taraflı sınırlılıg̃ı ile kontrol edilebileceg̃ini gösterdi. Her n

pozitif tamsayısı ic.in n4un ≥ −C olacak şekilde bir C > 0 varsa {n4un} dizisine

tek taraflı sınırlı denir.

Teorem 2.3 (Landau, 1910) {un} reel dizisi ic. in limn σ
(1)
n (u) mevcut olsun. Her

n pozitif tamsayısı ic. in

n4un ≥ −C (2.23)

olacak şekilde bir C > 0 var ise limn un = limn σ
(1)
n (u) dir.

(Hardy ve Littlewood, 1913), (2.1) limitinin mevcut olmasının ve (2.23) koşulunun

(2.2)’i gerektirdig̃ini göstererek, Teorem 2.3’ü genelleştirmişlerdir.

Karamata ’nın temel teoreminin sonucu (Karamata, 1930) klasik Tauber teo-

remlerinin bir c.ok genelleştirmelerinin yapılmasına yol ac.mıştır.

Teorem 2.4 (Karamata, 1930) {un} reel dizisi ic. in (2.1) mevcut olsun. Her n

pozitif tamsayısı ve bir C > 0 ic. in un ≥ −C ise

lim
n

σ(1)
n (u) = lim

x→1−
(1− x)

∞∑
n=0

unx
n (2.24)

dir.

(Vijayaraghavan, 1926)’da verilen genelleştirilmiş Littlewood teoreminin ispatı

c.ok uzun ve karışıktır. İspat, Karamata ’nın temel teoreminin sonucundan yarar-

lanarak daha kısa ve ac.ık bir hal alır.

Teorem 2.5 (Karamata’nın temel teoreminin sonucu) {Bn} reel dizi ic. in

lim
x→1−

(1− x)
∞∑

n=0

Bnxn = 0 (2.25)
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olsun. Her n pozitif tamsayısı ic. in ve bir C > 0, Bn ≥ −C ise limn σ
(1)
n (B) = 0

dır.

Şimdi genelleştirilmiş Littlewood teoreminin ispatını verebiliriz.

İspat {un} yavaş salınımlı oldug̃undan, {V (0)
n (4u)} sınırlı ve yavaş salınımlıdır.

{V (0)
n (4u)} sınırlı oldug̃undan her n pozitif tamsayısı ic.in V

(0)
n (4u) ≥ −C olacak

şekilde bir C > 0 vardır. (2.1) in varlıg̃ından

lim
x→1−

(1− x)
∞∑

n=0

unx
n = lim

x→1−
(1− x)

∞∑
n=0

σ(1)
n (u)xn,

ve

lim
x→1−

(1− x)
∞∑

n=0

V (0)
n (4u)xn = lim

x→1−
(1− x)

∞∑
n=0

(un − σ(1)
n (u))xn = 0

elde edilir. {V (0)
n (4u)} dizisine Karamata’nın temel teoreminin sonucu uygu-

lanırsa

σ(1)
n (V (0)(4u)) =

1

n + 1

n∑

k=0

V
(0)
k (4u) = V (1)

n (4u) = o(1), n →∞

elde edilir. {V (0)
n (4u)} dizisi yavaş salınımlı ve (C, 1) toplanabilir oldug̃undan ve

(2.13) eşitlig̃inden V
(0)
n (4u) = o(1), n →∞ elde edilir.

σ(1)
n (u)− σ(2)

n (u) = n(σ(2)
n (u)− σ

(2)
n−1(u)) = V (1)

n (4u)

eşitlig̃ini kullanarak limn σ
(2)
n (u) = limx→1−(1−x)

∑∞
n=0 σ

(1)
n (u)xn ve sonuc. olarak

ise limn σ
(1)
n (u) un var oldug̃unu elde ederiz. un − σ

(1)
n (u) = V

(0)
n (∆u) Kronecker

eşitlig̃inden de

lim
n

un = lim
x→1−

(1− x)
∞∑

n=0

unx
n

elde ederiz. Benzer şekilde Karamata’nın temel teoreminin sonucundan faydala-

narak Hardy-Littlewood teoreminin ispatını verebiliriz.
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Teorem 2.6 (Hardy ve Littlewood, 1913) {un} reel dizisi ic. in, (2.1) mevcut ol-

sun. Her n pozitif tamsayısı ve bir C ≥ 0 ic. in n4un ≥ −C ise

lim
n

un = lim
x→1−

(1− x)
∞∑

n=0

unxn.

İspat {n4un} tek taraflı sınırlı oldug̃undan, her n pozitif tamsayısı ve bir C ≥ 0

ic.in V
(0)
n (∆u) ≥ −C dir. (2.1)’in varlıg̃ından limx→1−(1−x)

∑∞
n=0 V

(0)
n (∆u)xn = 0

elde edilir. Karamata’nın temel teoreminin bir sonucu ile V
(1)
n (∆u) = o(1),

n → ∞ elde edilir. σ
(1)
n (u) − σ

(2)
n (u) = n4σ

(2)
n (u) = V

(1)
n (∆u) eşitlig̃inden

n4σ
(2)
n (u) = o(1),n → ∞ elde edilir. Orijinal Tauber teoreminin bir sonucu

ile limn σ
(2)
n (u) = limx→1−(1 − x)

∑∞
n=0 unxn elde edilir ve buradan sonuc. olarak

limn σ
(1)
n (u) = limx→1−(1−x)

∑∞
n=0 unx

n oldug̃undan limn σ
(1)
n (u) nun var oldug̃u

bulunur. Teoremin ispatının devamı ic.in önceki bölümde verilmiş olan aşag̃ıdaki

eşitliklere ihtiyac. duyulacak.

λ > 1 ic.in

(i) un = σ
(1)
n (u) + [λn]+1

[λn]−n
(σ

(1)
[λn](u)− σ

(1)
n (u))− 1

[λn]−n

∑[λn]
k=n+1

∑k
j=n+14uj

ve

1 < λ < 2 ic.in

(ii)un =σ
(1)
n−[(λ−1)n]−1(u)− n + 1

[(λ− 1)n] + 1
(σ

(1)
n−[(λ−1)n]−1(u)− σ(1)

n (u))

+
1

[(λ− 1)n] + 1

n∑

k=n−[(λ−1)n]

n∑

j=k+1

4uj.

(i) eşitlig̃inden

lim
n

un ≤ lim
n

σ(1)
n (u) +

λ

λ− 1
lim

n
(σ

(1)
[λn](u)− σ(1)

n (u)) + lim
n

1

[λn]− n

[λn]∑

k=n+1

k∑
j=n+1

(−4uj)



16

elde ederiz. Yukarıdaki eşitsizlikte sag̃ taraftaki ikinci terim sıfırdır. Her j pozitif

tamsayısı ic.in −4uj ≤ C
j

oldug̃undan

lim
n

un ≤ lim
n

σ(1)
n (u) + lim

n

1

[λn]− n

[λn]∑

k=n+1

k∑
j=n+1

C

j

≤ lim
n

σ(1)
n (u) + Clim

n
max

n+1≤k≤[λn]

k∑
j=n+1

1

j

≤ lim
n

σ(1)
n (u) + Clim

n

[λn]∑
j=n+1

1

j

≤ lim
n

σ(1)
n (u) + C log λ.

Buradan limλ→1+ limnun ≤ limλ→1+ limnσ
(1)
n (u) bulunur ve sonuc. olarakda

limnun ≤ limnσ
(1)
n (u) elde edilir.

(ii) eşitlig̃i ile

limnun ≥ limnσ
(1)
n−[(λ−1)n]−1(u)− 1

λ− 1
limn(σ

(1)
n−[(λ−1)n]−1(u)− σ(1)

n (u))

+limn
1

[(λ−1)n]+1

∑n
k=n−[(λ−1)n]

∑n
j=k+14uj elde ederiz. limn σ

(1)
n (u) var oldug̃undan

sag̃ yanın ikinci terimi sıfır olur. Buradan

limnun ≥ limnσ(1)
n (u) + limn

1

[(λ− 1)n] + 1

n∑

k=n−[(λ−1)n]

n∑

j=k+1

(−C

j
)

≥ limnσ(1)
n (u)− Climn

1

[(λ− 1)n] + 1

n∑

k=n−[(λ−1)n]

1

k

≥ limnσ(1)
n (u)− C log λ

elde ederiz. Sonuc.ta, limnun ≥ limnσ
(1)
n (u) elde ederiz. Elde edilen sonuc.lar

birleştirilerek

lim
n

σ(1)
n (u) ≤ limnun ≤ limnun ≤ lim

n
σ(1)

n (u)

bulunur ve buradan da

lim
n

un = lim
n

σ(1)
n (u) = lim

x→1−

∞∑
n=0

σ(1)
n (u)xn
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oldug̃u görülür.



Bölüm 3

3. DÜZENLİ OLARAK ÜRETİLEN DİZİLER

İC. İN TAUBER TİPİ TEOREMLER

Bu bölümde, düzenli olarak üretilmiş dizi kavramı yardımıyla Abel limitleme

metodu ic.in klasik Tauber tipi teoremler genelleştirildi. Düzenli üretilen dizi

kavramında {Bn} üretec. dizisinin yavaş salınımlı ve sınırlı yada yavaş salınımlı

alınması durumunda Tauber şartı oldug̃u, sadece sınırlı alınması durumunda

dizinin altdizisel yakınsaklıklıg̃ının elde edildig̃i gösterildi. Fakat düzenli üretilen

dizi sınıfını genişlettig̃imizde {Bn} sınırlı iken Tauber şartı oldug̃u gösterildi.

3.1 Tanım

L herhangi bir lineer uzay ve B, L nin {Bn} dizilerinin bir sınıfı olsun. Her n

pozitif tamsayısı ic.in

un = Bn +
n∑

k=1

Bk

k

ile tanımlanan dizileri ihtiva eden U(B) sınıfı, B sınıfı tarafından düzenli olarak

üretilen {un} dizilerinin sınıfıdır (Stanojević, 1999b).

Örnek olarak, B tüm sınırlı ve yavaş salınımlı reel dizilerin sınıfı ise U(B) yavaş

salınımlı dizilerin sınıfıdır. limx→1−(1 − x)
∑∞

n=0 unxn mevcutsa {un} ∈ U(B)

dizisi yakınsaktır. Bu ispat, Karamata’nın temel teoreminin sonucu ile daha kısa

bir şekilde verilir. V
(0)
n (∆u) = O(1), n → ∞, oldug̃undan her n pozitif tamsayı

18
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ic.in V
(0)
n (∆u) ≥ −C olacak şekilde bir C > 0 vardır. (2.1) den

lim
x→1−

(1− x)
∞∑

n=0

V (0)
n (∆u)xn = lim

x→1−
(1− x)

∞∑
n=0

(un − σ(1)
n (u))xn = 0. (3.1)

Karamata’nın temel teoreminin sonucu {V (0)
n (∆u)} dizisine uygulanırsa,

σ(1)
n (V (0)(∆u)) = V (1)

n (∆u) = o(1), n →∞

bulunur. {V (0)
n (∆u)} yavaş salınımlı oldug̃undan

V (0)
n (∆u) = V (1)

n (∆u) +
[λn] + 1

[λn]− n
(V

(1)
[λn](∆u)− V (1)

n (∆u))

− 1

[λn]− n

[λn]∑

k=n+1

k∑
j=n+1

4V
(0)
j (∆u), λ > 1

eşitlig̃inden V
(0)
n (∆u) = o(1), n →∞ elde edilir. Böylece

un − σ(1)
n (u) = n4σ(1)

n (u) = V (0)
n (∆u) = o(1), n →∞

elde edilir. O halde buradan orijinal Tauber teoreminin sonucunun kullanılması

ile limn σ
(1)
n (u) = limx→1−(1− x)

∑∞
n=0 unx

n dir ve elde edilenlerin sonucu olarak

limn un = limx→1−(1− x)
∑∞

n=0 unxn elde edilir.

Eg̃er B yavaş salınımlı dizilerin sınıfı ise U(B) sınıfındaki diziler yavaş salınımlı

deg̃ildir ve limx→1−(1−x)
∑∞

n=0 σ
(1)
n (u)xn varlıg̃ının mevcut oldug̃u kabul edilirse

limn un = limx→1−(1−x)
∑∞

n=0 σ
(1)
n (u)xn dir. {V (0)

n (∆u)} yavaş salınımlı oldug̃un

dan V
(0)
n (∆u)− V

(1)
n (∆u) = O(1), n →∞, yani

n4V (1)
n (∆u) = O(1), n →∞ (3.2)

dir. (2.15)’den

lim
x→1−

(1− x)
∞∑

n=0

V (1)
n (∆u)xn = lim

x→1−
(1− x)

∞∑
n=0

(σ(1)
n (u)− σ(2)

n (u))xn = 0 (3.3)

dir. Burada {n4V
(1)
n (∆u)}’nın tek taraflı sınırlı oldug̃unu kullanamayız c.ünkü

limx→1−(1−x)
∑∞

n=0(V
(0)
n (∆u)−V

(1)
n (∆u))xn’nın mevcut olup olmadıg̃ını bilmiyo
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ruz. (3.2) ve (3.3)’den Littlewood teoremi ile V
(1)
n (∆u) = o(1) elde edilir. (3.2)’den

de V
(0)
n (∆u) = O(1), n →∞ oldug̃u bulunur.

σ(1)
n (u)− σ(2)

n (u) = V (1)
n (∆u) = o(1), n →∞

oldug̃undan limn σ
(2)
n (u) = limx→1−(1 − x)

∑∞
n=0 σ

(1)
n (u)xn elde edilir. Sonuc.

olarak, limn σ
(1)
n (u) = limx→1−(1−x)

∑∞
n=0 σ

(1)
n (u)xn elde edilir. Önceki sonuc.tan

ispatın kalan kısmı ac.ıktır.

İkinci olarak, C. anak teoremi olan (C. anak, 1998a) kullanılarak da ispat yapmak

mümkündür. {V (0)
n (∆u)} yavaş salınımlı oldug̃undan {un} ve {σ(1)

n (u)} dizileri

de yavaş salınımlıdır. Genelleştirilmiş Littlewood teoreminden yararlanarak

lim
n

σ(1)
n (u) = lim

x→1−
(1− x)

∞∑
n=0

σ(1)
n (u)xn

elde ederiz. {un} yavaş salınımlı ve (C,1) toplanabilir oldug̃undan, λ > 1 ic.in

un = σ(1)
n (u) +

[λn] + 1

[λn]− n
(σ

(1)
[λn](u)− σ(1)

n (u))− 1

[λn]− n

[λn]∑

k=n+1

k∑
j=n+1

(uj − uj−1)

eşitlig̃ini kullanarak limn un = limx→1−(1− x)
∑∞

n=0 σ
(1)
n (u)xn elde ederiz.

B sınıfı tarafından düzenli olarak üretilen {un} dizilerinin U(B) sınıfını incelemeye

devam ederek bununla ilgili olarak Tauber teoremlerini ispat edeceg̃iz. Örneg̃in,

B sınırlı dizilerinin bir sınıfı olmak üzere U(B) sınıfındaki {un} dizileri ic.in {un}
nin sadece altdizisel yakınsaklıg̃ını elde ederiz.

Tanım 3.1 {un} reel sayıların dizisi olsun. {un} dizisinin tüm yıgılma noktaları

I(u) da olmak üzere sonlu bir I(u) aralıg̃ı mevcut ve I(u) aralıg̃ının her noktası

{un} dizisinin bir yıg̃ılma noktası ise {un} dizisine altdizisel yakınsak dizi denir.

Teorem 3.1 {un} reel dizisi ic. in 4V
(0)
n (∆u) = o(1), n → ∞ ve (2.8) mevcut

olsun. Eg̃er B, sınırlı {Bn} dizilerinin bir sınıfı olmak üzere {un} ∈ U(B) ise

{un} altdizisel yakınsaktır.
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İspat {un} ∈ U(B) ise, sınırlı bir {Bn} dizisi ve her pozitif n tamsayısı ic.in

un = Bn +
n∑

k=1

Bk

k
(3.4)

dir.

(3.4)’den ∆un = un−un−1 = Bn +
∑n

k=1
Bk

k
−Bn−1−

∑n−1
k=1

Bk

k
= Bn−Bn−1 + Bn

n

ve n∆un = n(Bn − Bn−1) + Bn = n4Bn + Bn elde edilir. Son eşitlig̃in (C,1)

ortalaması alınarak

V (0)
n (∆u) =

1

n + 1

n∑

k=0

k4Bk +
1

n + 1

n∑

k=0

Bk

= V (0)
n (∆B) + σ(1)

n (B)

= Bn

elde edilir. {Bn} dizisinin sınırlılıg̃ından V
(0)
n (4u) = O(1), n →∞ ve

un − σ(1)
n (u) = V (0)

n (4u) = O(1), n −→∞ (3.5)

yada

n4σ(1)
n (u) = O(1), n →∞ (3.6)

elde edilir. Littlewood teoremini uygulayarak (2.8) ve (3.6),

lim
n

σ(1)
n (u) = lim

x→1−
(1− x)

∞∑
n=0

σ(1)
n (u)xn (3.7)

gerektirir. (3.5) ve (3.7)’den, un = O(1) bulunur. 4V
(0)
n (∆u) = o(1), n → ∞

varsayımı ve (3.7)’den4un = o(1), n −→∞ olur ki bu da {un} dizisinin altdizisel

yakınsak oldug̃u sonucunu verir.

Eg̃er {Bn} üretec. dizisi ılımlı salınımlı ise bir üstteki teoremin bir genelleştirilmesi

elde edilir.

Teorem 3.2 {un} reel dizisi ic. in 4V
(0)
n (∆u) = o(1), n → ∞, ve (2.8) mevcut

olsun. Eg̃er, B
′
ılımlı salınımlı {Bn} dizilerinin sınıfı olmak üzere {un} ∈ U(B

′
)

ise {un} altdizisel yakınsaktır.
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İspat {un} ∈ U(B
′
) oldug̃undan bir {Bn} ılımlı salınımlı dizisi ve her pozitif n

tamsayıları ic.in

un = Bn +
n∑

k=1

Bk

k

dir. Bu gösterimden V
(0)
n (4u) = 1

n+1

∑n
k=0 k4uk = Bn elde ederiz. {Bn} ılımlı

salınımlı oldug̃undan, {V (0)
n (4u)} ılımlı salınımlıdır ve

V (0)
n (4u)− V (1)

n (4u) = O(1), n →∞, (3.8)

ya da

n4V (1)
n (4u) = O(1), n →∞, (3.9)

elde edilir. Hipotezde verilen(2.8) limitinin var olmasından

lim
x→1−

(1− x)
∞∑

n=0

V (1)
n (4u)xn = lim

x→1−
(1− x)

∞∑
n=0

(σ(1)
n (u)− σ(2)

n (u))xn = 0 (3.10)

bulunur. Littlewood teoreminin uygulayarak, (3.9) ve (3.10)’dan

V (1)
n (4u) = o(1), n →∞ (3.11)

bulunur. (3.8) ve (3.11)’den V
(0)
n (4u) = O(1), n → ∞ elde edilir. İspatın geri

kalanı Teorem 3.1’deki gibi yapılır.

3.2 Düzenli Olarak Üretilen Diziler İc.in Tauber Tipi

Teoremler

Bu bölümün girişinde düzenli olarak üretilen dizilerin tanımı verildi ve ilgili

Tauber teoremleri ispat edildi. Daha önce tanımladıg̃ımız U(B) sınıfını genişleterek

düzenli olarak üretilmiş dizilerin c.alışmasına devam edeceg̃iz. Önceki kesimde L

herhangi bir lineer uzay ve B, L nin {Bn} dizilerinin bir sınıfı olsun. Şimdi,

aşag̃ıdaki gibi yeni bir U(B∗) sınıfı tanımlayacag̃ız (Stanojević, 1999b).
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Tanım 3.2 B∗ sınıfı, {Bn} ∈ B ve her n pozitif n tamsayısı ic. in

B∗
n =

n∑

k=1

Bk

k

şeklinde yazılabilen {B∗
n} dizilerinin bir sınıfı olsun. U(B∗) sınıfı B∗ tarafından

üretilen bütün düzenli olarak üretilmiş dizilerin sınıfıdır. Yani {B∗
n} ∈ B∗ ve her

pozitif n tamsayısı ic.in

un = B∗
n +

n∑

k=1

B∗
k

k
=

n∑

k=1

Bk

k
+

n∑

k=1

∑k
j=1

Bj

j

k
(3.12)

ile tanımlanan dizileri ic.eren U(B∗) sınıfı, B∗ tarafından düzenli olarak üretilen

{un} dizilerinin sınıfıdır.

Şimdi bu sınıf ic.in Tauber teoremleri verilmeye devam edilecektir.

Teorem 3.3 (1.1) mevcut olsun. Eg̃er {un} ∈ U(B∗) ise

lim
n

un = lim
x→1−

(1− x)
∞∑

n=0

unxn. (3.13)

İspat (3.12) gösteriminden

n4un = n(un − un−1)

= n(B∗
n +

n∑

k=1

B∗
k

k
−B∗

n−1 −
n−1∑

k=1

B∗
k

k
)

= n(B∗
n −B∗

n−1 +
B∗

n

n
) = n(

n∑

k=1

Bk

k
−

n−1∑

k=1

Bk

k
+

∑n
k=1

Bk

k

n
)

= n(
Bn

n
+

∑n
k=1

Bk

k

n
)

= Bn +
n∑

k=1

Bk

k
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elde edilir, ve eşitlig̃in her iki tarafının aritmetik ortalaması alınırsa

V
(0)
n (4u) = σ

(1)
n (B) + σ

(1)
n (B∗) elde edilir. Buradan

n4un − V (0)
n (4u) = Bn − σ(1)

n (B) + B∗
n − σ(1)

n (B∗)

= Bn − σ(1)
n (B) +

1

n + 1

n∑

k=0

k4B∗
k

= Bn − σ(1)
n (B) + σ(1)

n (B) = Bn

elde edilir. {Bn} dizisi sınırlı oldug̃undan

n4un − V (0)
n (4u) = n4V (0)

n (4u) = O(1), n →∞ (3.14)

dir. Sonuc. olarak orijinal Tauber teoremi ile limn un = limx→1−
∑∞

n=0 unxn elde

edilir. U(B) sınıfı, U(B∗) ic.inde oldug̃u kolayca görülür.

3.3 Düzenli Olarak Üretilen Diziler İc.in Klasik ve Klasik

Olmayan Tauber Tipi Teoremler

L herhangi bir lineer uzay ve B, L nin {Bn} dizilerin sınıfı olsun. Her n pozitif

tamsayısı ic.in

un = Bn +
n∑

k=1

Bk

k

ile tanımlanan dizileri ihtiva eden U(B) sınıfı, önceki bölümlerde tanımlanmıştı.

Şimdi bu sınıf ic.in Tauber teoremleri verilmeye devam edilecektir.

Teorem 3.4 {un} reel dizi olsun.

lim
x→1−

(1− x)
∞∑

n=0

σ(1)
n (u)xn (3.15)

mevcut olsun. {V (0)
n (∆u)} ∈ U(B) ise

lim
n

un = lim
x→1−

(1− x)
∞∑

n=0

σ(1)
n (u)xn (3.16)

dir.
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İspat {V (0)
n (∆u)} ∈ U(B) oldug̃undan bir (Bn) ∈ B ic.in V

(0)
n (∆u) = Bn +

∑n
k=1

Bk

k
. Buradan n4V

(0)
n (4u)− σ

(1)
n (n4V

(0)
n (4u)) = n4Bn elde edilir. Sonuc.

olarak

n4V (0)
n (4u)− n4V (1)

n (4u) = n4(V (0)
n (4u)− V (1)

n (4u)) = n4Bn (3.17)

oldug̃u görülür. (3.17)’nin aritmetik ortalaması alınırsa

n4V (1)
n (4u)− n4V (2)

n (4u) = V (0)
n (4B)

elde edilir.{Bn} dizisi yavaş salınımlı oldug̃undan {V (0)
n (4B)} yavaş salınımlı ve

sınırlıdır. Böylece

n4(V (1)
n (4u)− V (2)

n (4u)) = O(1), n →∞ (3.18)

bulunur. (3.15)’in varlıg̃ından dolayı,

lim
x→1−

(1− x)
∞∑

n=0

(V (1)
n (4u)− V (2)

n (4u))xn = 0 (3.19)

dir. Böylece Littlewood (1911) teoremini uygulayarak, (3.18) ve (3.19)’dan

V (1)
n (4u)− V (2)

n (4u) = n4V (2)
n (4u) = o(1), n →∞ (3.20)

elde edilir. (3.15)’den dolayı

lim
x→1−

(1− x)
∞∑

n=0

V (2)
n (4u)xn = 0, (3.21)

oldug̃u bulunur. Orijinal Tauber teoremini uygulayarak, (3.20) ve (3.21)’den

dolayı da V
(2)
n (4u) = o(1), n → ∞ elde edilir. {V (1)

n (4u)} ve {V (2)
n (4u)}

dizilerinin limitleri sıfır oldug̃undan yavaş salınımlı dizilerdir. n4V
(1)
n (4u) −

n4V
(2)
n (4u) = V

(0)
n (4B) eşitlig̃inden dolayı {V (0)

n (4u)} dizisi yavaş salınımlı

oldug̃u bulunur. V
(1)
n (4u) = o(1), n → ∞, ve {V (0)

n (4u)} yavaş salınımlı

oldug̃undan (2.13) eşitlig̃inden dolayı V
(0)
n (4u) = o(1) elde edilir.

un − σ
(1)
n (u) = n4σ

(1)
n (u) = V

(0)
n (4u) = o(1), n →∞ olacag̃ından sonuc. olarak,

lim
n

un = lim
x→1−

(1− x)
∞∑

n=0

σ(1)
n (u)xn, (3.22)

dir.
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Sonuc. 3.1 {un} reel dizi olsun.

lim
x→1−

(1− x)
∞∑

n=0

σ(1)
n (u)xn (3.23)

mevcut olsun. {un} ∈ U(B) ise

lim
n

un = lim
x→1−

(1− x)
∞∑

n=0

σ(1)
n (u)xn (3.24)

dir.

İspat Hipotezden {un} ∈ U(B) ve {Bn} ∈ B oldug̃undan un = Bn +
∑n

k=1
Bk

k

şeklindedir. Bu yazılımdan {Bn} ∈ B ic.in V
(0)
n (4u) = V

(0)
n (4B)+

∑n
k=1

V
(0)
k (4B)

k

elde edilir. {Bn} ∈ B ic.in {V (0)
n (4B)} ∈ B oldug̃undan {V (0)

n (4u)} ∈ U(B)

bulunur.

Sonuc. 3.2 (Genelleştirilmiş Littlewood Teoremi) (2.1) mevcut olsun. u = {un}
yavaş salınımlı ise

lim
n

un = lim
x→1−

(1− x)
∞∑

n=0

unx
n (3.25)

dir.

İspat (2.1)’in varlıg̃ından limx→1−(1− x)
∑∞

n=0 σ
(1)
n (u)xn limiti vardır. u = {un}

yavaş salınımlı oldug̃undan {V (0)
n (4u)} yavaş salınımlıdır. un = V

(0)
n (4u) +

∑n
k=1

V
(0)
k (4u)

k
oldug̃undan {un} ∈ U(B) elde edilir.

Teorem 3.4’de {Bn} sınırlı oldug̃u kabul edilirse, o zaman {V (0)
n (4u)} sınırlı olur.

(2.8)’in varlıg̃ı veya {un} dizisinin Abel limitlenebilir olmasından {un} dizisinin

yakınsaklıg̃ı elde edilemez. Ancak limn σ
(1)
n (u) = limx→1−(1 − x)

∑∞
n=0 σ

(1)
n (u)xn

elde edilir. Bu durum önceki bölümdeki gibi aynı U(B∗) sınıfı tanımlarız. Şimdi

U(B∗) sınıfı ile Genelleştirilmiş Littlewood Teoremi ispat edebiliriz.
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Teorem 3.5 {un} reel dizisi ic. in (2.8) mevcut olsun. {V (0)
n (∆u)} ∈ U(B∗) ise

lim
n

un = lim
x→1−

(1− x)
∞∑

n=0

σ(1)
n (u)xn (3.26)

dir.

İspat Hipotezden V
(0)
n (∆u) =

∑n
k=1

Bk

k
+

∑n
k=1

Pk
j=1

Bj
j

k
oldug̃undan

n4V
(0)
n (4u)− σ

(1)
n (n4V

(0)
n (4u)) = Bn elde edilir. Son eşitlig̃i

n4V (0)
n (4u)− n4V (1)

n (4u) = n4(V (0)
n (4u)− V (1)

n (4u)) = Bn (3.27)

şeklinde yeniden yazabiliriz. (3.27) eşitlig̃in aritmetik ortalaması alınırsa

n4V (1)
n (4u)− n4V (2)

n (4u) = n4(V (1)
n (4u)− V (2)

n (4u)) = σ(1)
n (B)

elde edilir. {Bn} ılımlı salınımlı oldug̃undan

{σ(1)
n (B)} = {n4V (1)

n (4u)− n4V (2)
n (4u)} = {n4(V (1)

n (4u)− V (2)
n (4u))}

yavaş salınımlıdır. O halde

n4(V (1)
n (4u)− V (2)

n (4u))− n4(V (2)
n (4u)− V (3)

n (4u)) = O(1), n →∞

elde edilir ve

n4[V (1)
n (4u)− V (2)

n (4u))− (V (2)
n (4u)− (V (3)

n (4u))] = O(1), n →∞ (3.28)

şeklinde yazabiliriz. (2.8) in varlıg̃ından

lim
x→1−

(1− x)
∞∑

n=0

[V (1)
n (4u)− V (2)

n (4u)− (V (2)
n (4u)− V (3)

n (4u))]xn = 0 (3.29)

dir. Littlewood teoremini uygulayarak, (3.28) ile (3.29)’den

V (1)
n (4u)− V (2)

n (4u)− (V (2)
n (4u)− V (3)

n (4u)) = n4(V (2)
n (4u)− V (3)

n (4u))

= o(1), n →∞
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elde ederiz. Sonuc. olarak ,Teorem (3.4)’ün ispatındaki gibi {V (1)
n (4u)}, {V (2)

n (4u)},
{V (3)

n (4u)} dizileri yavaş salınımlı olur, c.ünkü limitleri sıfırdır. Böylece {V (0)
n (4u)}

yavaş salınımlı bulunur. V
(1)
n (4u) = o(1), n →∞ ve {V (0)

n (4u)} yavaş salınımlı

oldug̃undan V
(0)
n (4u) = o(1), n →∞ elde edilir. Bu ispatı tamamlar.

Teorem 3.5’de {Bn} dizisinin sınırlı yada yavaş salınımlı alınması halinde {un} nin

Abel limitlenebilmesinden yada (2.8)’ den {un} dizisinin yakınsaklıg̃ına ulaşılınır.

Teorem 3.5’de {Bn} nin tek taraftan sınırlı olması halinde de sag̃lanır.

(C. anak, 2007), genelleştirilmiş Littlewood Tauber teoremi olarak bilinen aşag̃ıdaki

teoremi Karamata’nın temel teoreminin sonucu yardımıyla ispat etmiştir.

Teorem 3.6 {un} dizisi ic. in (2.1) mevcut olsun. {un} yavaş salınımlı ise limn un =

limx→1−(1− x)
∑∞

n=0 unxn dir.

3.4 Düzenli Olarak Üretilen Diziler İc.in Tauber Tipi

Teoremler Üzerine Bir Not

(Dik ve ark, 2004) Teorem 3.6’yı düzenli üretilmiş diziler kavramı yardımıyla

genelleştirmişlerdir. Sonra, (C. anak ve Totur, 2004,2006) Tauber koşullarının bir

dizinin salınım davranışının kontrol modulosunun terimlerinde verildig̃i Tauber

teoremleri ispatlamışlardır.

Bu kısımda klasik Tauber teoremleri ve onların genelleştirmelerinin aşag̃ıda ver-

ilen teoremler temel alınarak ispatlanmıştır. {σ(1)
n (u)} yavaş salınımlı ise {un}

dizisine (C,1) yavaş salınımlı denilir. {un} dizisinin salınım hareketinin kontrol

modülosu w
(0)
n (u) = n4un şeklinde gösterilir. wm

n (u) = w
(m−1)
n (u)−σ

(1)
n (w(m−1)(u))

eşitlig̃ine {un} dizisinin m inci mertebeden kontrol modülosu denir. m ≥ 1

tamsayısı ve negatif olmayan n tamsayısı ve bir {un} dizisi (n4)0un = un,



29

(n4)mun = n4((n4)m−1un) şeklinde yazılabilir. m ≥ 1 tamsayısı ic.in w
(m)
n (u) =

(n4)mV
(m−1)
n (4u) dir.

Teorem 3.7 (C. anak ve Totur, 2005) {un} dizisi ic. in (2.1) mevcut ve m ≥ 1 tam-

sayısı ic. in (wm
n (u)), (C,1) yavaş salınımlı ise limn un = limx→1−(1−x)

∑∞
n=0 unxn

dir.

Teorem 3.8 (C. anak ve Totur, 2006) {un} dizisi ic. in (2.1) mevcut olsun. m ≥ 1

tamsayısı ve bir C > 0 ic. in wm
n (u) ≥ −C ise limn un = limx→1−(1−x)

∑∞
n=0 unxn

dir.

Tanım 3.3 L lineer uzay ve B, L nin bir alt uzayı olsun. m ≥ 1 ve her n

pozitif tamsayısı ic. in {(B(m)
n )|B(m)

n =
∑n

k=1

B
(m−1)
k

k
} şeklinde yazılabilen {B(m)

n }
dizilerinin sınıfı (B

(0)
n ) = (Bn) ∈ B olmak üzere B(m) olarak tanımlarız.

Tanım 3.4 u = {un} ∈ L ic. in, B(m) = (B
(m)
n ) ∈ B(m) olmak üzere

un = B(m)
n +

n∑

k=1

B
(m)
k

k

ile tanımlanan dizileri ic. eren U(B(m)) sınıfı, B(m) ile düzenli olarak üretilen

{un} dizilerinin sınıfıdır. {un} dizisi (B
(m)
n ) ile düzenli üretilmiş bir dizi denir.

(B
(m)
n )’ye {un} dizisinin üretec. dizisi denir. U(B(m)) dizilerin sınıfı B(m) dizileri

ile üretilen sınıfıdır. U(B
(m)
> ) sınıfıda Tanım 3.3’deki gibi benzer olarak tanımlanır.

Bir CB > 0 ic.in Bn ≥ −CB koşulunu gerc.ekleyen dizilerin sınıfı B> ile gösterilir.

Eg̃er B, yavaş salınımlı ve sınırlı ise U(B) sınıfındaki diziler yavaş salınımlıdır.

m ≥ 1 ic.in w
(m)
n (u) = w

(m−1)
n (u) − σ

(1)
n (w(m−1)(u)) dir. B = S olsun. Eg̃er

{un} ∈ U(S) ise (V
(0)
n 4u) ∈ U(S)ve {σ(1)

n (u)} ∈ U(S(1)).

Sonuc.lar ic.in aşag̃ıdaki lemma’ya ihtiyac. duyulur.
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Lemma 3.1 u = {un} ∈ L ve k ve m negatif olmayan tamsayılar olsun.

{V (k−1)
n (4u)} ∈ U(B(m)) ise (n4)m+1V

(k+1)
n (4u) = Bn dir.

İspat Hipotezden {V (k−1)
n (4u)} ∈ U(B(m)) oldug̃undan (B

(m)
n ) ∈ B(m) olmak

üzere

V (k−1)
n (4u) = σ(k−1)

n (u)− σ(k)
n (u) = B(m)

n +
n∑

j=1

B
(m)
j

j
(3.30)

dir. (3.30)’un aritmetik ortalaması alınır kendisinden c.ıkartılırsa

V (k−1)
n (4u)− V (k)

n (4u) = n4B(m)
n + B(m)

n (3.31)

elde edilir. (3.31) eşitlig̃inden, (3.31) eşitlig̃inin aritmetik ortalaması c.ıkartılırsa

V (k−1)
n (4u)− V (k)

n (4u)− (V (k)
n (4u)− V (k+1)

n (4u)) = B(m−1)
n (3.32)

bulunur. (3.32) ifadesi n4V
(k)
n (4u)− n4V

(k+1)
n (4u) = B

(m−1)
n şeklinde yada

(n4)2V
(k+1)
n (4u) = B(m−1)

n

şeklinde yazılabilir. Yapılan adımlar tekrar edilirse,

σ(1)
n (w(m+1)(u)) = (n4)m+1V

(k+1)
n (4u) = B(0)

n = Bn (3.33)

sonucuna varılır.

S ile Stanojević anlamında yavaş salınımlı dizilerin sınıfı gösterilsin.

Teorem 3.9 {un} dizisi ic. in (2.1) mevcut ve keyfi bir m ≥ 1 tamsayısı ic. in

(V
(m)
n (4u)) ∈ U(S(m)) ise limn un = limx→1−(1− x)

∑∞
n=0 unx

n dir.

İspat Lemma 3.1 de B=S ve k=m alınırsa eg̃er σ
(1)
n (w(m+1)(u)) = B

(0)
n = Bn dir.

{Bn} ∈ S oldug̃undan dolayı (w
(m+1)
n (u)), (C,1) yavaş salınımlıdır. Teorem 3.7

ile limn un = limx→1−(1− x)
∑∞

n=0 unx
n elde edilir.

Teorem 3.10 {un} dizisi ic. in (2.1) limiti mevcut ve keyfi bir m ≥ 1 tamsayısı

ic. in (V
(m−1)
n (4u)) ∈ U(S(m)) ise limn un = limx→1−(1− x)

∑∞
n=0 unxn dir.
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İspat Lemma 3.1 de B = S ve k = m− 1 alındıg̃ı taktirde w(m+1)(u) = Bn elde

edilir. {Bn} ∈ S oldug̃undan (w(m+1)(u)), (C,1) yavaş salınımlı bulunur. Teorem

3.7 ile limn un = limx→1−(1− x)
∑∞

n=0 unx
n elde edilir.

Benzer sonuc.ları tek taraftan sınırlı düzenli üretilmiş diziler ic.inde verilebilir.

Teorem 3.11 {un} dizisi ic. in (2.1) mevcut ve keyfi bir m ≥ 1 tamsayısı ic. in

(V
(m)
n (4u)) ∈ U(S

(m)
> ) ise limn un = limx→1−(1− x)

∑∞
n=0 unx

n dir.

İspat Lemma 3.1 de B = S ve k = m alınırsa, Lemma 3.1 ile σ
(1)
n (w(m+1)(u)) =

Bn bulunur. σ
(1)
n (w(m+1)(u)) = w

(m+1)
n (σ(1)(u)) ve (2.1)’in varlıg̃ı ile (2.8)’i gerek-

tirdig̃inden Teorem 3.8 ile limn un = limx→1−(1− x)
∑∞

n=0 unx
n elde edilir.

Teorem 3.12 {un} dizisi ic. in (2.1) mevcut ve keyfi bir m ≥ 1 ic. in

(V
(m−1)
n (4u)) ∈ U(S

(m)
> ) ise limn un = limx→1−(1− x)

∑∞
n=0 unxn dir.

İspat Lemma 3.1 de B=S ve k = m−1 alınırsa w
(m+1)
n (u) = Bn elde edilir. {Bn}

tek taraftan sınırlı oldug̃undan Teorem 3.8 ile limn un = limx→1−(1−x)
∑∞

n=0 unxn

elde edilir.

Sonuc. 3.3 (2.8) limiti mevcut olsun. Eg̃er (V
(0)
n (4u)) ∈ U(S) ise

limn un = limx→1−(1− x)
∑∞

n=0 unxn dir.

İspat Hipotezden (V
(0)
n (4u)) ∈ U(S) oldug̃undan (V

(1)
n (4u)) ∈ U(S(1)) dir.

Teorem 3.9 u uyguladıg̃ımız zaman, V
(1)
n (4u) = V

(0)
n (4σ(1)(u)) ve (2.8)’den

dolayı limn σ
(1)
n (u) = limx→1−(1 − x)

∑∞
n=0 σ

(1)
n (u)xn elde edilir ve limn σ

(1)
n (u) =

limx→1−(1 − x)
∑∞

n=0 σ
(1)
n (u) den dolayıda limx→1−(1 − x)

∑∞
n=0 unxn varlıg̃ına

ulaşılır. Teorem 3.9 ile de limn un = limx→1−(1− x)
∑∞

n=0 unxn elde edilir.

Sonuc. 3.3 ve (Dik ve ark, 2004)’ deki Teorem 1 dir. (Dik ve ark, 2004)’deki Teo-

rem 2 olan bir sonraki sonuc. ic.in aşag̃ıdaki Teorem 3.7’nin bir genelleştirilmesine

ihtiyac. duyacag̃ız.
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Teorem 3.13 (2.8)’in varlıg̃ından ve m ≥ 1 ic. in (w
(m)
n (u)), (C,1) yavaş salınımlı

ise limn un = limx→1−(1− x)
∑∞

n=0 unx
n dir.

İspat σ
(1)
n (w(m)(u)) = w

(m)
n (σ(1)(u)) oldug̃u ac.ıktır. Teorem 3.7’i uygulayarak,

hipotezde verilen (2.8)’in varlıg̃ından ve m ≥ 1 ic.in (w
(m)
n (u)), (C,1) yavaş salınımlı

oldug̃undan lim σ
(1)
n (u) = limx→1−(1 − x)

∑∞
n=0 σ

(1)
n (u) elde edilir ve buradan

(2.1)’in varlıg̃ı bulunur. Teorem 3.7’i uygulayarak, (2.1) var ve m ≥ 1 ic.in

(w
(m)
n (u)), (C,1) yavaş salınımlılıg̃ından limn un = limx→1−(1−x)

∑∞
n=0 unxn elde

edilir.

Sonuc. 3.4 (2.8) limitinin mevcut oldug̃unu kabul edelim. Eg̃er (V
(0)
n (4u)) ∈

U(M (1)) ise limn un = limx→1−(1− x)
∑∞

n=0 unx
n dir.

İspat Hipotezden (V
(0)
n (4u)) ∈ U(M (1)) verildig̃inden σ

(1)
n (w(2)(u)) ∈ S elde

edilir. Teorem 3.13’i uygulayarak, σ
(1)
n (w(2)(u)) ∈ S ve (2.8)’den dolayı limn un

= limx→1−(1− x)
∑∞

n=0 unx
n elde edilir.

Sonuc. 3.5 (2.8) mevcut ve (un) ∈ U(B
(1)
> ) ise limn un = limx→1−(1−x)

∑∞
n=0 unx

n

dir.

İspat Hipotezde (un) ∈ U(B
(1)
> ), bir Bn

(1) ∈ B(1), ic.in un = B
(1)
n +

∑n
k=1

B
(1)
k

k
dir.

Buradan

n4un = Bn +
n∑

k=1

Bk

k
. (3.34)

elde edilir. (3.34) ve un − σ
(1)
n (u) = V

(0)
n (4u) den bir C > 0 ic.in

w(1)
n (u) = Bn = n4V (0)

n (4u) ≥ −C (3.35)

bulunur. (3.35)’in aritmetik ortalaması alınırsa σ(1)(w
(1)
n (u)) = w

(1)
n (σ(1)(u)) =

n4V
(1)
n 4(u) ≥ −C elde edilir. (2.1) varlıg̃ı (2.8)’i gerektirdig̃inden teorem
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3.8 ile lim σ
(1)
n (u) = limx→1−(1 − x)

∑∞
n=0 σ

(1)
n (u) dir. Bu da bize limx→1−(1 −

x)
∑∞

n=0 unx
n nin varlıg̃ını verir. Bir C > 0 ic.in w

(1)
n (u) ≥ −C oldug̃undan Teo-

rem 3.8’den dolayıda limn un = limx→1−(1 − x)
∑∞

n=0 unxn bulunur. Bu sonuc.,

Dik, Dik, C. anak’ın (2004)’ deki Teorem 3.2.2 dir.



Bölüm 4

4. YAKINSAKLIK ve ALTDİZİSEL

YAKINSAKLIK İC. İN ŞARTLAR

{Bn} yada {Bn − Bn−1} yavaş salınımlı olmak üzere {un} dizisi (Bn) dizisi ile

düzenli olarak üretilsin. Düzenli olarak üretilmiş {un} dizisinin hangi koşullar

altında yakınsak ve altdizisel yakınsak oldug̃unu araştıracag̃ız.

L herhangi bir lineer uzay ve B, {un}, L de bir dizi olsun. A, L nin dizilerinin

bir alt uzayı olsun. Her n pozitif tamsayısı ve bir B = (Bn) ∈ A ic.in

un = Bn +
n∑

k=1

Bk

k
(4.1)

ise {un} dizisine B = (Bn) dizisi tarafından düzenli olarak üretilmiş denir ve B

ye de {un} nin bir üreteci denir.

SO ile yavaş salınımlı dizilerin sınıfı, MO ile ılımlı salınımlı dizilerin sınıfı gösterilsin.

Eg̃er {un} dizisi yakınsak ise

4un = o(1), n →∞. (4.2)

Tersi dog̃ru deg̃ildir, örnek olarak {log n} dizisi (4.2)’yi sag̃lar fakat yakınsak

deg̃ildir. (4.2), {un} nin yakınsaklıg̃ı ic.in gerek bir koşul oldug̃undan aşag̃ıdaki

soruyu sorabiliriz. Hangi koşullar altında (4.2)’yi yada onun genelleştirmelerini

gerc.ekleyen {un} dizisinin davranışı hakkında bilg̃i sahibi olabiliriz. (4.2)’yi

gerc.ekleyen sınırlı bir {un} dizisi ic.in {un} nin bazı altdizilerinin yakınsaklıg̃ını

elde ederiz. Bu da aşag̃ıdaki yeni bir yakınsaklıg̃ı tanımlamamıza yol ac.ar.

34
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Tanım 4.1 (Dik,F, 2001) u = {un} dizisinin bütün yıg̃ılma noktalarının sonlu

bir I(u) aralıg̃ı varsa ve bu aralıg̃ın bütün noktalarıda {un} nin bir yıg̃ılma noktası

ise {un} ye altdizisel yakınsak denir.

Tanımdan, altdizisel yakınsaklıg̃ın dizinin sınırlılıg̃ını gerektirdig̃i ac.ıktır. Fakat

karşıtı dog̃ru deg̃ildir. Örnek olarak {un} = {(−1)n} dizisi sınırlıdır ama alt-

dizisel yakınsamaz. Yani sınırlı diziler altdizisel yakınsak olmak zorunda deg̃ildir.

(Stanojević, 1995), {Sn(B)} = {∑n
k=1 Bk} yavaş salınımlı ise {∑n

k=1
Bk

k
} yakınsak

oldug̃unu göstermiştir. Bu c.alışmamızda amac. {
∑n

k=1
Bk

k
} yakınsaklıg̃ı ic.in gerekli

olan şartın zayıflatılması ve daha sonrada U(SO) ve U(SO4) daki {un} dizisinin

yakınsaklıg̃ını veya altdizisel yakınsaklıg̃ını araştırmaktır. U(SO4) sınıfı, (4Bn)

yavaş salınımlı olmak üzere {Bn} ile üretilen {un} dizilerinin sınıfıdır.

Tanım 4.2 Pozitif bir {un} dizisi ic. in limn
u([λn])
u(n)

= 1 ise {un} dizisine yavaş

deg̃işimli denir.

Teorem 4.1 {un} ∈ U(SO4) dizisi {Bn} ile düzenli olarak üretilen dizi olsun.

{Sn(B)} ılımlı salınımlı ise {un} dizisi altdizisel yakınsaktır.

Bu teoremi ispat etmek ic.in aşag̃ıdaki lemmalara ihtiyac. duyarız.

Lemma 4.1 {Sn(B)} ılımlı salınımlı ise
∑∞

n=1
Bn

n
yakınsaktır.

İspat {R(n)} = {exp |∑n
j=1 Bj|} dizisi ic.in

R([λn])

R(n)
≤ exp |

[λn]∑
j=n+1

Bj| (4.3)

(4.3)’ün her iki tarafının lim’i alınırsa limn
R([λn])
R(n)

≤ exp limn|
∑[λn]

j=n+1 Bj| elde

edilir. Hipotezde verilenden λ > 1 ic.in limn|
∑[λn]

j=n+1 Bj| < ∞ dur. Böylece,

{log R(n)} yavaş deg̃işimlidir Natsis (1991). p ∈ (1, 2] ve n ≥ 1 ic.in |
∑n

j=1 Bj|p =

logp R(n), ve her p > 1 ic.in
∑∞

n=1 |
∑n

j=1 Bj|n−p < ∞ F. Riesz in teoremi (Riesz,

1923) ile
∑∞

n=1
Bn

n
< ∞ elde ederiz.
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Lemma 4.2 {Bn} reel sayıların dizisi olsun. Eg̃er {Σn
k=1

Bk

k
} yakınsak ise σ

(1)
n (B)

= o(1), n →∞.

İspat αn =
∑n

k=1
Bk

k
yazalım. Böylece, Bn = n4αn ve σ

(1)
n (B) = V

(0)
n (4α).

{αn} nin yakınsaklıg̃ı ve Kronecker eşitlig̃inden V
(0)
n (4α) = o(1), n → ∞. Bu

ispatı tamamlar.

Lemma 4.3 (Dik, F, 2001) {un} reel sayıların sınırlı bir dizisi olsun. 4un =

o(1), n →∞ ise {un} dizisi altdizisel yakınsaktır.

Lemma 4.4 ( Stanojević, 1999a) {σ(1)
n (u)}, L ye yakınsak olsun. {un} ∈ SO ise

{un} dizisi L ye yakınsaktır.

Şimdi Teorem 4.1’in ispatını verelim. {un} dizisi (Bn) tarafından düzenli olarak

üretildig̃inde {un} ic.in (4.1) gösterimi mevcuttur. Böylece Lemma 4.1 ile {αn} =

{∑n
k=1

Bk

k
} yakınsak ve Lemma 4.2 ile σ

(1)
n (B) = o(1), n → ∞ dir. Buradan

{σ(1)
n (u)} dizisi {αn} dizisinin limitine yakınsaktır.{4Bn} yavaş salınımlı ve Bn

n
=

o(1), n → ∞ oldug̃undan Lemma 4.4 ile 4Bn = o(1),n → ∞ dir. (4.1) den

4un = 4Bn + Bn

n
elde edilir. Son eşitlikten 4un = o(1), n →∞ dir. un = O(1),

n → ∞ gösterilmesiyle kanıt tamamlanır. {Sn(B)} ılımlı salınımlı oldug̃undan

Vn(B) = O(1), n → ∞ ? dir. Bn = Vn(B)
n

+4Vn(B) den Bn = O(1), n → ∞.

Sonuc. olarak un = O(1), n →∞. Lemma 4.3 ile {un} alt dizisel yakınsaktır.

Uyarı 4.1 {un} dizisi B = {Bn} ile düzenli olarak üretilmiş ise m ≥ 1 tam-

sayısı ic. in {σ(m)
n (u)}, σ(m)(B) = {σ(m)

n (B)} ile düzenli olarak üretilmiştir. Eg̃er

{Σn
k=1σ

(m)
k (B)} ∈ MO ve bir 0 ≤ j ≤ m ic. in {σ(j)

n (B)} ∈ SO ise Teorem 4.1 ile

{σ(m)
n (u)} yakınsaktır.

Uyarı 4.2 {un} ∈ U(SO) dizisi {Bn} ile düzenli olarak üretilen bir dizi olsun.

{Sn(B)} ılımlı salınımlı ise {un}, limn σ
(1)
n (u) ya yakınsaktır.
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İspat Bir {un} dizisi B = {Bn} ile düzenli olarak üretilmiş ise

V (0)
n (4u) = V (0)

n (4B) + σ(1)
n (B) (4.4)

dir. Lemma 4.2 ile σ
(1)
n (B) = o(1), n → ∞ dir. Yavaş salınımın tanımından

{Bn} yavaş salınımlı olması ic.in gerek ve yeter şart {V (0)
n (4B)} yavaş salınımlı

ve sınırlı olmasıdır (Dik, 2001a). Böylece (4.4)’ü kullanarak, {V (0)
n (4u)} nin

yavaş salınımlı ve sınırlıdır. Buradan {un} yavaş salınımlıdır. {σ(1)
n (u)} yakınsak

oldug̃undan, {un}, Lemma 4.4 ile aynı limite yakınsar.



Bölüm 5

5. SONUC.

1. Amac.lanan: Bu c.alışmada, (C. anak ve Totur, 2006) de ispat edilmiş olan

(A, 0) Abel limitleme metodu ic.in verilen Tauber tipi bir teorem (A, i) limitleme

metoduna genelleştirilmiştir. Yani

lim
x→1−

(1− x)
∞∑

n=0

σ(i)
n (u)xn = s

ve

{un} dizisi üzerine konan Tauberşartı ile





⇒ lim
n

un = s

elde edildi.

• un −→ s (A, 0) =⇒ i ≥ 1 ic.in un −→ s (A, i). Tersi dogru deg̃ildir.

Örnek Olarak:

• i = 1 halinde, f(x) = sin( 1
1−x

) =
∑∞

n=0 unx
n, 0 < x < 1 ile tanımlanan (un)

dizisi Abel limitlenebilir deg̃ildir, fakat (un), (A, 1) limitlenebilirdir.

2. Kullanılan Notasyonlar:

• Her i ≥ 1 ic.in ve negatif olmayan n tamsayısı ic.in

σ(i)
n (u) =





1
n+1

∑n
k=0 σ

(i−1)
k (u) ,i ≥ 1

un ,i = 0

• limn→∞ σ
(i)
n (u) = s ise u = (un) dizisine s ye (H, i) limitlenebilir denir.

• u = (un) (C,1) yavaş salınımlı denir ⇐⇒ {σ(1)
n (u)} yavaş salınımlı dizidir.

• limx→1−(1 − x)
∑∞

n=0 σ
(i)
n (u)xn = s (kısaca, un −→ s (A, i) yazarız) ise (un)
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dizisine s ye (A, i) limitlenebilir denir.

• Eg̃er i = 0 =⇒ (A, i) limitleme metodu Abel limitleme metoduna indirgenir.

• un −→ s (A, 0) =⇒ i ≥ 1 ic.in un −→ s (A, i)

(C. anak and Totur, 2006), (un) dizisinin Abel limitinden control modülo üzerine

şart koyarak dizinin yakınsaklıg̃ını elde etti.

Teorem A: (un) dizisi s ye Abel limitlenebilir ve (w
(m)
n (u)) dizisi (C,1) yavaş

salınımlı ise (un), s ye yakınsar.

( A,i) Limitleme Metodu ic.in Tauber Tipi Teorem : Her i ≥ 1 pozitif

tamsayısı ic.in un −→ s (A, i) olsun. Eg̃er (w
(m)
n (u)) dizisi (C, 1) yavaş salınımlı

=⇒ un −→ s.

C. anak ve Albayrak İspat :

Bazı a = (an) ∈ S ic.in σ
(1)
n (w(m)(u)) = an olsun.

σ(1)
n (w(m)(u)) = w(m)

n (σ(1)(u)),

oldug̃u yazılabilir.

w(m)
n (σ(1)(u)) = an =⇒ w(m)

n (σ(j)(u)) = σ(j−1)
n (a).

S deki bir dizinin yavaş salınımlı tanımından j = 1, 2, 3, ..., i + 1 ic.in

(σ(j−1)
n (a)) ∈ S.

un −→ s (A, i) den, Teorem A ile un −→ s(H, i) dir.

un −→ s(H, i) =⇒ un → s(A, i− 1) dir.
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(w(m)
n (σ(i)(u)) = (σ(i−1)

n (a)) ∈ S

ve

un −→ s (A, i− 1)




⇒ un −→ s(H, i− 1) bulunur.

Önceki sonucun aynısı ile

un −→ s(A, i− 2).

Bu şekilde devam edilirse

un −→ s(A, 0)

elde ederiz. (σ
(1)
n (w(m)(u)) = (an) ∈ S birlikte un −→ s bulunur. Buda kanıtı

tamamlar. (Hardy ve Littlewood, 1913), (Schmidt, 1924; Landau, 1910) dan

sonra (un) dizisinin Abel limitinden yakınsaklıg̃ına ulaşılabilmesi ic.in Tauber

şartlarının zayıflatılması gittikc.e zorlaştı. Bundan dolayıda, (Stanojević, 1998)

daha genel ve yeni kavram olarak bir dizinin genel kontrol modülosunu vede

düzenli olarak üretilen dizileri tanımladı.

• u = (un) reel ve m ≥ 1 ic.in

ω(m)
n (u) = ω(m−1)

n (u)− σ(1)
n (ω(m−1)(u)).

Sonuc. olarak(C. anak ve Albayrak) :

un −→ s (A, i) olsun. Eg̃er (w
(m)
n (u)) ∈ S (veya ∈ M) ise un −→ s elde etti.
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