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OZET

J1-J2 HEISENBERG XXZ SPIN SISTEMLERINDE
KUANTUM DOLASIKLIGIN INCELENMESI

Alev SAHINTAS

Yiiksek Lisans Tezi, Fizik Anabilim Dali
Tez Danmismani: Yrd. Dog. Dr. Cenk AKYUZ
2014, 65 sayfa

Kuantum mekaniginin baglangicindan giiniimiize kadar gecen zamanda diisiik
boyutlu sistemler daima onemli bir ¢alisma konusu olmustur. Bu nedenle bu
tezde diisiik boyutlu spin sistemlerinden biri olan DM etkilesmesine sahip en yakin
ve ikinci en yakin komsu kubit etkilesmelerini iceren dort kubitlik anizotropik
Heisenberg XXZ modeline ait dolagiklik incelemeleri yapilmistir. 11k olarak
taban durum dolagikliina ait hesaplamalar gerceklestirilmigtir. Elde edilen temel
bulgulardan, DM etkilesmesinin ve tedirginligin sirasiyla en yakin ve ikinci en
yakin komsu kubitler arasindaki taban durum dolagikliklar1 iizerinde etkin rol
oynadiklar1 goriilmiistiir. Ikinci olarak DM etkilesmesi, tedirginlik ve anizotropi
parametrelerine sicakligin da bir kontrol parametresi olarak eklenmesiyle sisteme
ait 1s1sal dolasiklik hesaplamalar1 gerceklestirilmistir. Bu hesaplamalar sonucu,
sicaklik ve tedirginlik parametresinin 6zellikle ikinci en yakin komsu kubitler
arast dolagiklik iizerinde yapici etkiler sergiledigi goriilmiigtiir. Sonug¢ olarak
DM etkilesmesi ile birlikte sadece en yakin komsularin degil ikinci en yakin
komgu etkilerinin de dikkate alinmasi ile daha genel bir Heisenberg modeli
olusturulmus ve bu modelde bahsedilen kontrol parametrelerinin birbirlerine gore
degisen etkilerinin kullanilmas1 ile dolasikligin etkin kontroliiniin saglanabilecegi
gosterilmistir.

Anahtar Sozciikler
Anizotropi parametresi, DM etkilesmesi, dolasiklik, J; —J, Heisenberg XXZ
model, kubit.
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ABSTRACT

INVESTIGATION OF QUANTUM ENTANGLEMENT IN J1-J2
HEISENBERG XXZ SPIN SYSTEMS

Alev SAHINTAS

M.Sc. Thesis, Department of Physics
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Cenk AKYUZ
2014, 65 pages

Since the beginning of the quantum mechanics, low-dimensional systems have
always emerged as an important research field. Therefore, in this thesis, we
examined the entanglement properties of the one of the low-dimensional system
called anisotropic four qubit Heisenberg XXZ system with DM interaction.
This system has both the nearest neighboring and the next nearest neighboring
interaction.  First, calculations of the ground state entanglement are carried
out. From the essential evidences obtained, we see that DM interaction and the
frustration play an active role on the ground state entanglement between the nearest
neighboring and the next nearest neighboring qubits, respectively. Second, thermal
entanglement calculations of the system are fulfilled with the conjuction of the
temperature and other control parameters such as DM interaction,anisotropy and
frustration. As a result of calculations,we see that both temperature and frustration
parameters exhibit positive effects on the thermal entanglement especially between
the next nearest neighboring qubits. Finally, we construct a more general
Heisenberg model by considering not only the nearest neighboring interaction but
also the next nearest neighboring interaction and DM interaction. So, we show that
effective control of entanglement can be obtained by employing competing effects
of the control parameters in this model.

Key Words
Anisotropy parameter, DM interaction, entanglement, J; —J, Heisenberg XXZ
model, qubit.
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ONSOZ

Bu calisgmada; anizotropi parametresinin, DM etkilesmesinin, sicakligin ve
tedirginlik parametresinin bir boyutta spin-1/2 J;-J, Heisenberg XXZ modelinin
dolagiklig1 tizerindeki etkileri incelenmistir. Bunun icin dolagiklik 6l¢iisii olarak
es-uyum kullanilmistir.

Tez calismam boyunca yardim,destek ve anlayisim1 her zaman hissettigim
degerli danisman hocam Yrd. Doc. Dr. Cenk AKYUZ’e tesekkiirlerimi
sunarim.  Ayrica gerek bugiine kadar aldigim iiniversite egitim siirecinde
gerekse tez yazim siirecinde destek olan degerli hocam Yrd. Do¢. Dr.
Haydar UNCU’ya tesekkiir ederim. Latex programini kullanirken kargilagtigim
problemleri ¢6zmemde yardimlarini eksik etmeyen arkadaslarim Melike CIBIK
AYDIN ve Sedat KORKMAZ’a, manevi desteklerini eksik etmeyen arkadaglarim
Biisra KILICGEDIGI, Elif Asena KILIC, Gizem CAKAL ve Sema YAMAK a ve
aileme tesekkiirlerimi sunarim.
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1. GIRIS

19.  yiizyilin sonlarina dogru bilinen klasik fizik teorilerinin tiim fiziksel
olaylar1 aciklamakta yeterli olduguna inaniliyordu. Ancak bu yillarda mevcut
teoriler Karacisim 1simasi, Compton olay1 , Fotoelektrik olay gibi bazi fiziksel
olaylar1 agiklamakta yetersiz kalmistir ve boylece 30 yil siiren bir arayisin
sonunda kuantum mekanigi dogmustur. Kisaca tanimlamak gerekirse; kuantum
mekanigi mikroskobik sistemleri (atom,¢ekirdek vs.) matematiksel nesneler(dalga
fonksiyonlari)cinsinden tanimlayan ve matematiksel nesneleri fiziksel icerige

doniistiirmek {izere bir dizi kurallar veren bilimsel bir yontemdir.

Kuantum mekaniksel sistemlerin, enformasyon islemlerinde kullanilmasi ise
kuantum hesaplama ve kuantum enformasyon teorisi olarak adlandirilan disiplinler
arast bir calisma alani olusturur. Bu yapisi nedeniyle de kuantum mekanigi,

bilgisayar bilimi, enformasyon teorisi ve kriptoloji gibi pek cok alanla etkilegir.

Kuantum hesaplama ve kuantum enformasyon alaninin 6nemli bir basarisi,
fiziksel teorilerin olugturulmasi icin basit ancak sezgisel olarak elde edilemeyen
yasalar ortaya koyan kuantum mekanigi hakkinda, sezgi ve anlayisimizi arttiracak
gelismeler sunmasidir. Ornegin; 1980’lerin basinda Einstein’in gorelilik teorisine
aykirt olmasina karsin kuantum etkileri kullanilarak isiktan daha hizli sinyal
gondermenin olasilig1 iizerine dikkatler toplanmisti. Bu aslinda bilinmeyen bir
kuantum durumunun kopyalanmasi problemidir ve gerceklesmesi halinde kuantum
mekanigi etkileri kullanilarak isiktan daha hizli bir sekilde sinyal gdonderme
olasilig1 miimkiin olacaktir, ancak kuantum hesaplama ve kuantum enformasyon
teorisinin ilk sonuglarindan biri olan kopyalanamama teoreminin bulunmasiyla,

bunun miimkiin olmadig1 anlagilmistir.

Kuantum hesaplama ve kuantum enformasyon alaninin gelismesi ve

olgunlagsmasiyla birlikte yeni alt alanlar da ortaya cikmustir [1]. Bunlardan



2

en ¢ok calisilan1 dolagiklik (entanglement) kavramidir [2]. Dolasiklik tamamen
kuantum mekaniksel bir kavram olup, alt sistemlerden olugmus bir kuantum

sisteminin pargalart arasindaki kuantum korelasyonu olarak tanimlanabilir.

Diigiik boyutlu sistemler, ¢ok parcacikli sistemlerin incelenmesi icin basit
modeller sunmasindan dolayr 6nemli bir calisma konusu olugturur [3]. Bu
modeller bir boyutta spin etkilesmeleri iceren Heisenberg ve Ising modelleri
olup baz1 kristal yapilarin fiziksel ozelliklerini aciklamak icin kullanildiklar
gibi gosterdikleri dolagiklik ozellikleri nedeniyle kuantum teleportasyon [4-7],
stiper-yogun kodlama, dolasiklik degis-tokusu [8—11] ve kuantum kriptoloji gibi
kuantum enformasyon alam1 uygulamalarina potansiyel adaydirlar. Bir boyutta
Heisenberg modeli katihal sistemleri icerisinde siklikla calisilan basit ancak
gercekei bir ornek olup literatiirde bu modelin dolagikliginin ¢alisildig1 pek ¢ok
caligsma bulunur [12, 13]. Heisenberg modelinde spinler arasi etkilesmelerde en
yakin komgu spinlerin yaninda ikinci en yakin komgu spinlerinde dikkate alinmas1
ile (J1 —J, modeli) basit bir genelleme yapilabilir. Spin-spin etkilesmelerinden
bagka spin yoriinge etkilesmesinden kaynaklanan Dzialoshinski-Moriya(DM)
etkilesmesine sahip spin sistemleri ile yapilmis ¢alismalarda bulunmaktadir [14—
18]. Bu calismalardan elde edilen sonuclar DM etkilesmesinin dolasiklik icin
onemli oldugunu gostermistir. Bu ¢alismada da DM etkilesmesine sahip spin-1/2
J1 — J» Heisenberg XXZ sisteminin taban durum dolasiklig1 ve 1sisal dolagikligt

incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu kisimda, kuantum hesaplama ve kuantum enformasyon teorisine ait

kavramlardan [19,20] kisaca bahsedilecektir.
2.1. Kubit

Klasik bilgisayarlar, en kiiciik bilgi saklama ve isleme birimi olan bitlerden
yapilandirilmistir.  Bit (binary digit), klasik hesaplama ve klasik enformasyonun
temel bir kavramidir. Klasik bir bit O veya 1 gibi iki farklt durumu temsil etmek
icin kullanilir ve bu durumlarin yalniz birinde bulunabilir. Kuantum hesaplama
ve kuantum enformasyon alaninda ise temel kavram kuantum bit diger adiyla
kubittir. Bir kuantum bit matematiksel olarak iki boyutlu kompleks vektor uzayida
tanimlanan bir durum vektoriidiir. Bu uzayda bulunan bir ortonormal baz vektorleri

kiimesi;

\0>=<(1)>7 !Dz(?) (2.1.1)

olarak secilebilir. Bir bit ile bir kubit arasindaki fark, bir kubitin

ly) = a]0) + 1), (2.1.2)

seklinde |0) ve |1) kuantum durumlarmnin lineer bir kombinasyonu durumunda
da bulunabilmesidir. Buradaki o ve B katsayilar1 ise kompleks katsayilardir.
Klasik bir bit’i 0 veya 1 durumlarindan hangisinde bulundugunu belirlemek
icin inceleyebiliriz. Ancak bir kubiti onun kuantum durumunu kesin olarak
belirlemek icin inceleyemeyiz yani bir kubitin durumunu belirleyecek olan o ve
B katsayilarimi belirleyemeyiz. Kuantum mekanigine gore bu kuantum durumu
hakkinda sadece kisithi bir bilgi edinebiliriz. Bir kubit gézlemlenene kadar |0)

ve |1) kuantum durumlar arasindaki tim durumlarda siirekli olarak bulunur
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ve oOlgiildiigiinde, dl¢iim sonucuna gore olasiliksal olarak 0 veya 1 sonucunu
verir. Bu nedenle (2.1.2) boyle bir kubiti dlgtiigiimiizde |o|? olasiligiyla |0) veya
|B|? olasihigiyla |1) sonucunu elde ederiz. Olasiliklar toplami 1 olmak zorunda
oldugundan

la>+ B> =1, (2.1.3)

olacaktir. Bu kosulu geometrik olarak kubitin durumunun birim uzunluga
normalize edilmesi olarak yorumlayabiliriz. Bdylece genel olarak bir kubitin
kuantum durumunun iki boyutlu kompleks vektdr uzayinda bir vektdr oldugunu
soyleyebiliriz. Iki klasik bitimiz olsayd:r 00, 01, 10 ve 11 seklinde dort olast
durumumuz olurdu. Benzer olarak iki kubitlik bir sistem |00}, |01), [10) ve |11)
seklinde dort baz durumuna sahip olacaktir. Her durumla ilgili bir kompleks katsay1

icermek iizere iki kubiti ifade eden durum vektorii

’l[/):0{00‘00>+(X01|01>—|-0610‘10>+0611|11> , 2.14)

seklinde bu dért durumun siiperpozisyonu durumunda bulunur. iki kubitlik 6nemli

bir kuantum durumu olarak Bell durumunu (EPR cifti) verebiliriz

_100) 4-[11)
_7\@ _

Bell durumu kuantum hesaplama ve kuantum enformasyon alanlarinda yer alan

ly) 2.1.5)

kuantum teleportasyon ve siiper-yogunluklu kodlama gibi pek ¢cok olayda anahtar
rol oynar. |0) ve |1) durumlar1 bir kubit i¢in ¢ok sayidaki olas1 kompiitasyonel baz

durumlarindan sadece biridir. Diger olas1 bir secim

+) = [0)+11) , (2.1.6)

>

|=) = ——F%—, (2.1.7)
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kiimesi olabilir. (2.1.2)’deki kuantum durumu |+) ve |—) kuantum durumlar

cinsinden tekrar ifade edecek olursak

= (2B )+ (20 )10, @.18)

elde edilir. Burada |+) ve |—) durumlart artik yeni baz durumlaridir. Bu yeni

baza gore dlgme yapilabilir ve Sl¢iim sonucunda \%]2 olasihigi ile "+" , %\2

—" bulunur. Olgme sonrast durumlar ise sirastyla |[+) veya |—)

"

olasilig1 ile

olacaktir.
2.2. Kuantum Mantik Kapilar:

Mantik kapilar1 [21] bilginin islenip bir formdan digerine doniistiiriilmesi i¢in
islem yapan elemanlardir. Simdi klasik mantik kapilarindan hareket edip basitten

baglayarak kuantum mantik kapilarina ve bunlarin uygulamalarina bakalim.

2.2.1. Tek Kubitlik Kuantum Mantik Kapilari

Tek bitlik klasik bir mantik kapis1 olan DEGIL (NOT) kapisini diisiinelim. Bu
kapt 0 — 1, 1 — O seklinde bir doniisiim yapip 0 ve 1 durumlarini yer degistirir.
Klasik durumdakine benzer sekilde kubitler i¢in de bu tiir bir doniisiim yapan bir
KUANTUM-DEGIL kapisi diisiiniilebilir. Bu kap1 doniisiimiinii yaparak, ele aldig
|y) = a|0) + B|1) kubitini, |0) ve |1) kuantum durumlarinin kendi aralarinda yer

e

degistigi

\v/>=a|1>+mo>, (2.2.9)

seklinde belirtilen karsi bir kuantum durumuna cevirir.

Kuantum mantik kapilarinin matrislerle gosterilmesi kuantum hesaplama ve

kuantum enformasyon teorisinde aligilmig bir yontemdir ve bu kapilarin
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yapmis oldugu islemlerin anlagilmasinda kolaylik saglar. Bunu gormek igin

KUANTUM-DEGIL kapisinin
(2.2.10)

ile verilen matris formundaki gosterimine ve bu kapinin yapmis oldugu isleme

bakalim. Eger ¢¢|0) 4+ f3|1) kuantum durumu

( g > 2.2.11)

seklindeki gibi vektor gosteriminde yazilirsa, KUANTUM-DEGIL kapisinin bu

kuantum durumuna uygulanmasindan elde edilecek sonug

X(E‘):(ﬁ) (2.2.12)

olur. Bdylece bir kubite etki eden kuantum mantik kapilart 2 x 2’lik matrislerle
ifade edilmis olur, ancak tiim 2 x 2’lik matrisleri kuantum mantik kapisi olarak
diistinemeyiz. Kuantum mantik kapilarin1 temsil eden matrisler iiniter olmak
zorundadirlar.  Kuantum mantik kapilarimi olusturmak igin {iiniterlik diginda
herhangi bir kogul yoktur. Herhangi bir iiniter matris gecerli bir kuantum mantik
kapist olarak belirlenebilir. Bu nedenle ¢ok sayida tek kubitlik kuantum mantik
kapisi vardir. Bu noktada ilging olan ise klasik olarak sadece DEGIL kapisiin tek

bitlik bir kap1 olmasidir. Tek kubitlik 6nemli kuantum mantik kapilarindan ikisi

Z= , (2.2.13)

(2.2.14)
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seklindeki Z kapisi ve H Hadamard kapisidir. Z kapist |0) kuantum durumunu
degismeden birakip |1) kuantum durumunun sadece isaretini degistirir. Hadamard
kapisi ise |0) kuantum durumunu (%) seklinde |0) ve |1) kuantum durumuna,
|1) kuantum durumunu ise (%) seklindeki |0) ve |1) arasindaki bagka bir
kuantum durumuna cevirir. Aym zamanda H?> = I seklindedir. Buradan da H
Hadamard kapisinin bir duruma iki kere uygulanmasi ile higbir sonucun elde

edilemeyecegine varilabilir.

2.2.2. Cok Kubitlik Kuantum Mantik Kapilar

Simdi ¢ok kubitli kuantum mantik kapilarinin nasil ¢aligtigina kisaca bakalim.
KONTROLLU-DEGIL (KDEGIL) kapisi ¢ok kubitlik bir kuantum mantik
kapisidir. Bu kapi kontrol kubiti ve hedef kubiti olarak bilinen iki giris kubitine

sahiptir. Sekil 2.1’de KDEGIL kapist icin devre gésterimi goriilmektedir.

4) |4)

B) N7, B A)

Sekil 2.1. KDEGIL kuantum mantik kapisinin devre gosterimi

Burada yukanidaki c¢izgi kontrol kubiti, agsagidaki cizgi ise hedef kubitidir.
KDEGIL kuantum mantik kapisinin calismasi soyledir; Eger kontrol kubiti 0 ise

hedef kubiti aynen kalir, eger kontrol kubiti 1 ise hedef kubiti degisir
|00) — |00),
01) — [o1),
[10) — [11),

111) — [10).
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Tek kubitlik kuantum mantik kapilarinda oldugu gibi KONTROLLU-DEGIL

kuantum mantik kapisini ifade etmenin diger bir yolu da

Ukp = (2.2.15)

seklindeki matris gosterimidir. Tek kubitlik kuantum mantik kapilarinda oldugu
gibi burada da olasilik korunacagi i¢in Ukp tiniter bir matris olmalidir. Kuantum
mantik kapilarim klasik mantik kapilarindan ayiran en onemli 6zellik, kuantum
mantik kapilarinin geri doniislii olmasidir. Bdylece bir kuantum mantik kapisi her

zaman baska bir kuantum mantik kapisi araciligiyla geri dondiiriilebilir.
2.3. Kuantum Devreleri

Kuantum devreleri [22], kuantum mantik kapilarindan ve bunlar arasindaki
baglantilardan olugur. Bu sekilde olusturulmus devrelerin okunugu soldan saga
dogrudur. Devredeki her bir ¢izgi baglantiy1 temsil eder ancak bu baglantinin
klasik devrelerde oldugu gibi fiziksel bir tel olmasi gerekmez. Bu baglant1 foton
gibi uzayda bir noktadan baska bir noktaya hareket eden bir parcacik olabilir.
Devreye giren tiim durumlarin, baz durumlarinda olmasi genellikle kabul edilen
bir durumdur. Olgme kuantum devrelerinde 6nemli bir islemdir. Olgme islemi

devre modeli Sekil 2.2’de oldugu gibi gosterilir.

) — A=

Sekil 2.2. Olgme isleminin devre gosterimi.
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Daha 6nce de tanimlamig oldugumuz gibi bu islem |y) = o|0) + B|1) seklindeki
tek bir kubitin kuantum durumunu |a|? olasiligiyla 0 veya |B|* olasihigiyla 1
sonucunu veren olasiliksal M klasik bitine ¢evirir. Devre iizerinde de klasik bitin

kubitten farkli olarak gosterilmesi icin iki ¢izgi ile belirtilir.

2.3.1. Kubit Kopyalayan Devre

Kuantum devrelerinin en 6nemlisi bir kubiti kopyalayan devredir. Bu devrede
kullanilan KDEGIL kuantum mantik kapisi, kuantum enformasyon teorisinin

onemli bir 6zelligini gosterir.

%) = a|0) + b|1) I
a|00) + b|11)
|0)

Sekil 2.3. Kubit kopyalayan devre

Sekil 2.3’de oldugu gibi durumu bilinmeyen |y) = a|0) +b|1) seklindeki bir kubiti
KDEGIL kapisi kullanarak kopyalamaya calisalim. Sekilden de goriildiigii gibi iki

kubitlik girdi durumu

[a|0) + b|1)]|0) = a|00) + b|10),

seklinde yazilabilir. KDEGIL kapisi verilen girdi durumuna uygulandiginda elde
edilen ¢iktt durumu a|00) + b|11) olur. Buradan anlagildig1 gibi |y)|y)olusturmak
icin sadece |y) nin |0) veya |1) oldugu girdi durumlarinin Sekil 2.3’deki devreye
uygulanmasiyla kopyalama gergeklesir. Yani |0) veya |1) seklinde kodlanmig
klasik bilgiyi kopyalamak icin kuantum devreleri kullanilabilir. Fakat daha genel

bir a|0) + b|1) durumu igin kopya durumu

lW)|w) = a*|00) + ab|01) +ab|10) + b*|11),
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olur ve ifadelerinin kargilagtirilmasi sonucu ab = 0 olmadikca kopyalama devresi
girdigimiz kuantum durumunu kopyalayamaz. Boylece bilinmeyen bir kuantum
durumunun kopya edilemeyecegini sdyleriz. Kubitlerin bu kopyalanmama 6zelligi
"kopyalanamama teoremi veya kopya yok" olarak bilinir ve klasik ile kuantum

enformasyon arasindaki en temel farklardan birini olusturur.

2.3.2. Bell Durumlar: Olusturan Devre

Bell durumlar1 [23] kuantum hesaplama ve kuantum enformasyon teorisinde ¢cok
onemli bir yer tutar. Sekil 2.4°de goriilen devre Bell durumlarini tireten kuantum

devresidir. Sekilden de goriildiigii gibi bu devre bir Hadamard kapisindan ve

r—H

Y

Sekil 2.4. Bell Durumlarini iireten kuantum devresi

onu takip eden bir KDEGIL kapisindan olusur. Kullanilan bu kuantum devresi

|00),]01),]10), |11) seklindeki dort baz durumunu

|Boo) = ‘00>\2|H>,
|Bor) = ‘01>\210>,
010

|00y —[11)

‘Bll> - T?

durumlarina doniistiiriir. Bu durumlar Bell durumlart veya EPR ciftleri olarak
bilinirler. Kapinin yapmis oldugu islemi |00) durumu iistiinde agiklayacak olursak,
ilk olarak Hadamard kapisina |[00) durumu uygulanir. Hadamard kapisi ilk
kubiti 2+1) seklinde bir siiperpozisyon durumuna doniigtiiriir. Bunun sonucunda

V2
% 0) kuantum durumu olugur. Daha sonra elde edilen bu durum KDEGIL
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[00)+]11)

kuantum mantik kapisina uygulanir ve bulunur. Diger kompiitasyonel baz

durumlar icin de benzer islemler yapilarak Bell durumlar elde edilir.
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3. KUANTUM DOLASIKLIK

3.1. Dolasikhk

Kompozit kuantum sistemlerinde gozlenen, kuantum mekaniginin en carpict ve
sezgilerle anlagilamayan olgusu dolagikliktir. Dolagiklik kuantum hesaplama ve
kuantum enformasyon islemleri i¢in bir kaynaktir ¢iinkii klasik olarak yapilmasi
miimkiin olmayan iletisim ve enformasyon islemlerinin gerceklestirilmesi igin
dolagiklik kullanilir. Kuantum enformasyon islemlerinde dolagikligin rolii ¢ok
cesitlidir. Dolagiklig1 kuantum mekaniginin ilk yillarinda oldugu gibi bir gizem
olarak ele almak yerine, son yillarda kuantum hesaplama ve kuantum enformasyon
teorisi kapsaminda yapildig: gibi bazi islemleri klasik karsiliklarina gére daha hizli
ve daha giivenli bir sekilde gerceklestirmek i¢in kullanabilecegimiz bir kaynak
olarak gérmek daha iyi bir anlayis olusturur. Kuantum durumlarinin bu yeni
goriiniimlerinin ortaya koydugu sonuglar nedeniyle, dolagik durumlar olusturmak
icin deneysel calismalar ve dolagiklifin matematiksel yapisinm1 anlamak icin de

teorik caligmalar son yirmi yilda yogun bir sekilde gerceklestirilmigtir.

Bir sistemin verili bir durumunun dolagikligin1 karakterize etmek zordur. Sistem
cok parcacikli olabilir. Bunun yaninda sistem saf (pure) veya karisim (mixed)
durumlarda bulunabilir. Dolasiklik, sistemin tiim pargaciklari arasinda olabilecegi
gibi iki veya daha fazla alt pargacik arasinda olabilir. Tiim bu 6zellikleri
icerecek sekilde, herhangi bir sistemin dolasikligini genel olarak belirleyecek bir
kavram heniiz gelistirilememistir. Yapilan calismalar en ¢ok calisilan iki veya
daha ¢ok pargacikli sistemlerin herhangi iki parcasi arasindaki dolagikliktir. Bu
sistemleri olusturan alt parcalar genelde iki seviyeli kuantum sistemleridir. Bunun
sebebi ise bu sistemlerin Ongoriilen kuantum bilgisayarlarin temelini olusturacagi

diistincesidir.
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Iki parcacikli sistemlerde,sistemin vektor uzayr H, iki alt sistemin vektor

uzaylarinin tensor ¢arpimi seklinde yazilabilir

H=H"XH. (3.1.1)

Durumlar, p = |y)(y| yogunluk matrisi ile tammlanmigti. Eger p c¢arpim
durumlarin bir konveks kombinasyonu seklinde yazilabiliyorsa ayrilabilir bir

durumdur.
p=Y rip;'" Qn,?, (3.1.2)
j

buradaki agirlik faktorleri p; > 0 olup, }.;p; = 1 kosulunu saglarlar. Eger p

ayrilabilir degil ise dolagiktir denir. Eger dalga fonksiyonu

) =v)" Qw)?, (3.1.3)

seklinde yazilabiliyorsa, bu durum ayrlabilirdir. Burada anlatilanlar i¢in su

ornekler verilebilir:

|ly) = |00) aynlabilir durum,
|00) +|11)
———— dolasik durum(Bell durumu),
|Boo) 7 $ ( )
01) —1|10
Bi) = M dolagik durum(Bell durumu).

V2

Bunlar1 yogunluk matrisleri cinsinden de yazabiliriz:

p = 100) (00| = (3.1.4)

S O O
S O O O
S O O O
S O O O
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1
P = 1Boo) (Boo| = 5(]00) (00] +00) (11| +[11) {00 +[11) (11])
100 1
11000 0
= lo 00 ol (3.1.5)
100 1
1
p =B (Bul = 3(101)(01]+]01) (10] + [10) (01| +[10) {10])
0000
1{o 110
= Sle 110 (3.1.6)
0000

Burada bahsedilen sekilde bir kuantum durumunun dolagik veya ayrilabilir
oldugunu test etmek c¢ok pratik bir yol degildir. Bu nedenle ayrilabilirligi
veya dolagikligi test etmek icin daha islemsel kriterlere ihtiya¢ duyariz. Bu
acidan baktigimizda saf ve karisim durumlar icin ayrilabilirlik kriterleri kuantum
durumlarinin dolagikligini nitel olarak belirler. Ornegin saf durumlar icin Schmidt
ayrigmasi (Schmidt decomposition) ve karisim durumlar icin ise pozitif ve tam
pozitif eslesmeler (positive and complete positive maps) kullanilarak durumlarin

dolasiklig1 nitel olarak belirlenebilir.

Bir kuantum durumunun dolasiklifin1 nicel olarak belirlemek olduk¢a zordur,
ancak bazi durumlarda iyi sonuglar veren dolasiklik dl¢iileri bulunmaktadir. E ile
gosterdigimiz dolasiklik olciileri baz1 kosullart saglamak zorundadirlar ancak bu
kosullarin hepsinin gerekli olup olmadigi kesin olmamakla birlikte, bazi 6l¢iiler de

bu kosullarin bazilarina uymazlar. Simdi kisaca bu kogullara bakalim:

1. Dolagiklik hi¢ bir zaman negatif olmaz:

E(p) >0.
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2. Bir kuantum durumu ayrilabilir ise dolagiklig sifirdir:
E(p)=0.

3. Dolasiklik yerel islemler ve klasik iletisim altinda artmaz.

4. ki yogunluk matrisinin arasindaki uzakligin sifira gittigi durumda, bu yogunluk

matrislerinin dolagikliklar1 arasindaki fark da sifira gider

llp—ocl|| =0 i¢cin E(p)—E(c)—0.

5. Toplanabilirdir
E(p®") = nE(p).

6. p ve o gibi iki yogunluk matrisinin tensor ¢arpiminin dolagiklig1 bunlarin ayri

ayr1 dolasikliklarinin toplamindan biiyiik olamaz

E(p®) o) <E(p)+E(0).

7. Dolagiklik 6l¢iisii 0 < A < 1 araliginda konveks bir fonksiyon olmalidir

E(Ap+(1—21)0) <AE(p)+(1—A)E(o).

Ornegin iki kistmli bir sistemin |y) ile verilmis bir saf durumu icin bu sisteme
ait indirgenmis yogunluk matrisinin von Neumann entropisi iyi bir dolagsiklik

Olciisuidiir
Eyn(p) = S(pina) = —Tr(p2logpa) = —Tr(pilogp:).

Karisim durumlar i¢in ise tek bir dolagiklik Olciisii yoktur. Dolagiklik maliyeti

(entanglement cost), olusum dolagiklig1 (entanglement of formation), dolasiklik
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goreli entropisi (relative entropy of entanglement) ve damitilabilir dolasiklik

(distillable entanglement) gibi ol¢iiler kullanilabilir.

Goriildiigii gibi dolasiklik olciisii olarak farkli kavramlar Onerilmistir, ancak
olusum dolasiklig1 yontemiyle gelistirilmis olan es-uyum(concurrence) yontemi iki
parcaciktan olusmus sistemlerin dolagiklig1 i¢in en ¢ok kullanilan yontem olmugtur
[24,25]. Tezin kapsaminda c¢aligilmig olan DM etkilesmesine sahip dort kubitlik
J1 — J» Heisenberg XXZ zincirinin dolagikliginin incelenmesinde de es-uyum
yontemi kullamilmigtir. Bu yonteme gore yogunluk matrisi ve spin-terslenmis

yogunluk matrisinin ¢arpimi

R(p) = p(c” R )p*(* R ), (3.1.7)

matrisi ile tamimlanir. R(p) matrisinin dzdegerleri vA; > VA, > VA3 > VA4

olacak gekilde es-uyum

Clp) = max(0,v/21 =2 =Vl —V/A),

ifadesi ile verilir.

3.2. Dolasiklik Uygulamalar:

3.2.1. Kuantum Teleportasyon

Kuantum teleportasyon, verici ile alict arasinda kuantum durumlarini hareket ettirip
bir yerden bagka bir yere gonderebilen bir yontemdir. Kuantum teleportasyonun
nasil calisgtigini anlamak i¢in su Ornege bakalim. Alice, Bob ile iletisim
kurmak i¢in Bob’a |y) = a|0) + B]1) seklinde durumu bilinmeyen bir kubit
gondermek istemektedir. Bu iletisimin gerceklesmesi i¢in Alice ve Bob sadece
klasik bir iletisim araci ve bir cift dolagik kubite sahiptirler. Alice i¢in bunu
gerceklestirmenin bir yolu kubiti 6l¢iip, 6lgme sonucuna gore kubiti tahmin edip

bunu klasik bir iletisim kanaliyla Bob’a anlatmaktir. Ancak bu sekilde bir
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kuantum durumu tam dogrulukla aktarilamaz. Genel olarak durumu bilinmeyen
bir kubit klasik anlamda oldugu gibi kopyalanip aktarilarak ifade edilemez. Bu
islem, bilinmeyen bir kuantum durumunda bulunan bir kubitin kopyalanamayacagi
seklinde belirtilen kuantum enformasyon teorisinin ¢ok temel bir ilkesini ihlal
etmek demektir.  Alice Bob’a durumu bilinmeyen bu |y) kubitini ancak
teleportasyon ile gonderebilir. Boylece bu kuantum durumu bir yerden basgka
bir yere aktarilmis olur. Yapilan is kopyalanma degildir sadece kubitin bir
yerden bagka bir yere taginmasidir. Bu islemin maksimum dolasik bir ¢ift kubit
kullanilarak nasil gerceklestirilecegi sorusuna ise Bennet vd. [28] tarafindan yanit

verilmistir .

Teleportasyon islemi sdyle gerceklesir: Alice ve Bob bir arada bulunduklar
donemde bir EPR cifti olugturmuslar ve ayrilirlarken her biri bu EPR ¢iftinin bir
pargasini almigtir. Daha sonra Alice teleportasyon yapmak istediginde, | ) kubitini
EPR ciftinin kendinde olan pargasiyla etkilegtirir. Ardindan bu iki kubite dlgme
yapip 00, 01, 10 ve 11 gibi olas1 dort sonuctan birini elde eder. Elde ettigi bu bilgiyi
Bob’a klasik yoldan gonderir. Alice’in gonderdigi bu klasik mesaja gére Bob EPR
ciftinin kendinde bulunan pargasina bu dort islemden birini uygular ve tekrar orjinal
|w) kuantum durumunu elde eder. Teleportasyon isleminin daha kesin agiklanmasi
ise Sekil 3.1°de verilen kuantum devresi iizerinden gosterilebilir. Simdi adim adim
devre iizerinde bu islemi inceleyelim: Teleport edilecek durum |y) = o|0) + B|1)

kubiti ile verilmistir. Burada o ve 8 bilinmeyen genliklerdir.

M,

%) {H 1

Mo

i3

1Boo)

XMe [ ZM1 | [9)
T

ii T ii T
Do) 1) h2)  [43) |14)

Sekil 3.1. Teleportasyon i¢in kullanilan devre
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Devredeki girdi durumu;

vo) = |y)|Boo)
_ ’00>+‘11>
= |v) —ha

= é[alm(|00>+|11>)+ﬁ|1>(|00>+|11>)]7 (3.2.8)

seklindedir. Burada devredeki iglem boyunca dikkat etmemiz gereken nokta ilk
iki kubitin Alice’e {iciincii kubitin ise Bob’a ait oldugudur. Ayrica daha 6nce de
acikladigimiz gibi Alice’in ikinci kubiti ile Bob’un kubiti bir EPR ¢iftidir. Alice
kendi iki kubitini bir KDEGIL kuantum mantik kapisina gonderir ve |y1) elde

edilir
Illf1>=\k[OCIO)(\O’O)Jr|1,1>)+B|1>(|1,0>+|071>)]- (3.2.9)
Elde ettigi bu kuantum durumunun ilk kubitine Hadamard kapisini uygularsa |y»)
elde edilir
lv2) = %[a(|0>+|1>)(|0,0>+\171>)+ﬁ(!0>—\1>)(|1,0>+I071>)]
= %[I070>(a\0>+ﬁ|1>)+!0,1>(0¢|1>+ﬁ!0>)
+11,0) (a]0) = B[1)) +[1,1) (a[1) = B 10))]; (3.2.10)

seklinde yazilip dort terime ayrilmig olur. Ilk terim |00) kuantum durumundaki
Alice’in kubiti ve «|0) 4+ B]1) kuantum durumundaki Bob’un kubitinden olusur.
Buradan da goriildiigii gibi Bob’un kubiti |y) orjinal kuantum durumudur. Eger
Alice kendi kubitini 6lcer ve sonucu |00) bulursa Bob’un kubiti |y) kuantum
durumunda olacaktir. Benzer sekilde Alice’in 6l¢lim sonug¢larindan Bob’un

kuantum durumunu okumak miimkiindiir
00 — [y3(0,0)) = [@]0) + B[1)],

01 — |y3(0,1)) = [a|1) + B0)],
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10 — |y3(1,0)) = [e|0) — B|1)],

11— [y3(1,1)) = [afl) — B[0)].

Sonucta Alice’in 6l¢iim sonucuna bagli olarak Bob’un kubiti bu olasi dort sonugtan
birinde bulunacaktir, ancak hangisinin oldugunun bilinmesi icin Alice’in dl¢lim
sonucunu Bob’a gondermesi gerekmektedir. Bob bir kere 6l¢cme sonucunu
ogrenirse uygun kuantum kapilarimi kullanarak |y)’yi tekrar elde edip kendi
durumunu belirginlestirir. Ornegin Alice’in 6lgmesinin 00 verdigi sonucta Bob’un
bir sey yapmaya ihtiyaci yoktur ¢iinkii elde edilen orjinal durumun aynisidir. Eger
Olcme sonucu 10 ise Bob kuantum Z kapisini, eger 6lgme sonucu 01 ise kuantum X
kapisin1 kullanarak kendi durumunu belirginlestirir. Olgme sonucu 11 oldugunda
ise dnce X sonra da Z kapisini uygulayarak kendi durumunu belirginlestirir. Sonug
olarak Bob’un |y) kuantum durumunu tekrar elde edebilmesi icin kendi kubitine
ZM XM doniisiimiinii uygulamasi gerekmektedir. Kuantum teleportasyonun [31,
32] iki ilgin¢ sonucu vardir: Birincisi 1giktan hizli iletisime izin vermez ¢iinkii
teleportasyonun tamamlanmasi icin Alice’in kendi 6l¢gme sonucunu Bob’a telefon,
e-mail veya radyo dalgasi gibi klasik bir iletisim kanali iizerinden gondermesi
sarttir. Klasik iletisim kanal1 ise 151k hiziyla sinirli oldugu i¢in 151k hizindan daha
hizli bir iletisim gerceklesmez ve gorelilik ilkesi ihlal edilmemis olur. Ikincisi
ise teleportasyon icin kuantum durumunun bir kopyasinin yapilmasidir; fakat
bu iglem kopyalanamama teoremi ile celisir, ancak buradaki bir ihlal degildir
ciinkii teleportasyondan sonra sadece hedef kubit |y) kuantum durumundadir.
[k kubite yapilan 6lgme sonucuna bagli olarak orijinal data kubiti ise |0) veya
|1) kompiitasyonel baz durumlarindan birinde olur. Buradan goriildigii gibi,
teleportasyonda yerel islemler ve klasik iletigimin iki temel unsur oldugu sonucuna
varilabilir. Her bir birey kendi kubitine yerel kuantum mekaniksel islemler

yapmustir. Olgme sonuclariin iletilmesi icin de klasik iletisim kullanilmistr.
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3.2.2. Dolasiklik Degis Tokusu

Genellikle kuantum dolagiklik, birbirlerine yakin olan iki parcacik arasinda
gerceklesen dogrudan bir etkilesmeden kaynaklanir. Bunun yaninda daha once
birbirleriyle hi¢ etkilesmemis ve aralarinda cok biiyiik uzakliklar bulunan iki
parcacik arasinda da kuantum dolagiklik olmasi miimkiindiir. Bu olaya dolasiklik
degis-tokusu (entanglement swapping) denir ve dnceden dolagik olan sistemlerden
dolasik olmayan sistemlere dolasikligin aktarilmasi olarak tanimlanir [26-28].
Dolagiklik degis-tokusunda iki EPR cifti kullanilir. Bu EPR ciftlerindeki her bir
kubit 1, 2, 3 ve 4 sayilar ile belirtilir. 1 ve 4 numarali kubitler Alice’e, 2 ve 3

numarali kubitler ise Bob’a aittir. 1 ve 2 numarali kubitler dolasiktirlar ve

00 11
1Boo) 12 = |>12\_/|—§|>127 (3.2.11)

seklinde bir Bell durumunda bulunurlar. Benzer olarak 3 ve 4 numarali kubitler de

dolagiktir ve
1Boo) s = 00)34 +[11)54
34 \ﬁ

seklinde bir Bell durumunda bulunurlar. Bu iki kuantum durumunun ¢arpimi

: (3.2.12)

1Boo) 12 1Boo)zs = <|00>12\'2|11>12) <|00>34\211>34>,

1
= §(|00>12 [00)34 +100) 5 [11)3,

F111)15]00) 3 4 11) 1, [11)3,), (3.2.13)

seklindedir. Denklem 3.2.13’in 1 ve 4 numarali kubitleri ile 2 ve 3 numarali

kubitleri bir arada olacak sekilde yeniden diizenlenirse

1
’ﬁ00>12‘ﬁ00>34:§(|00>14|00>23+|01>14’01>23+’10>14’10>23+’11>14’11>23)
(3.2.14)
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elde edilir. Ayrica

o) 1alBoo)ss = <|00>14}2|11>14) <|00>23;§|11>23>’

1
= §(|OO>14|OO>23 +100) 14[11) 5

F[11)14100)53 +[11) 14]11)53), (3.2.15)

seklindedir. Denklem 3.2.14 ve Denklem 3.2.15 ifadelerini karsilagtirdigimizda
Denklem 3.2.14 ’de bazi terimlerin eksik oldugunu goriiriiz. Gerekli cebirsel

diizenlemelerin yapilmasiyla

1B00) 121 B00)34 = %(’[5'00>14’l300>237L 1B10) 141B10) 23 +1Bo1) 141Bo1) 23 +1B11) 141 B11)23),
(3.2.16)

elde edilir. 1 ve 4 numarali parcaciklar Alice’e ait parcaciklardir ve Alice bu

Boi)14 ve |Bi1)4 seklindeki

dort olast sonuctan birini bulacaktir. Olgme yapildigi anda Bob’un sistemi

pargaciklari 6lgtiigiinde 1 olastlikla [Boo) 4.|B10) 14s

ise |B00)23.1B10)23./Bo1)23 ve |Bi1),s gibi dort olasi kuantum durumundan birine
¢Okecektir. Boylece bundan sonra 2 ve 3 numarali parcaciklar dolagik olacaktir.
Goriildiigii gibi Alice ve Bob birbirlerinden ¢ok uzakta bile olsalar Alice 1 ve 4
numarali kendi pargaciklarina bir 6lcme yaptiginda, kuantum durumlar1 ¢okecek
ve Bob’un 2 ve 3 numarali parcaciklar1 dolasik olacaklardir. Bu olay 2 ve 3
numarali parcaciklar daha once birbirleriyle hi¢ etkilesmeseler bile gerceklesir.
Olayin 6nemini daha iyi kavramak icin Alice 6lcme yapmadan 6nce Chuck’in 3
numarali pargacig1 alip uzak bir yere gittigini diigiinelim. Bdylece Alice kendi
parcaciklarina 6l¢me yaptiginda Bob ve Chuck bir ¢ift dolasik parcacigi aralarinda

paylasmig olacaklardir. Bdylece de teleportasyonu kullanarak birbirlerine bir
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kuantum durumu aktarabilmek i¢in bir kaynak yaratmis olurlar. Bu diistince birden

fazla gruba dolagiklik dagitmak i¢in benimsenmistir.

3.2.3. Kuantum Yogun kodlama

Kuantum yogunkodlama (super-dense coding) kuantumsal iletisimde dolasikligin
nasil kullanildiginin basit fakat 6nemli bir 6rnegidir. Kuantum yogunkodlama iki
bitlik klasik bilginin, dolagik bir kubit kullanilarak iletilmesine olanak saglar [29,
30]. Bunu gerceklestirmek i¢in tek bir kubit ve bir EPR ¢ifti kullanir. EPR cifti
mesaji gonderen ve alan arasinda paylagilir. iki bitlik klasik bilgi aktarmak icin
sadece bir kubite ihtiya¢ vardir. Bunun gerceklesmesini saglayan ise dolagikliktir.
Dolagiklik iki kubitlik bir kuantum durumunu dért ortogonal kuantum durumundan
birine sadece bir kubit ile etkilestirerek doniistiiriir. Islemin gerceklesmesi soyledir.
Alice ve Bob baglangigta
v = 100) +[11) _ [0)4[0)p+[1)410)p

V2 V2 ’
seklinde bir EPR ciftini paylagirlar. Bu ifadeden de anlagilacagi gibi ilk kubit

Alice’e ikinci kubit Bob’a aittir. Ayrica aralarinda soyle bir kod {izerinde de
anlagmuglardir: xy gibi klasik bir bit dizisi |f,,) seklinde Bell durumlariyla ifade
edilecektir. Burada xy ; 00, 01, 10 veya 11 seklinde olabilir. Alice, Bob’a gercekten
kendi kubitini gondererek bilgiyi aktaracaktir. Alice hangi klasik bit dizisini
gondermek istedigine bagli olarak secimine uygun olan tek kubitlik bir kuantum
mantik kapisini kendi kubitine uygular. Ornegin 00 seklinde bir klasik bit dizisi
gondermek istiyorsa I yardimiyla |y) kuantum durumunu dort Bell durumundan

birine doniistiiriir:
|00y +[11)
= —7A [Boo)»

eger 01 seklinde bir klasik bit dizisi gondermek istiyorsa |y) kuantum

1ly)

durumundaki kendi kubitine X kuantum mantik kapisini uygular:

_ [10)+101)

X|y) 7

= |B01>7
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Benzer sekilde 10 ve 11 seklindeki klasik bit dizileri i¢in ise sirasiyla Z ve Y

kuantum mantik kapilar1 uygulanir:

|00) — |11)
IV
|01) —[10)
V2

Bu islemler gergeklestirildikten sonra Alice kendi kubitini Bob’a gonderir. Bob

Zly) = [Bio),

iY|y) = |Bi1)-

elinde bulunan kuantum durumuna ilk olarak, Alice’in kubiti kontrol kubiti olmak

iizere bir KONTROLLU-DEGIL kuantum mantik kapisi uygular ve

00 1) =
o 1) =
0 )=
e g =

sonuclarindan biri olur. Daha sonra sadece ilk kubite Hadamard kuantum mantik

kapisin1 uygular ve

00 5 |Boo) =00,
01 5 |Bor) =01),
105 [Bio) = [10),
15 |Bu) =11),

sonuclarindan biri olur. Béylece Bob Alice’in gondermis oldugu klasik bit dizisini

elde eder.
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4. SPIN MODELLERI VE LITERATURDEN BAZI CALISMALAR

4.1. Spin Modelleri

En genel sekilde Hamiltoniyen su sekilde yazilabilir:

1
H= gzNUxGiijx+Jy6fy6jy+Jz6fo] 4.1.1)
i7j

Burada ¢*,0”,0° Pauli spin matrisleridir. J,,Jy,J; ise spinler arasi ciftlenim
sabitleridir. Bu Hamiltoniyen Heisenberg XYZ Model olarak da tanimlanir. Ozel

durumlara bakacak olursak;

(i) J; = 0 oldugunda XY model;

1
H= §ZN oo +Jye 6], (4.12)
ij

(i1) Jy = J, = J; oldugunda XXX model;

J ,
H=3Y"[0/'0]' +- 0/ 0} + 0707, 4.13)
i?-j

(iii) Jy = Jy, = J oldugunda XXZ model,

1 .
H= EZN Voo +J0) 6 +J.670), (4.1.4)
i.j

(iv) J, = J, = 0,J; # 0 oldugunda Ising model
JZ N _:_z
H= EZ oo, (4.1.5)
In/

olarak adlandirilir. Biz bu tezde Heisenberg XXZ model’i inceledik. Simdi bununla

ilgili literatiirdeki bazi ¢aligmalara bakalim.



26
4.2. Literatiirden Baz1 Calismalar

Homojen manyetik alan altinda iki kubitlik XXZ Heisenberg zincirinin 1sisal
dolasikliginin DM (Dzialoshinski-Moriya) etkilesmesiyle nasil degistigi Qian ve
Fang tarafindan 2009 yilinda incelenmistir [33]. Bu ¢alismaya gore dolasikligin
kontroliinii gelistirmek i¢in manyetik alanin yaninda DM etkilesmesinin de

kullanilmasi gerektigi sonucuna varilmstir.

2009 yilinda Abliz vd. tarafindan yapilan bir calismada [34] taban durum ve 1sisal
dolasiklik hesaplar1 yapilmistir. Bu calisma sonucunda manyetik alanin dolasiklik
izerindeki etkileri goriilmiis ve giiclii DM etkilesmesinin dolagikliga neden oldugu

gbzlenmistir.

2004 yilinda Gu vd. tarafindan yapilan bir calismada [35] en yakin komgu
etkilesmelerin yaninda ikinci en yakin komsu etkilesmelerin dolasikligi nasil
etkiledigi incelenmistir.  Bu calismada J > 0’dan kaynaklanan tedirginlik
(frustrated) etkisinin, ikinci en yakin komgsu kubitler arasindaki dolagikligi
arttirirken en yakin komsu kubitler arasi dolasiklii biiyiik olciide engelledigi

goriilmiistiir.

R. Jafari ve A. Langari tarafindan [36] yayinlanan makalede 3 kubit XXZ
Heisenberg ve Ising modelleri icin manyetik alan ve DM etkilesmesinin varliginda
taban durum ve 1sisal durum dolagikliklar1 incelenmistir. Sonuglar DM etkilesmesi
ve A anizotropi parametresinin dolagikligin kontrol edilmesinde etkili oldugunu

gostermistir.

Bu caligmalara bakilarak genel olarak sunlari sOyleyebiliriz: Sicakli§in artmasi
dolagikligr azaltir ve sicaklik 7, kritik sicaklifina ulastiktan sonra dolagiklik
kaybolur. Anizotropi parametresinin artmast dolasikligin sicakliga olan
dayanikligini arttirir ve 7, kritik degerini artirir. DM etkilesmesi NN en yakin
komsu kubitler arasindaki dolagikligi azaltirken NNN ikinci en yakin komgu

kubitler arasindaki dolasiklig1 arttirici etkisi vardir.
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5. BIR BOYUTTA J;-J, HEISENBERG XXZ MODELI

5.1. Model ve Hesaplamalar

Bu caligmada inceledigimiz modelimizin Hamiltoniyeni su sekildedir :

JY Joo Y
H = EZ(G;CG;C-H+Giy6i)jH+A16iz6iz+1>+7Z(G;CG;C+2+6iy6iy+2+A26iZ6iZ+2)
i=1 i=1
DY :
+ (670, —0i0). (5.1.1)
i=1

Burada o*, ¢ ve o¢ Pauli spin matrisleri, o tedirginlik parametresi, A;
ve A, anizotropi parametreleri, J komsu ciftler arasindaki ciftlenim sabiti,
D ise spin-yoriinge etkilesmesinden kaynaklanan anizotropik ve antisimetrik
DM etkilesmesidir. Bu sistemde periyodik sinir kogullart kullanilmustir.

Hamiltoniyenimizin 6zdegerleri su sekildedir:

E, = 2(D—JO£),

E, = 2(D—JO£),

E; = -2(D+Ja),
Ey, = —-2(D+Ja),
Es = 2J —1+OC),

Eyy = —2JOCA2,

Ey = 2J<A1—|—(XA2>,
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Ei = 2JOC—JA1—Y,

Ey = 2Ja—JA+v,

Eis = —JQ2o+A1)—9,
Eieg = —J(Z(X—i—Al)—l—(P.
Burada;
Y= P+ (A —2a(~1+4)P)
0 = \/8D2 + (A —2a(1 +Ay))?
olarak tanimlanmustr. Bu o0zdegerlere karsilik gelen oOzvektorler ise

0000}, [0001),0010),|0011),]0100) ,[0101),, 0110}, |0111),]1000) ,[1001),
11010),]1011),|1100),|1101),|1110),|1111) bazinda su sekildedir:

vi) = %[\1110>+i|1101>—\1011)—1’]0111)],
v) = %[\1000>+i|0100>—\0010)—1‘]0001)],
lys) = %[\1110>—i|1101>—|1011>+i!0111>],
lya) = %HIOOO>—i|010()>—|0010>+i10001>],
ys) = %[\1110>—\1101>+\1011>—\om)],
W) = %[\1000>—\0100>+\0010>—\0001)],
lyr) = %[|1110>+\1101>+\1011>+\0111)],

1
lyg) = §[|1000>+|0100>—H0010>+\0001)],
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1

= —[|1100) — [0011)],
yo) = 511100} ~ o011}
1
= —[|1001) — |0110)],
yio) = (11001} ~[0110)]
ly) = [1111),
ly12) = [0000),
1
lyi3) = —————=[|0011) —&;3|0101) +|0110) + [1001) — &;3/1010) + |1100)],
/ 2
4+2§13
1
|lyia) = ————=[|0011) +&4|0101) +|0110) + [1001) + &£;4/1010) + |1100)],
2
\/44—2514
1
|lyis) = ———=[|0011) +i&;5/0101) —|0110) — [1001) — i&;5/1010) + |1100)],
2
\/4+2&5
1
|lvig) = ————=[|0011) —i&;6|0101) —|0110) — |1001) + i&;6|1010) +|1100)].
/ 2
4+2§16
Burada
£ B J(A —2a(—1+A))+y
13 = 2 ’
i = —J(A; =20(=1+A))+7y
14 — 2] )
Es = J(A =2a(1+A))+ ¢
15 = 2D ’
Eo = J(=A1+20(1+A)) + ¢
16 — 2D )

seklinde tanimlanmustir. Inceledigimiz bu Hamiltoniyen DM etkilesmesi altinda
dort kubitlik J; — J, anizotropik Heisenberg XXZ modelidir. J, = 0 olmasi
durumunda DM etkilesmesine sahip Heisenberg XXZ modeline, J, =0 ve A} =
0 olmasi durumunda DM etkilesmesine sahip XX modeline doniisiir. Yapmig
oldugumuz bu tezde N = 4 kubitlik sistemimiz i¢in once taban durum dolagiklig

daha sonra da sonlu sicakliklarda 1s1sal dolagiklik incelenmistir.

Bir kuantum sistemine ait bilgiyi, sistemi tanimlayan yogunluk matrisi ile

belirleriz. Bir boyutta DM etkilesmesine sahip izotropik (A} = Ay = 1) J; —J»



30

Heisenberg XXZ modelinin Hamiltoniyeni;

J& Ja g N
H = EZGiXGiJrlx‘*'Giy6i+1y+6izci+lz+Tzaix6i+2x+6i}6i+2}+GiZGi+2Z
i=1 i=1
Dy Y 6V X
+5 2 (001" — 67 0ir") (5.12)
i=1

seklindedir. & = 0 olmast durumunda sistem DM etkilesmesine sahip Heisenberg
XXX modeline doniigiir.  Dolagiklik o6l¢iisii olarak es-uyum (C) kullanilir.
Oncelikle J = 1, A] = Ay = 1 oldugunda farkli DM degerleri igin dolagiklig1
nasil hesapladigimiza bakalim: Her DM degeri icin en kiigiik enerji 6zdegerine
karsilik gelen 6zvektor bulunur. Yapilan niimerik analiz sonucunda [—4.0 — 4.0)
araliginda o’nin aldig1 degerlere bagl olarak taban durumlarin |y3), |ys) yada
|w13) ve |y;s)’in gakisik oldugu kuantum durumlari oldugu gériiliir. Cok pargacikl
sistemlerde iki parcacigin taban durum dolagikligi, p = |y)(y| seklindeki
yogunluk matrislerinin hesaplanip buradan indirgenmis yogunluk matrislerinin
elde edilmesiyle bulunur. N = 4 kubitten olugsmusg bir sistemde de en yakin iki
komsgu ve ikinci en yakin iki komgu kubitler arasi dolagikliklar incelenmistir. Bu

nedenle pj» ve p13 yogunluk matrislerine ihtiyac vardir.

Taban durumunun |y3) kuantum durumu olmasi halinde yogunluk matrisi p =

|w13) (13| durumunda indirgenmis yogunluk matrisleri;

p12 = Tr3a(|yi3)(wi3|) = 0
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pis=Tra(v)(visD=1| , s s o |’

000 p
formunda olup burada;
1
o= ——— (5.1.3)
2(2+&13%)
| 2
v o= i”z (5.1.4)
22+ &137)
w o= oo >, (5.1.5)
2+&13
358
u o= =8 (5.1.6)
2(2—!—6132)
1
§ = — (5.1.7)
246150

seklinde tamimlanmigtir. Taban durumunun |y3) ve |y;s) kuantum durumlarinin
cakisik olmasi durumunda ise yogunluk matrisleri bu iki durumun esit olasilikll

yogunluk matrislerinden olusur

_ 1 1
P:§\W13><‘I/13|+§\1I/15><1I/15|- (5.1.8)
Bu durumda indirgenmis yogunluk matrisleri

uy 0 0 O

0 Vi Wl* 0

plz:Tr34(§|1l/13><‘I/13’+§|‘/’15><W15’): 0O wr v 0 |’
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— 1 1
P13 = Tr24(§\ll/13>(1lf13’ + E\%S)(‘I’ISD =1 o

seklinde olup burada

ui

V1

wi

H

g

seklinde tanimlanmustir.

Hi

0

0
1 1 1
Z[2+§132+2+§152L
1[1+§'132 1+&5°
424857 2465
1[ &1 iS1s ]
42465 24685
1[ &5 Eis® ]
42485 2465
1 1 1
5[2+§132+2+§152}’
1 1 1

7[ - }7
2 2—1—5132 2-1-5152

(5.1.9)

(5.1.10)

(5.1.11)

(5.1.12)

(5.1.13)

(5.1.14)

Taban durumunun |y;s) kuantum durumu olmasi

durumunda ise yogunluk matrisi p = |y15)(yis| seklinde olup indirgenmis

yogunluk matrisleri

p12 = Tra(|yis)(wis|) = 0

u 0 0
0 vy wy

w2 V2
0o 0 O
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p=Tru(lvis)visD=| o 5 &5 o |

seklinde olup burada

1
S 5.1.15
" 2(24—6152) ( )
2
v = 1+7§152 (5.1.16)
22+ &157)
i&is
_ , 5.1.17
wa 2+§152 ( )
&i5°
SR 5.1.18
H2 2(2+§152) ( )
1
O = —, 5.1.19
2‘1'5152 ( )

olarak tanimlanmistir.

Sonlu sicaklikta 1sisal dengedeki sistemlerin dolagikligr 1sisal dolagiklik olarak
isimlendirilir. Bu kisimda, dort kubitlik anizotropik J; — J> Heisenberg XXZ
sistemindeki kubitlerin 1sisal dolasikliginin A;, A, anizotropi parametrelerine
ve DM etkilesmesine gore nasil degisti§i incelenecektir. ~ Simdiye kadar
kullandigimiz Hamiltoniyende bulunan parametrelere ilave olarak sicaklik da
bir kontrol parametresi olarak bu kisimda karsimiza c¢ikmaktadir.  Sonlu

sicakliklarda dolagiklik, sicakliga bagli yogunluk fonksiyonundan hesaplanabilir.

H hamiltoniyenine sahip bir sistemin 1s1sal denge durumundaki yogunluk matrisi

N expl(— i
p(T) = %GXP(—ﬁH) = Zp(zmwjﬂwj\, (5.1.20)

Jj=1
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ile verilir. Burada 8 = T olup, kg Boltzmann sabitidir ve kg = 1 olarak alinmistir.

Z boliisiim (partition func.) fonksiyonudur ve

Z =Trlexp(— Zexp —BE;) (5.1.21)

olarak tanimlanir. T ise sicaklikti. DM etkilesmesine sahip dort kubitlik

anizotropik J; — J, Heisenberg XXZ sistemi icin boliisiim fonksiyonu

—2(D-Ja) 2(D+Ja) —2J(—1+a) —2J(1+a) 2JaAy —2J(A1+ady)

Z = 2e T H+2e T +2e T +2e T 42 T +2e T

—(2Ja—JA|—Y) —(2Ja—JA|+7) J(20+A))+9 J(20+A))—9

+e T +e T +e T +e T , (5.1.22)

seklindedir. Sisteme ait yogunluk matrisi ise

1 “2A0-ie) 2D+
p(T) = Sle i) vl e T !%><Wz!+e T W3><IV3\
2(D+Ja —2J(—
+e |‘l’4><‘l’4\+€ r |1lf5>(ll’5|+€ |1l/6><‘lf6|
—2J(1
te Y| +e T T |w8><w8!+e i * wo) (wol

2ah, —2J(A; +aAy) —2J(A; +aAy)
+e T o) (Wiol e T |y (vl e T [yi2) (win|

—(2Ja—JA—Y) —(2Ja—JA;+Y)

+e T |y (wisl e T |yig) (W4

J(2a+A))+¢

2a+
v T |yis) (yis| e T \wl6><wléu, (5.1.23)

ile verilir. Indirgenmis yogunluk matrisi

uy 0O 0 O

_ R U T YR
pi2 =Tr(p) = Zlo vy w ol (5.1.24)

0 O 0 u

seklinde olup burada
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1. 2Ei+e _ 2J(1+0) _ 2(D-Ja) _ 2(D+Ja) 2Jahy
ulzi[e T +e T +e T +e T +e T
y+J(—20+A1) —y+J(=20+4A1)
2J(A+ady) e T e T
F2e T L+ —+ 5
2+&537) (2+¢&uw)
2atJA +¢ 2a+JA; —¢
NI (5.1.25)
2+&57)  (2+&6)
2, YH/(=2a+4;)
W = (1+¢&13%)e 27T 1[6_21(—;+a) +e_2](lT+a) +e_2(D;Ja) +e_2(DJTrJa)
2(2+&137) 2
— (—2a ) o
+€2m% (1 +§142)e Vazd Tz +4¢ (1 +§152>ey +;Al+¢
(2+&14°) (2+&15%)
2atJA —9
1 2\ otiAi—¢
(14616 )e —, (5.1.26)
(2+&i67)
2};136741(7?%1) 1 _ a1ea)  aiea) T
Vi = ———————+t5[-e T +e T —ie T
22+&37) 2
| pria) 25146*%/(}2&4%1) .2élselloc+;A1+¢
+ie T 3 5
(2+8u1a7) 2+&s57)
2atJA ¢
2
_2Eiee Tz ’ (5.1.27)
(2+&i67)
seklindedir ve
u 0 0 O
1 0 wy 0
=T = _ 1.2
p13 = Tru(p) Z10 v wh o] (5.1.28)
0 0 0 wuw

olup burada
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9 rH(=20+4))

513 e T _2(-1+a) _2(+a) _2(D—Ja)
uzz—(2§)+§[eT+eT+eT
+G13
2(D+Ha) +ahy) 514 ew
+e T +2€ 7
(2+&14°)
5 9 2oatJA+¢ é 2 2Jat+JA; ¢
T T
5 ¢ 210 ], (5.1.29)
(2+¢&15%) (2+¢&16°)
y+H(—20+A))
e T 1. 2149 _2(1+a) _ 2(D-Ja)
Mi S ahes) T2¢ T e T o re T
13
—y+I(—20+41) Yatlh +9
+ez(n+m) +2eZJaTA2 N 2e T N 2e T
2+&47) (2+&s)
2a+IA|—¢
T
+= (5.130)
(2+8i6)
}’+J(—2(X+Al)
- e T +7[e_21(7T1+a)+e_2J(1T+a) _e_Z(D;Ja)
2+&3%) 2
N 2e —y+](—T2a+A1 ) 2e 2/a+;A1 +¢
—e T —
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seklindedir. J; — J» anizotropik Heisenberg XXZ spin zincirinde en yakin
komsu kubitlerin (NN) ikili dolagikliklarina bakildiginda Hamiltoniyenin 6teleme
degismezligi nedeniyle (translational invariance) Cj» = Cy3 = C34 = Cy41 oldugu;
ikinci en yakin komsu kubitlerin (NNN) ikili dolagikliklarina bakildiginda C3 =
Cy4 = C31 = Cyp oldugu anlasilir.

Bu hesaplamalardan spin-1/2 J; — J, Heisenberg XXZ lineer zincirinde en yakin
komgu (NN) ve ikinci en yakin komsu (NNN) kubitler arasindaki dolagikligin

o tedirginlik parametresine ve DM etkilesmesine gore degisimleri incelenmisgtir.
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Ayn1 sekilde anizotropi parametrelerinin Ay = Ay = 0.5, A; = 1.0 Ay =0.5 ve
Ay = 0.5, Ay = 1.0 degerlerinde de ayni hesaplamalar yapilmis ve incelemeler

gergeklestirilmisgtir.

5.2. Sonuglar

5.2.1. Taban Durum Dolasikhgi

Ik olarak en yakin komsu (NN) kubit ¢iftlerinin taban durum dolagikliklarina
bakilmigtir.  Sistemin enerji spektrumundan goriilebilecegi gibi 4Jo < ¥y — ¢
degerlerinde taban durum |y;3) kuantum durumuna kargilik gelmektedir. Sistem
bu taban durumunda bulunurken, anizotropi parametrelerin A; = Ay = 1.0
degerlerinde, NN kubitlere ait indirgenmis yogunluk matrisi pjp, & ve DM
parametrelerine bagli degildir. Bunun sonucunda NN kubitlerin dolagiklig1 Sekil
5.1’den de goriildiigii gibi hep aymi dolagiklik (Cj, = 0.5) degerinde olmaktadir.
Benzer bir durum, Sekil 5.2°den de goriildiigii gibi anizotropi parametrelerinin
A1 =0.5 ve Ay = 1.0 degerlerinde goriilmektedir. Burada da indirgenmis yogunluk
matrisi p1p, @ ve DM parametrelerine bagh degildir ancak A; < A; oldugundan
ikinci en yakin komgsu (NNN) kubitler arasi etkilesmeler (NN) kubitler arasi
etkilesmeleri bir miktar daha fazla baskilar ve sonugta hep ayni dolasiklik (Cj2 =
0.49) degerinde olur. Anizotropi parametreleri Ay = Ay = 0.5 degerlerinde
oldugunda ise Sekil 5.3’den de goriildiigii gibi indirgenmis yogunluk matrisi pqo
sadece o’ya baglidir (Sekil 5.3). o’min igsaretinden dolayr NNN kubitler arasi
etkilesmelerin FM veya AFM olmasina bagli olmaksizin, |a| arttikga NNN kubitler
arast etkilesmeler artar. Bu artis, NN kubitler aras1 etkilesmeyi baskilar ve Cp
azalir. Buna benzer bir durum A; = 1.0 ve A, = 0.5 degerlerinde gozlenir (Sekil
5.4). Burada da dolagiklik o’ya bagl olarak degisir ancak A; > A, oldugundan
NNN kubitler aras1 etkilesmeler NN kubitler aras1 etkilesmeleri daha az baskilar

ve bunun sonucunda C, biraz daha biiyiik degerler alarak azalir.
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Sekil 5.1. En yakin komgu kubitler i¢in taban durum dolagikliginin J =1, A; = 1.0
ve Ap = 1.0 degerlerinde farkli D, DM etkilesmesi, degerleri icin o
tedirginlik parametrelerine gore degisim grafikleri

4Jo > v — ¢ degerleri icin sistemimizin taban durumu |y;s) kuantum durumu

olur. Sistemimiz bu taban durumunda bulunurken, NN kubitlere ait indirgenmis

yogunluk matrisi P15, & ve DM parametrelerine bagl olur. Bu nedenle dolasiklik

da a ve DM parametrelerine bagli olarak degisir. NN kubitlerin dolasikliklarina ait
tiim sekillerden (Sekil 5.1.-Sekil 5.4.) D = 0.0 ve D = 0.1 gibi, DM etkilesmesinin
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Sekil 5.2. En yakin komgu kubitler icin taban durum dolagikliginin J =1, A} =0.5
ve Ay = 1.0 degerlerinde farkli D, DM etkilesmesi, degerleri icin o
tedirginlik parametrelerine gore degisim grafikleri

kiigiik degerlerinde dolasikligin olugsmadigr goriiliir ancak D > 0.5 i¢in baz1 «

degerlerinde dolagiklik olusur. Burada da NNN kubitler arasi etkilesmelerin

FM veya AFM olmasina bagli olmaksizin, |¢¢| artikga NNN kubitler arasi

etkilesmeler artar. Bu artig NN kubitler arasi etkilesmeleri baskilar ve sonucta

Cip azalir. Fakat sisteme DM etkilesmesinin eklenmesiyle dolagiklik bir miktar

artar yani aynt o degerleri i¢cin DM etkilesmesi arttik¢a dolasiklik artar ¢iinkii
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Sekil 5.3.

D=1.0

En yakin komsgu kubitler i¢in taban durum dolagikligmin J = 1, A} =0.5
ve Ay = 0.5 degerlerinde farkli D, DM etkilesmesi, degerleri icin o
tedirginlik parametrelerine gore degisim grafikleri

DM etkilesmesinin eklenmesi NNN kubitler arasi etkilesmelerin NN kubitler arasi

etkilesmeler iizerindeki baskilayici etkisini bir miktar azaltir. Bu davranislar

anizotropi parametrelerinin A; = Ay = 1.0 (Sekil 5.1) ve A; = A, = 0.5 (Sekil

5.3) degerlerinde gozlenir. Bunun yaninda anizotropi parametrelerinin A; = 0.5 ve

Ay = 1.0 (Sekil 5.2) degerleri ve Aj = 1.0 ve Ay = 0.5 (Sekil 5.4) degerlerinde

de benzer davramiglar vardir. A; < A, oldugunda daha onceden bahsettigimiz
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Sekil 5.4. En yakin komgu kubitler i¢in taban durum dolagikligininJ =1, A; = 1.0
ve Ap = 0.5 degerlerinde farkli D, DM etkilesmesi, degerleri icin o
tedirginlik parametrelerine gore degisim grafikleri

gibi NNN kubitler arasi etkilesmeler, NN kubitler arasi etkilesmeleri bir miktar
daha fazla baskilar ve Cjo, belli & ve DM degerlerinde biraz daha diisiik degerler
alir. Bununla beraber A; > A; oldugunda ise NNN kubitler arasi etkilesmeler NN
kubitler aras1 etkilesmeleri daha az baskilar ve bunun sonucunda Cy,, belli o ve DM
degerlerinde daha biiyiik degerler alir. 4/ = y — ¢ degerinde ise sistemin taban

durumu |y;3) ve |y;s) kuantum durumlarinin ¢akisik oldugu dejenere durum olur.
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Bu dejenere taban durumu i¢in NN kubitlere ait indirgenmis yogunluk matrisi p,,
Ay, Ay, oo ve DM parametrelerine bagli olarak degisir. Bunun sonucunda da Cj; bu
parametrelerin aldiklar1 degerlere bagli olarak sifir veya diger taban durumlardaki

hesaplamalardan daha kiiciik degerler almigtir.
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Sekil 5.5. ikinci en yakin komsu kubitler igin taban durum dolagikhiginm J = 1,
A1 = 1.0 ve Ay = 1.0 degerlerinde farkl1 D, DM etkilesmesi, degerleri
icin o tedirginlik parametrelerine gore degisim grafikleri
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Simdi ikinci en yakin komsu (NNN) ciftlerinin dolagikliklarina bakalim. Daha
oncede Dbelirttigimiz gibi 4Joo < ¥ — ¢ degerleri icin sistemimiz |y;3) taban
durumunda bulunur.  Sistemimiz bu taban durumundayken A; = A; = 1.0

anizotropi degerlerinde (Sekil 5.5)
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Sekil 5.6. Ikinci en yakin komsu kubitler igin taban durum dolagikliginin J = 1,
Ay = 0.5 ve Ay = 1.0 degerlerinde farklt D, DM etkilesmesi, degerleri
icin o tedirginlik parametrelerine gore degisim grafikleri

NNN kubitlere ait indirgenmis yogunluk matrisi py3, & ve DM parametrelerinden

bagimsiz olduklari i¢cin NNN kubitlerin dolasikligi hep aym degerde (Ci3 = 0.0)
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Sekil 5.7. Ikinci en yakin komsu kubitler igin taban durum dolagikliginin J = 1,
Ay = 0.5 ve Ay = 0.5 degerlerinde farkli D, DM etkilesmesi, degerleri
icin o tedirginlik parametrelerine gore degisim grafikleri

olur. Anizotropi parametrelerinin A; = 0.5 ve Ay = 1.0 degerleri i¢cin de benzer bir

durum goriiliir (Sekil 5.6). Burada A; < A, olmasi NNN kubitler arasi etkilesmeler

tizerinde bir etki yapmaz boylece Cj3 degerlerinde bir degisiklik gozlenmez.

A1 = Ay = 0.5 degerlerinde ise indirgenmis yogunluk matrisi p3 sadece o’ya

baglidir. o’nin isaretinden dolayr NNN kubitler arasi etkilesmelerin AFM veya

FM olmasina bagl olmaksizin, |a| artttkca NNN kubitler arasi etkilesmeler artar
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Sekil 5.8. Ikinci en yakin komsu kubitler igin taban durum dolagikliginin J = 1,
A1 = 1.0 ve Ap = 0.5 degerlerinde farkli D, DM etkilesmesi, degerleri
icin ¢ tedirginlik parametrelerine gére degisim grafikleri

ve bunun sonucunda Cj3 artar (Sekil 5.7). Ayni durum anizotropi parametrelerinin

Ay = 1.0 ve Ay = 0.5 degerlerinde de goriiliir (Sekil 5.8). Ancak burada A; >

A, oldugu icin NN kubitler arasi etkilesmeler NNN kubitler arast etkilesmeleri

bir miktar baskilar bunun sonucunda « arttikca Cj3 daha kiigiik degerler alarak

artar. 4Ja > y— ¢ degerleri icin sistemimiz |y;s) taban durumunda bulunur.

Sistemimiz bu taban durumunda bulunurken NNN kubitlere ait indirgenmig
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yogunluk matrisi pj3, @ ve DM parametrelerine baglidir bunun sonucunda Cis,
o ve DM parametrelerine bagh olarak degisir. NNN kubitlerin dolasikliklarina
ait tim sekillerden (Sekil 5.5-Sekil 5.8) DM etkilesmesinin D = 0.0 ve D =
0.1 degerleri i¢in bir ¢ kritik degerinden sonra maksimum dolagiklik olustugu
goriilir. D > 0.5 degerleri i¢in ise o arttikga NNN kubitler arasi etkilesmeler
artar ve bundan dolay1 Cj3 artar. Bunun yaninda DM etkilesmesinin artmasi
C13 degerlerinde bir miktar azalmaya neden olur. Ancak DM etkilesmesi ile
o arasindaki bu rekabet nedeniyle DM’ nin azaltici etkileri ¢’min artirici etkileri
ile telafi (compansate) olur ve bunun sonucu C;3 degerinde ¢ok fazla azalma
gozlenmez. Bu davraniglar anizotropi parametrelerinin A} = Ay = 1.0 (Sekil 5.5)
ve A = Ay = 0.5 (Sekil 5.7) degerleri icinde gozlenir. Bunun yaninda A; = 1.0,
Ay = 0.5 (Sekil 5.8) degerlerinde ve A} = 0.5, A; = 1.0 (Sekil 5.6) degerlerinde
de benzer sonuclara rastlanir. Burada A; > A, oldugunda NNN kubitler arasi
etkilesmeler NN kubitler aras1 etkilesmeler tarafindan bir miktar baskilanacagindan
C13, baz1 oo ve DM degerleri icin daha kiiciik degerler alir. A; < A, oldugunda
ise boyle bir baskilama olmaz ve C;3 daha biiyiik degerler alir. 4Ja =7y — ¢
degerlerinde ise sistem taban durumu |y13) ve |ys) kuantum durumlarinin ¢akigik
oldugu dejenere durumdadir. Bu dejenere taban durum icin NNN kubitlere ait
indirgenmis yogunluk matrisi p 3, A1 , Ay, & ve DM parametrelerine bagh olarak

degisir ancak bu degerler icin dolagiklik olugsmaz ve Cy3 = 0 olur.

5.2.2. Isisal Dolasikhik

Sistem T = 0 sicaklikta taban durumunda bulunur ve buna ait dolagiklik
taban durum dolasiklig1 olarak isimlendirilir. Ancak sicaklik arttikca, sicakliga
baglh olarak sistemin diger uyarilmig durumlarda da bulunma olasiliklar1 olur.
Sonlu sicakliklarda sistemin yogunluk operatorii, taban ve tiim uyarilmig
kuantum durumlarinin dig ¢carpimlarinin Boltzmann agirliklar ile agirliklandirilip

toplanmasi ile elde edilir. Bir bagka deyisle sistemin taban ve uyarilmis kuantum
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durumlan 1sisal olarak agirliklandirilip, bu agirlik faktoérleri ile orantili olarak
kangtinlarak bir karisim olusturulmugtur. Bu karigimin iginde 1sisal agirliklarina

gore dolagikligr sifir ve sifirdan farkli olan kuantum durumlart bulunur.

Ik olarak en yakin komsu (NN) kubit ciftlerinin 1sisal dolagikliklarina bakalim.
Anizotropi parametrelerinin Ay = A, = 1.0 (Sekil 5.9) degerlerinde, 7 = 0.1
gibi diisiik sicakliklarda indirgenmis yogunluk operatoriine olan en biiyiik katki
taban durumdan gelir.Bu nedenle cok diisiik sicakliklarda NN kubitler arast 1sisal
dolasiklik taban durum dolasiklifina benzer bir davranis gosterir. 7 > 0.1

durumunda ise taban durumun yaninda diger uyarilmis durumlardan da dikkate
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Sekil 5.9. En yakin komgu kubitler icin 1sisal dolagikligin J =1, A} = 1.0 ve
Ay = 1.0 degerlerinde farkli D ve farkli sicaklik degerleri icin o
tedirginlik parametrelerine gore degisim grafikleri



48

Bu katkilar sicakligin yaninda tedirginlik parametresi @ ve DM parametrelerine

de baghdir.

Yani yiiksek sicakliklarda taban durum dolagikligr ile uyarilmig

durumlarin  dolasikliklart sicaklik T, tedirginlik parametresi ¢« ve DM
parametrelerine bagli bicimde istatistiksel olarak karigir.
07 7 07 (1
—&—T=0.1 —=—T=0.1
ashk —e—T=0.5 a8l —8—T=05
A T=1.0 A~ T=1.0
—¥—T=15 —¥—T=15
T=2.0 T=2.0
D=0.0 D=0.5
o 1
4 —I3 2 1 1 2 ; 4 4 3 —‘2 1 0 1 2' ';, 4
07 07 1
= T=04 —B—T=0.1
06 F —8—T=0.5 06 | —e—T=0.5
A-T=10 A-T=10
(1| —— —v-T=15 [ — —¥-T=15
; T=2.0 R AN T=2.0
g [, D=1.0 Ry C— \ ] ‘\\ D=2.0
S e AT
i Maanan, o b
02| \ 02 e WO ,d""'-,jsy,\
W i L o Wﬂ; "vﬁj,)
K 'vv 5)‘ &%’
of L, s 00, : L
4 -3 2 1 1 2 3 4 4 3 2 1 1 3 4

Sekil 5.10. En yakin komsu kubitler i¢in 1sisal dolasikligin J =1, A} = 0.5 ve
Ay = 1.0 degerlerinde farkli D ve farkli sicaklik degerleri icin «
tedirginlik parametrelerine gore degisim grafikleri

Oncelikle sabit o ve DM degerleri icin baktigimizda sicaklik arttikga 1sisal
agirhiklarina baghh olarak farkli dolasikliklara sahip kuantum durumlarinin
karismasi sonucu NN kubitler arasi 1sisal dolasikligin azaldig: goriiliir. Ikinci
olarak sabit sicaklik ve DM degerleri icin baktigimzda ise durum gdyle
agiklanabilir: |o|'nin biiyiik degerleri igin taban durum dolagikligi ile daha kiigiik

dolagikliga sahip uyarilmig durumlar karistig1 icin bu o degerlerinde taban durum

dolagikligina benzer bir davranis gozlenir. ¢or’nin daha kiiciik degerlerinde ise daha
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biiylik dolasikliga sahip uyarilmis durumlar ile taban durum dolagiklig1 karistigi
icin bu a degerlerinde NN kubitler arasi 1s1sal dolagiklik daha kiigiik degerler alir.
Sabit T ve a degerlerinde grafiklere baktigimizda, DM etkilesme parametresinin
artistnin & > 0 igin NN kubitler arasi 1sisal dolagikligr arttirirken, o < 0 igin
azalttiim goriliriiz. Benzer bir davranigt anizotropi parametrelerinin A; = 0.5 ve
Ay = 1.0 (Sekil 5.10)degerlerinde de goriiriiz ancak burada A; < A, olmasindan
dolay1 NNN kubitler aras1 etkilesmeler NN kubitler arasi etkilegmeleri bir miktar
baskilayacagindan, 1sisal dolagiklik anizotropi parametrelerinin Ay = Ay = 1.0
oldugu durumdaki 1sisal dolasiklik degerlerinden biraz daha kiigiik degerler alir.
Anizotropi parametrelerinin A} = Ay, = 0.5 (Sekil 5.11) olmast durumunda NN

kubitler aras1 dolagiklik o, T ve DM parametrelerine bagh olarak degisir. Bu
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Sekil 5.11. En yakin komsu kubitler icin 1sisal dolagikligm J =1, A; = 0.5 ve
Ay = 0.5 degerlerinde farkli D ve farkli sicaklik degerleri i¢in «

tedirginlik parametrelerine gore degisim grafikleri
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anizotropi degerlerine ait taban durum dolagiklig1 incelemeleri de dikkate alinarak,
1s1sal durum dolagikliginin T sicakliginin yaninda o ve DM parametrelerine daha
hassas bagl oldugu soylenebilir. Burada da 7 = 0.1 gibi diisiik sicakliklarda
indirgenmig yogunluk operatdriine olan en biiyiik katki taban durumdan geldigi i¢in
NN kubitler arast dolagiklik anizotropi parametrelerinin bu degerlerindeki taban
durum dolagiklifina benzer bir davranig gosterir. Ayrica 7 > 0.1 gibi yiiksek
sicakliklarda 1sisal agirliklarina bagli olarak farkli dolagikliklara sahip kuantum
durumlart kanistig1 icin de NN kubitler arast 1sisal dolagiklik sicaklik arttikca

azalmustr.

—&—T=0.1
—8—T=05
A T=1.0
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D=0.5

12
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Sekil 5.12. En yakin komgu kubitler i¢in 1sisal dolagikligin J =1, A; = 1.0 ve
Ay = 0.5 degerlerinde farkli D ve farkli sicaklik degerleri i¢in «
tedirginlik parametrelerine gore de8isim grafikleri

Sabit sicaklik ve DM degerleri i¢in grafiklere baktigimizda ise sdyle bir durum

goriiliir: |o| parametresinin biiyiik degerlerinde, taban durum ile dolagiklig1 kiiciik
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uyarilmig durumlar karistigi icin en biiyiik katki taban durumdan gelir ancak
taban durum da o’ya bagh oldugundan || arttikga NN kubitler arasi dolagiklik
azalir. Bunun sonucu yiiksek sicakliklarda ve biiyiik tedirginlik parametresi
degerlerinde NN kubitler arasi 1sisal dolasiklik ayni degerleri alir.  Bunun
yanminda |a| parametresinin kii¢iik degerlerinde daha biiyiik dolagikliga sahip
uyarilmis durumlar ile taban durum dolasikli1 karisir ve bunun sonucu olarak
NN kubitler arasi 1sisal dolagiklik daha diisiik degerler alir. Ayrica daha once
yapmis oldugumuz incelemelerden de goriildiigii gibi burada da DM etkilesme
parametresinin artisi,o¢ > 0 degerleri icin NN kubitler arasi 1sisal dolagikligi

arttirirken o < 0 degerleri i¢in azaltmustir.

10 —m—T=0.1 g —=— T=01
09 —8— T=0.5 (’ ; ;’ 4 oo]-e-T=05
08 || T=1.0 | 77 P 0s| A T=10
—y-T=15 |4 P —¥-T=15
L T=2.0 |/ / P 07 T=2.0
06 |4 T=3.0 t] 0| —€—T=30
T=5.0 | ] T=5.0
& l-eT=10 S e 1270
04 p=0.0 ] ] / 04| p=05
03 y “ 03 [
02| [ { 02|
01 [ 4 01}
00 j T T 1 T 1 |. L il 00 iy T T T
4 3 2 1 0 1 2 3 4 -4 3 2 1
o
10 T T T T T | 10 T
—m—T=0.1 ] —8—T=0.1
09| -8 T=0.5 AT« 09)—e—T=05
Pt 4' A
0|4 T=1.0 :*;’ 1 s A T=10
—v¥—T=15 * A —v—T=15
o T=2.0 S, 1 % T=2.0
06| —4— T=3.0 7 06 | —4—T=3.0
¥ '
05 T=5.0 [“ It 7 A os T=5.0
O |- T=70 It ] So° & T=T0
%4 p=1.0 AI] 4 S 1 °“IDp=2.0
03 /(1 14 7 03
02| -f ] . 02
01| /M J 4 o1f
00 j T T 1 T //7 T 1 L il 00 fp T T T 1 T 1 1 I
4 3 2 1 1 2 3 4 -4 3 2 1 1 2 3 B
a a

Sekil 5.13. ikinci en yakin komsu kubitler igin 1s1sal dolagikligin J = 1, A; = 1.0
ve Ay = 1.0 degerlerinde farkli D ve farkli sicaklik degerleri i¢in o
tedirginlik parametrelerine gore degisim grafikleri
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Benzer bir davranigt anizotropi parametrelerinin A} = 1.0 ve Ay = 0.5 (Sekil 5.12)
degerlerinde de goriiriiz ancak burada A; > A; olmasindan dolayr NNN kubitler
arasi etkilesmeler NN kubitler aras1 etkilesmeleri bir miktar daha az baskilar ve
bunun sonucu olarak NN kubitler arasi 1s1sal dolasiklik anizotropi parametrelerinin

A; = Ay = 0.5 oldugu durumdaki degerlerden biraz daha biiyiik degerler alir.

Ikinci olarak ikinci en yakin komsu (NNN) kubit ¢iftlerinin 1s1sal dolasikliklarina
bakalim.  Anizotropi parametrelerinin A} = A, = 1.0 (Sekil 5.13) olmast
durumunda, 7 = 0.1 diisiik sicaklik degerlerinde NNN kubitler arasi 1sisal
dolagiklik, daha o6nce NN kubitler arasi dolagiklik icin de belirttigimiz gibi
indirgenmis yogunluk operatoriine olan en biiylik katkinin taban durumdan

gelmesinden dolay1 taban durum dolagikligina benzer bir davranig gosterir.
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Sekil 5.14. ikinci en yakin komsu kubitler igin 1s1sal dolagtkligin J = 1, A; = 0.5
ve Ay = 1.0 degerlerinde farkli D ve farkli sicaklik degerleri icin o
tedirginlik parametrelerine gore degisim grafikleri



53

Sabit sicaklik ve DM degerlerinde o > 0 oldugu durumda, ¢ arttik¢a NNN kubitler
arasi etkilesmeler artacagindan belli bir o kritik tedirginlik degerinden sonra NNN

kubitler arasi 1s1sal dolagiklik monotonik olarak artar.
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Sekil 5.15. ikinci en yakin komsu kubitler icin 1s1sal dolagikhigin J = 1, A; = 0.5
ve Ay = 0.5 degerlerinde farkli D ve farkli sicaklik degerleri icin o
tedirginlik parametrelerine gore degisim grafikleri

Ayrica daha dncede belirttigimiz gibi o ve DM parametrelerinin sabit degerlerinde,

sicaklik arttikca 1sisal agirliklarina bagli olarak farkli dolagikliklara sahip

kuantum durumlar1 karigsacag: icin NNN kubitler arasi 1s1sal dolagikligin azalmasi
beklenen bir davramistir ancak sicaklik parametresinin 0.1 < 7 < 2.0 oldugu
durumlarda ve ozellikle tedirginlik parametresinin biiylik degerlerinde, NNN
kubitler arasi 1s1sal dolagikligin ayni oldugu goriilir. Bunun nedeni sicakliin
yikict etkilerinin, o¢’nin NNN kubitler arasindaki dolasikli§a olan yapici etkileri

tarafindan dengelenmesidir. Ancak 7 > 2.0 icin beklendigi gibi NNN kubitler
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arasi 1s1sal dolagiklik sicaklik arttik¢a azaltmistir. Bunun yaninda DM etkilesme

parametresinin sisteme eklenmesi NNN kubitler arasi 1s1sal dolasiklig1 azaltmigtir.
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Sekil 5.16. ikinci en yakin komsu kubitler igin 1s1sal dolagikligin J = 1, A; = 1.0
ve Ay = 0.5 degerlerinde farkli D ve farkli sicaklik degerleri icin o
tedirginlik parametrelerine gore degisim grafikleri

Buna benzer davraniglar anizotropi parametrelerinin A = 0.5 ve A, = 1.0 (Sekil

5.14) degerleri icin de goriiliir. Ancak burada A; < A, oldugundan NNN kubitler

arasi 1s1sal dolagiklik anizotropi parametrelerinin A; = Ay = 1.0 oldugu durumdaki

1s1sal dolasiklik degerlerine gore biraz daha bilyiik degerler almigtir. Anizotropi
parametrelerinin A} = Ay = 0.5 (Sekil 5.15) degerlerinde, T = 0.1 gibi diisiik
sicakliklarda NNN kubitler arasi 1s1sal dolagikligin yine taban durum dolagikligina
benzer bir davranig gosterdigi gozlenir. Sabit sicaklik ve DM parametresi
degerlerinde grafiklere baktigimizda, daha once de belirttigimiz gibi || arttik¢a

NNN kubitler arasi 1s1sal dolasiklik belli bir kritik ¢ tedirginlik degerinden sonra
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monotonik olarak artar. Bunun yaninda sicaklik arttikca 1sisal dolasikligin azalmasi
beklenen bir davramistir fakat burada da a > 0 i¢in sicakligin 0.1 < 7T < 2.0
oldugu durumda ve 6zellikle o’ nin biiytik degerleri icin NNN kubitler arasi 1sisal
dolasikligin aynmi oldugu goriiliir. Ancak 7" > 2.0 gibi daha yiiksek sicakliklarda
ise 1s1sal dolagikligin beklendigi gibi sicaklikla azaldigi goriilmiistiir. o < O igin
ise benzer bir davranig 0.1 < T < 0.5 sicaklik degerleri i¢in goriiliir. 7 > 0.5
oldugu durumlarda ise bdyle bir davranig gozlenmez ve yine beklendigi gibi
sicaklik arttikca NNN kubitler arasi dolagiklik azalir. Bunlara ilave olarak DM
etkilesmesinin sisteme ilave edilmesi de NNN kubitler arasi 1sisal dolagiklig1 bir
miktar azaltmigtir. Bunlara benzer davraniglar anizotropi parametrelerinin A} = 1.0
ve Ay = 0.5 (Sekil 5.16) degerlerinde de goriiliir. Ancak A; < Ay oldugu i¢in NNN
kubitler arasi 1sisal dolasiklik anizotropi parametrelerinin A; = A, = 0.5 oldugu

durumdakinden biraz daha kiiciik degerler alir.
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6. SONUC ve TARTISMA

Bu tezde DM etkilesmesine sahip en yakin ve ikinci en yakin komgu
etkilesmelerinin bulundugu dort kubitlik anizotropik Heisenberg XXZ spin
sisteminin dolagiklig1 incelenmistir. Hesaplamalarda sistemin Hamiltoniyeninde
bulunan « tedirginlik parametresi, DM etkilesmesi, A; ve A, anizotropi
parametreleri ve sicaklik kontrol parametreleri olarak belirlenmistir. Bu kontrol
parametrelerinin birbirlerine gore olan degisimleri dikkate alinarak, en yakin
komgu (NN) ve ikinci en yakin komsu (NNN) kubitler arasindaki taban durum

ve 1s1sal dolasikliklar iizerinde etkin bir kontrol olusturulmasi amag¢lanmustir.

Hesaplamalarda spinler arasi etkilesme sabiti J/ = 1 olarak ele alinmis ve bunun
sonucu olarak NN kubitler aras1 etkilesmelerin hep antiferromanyetik oldugu
diistintilmiigtiir. Bunun yaninda tedirginlik parametresi ¢ 'nin —4 < o < 4
araliginda degerler aldigi diisiiniilmiis ve buna gore de NNN kubitler arasi
etkilesmelerin @ < 0 i¢in ferromanyetik, ¢« > 0 icin antiferromanyetik oldugu
dikkate alinmigtir. Ayrica NN kubitler i¢in anizotropi parametresi A; ve NNN
kubitler i¢in anizotropi parametresi A, olmak iizere, bu parametrelerin 0.5 ve 1.0

degerleri aldig1 diisiiniilerek hesaplamalar yapilmstir.

Ik olarak 7 = O sicaklikta taban durum dolagiklig1 incelenmistir. ~ Yapilan
hesaplamalar sonucunda hem NN kubitler arasi dolagikligin hem de NNN
kubitler arasi dolagikligin anizotropi parametrelerinin A; = A, = 1.0 ve A} =
0.5, Ay = 1.0 degerlerinde benzer davranmiglar sergiledii goriilmiistiir. Bu
degerler icin indirgenmis yogunluk operatoriiniin belli bir o degerine kadar
kontrol parametrelerine baglilik gostermediginden dolasikligin sabit oldugu, bu o
degerinden sonra ise kontrol parametrelerine bagh olarak degistigi gdzlenmistir.

Anizotropi parametrelerinin A = Ay = 0.5 ve A; = 1.0, Ay = 0.5 degerlerinde

ise hem NN komgsu hem de NNN komsu kubitler arasi dolagiklik icin benzer
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davraniglar gozlenmistir. Ancak bu sefer tiim o degerleri i¢in dolasiklik kontrol
parametrelerine bagl olarak degismistir. Yapilan bu analizler sonucunda anizotropi
parametrelerinin, & ve DM parametrelerine gore dolagiklik iizerinde daha az etkin
oldugu goriilmiistiir. Ancak sabit & ve DM degerleri icin A; > A, olmast NN
kubitler aras1 dolasikliga katki yaparken A; < A, olmasinin NNN kubitler arasi

dolagikliga katki yaptig1 gozlenmistir.

o ve DM etkilesmesinin taban durum dolagiklif1 iizerindeki etkilerine
baktigimizda ise su sonuglar goriilmiigtiir: |ot|’nin artmast NNN kubitler arasi
etkilesmeleri arttirmistir. Bu artig NN kubitler arasi etkilesmeleri baskilamis ve
bunun sonucunda NN kubitler arasi dolagiklik azalmistir. Benzer bir diisiince ile
|ot|’nin artigt NNN kubitler arasi taban durum dolagikligini arttirmigtir.  Bunun
yaninda DM etkilesmesinin artist NN kubitler arasi1 dolagiklig1 arttirirken NNN
kubitler aras1 dolasiklig1 azaltir. Taban durum dolagikligina ait tiim bu sonuglardan
goriildiigii izere o tedirginlik parametresi ve DM etkilesme parametresi rekabet
halinde dolasiklik {izerinde etkilidirler ancak sonuclardan da goriilebilecegi gibi
o 'nin taban durum dolagikli1 tizerinde daha baskin karakterde oldugu sonucu

cikarilabilir.

Ikinci olarak sonlu sicakliklar icin 1s1sal dolasiklik hesaplanmistir. Bu
hesaplamalarda sicaklik da bir kontrol parametresi olarak diger kontrol
parametrelerine eklenir. 7' = 0.1 gibi diiglik sicakliklarda sonuclara baktigimizda
hem NN hem de NNN kubitler arasi dolagiklik taban durum dolagikligina benzer
davraniglar gosterir. Bunun nedeni diisiik sicakliklarda yogunluk operatériine gelen
en bilyiik katkinin taban durumdan geliyor olmasidir. Sabit @ ve DM degerlerinde
sicaklik arttik¢a 1sisal agirliklarina bagli olarak farkli dolasikliklara sahip kuantum
durumlart karistigr icin NN kubitler arasi dolagiklik azalir. Sabit sicaklik ve DM
degerleri icin bir degerlendirmede bulunacak olursak, taban durum dolagikliginda

oldugu gibi | | arttik¢a dolagiklik azalir. Sicakligin ve o tedirginlik parametresinin
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sabit degerleri i¢in sonuclara bakacak olursak, & > 0 i¢in DM arttik¢ca NN kubitler
arast dolagiklik artarken o < 0 icin DM arttikca NN kubitler arasi dolagikligin

azaldig1 soylenebilir.

NNN kubitler arasindaki 1sisal dolagiklik icin ise sonuclar soyle belirtilebilir:
0.1 < T < 2.0 sicaklik degerlerinde ve ozellikle o tedirginlik parametresinin
biiyiik degerleri icin NNN kubitler arasi1 dolasikligin aynm biiyiik degerleri aldigi
goriiliir. Boylece, bu sicaklik araliginda NNN kubitler arasi dolagiklik iizerinde
o’nin oldukga etkin oldugu sonucuna vartlir. 7 > 2.0 degerleri i¢in ise a’nin
baskin karakteri azalir ve bunun sonucu olarak da sicakligin artmasiyla birlikte
NNN kubitler arasi dolagiklik azalir. Ancak yiiksek sicakliklarda bile biiyiik
tedirginlik parametresi degerleri icin hala dikkate deger NNN kubitler arasi
dolagiklik degerleri gozlenmistir. Buradan da o’nin sicaklikla rekabet halinde
oldugu ve NNN kubitler arasi1 dolagiklik iizerinde baskin bir karaktere sahip
oldugu sonucu cikarilabilir. Bunlara ilave olarak sabit sicaklik ve o degerlerinde,
DM arttikca NNN kubitler arasi dolagikligin azaldigi goriilsede sonuglardan DM
parametresinin dolagiklik iizerinde ¢ok etkin olmadig1 sdylenebilir. Sicaklik ve DM
parametrelerinin sabit degerleri icin ise ¢ arttikca NNN kubitler arasi etkilesmeler

artacagi i¢in yine dolagikligin arttigi goriiliir.

Kuantum hesaplama ve enformasyon iglemleri agisindan baktigimizda kararh
ve giiclii dolasgik kuantum durumlar1 olugturmak ve bunlar1 kontrol etmek
olduk¢a onemlidir. Bu nedenle kullandigimiz modele ait yapilan tiim analizler
sonucunda, ikinci en yakin komsular arasi etkilesmelerin varli§1, hem taban durum
dolasiklig1 hem de 1sisal durum dolasiklig1 acisindan 6nemli oldugu anlagilmig
olup, tedirginlik parametresinin Hamiltoniyende bulunan diger parametrelere gore
daha etkin bir degere sahip olmasi nedeniyle kullanmig oldugumuz bu modelin

dolasiklik caligmalar1 agisindan 6nemli oldugu sonucuna varilmstir.
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