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OZET
ESNEK TOPOLOJIK UZAYLARDA SUREKLILIK
Yiicel OZDAS

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Damigmani: Yrd. Dog. Dr. Siileyman GULER
2015, 39 sayfa

Bu tez esas olarak beg boliimden olugmaktadr.

Birinci boliimde tezin konusu hakkinda genel bilgi verilmis olup ikinci boliimde
tezin okunabilirligini kolaylagtirmak icin bazi temel tanim ve 6zellikler iizerinde
durulmustur.

Tezin {iciincii boliimii, esnek topoloji ve esnek topolojik uzaylarla ilgili tanimlara
ve bu tanimlarin bazi 6zelliklerinin incelenmesine ayrilmig ve bu boliimiin sonunda
esnek topolojik uzaylarda ayirma aksiyomlari tanimlarindan bahsedilmisgtir.

Dordiincii boliimde esnek fonksiyon ve esnek siireklilik kavramlari ve ozellikleri
incelenmistir.

Tezin son boliimiinde ise esnek yari-agik kiimeler iizerinde durularak ozellikleri
verilmis ve bu bolimiin sonunda da esnek siirekliligin bir genisletilmesi olan
esnek zayif siireklilik ve esnek hemen hemen siireklilik kavramlari1 tanimlanarak
ozellikleri incelenmisgtir.

Anahtar Sozciikler: Esnek Kiime, Esnek Topolojik Uzaylar, Esnek Kapanis,
Esnek I¢, Esnek Agik Kiime, Esnek Kapali Kiime, Esnek Komsuluk, Esnek
Fonksiyon, Esnek Siireklilik
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ABSTRACT
CONTINUITY ON SOFT TOPOLOGICAL SPACES
Yiicel OZDAS

M.Sc. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Asst. Prof. Siilleyman GULER
2015, 39 pages

This thesis essentially consists of five chapters. In the first chapter, the subject
of the thesis is introduced and in the second chapter, some basic definitions and
theorems are given to make the thesis understandable.

In the third chapter of the thesis, the definition of soft topology is given and some
basic properties of soft topological spaces are investigated and the definitions of
separation axioms are given.

In the fourth chapter, the notions of soft function and soft continuity are given and
their main properties are investigated.

In the last part of the thesis, soft semi-open sets are introduced and their properties
are given. Moreover, a generalization of soft continuity named soft weak continuity
and soft almost continuity are defined and some properties are investigated.

Key Words: Soft Set, Soft Topological Spaces, Soft Closed, Soft Interior, Soft
Open Set, Soft Closed Sets, Soft Neighbourhood, Soft Function, Soft Continuous
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1. GIRIS

Esnek kiimeler teorisi, Molodtsov [1] tarafindan 1999 yilinda belirsiz tipteki
problemlerin ¢oziimii i¢in matematiksel bir ara¢ olarak, ortaya atilmigtir.
Molodtsov ilk calismasinda esnek kiimeler teorisini bir fonksiyonun piiriizsiizligii,
oyun teorisi, Riemann integrali, Perron integrali ve 0l¢ii teorisi gibi bircok alana
bagariyla uygulamistir. Esnek teori, kisa siire icerisinde miihendislikte, bilgi
sistemlerinde, karar verme problemlerinde vb. bir¢ok alanda pratik uygulamalari

sayesinde zengin bir potansiyele ulagmusgtir.

Maji, Roy ve Biswas [2] 2001 yilinda esnek kiimeleri, bulanik kiimelere tagiyarak
bulanik esnek uzaylarda da bir¢ok calismaya imza atmislardir. 2011 yilinda
M.Shabir ve M.Naz [3] bir baslangic evreni ve sabit bir parametre iizerinde
esnek topolojik uzay tanimini vererek esnek alt uzay, esnek i¢c ve esnek ayirma
aksiyomlari gibi bazi kavramlar iizerine ¢alismalar yapmiglardir. Kharal ve Ahmad
ayni yil esnek siiflar tizerinde esnek doniisiimler kavramini tanimladilar. 2012
yilinda Zorlutuna ve dig. baz1 yeni kavramlar vererek i¢ nokta ve siireklilik
konularinin baz1 6zelliklerini incelemiglerdir. Nazmul ve Samanta 2013 yilinda
esnek topolojik uzaylarda komsuluk iizerine caligmalar yapmiglardir. Ayni yil

Aygiinoglu ve Aygiin esnek baz kavraminm vererek 6zelliklerini incelemislerdir.

Esnek yari-acik kiime kavrami Chen [11] ve Husain [12] tarafindan ayri

makalelerde tanimlanmig ve 6zellikleri lizerine ¢aligmalar yapilmustir.

Topolojik uzaylarda siireklilik kavrami ¢ok Onemli bir yer tutar. Bu nedenle
stireklilik iizerine oldukca yogun calismalar yapilmis ve siireklili§in bir¢ok
genellestirilmesi elde edilmigstir. Levine 1961 yilinda zayif siirekli fonksiyon
tanimini vermis ve sonraki ¢alismalarinda zayif siireklilik ile ilgili temel teorem ve

sonuclar tizerinde durmustur. Daha sonra Rose 1984 yilindaki calismasinda hemen
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hemen siirekli fonksiyon tanimini vererek siirekliligin bagka bir genellestirilmesini

elde etmistir.

Bu tezde esnek kiime ve esnek topolojik uzay kavramlari ele alinarak 6zellikleri
izerinde durulmustur. Esnek siireklilik ve esnek yari-acik kavramlarindan yola
cikilarak esnek topolojik uzaylarda esnek siirekliligin bir genellestirilmesi olan
esnek zayif siireklilik ve esnek hemen hemen siireklilik kavramlar1 tanimlanmustir.
Bu yeni tamimladifimiz kavramlar {izerinde bazi temel teorem ve sonuglar

incelenmistir.



2. TEMEL TANIMLAR VE OZELLIKLER

Bu boliimde, tezde kullanilan bazi temel tanim ve teoremlerin yani sira, genel
olarak konu biitlinliigiinii saglamak amaciyla esnek topolojik uzaylarda sik sik

kullanilan bazi kavramlar da ayrintilariyla verilecektir.

2.1. Esnek Kiime

Tanmmm 2.1 [1] X evren, E parametrelerin kiimesi ve P(X) X’in kuvvet kiimesi
olsun. (F,E) ¢iftine X iizerinde bir esnek kiime denir < F : E — P(X). Diger bir

ifadeyle, esnek kiime X’in alt kiimelerinin parametrelerle ifade edilen ailesidir.

Ornek 2.2 (F,E) esnek kiimesi, bir A kisisinin satin almayr diisiindiigii
evlerin ozelliklerini tanimlasin. X = {hy,hy,h3,ha,hs,he} evlerin kiimesi ve
E ={pahali,giizel,ahsap,ucuz,bahceli}= {ej,e;,e3,e4,e5} karar parametrelerinin
kiimesi olsun. F' doniistimiinii diigtinelim.

Ornegin, F(e;) "pahali evler" anlamindadir ve fonksiyon degeri

{h € X :h pahali ev} kiimesidir. F(e1) = {h2,hs},F(e2) = {h1,h3},F(e3) =0,
F(e4) = {hi,h3,hs},F(es) = {h;} olsun.

(F,E) ={(pahali ev,{ha,h4}),(glizel ev,{h1,h3}),

(ahsap ev,9),(ucuz ev,{h;,hs,hs}),(bahgeli ev,{h; })}.

Tamm 2.3 [2] (F,A) ve (G,B) X iizerinde iki esnek kiime olsun.
(F,A)’ya (G,B)’nin esnek alt kiimesi denir. Eger

1.ACB

2. Va € A igin F(a) C G(a) kosullarin sagliyor ise

(F,A) C (G,B) ile gosterilir.

Tamm 2.4 [2] (F,A) ve (G,B) X iizerinde iki esnek kiime olsun. (F,A) C (G,B)
ve (G,B) C (F,A) saglamyor ise (F,A) ve (G,B), X iizerinde esnek egittir denir.
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Tanmm 2.5 [2] E = {ey,ez,€3,...,e5} parametrelerin bir kiimesi olsun. E
kiimesinin degili TE ile gosterilir ve TTE = {Tley, lea, les,..., le,}’dir. Burada

Te;, her i igin e;’'nin degiline esittir.

Tanmim 2.6 [2] X iizerindeki (F,A) esnek kiimesinin tiimleyeni, (F,A)¢ ile gosterilir
ve (F,A)¢ = (F¢,T1A) seklinde tamumlamir. Burada, F¢ : T1A — P(X) bir fonksiyon
ve Voo € TA igin F(a) = X\F(Tet), VYo € TA’dir. Burada F€’ye, F’nin esnek

tiimleyen fonksiyonu denir.

Tamm 2.7 [2] (F,A), X iizerinde esnek kiime olsun. Eger, Va € A icin F(a) =0
oluyor ise (F,A) esnek kiimesine bogs esnek kiime denir. Bos esnek kiime ® ile

gosterilir.

Tamm 2.8 [2] X iizerindeki (F,A) esnek kiimesine evrensel esnek kiime denir
=VaeAiginF(a) =X

Evrensel esnek kiime X ile gosterilir.

Tamim 2.9 [2] X iizerindeki (F,A) ve (G,B) esnek kiimelerinin birlesimi (H,C)

esnek kiimesidir << C=AUBve Vc € C icin

F(c), c€A\B
H(c) =< G(c), c€B\A (2.1.1)
F(c)UG(c), c€ANB

(F,A)U(G,B) = (H,C) seklinde gosterilir.

Tanmim 2.10 [8] X iizerindeki (F,A) ve (G,B) iki esnek kiime ve AN B # 0 olsun.

Bu esnek kiimelerinin kesisimi (H,C) esnek kiimesidir :< C = ANB ve Vc € C igin
H(c)=F(c)NG(c) (2.1.2)

(F,A)N(G,B) = (H,C) seklinde gosterilir.



Teorem 2.11 [9] (F,E) ve (G,E) X iizerinde iki esnek kiime olsun. O zaman
1 ((FE)U(G,E)) = (F,E)N(G,E)
2. (F,E)N(G,E))“ = (F,E)U(G,E)".

Ispat. 1. (F,E)U(G,E) = (H,E) olsun. Burada H(e) = F(e) UG(e), Ve € E.

O zaman

(H(e))* = (F(e)UG(e)*
(H(e))* = (F(e))° N (Gle))"
(H(e)) =F‘(e)NG(e), Ve € E

E)‘ = (F,E)*N(G,E)* elde edilir. Buradan
E)) = (F,E)*'N(G,E)
N(G,E) = (H,E) olsun. Burada H(e) = F(e) N G(e), Ve € E. O zaman

)NG
F(e))*U(G(e))
YUG(e),Ve € E
E)‘ = (F,E)°U(G,E)* elde edilir. Buradan
E))° = (F,E)*U(G,E)° olur. O

Tamm 2.12 [9] (F,E) ve (G,E), X iizerinde iki esnek kiime olsun. Esnek fark
kiimesi (H,E) = (F,E)\(G,E) ile gosterilir ve su gekilde tanimlanir:
H(e) =F(e)\G(e), Ve € E

Tamm 2.13 [9] (F,E), X iizerinde esnek kiime ve x € X olsun. x € (F,E) (yani

x’in (F,E) esnek kiimesine ait olmast demek) x € F (&), Voo € E dir.

Herhangix € X i¢in, x ¢ (F,E) = x ¢ F(a),3x € E.

Tanim 2.14 [9] Herhangi x € X icin (x,E) esnek kiime ifade eder. Oyleki Vo € E

icin x(o) = x.






3. ESNEK TOPOLOJI VE ESNEK TOPOLOJIiK UZAYLAR

Bu boliimde esnek topoloji ve esnek topolojik uzaylarla ilgili tanimlara ve
bu tanimlarin bazi 6zelliklerinin incelenmesine yer verdik. Daha sonra esnek
topolojik uzaylarda ayirma aksiyomlarinin tanimlarini verip bu tanimlarin bazi

ozelliklerinden bahsettik.

3.1. Esnek Topoloji

Tanmm 3.1 [3] X # O bir kiime 7T ailesi X iizerindeki esnek kiimelerin bir
koleksiyonu ve E de bostan farkli parametrelerin kiimesi olsun. Eger T asagidaki
aksiyomlart sagliyor ise T’ya esnek topoloji denir.

L ®Xer

2. (F,E),(GiE)et= (F,E)N(G,E)eT

3. Vieligin (F,E) € T= U (F,E) € 7.

(X,7,E) iicliisiine de X iizerinde esnek topolojik uzay denir.

Ornek 32 X = {x,y,2,1,k}, E = {e1,e2} ve T = {®,X,(F,E), (F,E), (Fs,E)}
olmak tizere
Fi(er) = {x} Fi(e2) = {x,2}
Fy(er) = {x,2} Fy(e2) = {x,y,2}
Fi(e1) ={x,y,z,t}  F3(e2) = {x,y,2,t,k} seklinde tammli olsunlar. Bu durumda
(X,7,E) bir esnek topolojik uzaydur.
LoXer
2. (FLE)N(Fy,E)=(F,E)ET
E)N(F,E) = (R E) et
F,E)N(BE) = (B,E) et
3. (R,E)U(F,E)=(R,E)eT
(F1,E)U(F5,E)=(F5,E) €T

(Fi
(
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(Fz,E)U(F3,E) = (F3,E) S
(Fl,E)U(Fz,E) U(F3,E) = (Fl,E) €T

Tamm 3.3 [3] (X, 1,E) bir esnek topolojik uzay olmak iizere T’nun elemanlarina

X evreninde esnek acik kiime denir.

Tanmmm 3.4 [3] (X,71,E) esnek topolojik uzay ve (F,E), X iizerinde esnek kiime
olsun. Eger (F,E)° € 7 ise (F,E) esnek kiimesine X evreninde esnek kapali kiime

denir.

Tamm 3.5 [3] X evren ve E parametrelerin kiimesi ve T = {®,X} esnek
topolojidir. T’ya X iizerinde esnek kaba topoloji denir ve (X, 7, E) iicliisiine esnek

kaba uzay denir.

Tanmm 3.6 [3] X evren ve E parametrelerin kiimesi ve T, X lizerinde
tammlanabilen biitiin esnek kiimelerin koleksiyonu olsun. O zaman T’ya X
lizerinde esnek ayrik topoloji ve (X,T,E) iicliisiine X iizerinde esnek ayrik uzay

denir.

Teorem 3.7 [3] (X,7,E), X iizerinde esnek topolojik uzay olsun.
To ={F(a)|(F.E) € 7}

kiimesi, Va € E icin X iizerinde topoloji tamumlar.

Ispat. Tamimdan Vo € E igin 74 = {F(a)|(F,E) € T} dur.
1. ®,X € 7 buradan 0,X € T,

2. {F(a)]iel} C tq4

= (F,E)er, Viel

= Uier(F,E) € T= Ui, Fi(@) € Ta

3.F(a),G(a) € 1q= (F,E),(G,E) e 1= (F,E)N(G,E) €T



=Fla)NnG(a)er

Boylece 7y, Va € E igin X iizerinde topoloji tanimlar. O

Ornek 3.8 X = {h,n}, E = {ej,ex} ve T = {q)r)?v(FlaE)7<F27E)7(F37E)}

olmak tizere

Fi(e:) =X Fi(e2) = {ha}
F2(€1> = {h]} Fz(ez) =X
F(er) = {hi} Fs3(e2) = {h2} seklinde tanimli olsunlar. Bu durumda

(X,7,E) bir esnek topolojik uzaydir. e; ve e, ye baglh topolojiler
Tey = {Q,X, {hl}}
Te, = {®7X7 {hZ}}

seklinde elde edilir. 7,, ve 7,,, X lizerinde birer topolojidirler.

(")rnek 39 X = {h],hg,h3}, E = {61,82} ve

t={®,X,(F\,E), (Fy,E), (Fs,E), (Fs, E)} olmak iizere

Fi(e1) = {2} Fi(e2) = {}

Fy(e1) = {ha, ha} Fy(e2) = {2}

F(er) = {h,ha} F(ez) = {h,h2}

Fy(ey) ={h} Fy(ez) = {h1,h3} seklinde tanimli olsunlar. Bu durumda

(X, 7,E) bir esnek topolojik uzay degildir.
Ciinkii (FZ’E) U(F;,E) = (G,E) burada G(el) =XveG(ey) = {h],hz}’dil‘. (G,E),

7’nun eleman1 degildir. Diger taraftan
Tey = {®7X7 {hz}, {h27h3}7 {hl,hz}}

oo =10, X, {h1},{h1,h3},{h1,ha}}

seklinde elde edilir. Bunlar ise X {izerinde birer topolojidirler.
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Teorem 3.10 [3] (X,7),E) ve (X, T, E), iki esnek topolojik uzay ise (X, 71 N1, E)

de X iizerinde bir esnek topolojik uzaydir.

ispat. 1. CIJ,)N( ETINTD

2 {(F,E)liel} ctunn = (FE)ct, (F,E)en,Viel
= Uier(F,E) € 11 ve Ui/ (B, E) € &

= Ui (FLE) €ETiNT

3. (F,E),(G,E)etiNn

= (F,E),(G,E) ety ve (F,E),(G,E)en

= (FLE)YN(G,E)e 1 ve (F,E)N(G,E)eny

= (F,E)

Boylece 71 N1y, X iizerinde bir esnek topoloji ve boylece (X, 1) N1y, E), X lizerinde

N
NGE)enNn

bir esnek topolojik uzaydir. O

X tizerindeki herhangi iki esnek topolojinin birlesimi, X iizerinde bir esnek topoloji

olmayabilir. Simdi asagidaki 6rnekte bunu gorelim.

Ornek 3.11 X = {hi,hn, 3}, E = {er,ex}, 1 = {®.X,(F,E),(F,E),
(F3,E),(Fy,E)}, » = {CID,)N(,(Gl,E),(GQ,E),(Gg,E),(G4,E)} esnek topolojik

uzaylar olsunlar. Burada

Fi(er) ={h2} Fi(e2) ={m}

Fyer) ={h2} Fy(e2) = {hi,h2}
F3(e1) = {h1,h2} Fi(e2) = {m}

Fie) = {hi,h}  Fi(ex) = {hihs}  ve
Gi(e1) = {h2} Gi(e2) = {hi}

Ga(er) = {h2, h3} Ga(e2) = {h1,h2}
Gs(e1) = {h1,h2} Gs(e2) = {h1,h3}
Ga(er) = {ha) Ga(ez) = 0
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seklinde tanimlansinlar. Simdi,

T = T1Umn
= {®,X,(R,E),(R,E),(F,E),(Fy,E),(G1,E),

(G2,E),(G3,E), (G4, E)}
Eger burada (F>,E) ve (G3, E) esnek kiimelerini alirsak,
(F,E)U(G3,E) = (H,E)
O zaman,

H(e1) = Fr(e1)UGs(er)
= {m}ufh,h}
= {m,h}

H(ex) = Fr(e2)UGs(er)
= {h1,h2} U {1 3}

= X

ama (H,E) ¢ 7. Boylece 7, X iizerinde bir esnek topoloji degildir.

Tamm 3.12 [10] (X, 7,A) bir esnek topolojik uzay ve T’nun bir alt koleksiyonu B
olsun. Eger T’nun her bir elemani 8’ nin elemanlarinin birlesimi seklinde ifade

edilebiliyor ise *B 7 icin bir esnek bazdir denir.

Ornek 3.13 X = {hy,hy,l3}, E = {e} ve t, X iizerinde tammli tiim esnek
kiimelerin ailesi olmak iizere (X,T,E) esnek topolojik uzay olsun. O halde B =

{(e,h1),(e,h2),(e,h3)}, T icin bir baz teskil eder.

Tamm 3.14 [3] (X, 7,E), bir esnek topolojik uzay ve (F,E), X iizerinde bir esnek

kiime olsun. (F,E) esnek kiimesinin ici, sint(F,E) seklinde gosterilir ve asagidaki
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gibi tanmumlanir:

sint(F,E) = | J{(G,E)|(G,E) € © ve (G,E) C (F,E)}.

Ornek 3.15 X = {hy,hy,h3}, E = {e1,er} ve T = {CID,)NL(F,E)} olmak iizere
(F,E) ve (G,E) asagidaki gibi tanimlansin.

Fler)={h,ht  Fl(e2) ={h1,h3}

G(ey) ={hi,h} G(e;) =X. O zaman

sint(G,E) = (F,E)

olur. Simdi bir esnek kiimenin ici ile ilgili asagidaki teoremi verelim.

Teorem 3.16 [3] (X,7,E), bir esnek topolojik uzay, (F,E) ve (G,E), X iizerinde
esnek kiimeler olsun. O zaman

1. sint® = ® ve sintX = X

2. sint(F,E) C (F,E)

3. (F,E) esnek a¢ik kiime < sint(F,E) = (F,E)

4. sint(sint(F,E)) = sint(F,E)

5. (F,E) C (G,E) = sint(F,E) C sint(G,E)

6. sint((F,E)N(G,E)) = sint(F,E) Nsint(G,E)

7. sint(F,E)Usint(G,E) - sint((F,E)U(G,E)) dir.

Ispat. 1. Bos esnek kiimenin kapsadig1 en biiyiik acik kiime kendisidir. Bundan
dolay1 sint® = & ve evrensel esnek kiimenin kapsadigi en biiyiik acik kiime
kendisidir. Bundan dolay1 sint)N( —X

2. x €sint(F,E)

= x € U{(G,E)|(G,E) € T ve (G,E)C (F,E)}

=x€ (F,E)

~

= sint(F,E) C (F,E)
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3. (:=)

(F,E) esnek acik kiime olsun.

x € sint(F,E)

= x e U{(G,E)|(G,E) e T ve (G,E)C (F,E)}

= (F,E) € t ve (F,E) C (F,E) oldugundan

= U{(G,E)|(G,E) € T ve (G,E) C (F,E)} = (F,E)

=x € (F,E)

(<)

sint(F,E) = (F,E) olsun.

= sint(F,E) = U{(G,E)|(G,E) € T ve (G,E)C (F,E)} = (F,E)

= (G,E) e tise U(G,E) € 1 = U(G,E) = (F,E)

= (FLE)et

4. sint(F,E) esnek acik kiimedir.

O zaman sint (sint(F,E)) = sint(F,E) olur. (Ciinkii, (F,E) esnek agik kiime <
sint(F,E) = (F,E) )

5. (F,E) C (G,E) olsun

= x € sint(F,E) alahm.

= xe U{(H,E)|(H,E) € T ve (H,E)C (F,E)}

= (F,E) C (G,E) oldugundan,

= xeU{(H,E)|(H,E) €t ve (H,E)C (G,E)}

= x € sint(G,E)
6. [(F.E)N(G.E) C (FE)] ve [(F,E)N(G,E) C (G,E)]

Jv
sint (F,E)]

= [sint((F,E)N(G,E)) C
= [sint((F,E)N(G,E)) C sint(G,E)]
= sint((F,E)N(G,E)) C sint(F,E) Nsint(G,E) (1)

[sint(F,E) C (F,E)] ve [sint(G,E) C (G,E)]
= sint(F,E) Nsint(G,E) C ((F,E)N(G,E))
= sint[sint(F,E) N sint(G,E)] C sint((F,E)N(G,E))
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= sint(F,E) N sint(G,E) C sint((F,E)N (G,E)) (2)

Boylece (1) ve (2)’den

sint((F,E)N(G,E)) = sint(F,E) Nsint (G, E).

7. = (F,E) C (F,E)U(G,E) ve (G,E) C (F,E)U(G,E)

= sint(F,E) C sint[(F,E)U(G,E)] ve sint(G,E) C sint[(F,E)U(G,E)]

= sint(F,E) Usint(G,E) C sint[(F,E)U(G,E)). O

Tamm 3.17 [3] (X, 7,E), bir esnek topolojik uzay ve (F,E), X iizerinde bir esnek
kiime olsun. (F,E) esnek kiimesinin kapanisi, scl(F,E) seklinde gosterilir ve

asagidaki gibi tanimlanir:

scl(F,E) = ({(G,E)|(G,E) kapali ve (F,E) C (G,E)}.

Ornek 3.18 X = {hy,hy,h3}, E = {ej,er} ve T = {<I>,)N(,(F,E)} olmak iizere
(F,E) ve (G,E) asagidaki gibi tanimlansin:

Fe)={hi,ha}  F(e2)={hi,hs}

G(er) = {h1,h} G(ex) =X.

O zaman scl(G,E) = X olur.

Simdi esnek topolojik uzayda bir esnek kiimenin kapamgi ile ilgili asagidaki

teoremi verelim.

Teorem 3.19 [3] (X,7,E), bir esnek topolojik uzay, (F,E) ve (G,E), X iizerinde
iki esnek kiime olsun. O zaman

1. scl® = @ ve scIX = X

2. (F,E) C scl(F,E)

3. (F,E) esnek kapali kiime < scl(F,E) = (F,E)

4. scl(scl(F,E)) = scl(F,E)

5. (F,E) C (G,E) = scl(F,E) C scl(G,E)

6. scl((F,E)U(G,E)) = scl(F,E)Uscl(G,E)

7. scl((F,E)N(G,E)) C scl(F,E)Nscl(G,E) dir
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Ispat. 1. Esnek bos kiimeyi kapsayan en kiiciik esnek kapali kiime kendisidir.
Bundan dolay1 scl/® = &

Evrensel esnek kiimeyi kapsayan en kiiciik esnek kapali kiime kendisidir. Bundan
dolay1 sclX = X dir.

2. Bir esnek kiimenin kapanis1 o kiimeyi kapsayan esnek kapali kiimelerin en
kiigtigiidiir. Bu nedenle

(F,E) C scl(F,E)"dir.

3. (F,E) esnek kapali kiime olsun. O zaman (F,E)’yi kapsayan en kiiciik esnek
kapali kiime kendisi olur. Buradan (F,E) = scl(F,E)’dir.

Tersine (F,E) = scl(F,E) olsun. Burada scl(F,E) esnek kapali kiime, bundan
dolay1 (F, E) esnek kapali kiimedir.

4. scl(F,E) esnek kapal kiimedir. (3)’ten scl(scl(F,E)) = scl(F,E).

5. (F,E) C (G,E) olsun.

(G,E)’yi kapsayan tiim esnek kapali kiimeler (F,E)’yi de kapsar. Bu nedenle
(G,E)’yi kapsayan esnek kapali kiimelerin arakesiti, (F,E)’yi kapsayan esnek
kapali kiimelerin arakesitini kapsar. Boylece scl(F,E) C scl(G,E).

6. [(F,E) C (F,E)U(G,E)] ve [(G,E) c (F,E)U(G,E)]

= scl(F,E) C scl[(F,E)U(G,E)]

= scl(G,E) C scl[(F,E)U(G,E)]

= scl(F,E)Uscl(G,E) C scl|(F,E)U(G,E)] (1)

[(F,E) C scl(F,E)] ve [(G,E) C scl(G,E)]

= (F,E)U(G,E) C (scl(F,E)Uscl(G,E))

= scl[(F,E)U(G,E)] C scl(scl(F,E) Uscl(G,E))

= scl[(F,E)U(G,E)] C (scl(F,E) Uscl(G,E)) (2)
Boylece (1) ve (2)’den

scl((F,E)U(G,E)) = scl(F,E) Uscl(G,E).

7. (F,E)N(G,E) C (F,E) ve (F,E)N (G,E) C (G,E)
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scl(F,E) ve scl[(F,E) N (G,E)] C scl(G,E)
scl(F,E)Nscl(G,E). O

scl[(F,E)N(G,E)]
scl[(F,E)N(G,E)]

N2 N2

Tamim 3.20 [3] (X, 7,E), bir esnek topolojik uzay olmak iizere (G,E), X iizerinde
bir esnek kiime ve x € X olsun. (G,E), x’in esnek komsulugudur <

x € (F,E) € T dylekix € (F,E) C (G,E).

x’in biitiin esnek komguluklari kiimesi ”fN/(x) sekinde gosterilir;, yani

~ ~

¥ (x)={(G,E)|xe (F,E) €, (F,E)C(G,E)}

dir.

Tamm 3.21 [4] (X, 1,E), bir esnek topolojik uzay olmak iizere (F,E), X iizerinde
bir esnek kiime ve x € X olsun. x, (F,E)’nin limit noktasidir -

(G,E)N((F,E)\{x}) #®, Y(G,E) € ¥ (x).

(F,E)’nin tiim limit noktalaruun kiimesi (F,E)' seklinde gosterilir.

3.2. Esnek Ayirma Aksiyomlari

Tamm 3.22 [3] (X, 7,E), X iizerinde bir esnek topolojik uzay ve x # y icin x,y € X
olsun. (F,E) ve (G,E) iki esnek agik kiime olmak iizere [x € (F,E) ve y ¢ (F,E)]
veya [y € (G,E) ve x ¢ (G,E)] oluyor ise (X, 7,E) esnek topolojik uzayina esnek

To uzayidur denir.

Tamm 3.23 [3] (X, 71,E), X iizerinde bir esnek topolojik uzay ve x # y icin x,y € X
olsun. (F,E) ve (G,E) iki esnek agik kiime olmak iizere [x € (F,E) ve y ¢ (F,E)]
ve |y € (G,E) ve x ¢ (G,E)] oluyor ise (X,T,E) esnek topolojik uzaymna esnek T

uzayudir denir.
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Ornek 3.24 X = {x,z}, E ={e1,e2,e3,e4} ve
T ={®.X,(F.E),(B,E),(Fs,E),(Fs,E), (Fs,E)} olmak iizere

Fi(er) ={x,z} Fi(e2) = Fi(e3) = Fi(es) = {x}

Fy(er) = Fa(e2) = {x,2} Fy(e3) = Fa(es) = {x}

F(e1) = F3(e2) = F3(e3) ={z}  F3(es) ={x,2}

Fy(er) = {z} Fy(e2) = Fy(e3) =0 Fy(es) = {x}
Fs(e1) = F5(e2) = {2} Fs(e3) =0 Fs(es) = {x}

seklinde tammlansin. x,z € X icin x # z dir. (F1,E) ve (F3,E) esnek agik kiimelerini
alalim. [x € (Fi,E) ve z ¢ (F1,E)] ve [z € (F3,E) ve x & (F3,E)]’dir. Boylelikle

(X,7,E) esnek topolojik uzayi esnek Ty uzayidur.

Teorem 3.25 [3] (X,7,E), X iizerinde esnek topolojik uzay olsun. Eger (x,E), T
esnek topolojisi iizerinde esnek kapali kiime ise her x € X icin (X, 7,E), esnek T;
uzayidir.

Ispat. xe¢ (x,E), T iizerinde esnek kapali kiime olsun. x # y i¢in x,y € X alahm.
O zaman x € X i¢in (x,E)‘ esnek acik kiime ve [y € (x,E)° ve x ¢ (x,E)¢]. Benzer
sekilde [(y,E)“ € Tise x € (y,E) ve y ¢ (y,E)‘] olur. Boylece (X,7,E) esnek T

uzayidir. O

Tanmm 3.26 [3] (X, 1,E), X iizerinde esnek topolojik uzay ve x # y olacak sekilde
x,y € X olsun. (F,E) ve (G,E) iki esnek agik kiime yleki;
€(FE),ye(G,E)ve (FFEYN(G,E)=®

o zaman (X ,7,E) esnek topolojik uzayina esnek Tr(esnek Hausdorff) uzay: denir.

Teorem 3.27 [3]

1. Her esnek Ty uzayr esnek Ty uzaydrr.

2. Her esnek T, uzay: esnek Ty uzayidir.

Ispat. (X, 7,E), X iizerinde esnek topolojik uzay ve x # y olacak sekilde x,y € X

olsun.
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1. (X,7,E) esnek T; uzay: olsun. O zaman T; uzayi tammdan (F,E) € T ve
(G,E) € 7 oyleki,
[xe (F,E)vey¢ (F.E)]vely€ (G,E) vex ¢ (G,E)|dir.
O zaman [x € (F,E) ve y ¢ (F,E)] veya [y € (G,E) ve x ¢ (G, E)] olur. Boylelikle
(X, 71,E) esnek Ty uzayidir.
2. (X, 1,E) esnek T, uzay1 olsun. Tamimdan (F,E) € 7 ve (G,E) € 7 dyleki
€ (F,E),y€ (G,E) ve (F,E)N(G,E) = ®
Buradan (F,E)N(G,E)=®isex ¢ (G,E) vey ¢ (F,E) dir. Boylelikle
[xe (F,E)vey¢ (F,E)|ve[y€ (G,E) vex ¢ (G,E)] olur. Boylece (X, 7,E) esnek

T\ uzay1 olur. O

Ancak bir esnek Ty uzaymin esnek 77 uzay ve esnek 77 uzaymin esnek 7> uzayi

olmasi gerekmez. Bunu agagidaki drneklerle gorelim.

Ornek 3.28 X = {x,y}, E = {e1,e2} ve t = {®,X, (R, E), (B,E), (F,E)} olmak

lizere

Fi(er) =X Fi(e2) = {y}

Fz(el) = {x} Fz(eg) =X

Fs3(e) = {x} Fs3(ez) = {y} seklinde tammlansin.

Burada (X,7,E), X iizerinde esnek topolojik uzay ve ayrica (X, ,E), X iizerinde
esnek Ty uzayidir. Fakat esnek T, uzayt degildir. Ciinkii,
xe€(F,E),y€ (G,E)ve (F,E)N(G,E) = ® olacak sekilde (F,E) ve (G,E) esnek

acik kiimeleri yoktur.

Ornek 3.29 X = {x,y}, E = {ej,e2} ve T = {CID,)N(,(Fl,E)} X iizerinde esnek
topoloji olmak iizere

Fi(e1) = X ve Fi(e2) = {y} olsun.

Burada (X,1,E), X iizerinde esnek topolojik uzay ve ayrica (X,7,E), X iizerinde

esnek Ty uzayidir. Fakat esnek Ty uzay degildir. Ciinkii,
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x,y € X igcin[x € (F,E)vey¢ (F,E)| ve [y € (G,E) ve x ¢ (G,E)] olacak sekilde
(F,E) ve (G,E) esnek agik kiimeleri bulamay:z.

Tamm 3.30 [3] (X, 7,E), X iizerinde esnek topolojik uzay olsun. (G,E), X icinde
esnek kapali kiime ve x € X icin x ¢ (G,E) olsun. Eger (Fi,E) ve (F»,E) iki esnek
acik kiimeleri var ve

x€ (F,E), (G,E) C (Fy,E) ve (F,E) N (F,E) = ®

oluyor ise o zaman (X, t,E) esnek topolojik uzayina esnek regiiler uzay denir.

Tammm 3.31 [3] (X,7,E), X iizerinde esnek topolojik uzay olsun. (X,t,E) esnek
regiiler ve esnek Ty uzayt oluyor ise (X, T, E) esnek topolojik uzayina esnek Ts uzayt

denir.

Tamm 3.32 [3] (X,7,E), X iizerinde esnek topolojik uzay, (F,E) ve (G,E) X
iizerinde (F,E)N(G,E) = ® olacak sekilde esnek kapali kiimeler ve (Fi,E) ve
(F2,E) esnek agik kiimeler olmak iizere

(F,E) C (F\,E), (G,E) C (Fy,E) ve (F\,E) N (Fy,E) = ® ise

o zaman (X ,7,E) esnek topolojik uzaymna esnek normal uzay denir.

Tamm 3.33 [3] (X, 71,E), X iizerinde esnek topolojik uzay olsun. (X,7,E) esnek

normal uzay ve esnek Ty uzayt ise (X,7,E)’ye esnek Ty uzayi denir.
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4. ESNEK FONKSIYON VE ESNEK SUREKLILIK

Bu boliimde esnek topolojik uzaylarda siireklilik kavramimi tamimlayacagiz.
Bunun icin oncelikle esnek topolojik uzaylarda esnek nokta ve esnek fonksiyon
kavramlarini ifade edecegiz. Daha sonra bu kavramlar yardimiyla esnek

stirekliligin tanimini verecegiz.

Tanmm 4.1 [13] X kiimesi evren ve E parametrelerin kiimesi olmak iizere, E
parametresine gore X iizerindeki biitiin esnek kiimeler ailesine esnek sinif denir

ve (X,E) ile gosterilir.

Tamm 4.2 [13] (F,A) € (X,E) ve x € X olmak iizere Ve € A icin F(e) = {x} ve
F(e) =0 her ¢ € A—{e} icin (F,A) € (X,E) yukaridaki kosullart sagliyor ise

(F,A)’ya esnek nokta denir ve er ile gosterilir.

Tamim 4.3 [7] (X,E) ve (Y,E') esnek simiflar, u: X — Y ve p: E — E’ fonksiyonlar
olsun. [ : (X,E) — (Y,E') esnek fonksiyondur ve gériintiisii asagidaki gibi
tammlanir:
(F,A) € (X,E) icin f[(F,A)] = (f(F,A),p(A)) burada p(A) =B C E’
(f(F,A),B) = f(F,A)(B) = u(F(a)), VB €B.
aep~!(B)nA

(f(F,A),B) esnek kiimesine, (F,A) min esnek goriintiisii denir.

Tamim 4.4 [7]
1. Eger u ve p doniisiimleri bire-bir ise f esnek fonksiyonu bire-birdir.
2. Eger u ve p doniisiimleri orten ise f esnek fonksiyonu ortendir.

3. Eger u sabit bir doniisiim ise f esnek fonksiyonu sabit esnek fonksiyondur.

4. f:(X,7,E) = (Y,7,E")ve g: (Y,T,E") — (Z,7*,E*) birer esnek fonksiyon
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olsun. Burada u:X —Y,p:E —E veu*:Y — Z, p*: E' — E* biciminde
olmak iizere f ve g nin bileske fonksiyonu go f : (X,71,E) — (Z,7*,E*) seklinde

tamumlanir. Burada w* ou: X — Z, p*op : E — E* seklindedir.

Tamm 4.5 [7] (X,E) ve (Y,E') iki esnek siuf, u:X —Y ve p: E — E' iki
fonksiyon olmak iizere f : (X,E) — (Y,E') esnek fonksiyon ve (G,B) € (Y,E’)
olsun. O zaman (G, B) 'nin ters goriintiisii asagidaki sekilde tanimlanur.

fY(G,B) = (f"'(G,B),D) burada p~'(B) =D C E

f~1G,B) (@) =u"'(G(p(a))), Yo € D.

Burada (f~'(G,B), D) kiimesine, (G, B) nin esnek ters goriintiisii denir.

Ornek 4.6 X = {a,b,c},Y = {x,y,z}, E = {e1,e2,e3,e4}, E' = {€},€;,¢},¢,} ve
(X,E),(Y,E") iki esnek suf olmak iizere, u:X — Y, p: E — E' fonksiyonlart
asagidaki gibi tamimlansin:

ul@)=y, ulb)=z, u(c)=y

p(81> = 8/37 p(€2) - egv p<€3) = 6/2, P(€4) = eg

Strasiyla X ve Y iizerinde asagidaki gibi iki tane esnek kiime secelim.

(F,A) = {62 = {}’83 = {0}764 = {avb7c}}
(G,C) - {ell - {xvz}veIZ - {y}}

f:(X,E)— (Y,E') esnek doniisiimii icin (F,A) 'mn goriintiisii B= p(A) = {¢€}, ¢} }
olmak iizere (f(F,A),B) dir. Bu kiime, (Y,E') esnek sinifi i¢inde bir esnek kiimedir

ve asagidaki gibi elde edilir:

f(FA)ey =u(UF({es})) =u({a}) =
f(EA)es = U ulF(a))=u({F (ez)UF(e4})

aep~l(5)nA

= u({}u{a,b,c}) =u{a,b,c}) = {3},

Buradan

(f(F,A),B) = {ey = {y},s = {z}}
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elde edilir. (G,C) nin esnek ters goriintiisii yani

(f~(G,C),D) de D = p~'(C) = {e3} olmak iizere
NG, C)es=u'(G(ples))) = u""'(G(eh)) =u" ({y}) = {a,c} dir.

Tamm 4.7 [7] (X,7,E) ve (Y,7',E") iki esnek topolojik uzay ve u:X —Y,
p: E — E' iki doniisiimler olmak iizere f : (X,7,E) — (Y,7,E') esnek
fonksiyonunu ve e € (X, 1,E) esnek noktasini ele alalim.

1. f esnek fonksiyonu er esnek noktasinda esnek siireklidir eger her (G,E') €
Nz f(er) icin (H,E) € Ny(er) olmak iizere f(H,E) C (G,E') dir

2. Eger f esnek fonksiyonu (X,7,E) esnek topolojik uzayindaki her esnek nokta

icin siirekli ise f’ye esnek siirekli fonksiyon denir.

Teorem 4.8 [7] (X,7,E) ve (Y,7',E’) iki esnek topolojik uzay ve f: (X,7,E) —
(Y, 7', E’) esnek fonksiyon olmak iizere asagidakiler denktir:

1. f esnek siireklidir,

2. Her (H,E") € T icin f~\(H,E") € T’dur,

3. Y iizerindeki her esnek kapali (F,E') kiimesi icin f~'(F,E") kiimesi X iizerinde

esnek kapalidir.

Eger, f: (X,7,E) — (Y, 7 ,E") ve g: (Y,7',E') — (Z,7*,E*) esnek fonksiyonlari

siirekli iseler, o zaman g o f esnek fonksiyonu da siireklidir.

Not 4.9 Normal topolojik uzaylarda sabit doniisiimler siirekli iken esnek topolojik
uzaylarda sabit esnek doniisiimler siirekli olmayabilir. Simdi buna bir drnek

verelim.

Ornek 4.10 X = {xo,x;,x2} evreni ve E = {ep,ey,e2} parametre kiimesi icin T
esnek kaba topoloji ve T, esnek ayrik topoloji olmak iizere f : (X, %, E) — (X, 74, F)

esnek doniisiimii her x; € X icin u(x;) = xo ve her e; € E icin p(e;) = e; seklinde



24

tamumlansin. A = {eg,e1} olmak iizere (F,A) = {(eo, {x0,x1}),(e1,{x0}),(€2,0)}
esnek kiimesi verilsin. Bu taktirde, f~'(F,A) = A & 7 olur. Boylece f sabit esnek

doniisiimiiniin siirekli olmadigi elde edilir.

Tamm 4.11 [7] f: (X,7,E) — (Y,7,E’) bir esnek fonksiyon ve u:X —Y,
p : E — E' olmak iizere X iizerindeki ¥(F,A) esnek agik kiimesi icin f((F,A))
esnek goriintiisii Y iizerinde esnek acik kiime oluyor ise f fonksiyonuna esnek actk

fonksiyon denir.

Tamm 4.12 [7] f: (X,7,E) — (Y,7',E’) bir esnek fonksiyon ve u:X —Y, p:
E — E’' olmak iizere X iizerindeki ¥ (F,A) esnek kapali kiimesi icin f((F,A)) esnek
goriintiisii, Y iizerinde esnek kapali kiime oluyor ise f fonksiyonuna esnek kapali

fonksiyon denir.
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5. ESNEK YARI-ACIK KUMELER

Tezin bu boliimiinde esnek yari-acik kiime ve bundan faydalanarak esnek
yari-kapali kiime tanimi verilerek esnek yar1 acgik kiimelerin ozellikleri
incelenmistir. ~ Ayrica esnek siirekliligin bir genigletilmesi olan esnek zayif
siireklilik ve esnek hemen hemen siireklilik kavramlari tanimlanarak &zellikleri

iizerinde durulmustur.

Tamm 5.1 [11] (X, 7,E) bir esnek topolojik uzay olmak iizere (F,E) esnek kiimesi
icin eger (G,E) C (F,E) C scl(G,E) olacak sekilde bir (G,E) esnek agik kiimesi

var ise (F,E) kiimesine esnek yari-agik kiime denir.
Esnek yari-a¢ik tanimi geregi agagidaki notu verebiliriz.

Not 5.2 (X, 1,E) esnek topolojik uzayindaki her esnek acik kiime ayni zamanda
esnek yari-acik kiimedir.  Fakat tersi genelde dogru degildir.  Simdi tersinin

saglanmadigina dair bir ornek verelim.

Ornek 53 X = {xl,xz,x_o,}, E = {61,62} ve T = {(F],E),(FQ,E),...,(F7,E)}
(F,E),(F,E),...,(F,E) esnek kiimeleri X iizerinde asagidaki gibi tanimli

olsunlar.

Fi(e1) = {x1,x2} Fi(e2) = {x1,x2}
Fy(e1) ={x} Fy(ez) = {x1,x3}
F(e1) = {x2,x3} F3(e2) = {x1}
Fy(er) = {x2} Fy(e2) = {x1}
Fs(e1) = {x1,x2} Fs(e2) =X
Fg(e1) =X Fe(e2) = {x1,%2}
Fr(er) = {x2,x3} Fr(e2) = {x1,x3}

Bu durumda t, X iizerinde bir esnek topoloji tammlar ve (X,T,E) bir esnek
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topolojidir. (X,7,E) esnek topolojik uzayinda bir (G,E) esnek kiimesi asagidaki
gibi verilsin.

G(ey) = {x2,x3} G(ey) = {x1,x2}.

O zaman (G, E) esnek agik kiimesi icin (F3,E) c (G,E) dir. Ayrica scl(F3,E) = X
oldugundan (F3,E) C (G,E) C scl(F3,E) olur. Buradan (G, E) bir esnek yari-agik
kiimedir, fakat (G,E) & T oldugundan esnek acik kiime degildir.

Teorem 5.4 [11] (X, t,E) bir esnek topolojik uzay ve (F,E) bu topolojik uzayda
bir esnek alt kiime olsun. O zaman (F,E)’ nin bir esnek yari-agik kiime olmast i¢in
gerek ve yeter kosul (F,E) c scl(sint(F,E)) olmasudr.

Ispat.  (Yeter kosul)

(F,E) C scl(sint(F,E)) olsun.O zaman (O,E) = sint(F,E) i¢in (O,E) C (F,E) C
scl(O,E) dir. Yani (F,E) bir esnek yari-agik kiimedir.

(Gerek kosul)

(F,E) bir esnek yari-agik kiime olsun. O zaman (G, E) C (F,E) C scl (G,E) olacak
sekilde (G, E) esnek acik kiimesi vardir. Fakat (G,E) C sint(F,E) ve scl(G,E) c
scl(sint(F,E)) oldugundan (G,E) C scl(G,E) C scl(sint(F,E)). O

Teorem 5.5 [11] {(Fu,E)}acs (X, 7T,E) esnek topolojik uzayinda esnek yari-agik

kiimelerin koleksiyonu olsun. O zaman \J (Fy,E) bir esnek yari-agik kiimedir.
ot

ispat. Her a € J icin (Gg,E) C (Fy,E) C scl(Gg, E) olacak sekilde bir (G, E)
esnek acik kiimesi alalim. O zaman

U(G,E) C U (Fu,E) C U scl(Gg,E) C scl(U (Ga,E)) olur.  Buradan

ael acl ael act
(Ga,E) esnek acik kiime oldugundan |J (Gg,E) de esnek agik kiime olur ve
acl
boylece |J (Fy,E)’ nin bir esnek yari-agik oldugu elde edilir. O
ael

Teorem 5.6 [11] (F,E), (X,t,E) esnek topolojik uzaymnda bir esnek yari-acik
kiime olsun. Eger (F,E) C (H,E) C scl(F,E) ise o zaman (H,E) de bir esnck

yari-actk kiimedir.
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ispat.  (F,E) esnek yar-agik kiime oldugundan (G,E) C (F,E) C scl(G,E)
olacak sekilde bir (G,E) esnek acik kiimesi vardir. O zaman hipotezimizden
(G,E) C (H,E) olur. Ayrica scl(F,E) C scl(G,E) oldugundan (H,E) C scl(G,E).
Buradan (G,E) C (H,E) C scl(G,E) olur. Oyleyse (H,E) bir esnek yari-agik

kiimedir. O

Tamm 5.7 [11] (X, 7,E) bir esnek topolojik uzay olmak iizere (F,E) esnek kiimesi
icin eger sint(G,E) C (F,E) C (G,E) olacak sekilde bir (G,E) esnek kapalt kiime
var ise (F,E) kiimesine esnek yari-kapali kiime denir.

Bu tamimui topolojik uzaylardaki tanima benzer sekilde tiimleyeni esnek yari-actk
olan kiimeye esnek yari-kapali kiime denir seklinde de verebiliriz.  Esnek

yari-kapali tamnu geregince asagidaki notu verebiliriz.

Not 5.8 (X, 1,E) esnek topolojik uzayindaki her esnek kapali kiime ayni zamanda
esnek yari-kapali kiimedir. Fakat tersi genelde dogru degildir. Simdi tersinin

saglanmadigina dair bir ornek verelim.

Ornek 5.9 X = {x|,x,,53}, E = {e1,e2} ve T = {(F,E),(F,E),...,(F1,E)}
(F\,E),(Fy,E),...,(F7,E) esnek kiimeleri X iizerinde asagidaki gibi tamml

olsunlar.

Fi(er) = {x1,x2} Fi(e2) = {x1,x2}
Fy(e)) = {x} Fy(e2) = {x1,x3}
F3(e1) = {x2,x3} F3(e2) = {x1}
Fy(er) = {x2} Fy(e2) = {x1}
Fs(e1) = {x1,x2} Fs(e2) =X
Fo(er) = X Fo(ea) = {1,300}
Fr(er) = {x2,x3} Fy(e2) = {x1,x3}

F(e1)={x1} F(e2) = {x3} seklinde alalim. O zaman
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(F,E) = (G,E) olsun. Bu durumda,
Gler) = {x2,x3} G(ez) = {x1,:2}
olur. Ornek 5.3'te (G,E)’ nin esnek yari-acik oldugunu gistermistik. Buradan

(F,E) esnek yari-kapali kiimedir. ~ Simdi (X,t,E)’nin tiim kapali kiimelerini

yazalim.

H ={®,X,(H|,E),(Hy,E),...,(H7,E)} olmak iizere

Hi(er) = {x3} Hy(e2) = {x3}

Hy(er) = {x1,x3} Hy(e2) = {x2}

Hs(e1) = {x1} Hj(e2) = {x2,x3}

Hy(er) = {x1,x3} Hy(ez) = {x2,x3}

Hs(e1) = {x3) Hs(e2) = 0

Heg(e1) =0 He(e2) = {x3}

Hq(er) = {x1} Hq(e2) = {x2} elde edilir.

(F,E) & % dir. Sonucta (F,E) bir esnek yari-kapali kiime fakat esnek kapali kiime

degildir.

Teorem 5.10 [11] (X, 7,E) esnek toplojik uzay ve (F,E) bu toplojik uzayda esnek
alt kiime olsun. O zaman (F,E)’nin esnek yari-kapali olmast icin gerek ve yeter

kosul sint(scl(F,E)) c (F,E) olmasidr.

ispat. (Yeter kosul):

sint(scl(F,E)) - (F,E) olsun. (G,E) = scl(F,E) segersek sint(G,E) C (F,E) C
(G,E) elde edilir. Buradan (F,E) esnek yari-kapali kiimedir.

(Gerek kogul):

(F,E) bir esnek yari-kapali kiime olsun. O zaman tanimdan sint (G, E) - (F,E) C
(G,E) olacak sekilde bir (G,E) esnek kapali kiimesi vardir. (G,E) esnek kapall
oldugundan scl(F,E) - scl(G,E) = (G,E) ve sint(scl(F,E)) C sint(G,E) olur.
Buradan sint (scl(F,E)) C sint(G,E) C (F,E) elde edilir. O
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Teorem 5.11 [11] {(Fu,E)}aes (X,T,E) esnek topolojik uzaywnda esnek
yari-kapali kiimelerin koleksiyonu olsun. O zaman () (Fy,E) bir esnek yari-kapali

act
kiimedir.

ispat. Her o € Jicin sint(Gg,E) C (Fy,E) C (Gg, E) olacak sekilde bir (G, E)
esnek kapali kiimesi alalim. O zaman

sint( N (Ga,E)) C N (sint(Gg,E)) C N (Fu,E) C ) (Ga,E) olur. Burada
ot act

ael ael
N (Ga,E) = (G,E) esnek kapali kiime oldugundan () (Fg,E) esnek yari-kapali
ael ocS
kiime olur. O

Teorem 5.12 [11] (F,E), (X,t,E) esnek toplojik uzayinda bir esnek yari-kapali
kiime olsun. Eger sint(F,E) C (H,E) C (F,E) ise o zaman (H,E) de bir esnek

yari-kapali kiimedir.

Ispat. (F,E) esnek kapali kiime oldugundan sint (G, E) C (F,E) c (G,E) olacak
sekilde bir (G, E) esnek kapali kiimesi vardir. O zaman hipotezden (H, E) - (G,E)
olur. sint(sint(G,E)) = sint(G,E) C sint(F,E) ve sint(G,E) C (H,E) elde edilir.
Buradan sint(G,E) C (H,E) C (G,E) olur. Oyleyse (H,E) bir esnek yari-kapali

kiimedir. O

Simdi esnek yari-i¢ ve esnek yari-kapanis tanimlarint verelim.

Tamm 5.13 [12] (X, 7,E) bir esnek topolojik uzay ve (F,E), X iizerinde bir esnek
kiime olsun.

1. (F,E)’nin esnek yari-ici (F,E) tarafindan kapsanan tiim esnek yari-acik
kiimelerin birlesimidir ve int*(F,E) ile gosterilir. Yani;

int*(F,E) =U{(G,E) : (G,E) esnek yari-acik ve (G,E) C (F,E)}

2. (F,E)’nin esnek yari-kapamisi (F,E)’yi kapsayan tiim esnek yari-kapali
kiimelerin kesisimidir ve cl*(F,E) ile gisterilir. Yani;

cl!'(F\E)={(G,E) : (G,E) esnek yari-kapali ve (F,E) C (G,E)}
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Not 5.14 Teorem 5.5 ve Teorem 5.11°den (F,E) kiimesinin esnek yari-i¢i ayni
zamanda esnek yari-acik ve (F,E) kiimesinin esnek yari-kapanigi aym zamanda

esnek yari-kapalidir.

(")rnek 515 X = {X],XQ,X3}, E = {61,82} ve T = {(F],E),(FZ,E),...,(F7,E)}
(F\,E),(F,E),...,(F1,E) esnek kiimeleri X iizerinde asagidaki gibi tamml

olsunlar.

Fi(er) = {x1,x2} Fi(e2) = {x1,x2}
Fy(e1) = {x2} Fy(ez) = {x1,x3}
F3(er) = {x2,x3} F3(e2) = {x1}
Fy(e1) = {x2} Fi(e2) = {x1}
Fs(e1) = {x1,x2} Fs(e2) =X
Fs(e1) =X Fe(ez) = {x1,x2}
Fr(er) = {x2,x3} Fr(ez) = {x1,x3}

Bu durumda t, X iizerinde bir esnek topoloji tammlar ve (X,7,E) bir esnek
topolojidir. (X,t,E) esnek topolojik uzayinda bir (G,E) esnek kiimesi asagidaki
gibi verilsin.

G(ey) = {x2,x3} G(ez) = {x1,x2}.

int*(G,E) = (G,E)

Ornek 5.16 X = {x;,x2,x3}, E = {e1,es} ve T = {(F\,E),(F,E),...,(F,E)}
(FI,E),(F2,E),...,(F1,E) esnek kiimeleri X iizerinde asagidaki gibi tamml

olsunlar.

Fi(e1) = {x1,x2} Fi(e2) = {x1,x2}
Fyer) ={x2} Fy(e2) = {x1,x3}

Fi(e1) = {x2,x3} F3(e2) = {x1}

Fy(er) = {x2} Fy(e2) = {x1}

Fs(e1) = {x1,x2} Fs(es) =X

Fo(e1) =X Fs(er) = {x1,x2}
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Fr(er) = {x2,x3} Fr(e2) = {x1,x3}
(F,E) esnek kiimesini

F(e)) = {xl} F(ey) = {x3} seklinde alalim. O zaman
(FE) = ) olsun bu durumda

Gler) = {X2aX3} G(ez) = {x1,22}
olur. Ornek 5.3’te (G,E)’ nin esnek yari-acik oldugunu géstermistik. Buradan

(F,E) esnek yari-kapali kiimedir. ~ Simdi (X,T,E)’nin tim kapal kiimelerini

yazalim.

H ={®,X,(H),E),(Hs,E), ..., (H7,E)} olmak iizere
Hy(e1) = {x3} Hi(ez) = {x3}

Hy(er) = {x1,x3} Hy(e2) = {x2}

Hi(er) = {xi} Hs(e2) = {x2,x3}

Hy(er) = {x1,x3} Hy(ez2) = {x2,x3}

Hs(ey) = {x3} Hs(ez) =0

Hg(ey) =0 Hg(ez) = {x3}

Hy(er) = {x1} H7(e2) = {x2} elde edilir.
CI*(F,E) = (F,E) dir

Teorem 5.17 [12] (X, 7,E) esnek topolojik uzay ve (F,E), X iizerinde bir esnek
kiime olsun. O zaman

sint(F,E) C int*(F,E) C (F,E) C cI*(F,E) C scl(F,E) dir.

Ispat. Not 5.2, Not 5.8 ve Tanim 5.13’ten acik. O
Simdi, esnek topolojik uzaylarda siirekliligin bir genigletilmesi olan esnek zayif
stireklilik ve esnek hemen hemen siireklilik kavramlarinin tanimlarini vererek

bu yeni tamimladigimiz kavramlar iizerinde bazi temel teorem ve sonuglari

inceleyelim.

Tamm 5.18 (X, 7,E) ve (Y,7,E') iki esnek topolojik uzay ve f : (X,1,E) —

(Y, 7', E’) bir esnek fonksiyon olsun. f fonksiyonuna er esnek noktasinda esnek
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zayif siirekli fonksiyon denir = ep € X esnek nokta olmak iizere f(er)’nin her
(V,E') esnek agik kiimesi icin ep’nin dyle bir (U,E) esnek agik kiimesi vardur ki

f((U,E)) C scl(V,E").

Teorem 5.19 (X,7,E) ve (Y,7',E’) iki esnek topolojik uzay olsun. f: (X,7,E) —
(Y, T ,E') esnek zayif siirekli fonksiyondur < (V,E') € T icin f~'((V,E')) C
sint(f~1(scl(V,E"))) dir.

Ispat.  (Gerek kosul):

(V,E') C Y esnek agik kiime ve x € f~'((V,E')) olsun. O zaman f(x) €
(V,E')dir. Hipotezden 6yle bir (U,E) esnek agik kiimesi vardir ki x € (U,E)
ve f((U,E)) C cl(V,E') dir. O halde f~'f((U,E)) C f~'(cl(V,E’)) buradan
(U,E) C f'(cl(V.E"))

int(U,E) C int(f~1(cl(V,E"))) 6yleyse (U,E) C int(f~'(cl(V,E’))) ve buradan
xcint(f N cl(V,E')) = - ((V,E")) Cint(f~(cl(V,E"))) elde edilir.

(Yeter kosul):

f(x) € (V,E") esnek agik olsun.

FUVLE) Cint(f(cl(V,E")))

int (f 7 ((V.E'))) C int(f = (el(V,E'))) C [~ (el(V.E))

(U,E) = int(f~'((V,E"))) icin (U,E) C f~(cl(V,E")) ve burada

f(U,E) C f(f~(cl(V,E"))) C cl(V,E") elde edilir. O

Teorem 5.20 (X,7,E) ve (Y,7,E') iki esnek topolojik uzay olsun. f: (X,7,E) —
(Y,7',E") esnek fonksiyon ve Y esnek regiiler olsun. O zaman f esnek zayif siirekli

olmast icin gerek ve yeter sart f esnek siirekli olmasidrr.

Ispat. Teorem 5.19 ve esnek regiilerlik tamimindan agiktir. O

Tamm 5.21 (X,7,E) ve (Y,7',E') iki esnek topolojik uzay ve [ : (X,7,E) —

(Y,7',E") bir esnek fonksiyon olsun. f fonksiyonuna er esnek noktasinda esnek
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hemen hemen siirekli fonksiyon denir - ep € X esnek noktast icin f(er) nin her
Ve ”/N/(f(ep)) esnek komsulugu icin % (er), er 'nin esnek komguluklar ailesi olmak
iizere scl(f~1(V)) € *?r}(eF)’dir.

Ornek 522 X = {a,b}, E = {e1,e2}, (X,7,E) esnek kaba topolojik uzay ve
(X', 7', E") esnek ayrik topolojik uzay olmak iizere f : (X,7,E) — (X', 7', E’) esnek
birim fonksiyon olsun. O zaman f esnek zayif siirekli fonsiyon degildir fakat f
esnek hemen hemen siirekli fonksiyondur. (G,E) € X icin cl(f ' ((G,E))) = X ve
intX = X oldugundan f~'((G,E)) C X yani f~'((G,E)) C int(cl(f~'((G,E))))

buradan f esnek hemen hemen siirekli fonksiyondur.

Teorem 5.23 (X,7,E) ve (Y,7,E') iki esnek topolojik uzay olsun.
f:(X,1,E) — (Y,7',E") esnek hemen hemen siirekli fonksiyondur < (V,E') € 7/
icin f=V((V,E")) C sint(scl(f~1(V,E"))) dir.

Ispat. Teorem 5.19 ve Tanim 5.21°den aciktir. O
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6. SONUC

Esnek topolojik uzaylarda onemli bir yere sahip olan siireklilik kavrami
genisgletilerek esnek zayif siireklilik ve esnek hemen hemen siireklilik kavramlari
tanimlanmistir.  Bu kavramlarin 6zellikleri incelenerek esnek siireklilik ile ilgili
caligsmalara katkida bulunulmustur.

Esnek yar1 acik ve esnek acik fonksiyon kavramlari ele alinarak, esnek zayif
yari-acik ve esnek zayif acik fonksiyon tanimlart da yapilarak esnek siireklilik ile

ilgili calismalara katki saglanabilir.
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