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OZET

INJEKTIF MODULLERIN KARAKTERIZASYONU

Ulkii Rabia KUS

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Damismani: Dog. Dr. Semra DOGRUOZ
2015, 51 sayfa

Injektif modiiller, modiil teorinin gelisiminde nemli bir yer alir. Injektif modiil
teorisi farkli tantmlamalar ile gelistirilmistir ve arastirmacilar injektif modiillerin
pek cok genellestirmelerini yapmuglardir. Bu tezde, biz injektif modiillerin farkli
genellestirmelerini karakterizasyonlar1 baglaminda caligtik. Bunun i¢in A-injektif,
principally injektif, quasi-injektif, pseudo-injektif, f-injektif, PP-M-injektif, small
PPQ-injektif ve SP-M-injektif modiilleri calisilmistir ve karakterizasyonlart igin
denk sartlar incelenmistir. Son olarak, ileri karakterizasyonlar i¢in bu injektif
modiiller arasindaki iligkiler verilmistir.

Anahtar Sozciikler
1njektif modiil, essential altmodiil, singiiler altmodiil, Baer Kriteri
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ABSTRACT
CHARACTERIZATION OF INJECTIVE MODULES
Ulkii Rabia KUS

M.Sc. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Semra DOGRUOZ
2015, 51 pages

Injective modules take important place in the development of module theory.
The theory of injective modules being developed by different definitions and
thus researchers make a lot of generalizations of injective modules. In
this thesis, we study some different generalizations of injective modules in
the sense of characterizations. Therefore A-injective, principally injective,
quasi-injective, pseudo-injective, f-injective, PP-M-injective, small PPQ-injective
and SP-M-injective modules has been studied and equivalent conditions has been
examined for characterizations. Finally, the relations of this injective modules has
been given for further characterizations.
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Injective module, essential submodule, singular submodule, Baer’s Criterion
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1. GIRIS

Bu tezde bazi farkli injektif modiil tanimlari ele alinarak temel ozellikler
incelenmis ve yeni karakterizasyonlar i¢in karsilagtirmalar calisilmistir. [11]
calismasindan injektif modiil kavraminin 1950 li yillarda ¢alisilmaya baglandigini
biliyoruz. Injektif, quasi-injektif ve relatif injektif modiil kavramlari ve temel

ozellikleri [15] ¢alismasinda detayl olarak verilmistir.

Asagidaki denk kosullardan herhangi birini saglayan bir £ modiiliine injektif
modiil denir:

(1) Bir A modiilii ve A nin herhangi bir X altmodiilii icin X altmodiiliinden E
modiiliine her homomorfizma, A dan E ye bir homomorfizmaya genisletilebilir.
Yani, A min her X altmodiilii igin bir f : X — E homomorfizmasi var ise g|, = f
olacak sekilde bir g : A — E homomorfizmasi vardir.

(2) Bir R halkasmin bir sag [ idealinden E ye her homomorfizma R den E ye
bir homomorfizmaya genigletilebilir (Baer Kriteri). Yani, R nin herhangi bir /
ideali ve her f : I — E homomorfizmasi i¢in g, = f olacak sekilde bir g: R — E
homomorfizmasi vardir.

(3) Her M modiilii i¢in £ den M ye her monomorfizma parcalanabilir (split) dir.

(4) E nin hicbir 6z essential genislemesi yoktur.

Her M modiiliiniin minimal injektif ve aymi zamanda maksimal essential
geniglemesi vardir. Bu genisleme izomorfizma farkiyla tek tiirlidiir ve M nin
injektif hull’1 olarak adlandirilir ve E (M) ile gosterilir. Injektif modiillerin modiil
teoride onemli uygulamalar1 vardir. Farkli tanimlamalar ile injektif modiil teorisi
geligmisgtir.

Bu calismada aksi belirtilmedik¢e R birimli bir halka ve modiiller birimsel sag

R-modiil olarak alinacaktir.
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Ikinci boliimde bu ¢alisma boyunca kullanacagimiz temel tanimlar ve 6zellikler

belirtilmigtir. Bu kisimda [1] ve [10] ¢aligmalarindan yararlanilmigtir.

Uciincii boliimde bir modiile gore injektiflik kavrami calisilarak A-injektif ve
A-essential injektif modiil tanimlar1 ifade edilmistir. Burada injektif hull tanim
verilerek bu modiillerin karakterizasyonlar1 calisilmigtir. Yine boliimde tiimleyen,
kisitlanmig homomorfizma ve graf kavramlar1 tanimlanmis, bu tanimlar yardimiyla
A-injektif ve A-essential injektif modiiller icin gerektirmeler verilmistir. Ayrica
A-injektif modiiller i¢in Baer Kriteri verilerek bu kriterin A-essential injektif

modiillere genellemesi ¢alisiimigtir [13].

Dordiincii boliimde principally injektif (P-injektif) modiil tanimi ile bu tanima
denk kosullar verilmistir. Ayrica principally injektif modiillerin karakterizasyonlari
incelenmistir.  Dengelenmis (balanced) ve sadik (faithfull) modiil tanimlar
kullanilarak P-injektif modiil 6rnekleri verilmistir. Burada her cismin bir P-injektif
halka oldugu goriilmiistii. Bununla birlikte carpim 6zelliginin P-injektifligi
korudugu gosterilmistir. Ayrica bir P-injektif halka icin [12] de verilen C; ve Cs3

sartlari incelenmistir [14].

Besinci boliimde ilk olarak quasi-injektif ve pseudo-injektif modiil tanimlar
verilmistir. Ayrica Pseudo-injektif bir modiiliin direk toplananinin quasi-injektif
oldugu gosterilmistir. Bir M modiiliiniin birbirine izomorf olmayan modiillerin
kafesi (lattice) yardimiyla modiil icin bir karakterizasyon verilmigtir [9]. Daha
sonra I-injektif modiil tanimi ve bu tanim kullanilarak f-injektif modiil tanim
verilmigtir. [16] caligmasinda [2] de verilen “M, pR-injektiftir < Ir(p) = Mp”
kullanilarak injektif modiil i¢in ile farkli bir karakterizasyon verilmigtir. Ayrica
f-injektif modiiliin direk toplami korudugu gosterilmistir. Diger yandan Noether
halkanin f-injektif modiil ile karakterizasyonu incelenmistir [7]. Ayrica small

PP-M-injektif modiil ile small PPQ-injektif modiil tanimlar1 ve karakterizasyonlari
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verilmigtir.  Son olarak SP-M-injektif ve relatif injektif modiil tanimlar1 da

caligilmistir [16].

Tartisma boliimiinde, calisilan farklt injektif modiil tanimlarindan hareketle, ileri
calismalara yardimci olmak amaciyla yeni karakterizasyonlar icin aralarindaki

gecisler caligilmigtir.






2. TANIMLAR VE OZELLIKLER

Bu bolimde calisma boyunca gerekli olan modiil teorideki temel tanim ve

ozellikler verilmistir.

2.1. Temel Tanim ve Ozellikler

Tanimm 2.1.1 [10]. R bir halka olsun.

(1) M bir toplamsal degismeli grup ve

(2) M x R — M, (m,r) — mr ile tammli dig carpim doniisiimii i¢in m,my,m; € M
ve r,r1,r2 € R olmak iizere

(@) (my +m)r =myr+myr,

(b) m(r1 +r2) = mry +mra,

(c) m(ryry) = (mry)r,

ozellikleri varsa M ye sag R-modiil denir ve My ile gosterilir. Eger R birimli bir
halka ve Mg, ml1 = m sartin1 sagliyorsa M ye birimsel sag R-modiil denir. Sol

R-modiil benzer sekilde tanimlanir.

Tanmm 2.1.2 [10]. M bir sag R-modiil ve A, M nin bir altkiimesi olsun. Eger A, M
nin islemlerine gére R-modiil oluyorsa A ya M nin altmodiilii denir ve A < M ile

gosterilir.

Tanmim 2.1.3 [10]. R bir halka ve M bir R-modiil olsun.

(1) Her A < M altmodiilii icin A = 0 veya A = M ise M ye basit modiil denir.

(2) Her A < gRp ideali icin A = 0 veya A = R ise R halkasina basit halka denir.
(3) A, M nin bir altmodiilii olsun. 0 S A ve her B< M i¢in BS A i¢in B=10
oluyorsa A ya minimal altmodiil denir.

(4) A, M nin bir altmodiilii olsun. A S M ve her B< M i¢in A < B i¢in B=M

oluyorsa A ya maksimal altmodiil denir.
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Tanim 2.1.4 [10]. R bir halka, M bir R-modiil olmak {izere m € M icin
mR = {mr : r € R}, M nin bir altmodiiliidiir. Bu altmodiile M nin m ile iiretilmis

(devirli) altmodiilii denir.

Tanmm 2.1.5 [10]. Bir halkanin devirli ideallerine principal ideal denir. Her ideali

principal ideal olan degismeli bir halkaya principal ideal halkas: denir.

Tamim 2.1.6 [10]. R bir halka, M bir R-modiil ve B, M nin altmodiilii olsun.
M = B ® C olacak sekilde M nin bir C altmodiilii varsa B ye M nin bir direk
toplanani (direct summand) denir. M # 0 olsun. M nin sifirdan ve kendinden bagka

dik toplanan1 yoksa M ye direk parcalanamaz (direct indecomposable) denir.

Tamm 2.1.7 [10]. .#g, R-modiillerin bir kategorisi olsun.

(a) Her M € % igin Y Im(@) = M ise Bg ye .y kategorisinin iireteci
ocHomg(B,M)

(generator) denir.

(b) Her M € .} igin N Ker(p) = 0ise Cg ye .4y kategorisinin egiireteci

@ocHomg(M,C)
(cogenerator) denir.

Sonug 2.1.8 [10, 3.4.11 Corollary].

(1). a : A — B homomorfizmasi icin asagidakiler denktir:

(a). a bir parcalanabilir monomorfizmadir.

(b). Ba = 14 olacak sekilde B : B— A homomorfizmast vardur.
(2). B : B— C homomorfizmast icin asagidakiler denktir:

(a). B bir parcalanabilir epimorfizmadr.

(b). By = 1¢ olacak sekilde y : C — B homomorfizmast vardir.

Onerme 2.1.9 [1,8.10 Proposition]. U ve M herhangi iki modiil olsun. O zaman

asagidaki ozellikler saglanir:
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(1). U nun M yi (sonlu) iiretmesi icin gerek ve yeter kosul h € Homg(U,M)
icin M = 'Y, Im(h) olacak sekilde (sonlu) bir H C Homg(U,M) altkiimesinin var
olmaSldlr.hEH

(2). U nun M yi (sonlu) esiiretmesi icin gerek ve yeter kosul h € Homg(U,M)
icin 0 = () Ker(h) olacak sekilde (sonlu) bir H C Homg(U,M) altkiimesinin var

heH
olmasidr.

Teorem 2.1.10 [10, 3.7.1 Theorem]. R bir halka, M bir R-modiil olsun.
Homg(M,M), M den M ye biitiin homomorfizmalarin kiimesini belirtsin.
Homg(M,M) kiimesi,

(a1 + a)(a) = ai(a) + aa(a) ve (a1o0n)(a) = ai(an(a)) toplama ve ¢arpma

islemleri ile birlikte birimli bir halkadtr.

Tanmm 2.1.11 [10]. Teorem 2.1.10 da ifade edilen halkaya M nin endomorfizma

halkasi denir ve End(Mp) ile gosterilir.

Tammm 2.1.12 [10]. R bir halka ve M bir R-modiil olsun. M nin sifirdan farkli her
altmodiilii ile arakesiti sifirdan farkli olan sifirdan farkli bir A altmodiiliine essential
(large) altmodiil denir ve A <, M ile gosterilir. Yani, 0 # A < M olmak iizere her
0#£U <M igin UNA # 0 dir. Buna denk olarak, A # 0 olmak {izere her U < M

icin UNA =0 iken U = 0 oluyorsa A ya M nin essential altmodiilii denir.

Tanim 2.1.13 M bir modil olsun. M nin sifirdan farkli her altmodiilii M de

essential ise M ye uniform modiil denir.

Tanmm 2.1.14 [10]. A ve B iki R-modiil olmak iizere bir ¢ : A — B

homomorfizmast i¢in Im(a), B de essential ise @ ya essential homomorfizma denir.
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Tanim 2.1.15 [10]. R bir halka ve M bir R-modiil olsun. M nin her U altmodiilii
icin A+ U = M iken U = M kosulunu saglayan M nin bir A altmodiiliine M de

small (superfluous) altmodiil denir ve A < M ile gosterilir.

Tammm 2.1.16 [10]. A ve B iki R-modiil olmak iizere bir ¢ : A — B
homomorfizmasi i¢in Ker(a) < A ise a ya small homomorfizma, @ orten ise o

ya small epimomorfizma denir.

Lemma 2.1.17 [10, 5.1.5 Lemma]. M ve N birer modiil olmak iizere asagidaki
ozellikler saglanir:

(@A) AKB<M<NveA<,NiseB<,M dir

®).i=1,...,nicin A; <, M ise .(n]A,- <. M dir.

(). B<,Nveoc HomR(M,N;:i;e o' (B) <. M dir.

(d). a:A— B, B : B— C essential monomorfizma olsun. O zaman Bo.:A — C

essential monomorfizmadir.

Teorem 2.1.18 [10, 5.3.1 Theorem]. Bir Qg modiilii icin asagidakiler denktir:
(1). Her & : Q — B monomorfizmast parcalanabilirdir (split) (yani Im(§), B de bir
direk toplanandir).

(2). Her a: A — B monomorfizmasi ve her ¢ : A — Q homomorfizmasi igin
¢ = Ko olacak sekilde k¥ : B — Q homomorfizmast vardir.  Yani asagidaki

diyagram degismelidir.

(3). Her ot : A — B monomorfizmast icin Hom(«, 1g) : Homg(B,Q) — Homg(A, Q)

bir epimorfizmadir.
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Tanim 2.1.19 [10]. Teorem 2.1.18 de verilen denk kosullardan birini saglayan bir

QO modiiliine injektif R-modiil denir.

Tanm 2.1.20 A bir grup olsun. Eger her z € Z i¢in z # 0 iken Az = A oluyorsa A

boliinebilir olarak adlandirilir.

Teorem 2.1.21 [10, 4.5.5 Theorem]. Dy boliinebilir bir modiil olmak iizere
¢ : Dy, — By, bir monomorfizma ise @, parcalanabilirdir (yani, Im(®) B nin bir

direk toplananidir.)

Teorem 2.1.22 [10, 5.5.1 Theorem]. Bir Z-modiiliin (=abel grup) injektif olmast

icin gerek ve yeter kosul boliinebilir olmasidir.

Lemma 2.1.23 [10, 5.5.2 Lemma). Eger D boliinebilir (=injektif) Z-modiil ise
Homyz(R,D), sag R-modiil olarak injektiftir.

Tanim 2.1.24 [10]. R bir halka, M bir R-modiil ve ) : M — Q bir monomorfizma
olsun. Eger Q injektif modiil ve n bir essential monomorfizma ise 1 ye M nin

injektif hull’u denir. Aym1 zamanda Q da M nin injektif hull’u olarak adlandirilir.

Ornek 2.1.25 i : Z; — Q monomorfizmasi Z; modiiliiniin bir injektif hulludur.

Burada Qz modiilii injektiftir ve Zz <, Qz dir.

Teorem 2.1.26 [10, 5.3.1 Theorem]. Bir Pz modiilii icin asagidakiler denktir:
(1). Her & : B — P epimorfizmas: parcalanabilirdir (yani Ker(&), B de bir direk
toplananidir).

(2). Her B : B— C epimorfizmast ve her y : P — C homomorfizmast icin W = BA
olacak sekilde bir A : P — B homomorfizmast vardir. Yani asagidaki diyagram

degismelidir.



10

P

A
s v

» '
B—L.c
(3). Her B : B — C epimorfizmast icin

Hom(1p,B) : Homg(P,B) — Homg(P,C) bir epimorfizmadur.

Tamm 2.1.27 [10]. Teorem 2.1.26 nin denk kosullarindan birini saglayan Pr

modiiliine projektif R-modiil denir.

Tamm 2.1.28 [10]. R bir halka, M bir R-modiil ve & : P — M bir epimorfizma
olsun. Eger P projektif modiil ve & small bir epimorfizma ise & ye M nin projektif

ortiisii (projective cover) denir.

Onerme 2.1.29 [12]. Herhangi bir (quasi-)injektif M modiilii icin asagidaki
sartlar saglanir:

(C1). M nin her altmodiilii, M nin bir direk toplananinda essentialdur.

(C2). M nin bir direk toplananina izomorf olan M nin bir A altmodiilii, M nin bir

direk toplanamdir.

Onerme 2.1.30 [12]. Bir M modiilii C; sartini sagliyorsa asagidaki ozellige
sahiptir.

(C3). My ve My altmodiilleri My N M, = 0 olacak sekilde M nin direk toplananlart
ise My &M, de M nin bir direk toplanamidir.

Tanim 2.1.31 R bir halka ve M bir R-modiil olsun. M nin her X altmodiilii i¢in
0 : X — N homomorfizmasi bir ¢ : M — N homomorfizmasina genisletilebiliyorsa
N modiiliine M-injektif modiil denir. Yani asagidaki diyagrami degismeli yapan bir

¢ : M — N homomorfizmasi vardir.
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Tanim 2.1.32 R bir halka ve M bir R-modiil olsun. M modiilii M-injektif ise M ye

self-injektif modiil denir.

Tanmm 2.1.33 [10]. R bir halka ve M bir R modiil olsun.

(a) M nin bog olmayan her altkiimesinin, bir maksimal eleman1 varsa M modiiliine
Noether modiil denir.

(b) M nin bos olmayan her altkiimesinin, bir minimal eleman1 varsa M modiiliine
Artin modiil denir.

(¢) M nin altmodiillerinin ... <A;_; <A; <Ay < ... zinciri sonlu sayida farkli A;

altmodiilii iceriyorsa zincir sonlu adimda durur denir.

Tanimm 2.1.34 [10]. M bir R-modiil ve A, M nin bir altmodiilii olsun.

(a) M nin altmodiillerinin her azalan zinciri A; > A, > Az > ... sonlu adimda
duruyorsa M modiilii azalan zincir sartint saglar denir.

(b) M nin altmodiillerinin her artan zinciri A; < A < A3 < ... sonlu adimda

duruyorsa M modiilii artan zincir sartini saglar denir.

Tanmm 2.1.35 [10]. Bir M modiilii azalan zincir sartin1 sagliyorsa M ye Artin
modiil denir. Bir M modiili artan zincir sartin1 sagliyorsa M ye Noether modiil

denir.

Tanimm 2.1.36 [10]. R bir halka ve r € R olsun.
(1) En az bir n € N i¢in r* = 0 ise r ye nilpotent eleman denir.

(2) Eger r* = r ise r ye idempotent eleman denir.
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Tanim 2.1.37 [10]. M bir R-modiil ve X, M nin bir altkiimesi olsun.
r(X)={s€R|xs=0, her x € X} kiimesine X in sag sifirlayan: ve
1(X) ={s € R|sx=0, her x € X} kiimesine de X in sol sifirlayan: denir.

Sag ve sol sifirlayan kiimesi sirasiyla R nin sag ve sol idealleri olur.

Tanim 2.1.38 [10]. R bir halka ve M bir R-modiil olsun.

ZM)={xeM | birl <,Rricinxl =0} ={xe€ M | r(x) <, Rg} kiimesine M nin
tekil (singular) altmodiilii denir. Eger Z(M) = M ise M ye tekil (singular) modiil,
Z(M) = 0 ise M ye tekil olmayan (nonsingular) modiil denir. Sol R-modiiller i¢in

de benzer tanim yapilir.

Teorem 2.1.39 [10, 8.1.3 Theorem]. R bir halka ve M bir R-modiil olsun. O
zaman asagidaki kogullar denktir:

(1). M nin her altmodiilii, basit altmodiillerin bir direk toplanudir.

(2). M, basit altmodiillerin bir toplamuidir.

(3). M, basit altmodiilerin bir direk toplanudir.

(4). M nin her altmodiilii M nin bir direk toplananidir.

Tamm 2.1.40 [10]. Teorem 2.1.39 un denk kosullarindan birini saglayan bir Mg
modiiliine yaribasit (semisimple) modiil denir. Rg ve gR birer yaribasit modiil ise

R halkasina sirasiyla sag ve sol yaribasit halka denir.

Teorem 2.1.41 [10, 9.1.1 Theorem]. R bir halka ve M bir R-modiil olsun. O

zaman asagidakiler vardir:

(1. ¥ = NB , (2. N = Y B
A<M B<M, A<M B<M,
B maksimal B minimal

Tamm 2.1.42 [10].
(a). Teorem 2.1.41.(1) de tanimlanan M nin altmodiiliine M nin (Jacobson) radikali

denir ve Rad(M) (J(R)) ile gosterilir.
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(b). Teorem 2.1.41.(2) de tamimlanan M nin altmodiiliine M nin socle’t denir ve

Soc(M) ile gosterilir.

Tanmm 2.1.43 [10]. R bir halka ve M bir R-modiil olsun. M nin her epimorf
gorlintlisliniin bir projektif ortiisii varsa M ye yari-miikemmel (semiperfect) modiil

denir.

Sonug 2.1.44 [10, 11.3.2 Corollary]. R bir halka olsun. O zaman asagidakiler
vardir:

(1). Rg yari-miikemmeldir ancak ve ancak

(a). R := R/Rad(R) yaribasittir,

(b). Her € idempotenti icin € = e olacak sekilde bir e € R idempotenti vardur.

(2). Rg nin yari-miikemmel olmast icin gerek ve yeter kosul gR nin yari-miikemmel

olmasidir.

Tanim 2.1.45 [10]. Sonug 2.1.44 iin (1) ve (2) kosullarini saglayan bir R halkasina

vari-miikemmel (semiperfect) halka denir.

Lemma 2.1.46 (Zorn Lemma) A bos olmayan bir kiime, < bagntist A lizerinde bir
kismi siralama bagintist olsun. A min her zincirinin bir iist sinirt varsa A kiimesinin

en az bir maksimal elemani vardir.
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3. BIR MODULE GORE INJEKTIiF MODULLER

Bu boliimde Mohamed Refat Moharam’1n injektif modiiller ile ilgili [13] caligmasi
ele alinmistir.  ilk olarak injektif modiiller ve temel ozellikleri verilerek,
Onerme 3.1.15 te verilen injektifli§in karakterizasyonu icin [3] ¢alismasindan
yararlanilmigtir. Daha sonra bir modiiliin essential injektif olmasi i¢in gerek
ve yeter sartlar verilmigtir Lemma 3.2.2, Teorem 3.2.3 ve Lemma 3.2.4
ile essential injektif modiillerin farkli karakterizasyonlari incelenmistir. Bu
karakterizasyonlar i¢in oncelikle tiimleyen, graf ve injektif hull tanimlar1 ifade
edilmis ve A-injektif modiiller i¢in verilen Baer Kriteri A-essential injektif modiiller

icin de ispatlanmistir.

3.1. Goreceli Injektif Modiiller

Tanmm 3.1.1 [13]. N ve A iki modiil olsun. Eger her i : X — A monomorfizmasi ve
her ¢ : X — N homomorfizmasi i¢in asagidaki diyagram degismeli olacak sekilde
¥ : A — N homomorfizmas: varsa N modiiliine A ya gore injektif modiil (ya da

A-injektif modiil) denir.

Bagka bir deyisle, eger A nin her X altmodiilii icin her ¢ : X — N homomorfizmasi

v : A — N homomorfizmasina genisletilebiliyorsa N modiiliine A-injektiftir denir.

Eger bir N modiilii her A modiilii i¢in A-injektif ise N ye, injektif modiil denir.

Tanim 3.1.2 [13]. Eger M modiilii M-injektif ise M ye quasi-injektif modiil denir.
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Lemma 3.1.3 [10, 3.4.9 Lemma]. Asagidaki diyagram degismeli olsun.

.
A T’ B
Yani, A = Ba saglansin. O zaman, asagidaki egsitlikler saglanir:
(D). Im(a) +Ker(B) = B~ (Im(Q)),
(2). Im(a) N Ker(B) = o(Ker(A)) olur.

Lemma 3.1.4 [13]. Eger N, A-injektif bir modiil ise o zaman her
f N — A momomorfizmast i¢in Im(f), A da bir direk toplanandir. Buna ek olarak

A parcalanamaz bir modiil ise o zaman f bir izomorfizmadir.

Ispat. N, A-injektif modiil ve f : N — A bir monomorfizma olsun.

A =1Im(f) @ Ker(y) oldugunu gosterelim. Bunun i¢in asagidaki diyagrami goz

Iy t
v

NT’A

Lemma 3.1.3 ten, Im(f) +Ker(y) = v~ (Im(1y)) = y~1(N) = A ve
Im(f)NKer(y) = f(Ker(ly)) = f(0) = 0 olur. O halde, A = Im(f) ® Ker(y)

Oniine alalim:

saglanir. Yani Im(f), A da direk toplanandir. Buradan A parcalanamaz oldugundan
Ker(y) = 0 olmak zorundadir. Boylece A = Im(f) olur. O halde f ortendir.

Dolayistyla f bir izomorfizmadir. |

Sonuc 3.1.5 [13]. Eger N, A nin bir altmodiilii ve N, A-injektif bir modiil ise, o

zaman N, A min direk toplananmdr.

Teorem 3.1.6 [1]. A ve N iki halka olmak iizere 6 : A — N homomorfizma ve

B < Ker(0) olsun. w : A — A/B dogal homomorfizma olmak iizere 01 = 0 olacak
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sekilde tek tiirlii 6 : A/B — N homomorfizmast vardwr. Yani,

A—2e N

R4
T L
5

A/B'.

diyagramin degismeli yapan bir tek 0 : A/B — N homomorfizmast vardur.

Onerme 3.1.7 [13].

(1). Eger N, A-injektif bir modiil ise o zaman N nin her direk toplanani da
A-injektiftir.

(2). Eger N, A-injektif bir modiil ise o zaman A min her B altmodiilii icin N,
B-injektif ve A /B-injektiftir.

Ispat. (1). N =N; @ N, olsun. Asagidaki diyagranmu géz 6niine alalim.

N —— N&M,

1
A ! P

g

0 e X —— A

1

N, A-injektif oldugundan i, f = @i oldugunu biliyoruz.

Ayrica 7y : Ny & N, — Nj kanonik epimorfizma olmak iizere f' = 7y ¢ vardir. Her
x € X i¢in f'(x) = f(x) oldugunu géstermeliyiz.

F1() = mo(x) = mo(i(x) = m (9i(x) = m (i1 (x)) = Iy(f(x)) = £(x) olur.
(2). N, A-injektif bir modiil ve B, A nin bir altmodiilii olsun. Once N nin B-injektif

oldugunu gosterelim.

N

f R

L .8

8lp

B, — B - A

U 2

N, A-injektif oldugundan giyi; = f olacak sekilde g : A — N homomorfizmasi

vardir. Buradan g, = gi> oldugundan giyi; = (g|,)i1 = f bulunur. Buradan N,



18

B-injektif olur.

Simdi N nin A/B-injektif oldugunu gosterelim. X /B, A/B nin bir altmodiilii ve
¢ : X /B — N bir homomorfizma olsun. 7, A dan A/B ye dogal homomorfizmay1
gostersin ve m' = m, olsun. N, A-injektif oldugundan @z’, bir 6 : A — N
homomorfizmasina genisler. 6(B) = ¢n'(B) = ¢(0) = 0 dir. Buradan B < Ker(0)
olur. Boylece 87 = 6 olacak sekilde 6 : A/B — N homomorfizmasi vardir (Teorem

3.1.6 dan).

0 - X - A

Her x € X igin 0(x+ B) = 07(x) = 6(x) = ¢7'(x) = @(x+ B) olur. Yani,
0(x+ B) = ¢(x+ B) dir. Boylece ¢, 8 ye genisler. O halde N, A/B-injektif olur.

|

Onerme 3.1.8 [13]. (Baer Kriteri) Bir N modiiliiniin A-injektif olmast icin gerek

ve yeter kosul her a € A icin N nin aR-injektif olmasidir.

Ispat. N modiilii A-injektif olsun. Onerme 3.1.7 den, N modiiliiniin aR-injektif
oldugu agiktir.

Karsit olarak, her a € A i¢in N modiilii aR-injektif olsun.

S={(B,y): X <B<Avey:B— N, nin genislemesi} kiimesini tanimlayalim.
X <X <Aalirsak ¢ : X — N kendisinin (¢ nin) genislemesidir. Buradan (X, ¢) € S
olur. Yani S kiimesi bogstan farklidir. Simdi C = |JB; olsun. y : C — N, ¢ nin
geniglemesidir. Buradan (C,y) € S olur ve S kiimesinin bir iist siniridir. Zorn
Lemma’dan X < B <A ve ¥ : B — N homomorfizmas1 ¢ nin genislemesi olacak

sekilde bir maksimal (B, y) cifti vardir. B <, A oldugunu gosterelim. Bunun
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icin sifirdan farkli her a € A igin aR < A olmak iizere aR N B # 0 oldugunu
gostermeliyiz. Simdi aR N B = 0 oldugunu kabul edelim. aR # 0 oldugundan B =0
olmalidir. Bu bir ¢eligkidir. O halde aRN B # 0 dir. B # A oldugunu varsayalim
ve a € A\ B elemanim goz 6niine alalm. K = {r € R : ar € B} olsun. Buradan
aK # 0 oldugu agiktir. u(ak) = y(ak) olacak sekilde ut : aK — N tanimlayalim.
Hipotezden u, v : aR — N homomorfizmasina genisletilebilir. Simdi x(b+ar) =
y(b) 4 v(ar) olacak sekilde x : B4+ aR — N homomorfizmasi tanimlayalim. r € K
icinb+ar=0ise y(b+ar) = y(b)+v(ar) = y(b)+ u(ar) = y(b) + y(ar) =
y(b+ar) = y(0) = 0 oldugundan y iyi tammlidir. Ancak (B -+ aR,)) ciftinin
varligi, (B, ¥) nin maksimal olmasiyla celigir. O haldle B=A dirve ¢, y : A — N

ye genigler. O

Tanim 3.1.9 [13]. M ve E iki modiil olsun. Eger f : M — E bir monomorfizma
ise (E, f) ciftine M modiiliniin bir genislemesi denir. Eger Im(f) <, E ise bu
genislemeye M modiiliintin essential genislemesi denir. Eger Im(f) injektif ise
bu genislemeye M nin injektif genislemesi denir. [6] her modiiliin bir minimal
injektif ve ayn1 zamanda bir maksimal essential genislemeye sahip oldugunu
gostermiglerdir. Bu genisleme M nin injektif hullu olarak adlandirilir ve E(M)

ile gosterilir. Injektif hull, izomorfizma farkiyla tek tiirliidiir.

Lemma 3.1.10 [13]. Bir N modiiliiniin A-injektif olmast icin gerek ve yeter kosul
her f € Hom(E(A),E(N)) i¢in f(A) < N olmasidir.

ispat. E(N) nin injektif oldugunu biliyoruz. f € Hom(A,E(N))
homomorfizmasini goz oniine alalim. X < A ve g : X — N bir homomorfizmasi

varsa asagidaki diyagramda oldugu gibi E(N) injektif oldugundan g, f : A — E(N)
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homomorfizmasina genisler.

N —— E(N)
4 R
g :
-
X A

Hipotezden, f(A) < N oldugundan f : A — N, g nin bir geniglemesidir. Boylece
N, A-injektif olur.

Kargsit olarak, N, A-injektif bir modiil ve X = {a € A : f(a) € N} < A olsun.
N, A-injektif oldugundan asagidaki diyagrami degismeli yapacak sekilde bir g

homomorfizmasi vardir.

N —— E(N)
:g f
X - A - E(A)

/i, = g alirsak g, X den N ye homomorfizmanin bir genislemesidir.

Burada NN (g — f)A = 0 oldugunu gostermeliyiz. Simdi n € NN (g — f)A alalim.
Boylece n € N ve n = (g — f)(a) olacak sekilde bir a € A vardir. O zaman f(a) =
g(a)—n € N dir. Buradan, X kiimesinin tanimindan a € X olur. Boylece n = g(a) —
f(a) = f(a)— f(a) =0 olur. Yani, NN (g — f)A = 0 bulunur. Buradan, N <, E(N)
ve (g— f)A < E(N) oldugundan (g — f)A =0 olur. O halde f(A) = g(A) < N olur.

Buradan istenen saglanir. O

Tammm 3.1.11 [12]. M bir modiil ve X, M nin bir altmodiilii olsun. X, M nin
bir Y altmodiilii i¢cin X NY = 0 6zelliine gore maksimal ise X altmodiiliine ¥ nin

tiimleyeni (complement) denir.
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Tanmm 3.1.12 [13]. A ve B iki modiil ve f : A — B bir homomorfizma olsun.
<f>={a+f(a):acA}(={a— f(a) : a € A}) kiimesi A @ B toplaminin bir

altmodiiliidiir ve f nin grafi olarak adlandirilir.

Tanmm 3.1.13 [13]. A ve B iki modiil ve f : A — B bir homomorfizma olsun.
X < A olmak lizere g : X — B homomorfizmasina A dan B ye kisitlanmus (partial)
homomorfizma denir. Ayrica g nin bir genislemesi, X <Y < A ve h, = g olacak
sekilde /4 : Y — B bir homomorfizmadir. X < A olsun. Eger bir f : X — B
kisitlanmig homomorfizma igin f nin A da 6z genislemesi yoksa f ye maksimal

kisitlanmis homomorfizma denir.

Lemma 3.1.14 [13]. A ve B bir M modiiliiniin altmodiilleri ve M = A ® B olsun.
M nin bir C altmodiiliiniin B nin M de tiimleyeni olmasi icin gerek ve yeter kosul C

nin, A dan B ye maksimal kisitlanmis homomorfizmasimin grafi olmasidir.

Ispat. C, A dan B ye maksimal kisitlanmis homomorfizmasimn bir grafi olsun.

f:X — B, A dan B ye bir maksimal kisitlanmig homomorfizma ve b €< f > NB
olsun. O zaman b = x+ f(x) olacak sekilde x € X vardir. Buradan x = b — f(x) €
BNA =0 dir. Buradan f homomorfizma oldugundan x = 0 i¢in f(x) = 0 dir.
Boylece b = 0 olacagindan < f > NB=0dir. Simdi < f ><C<MveCNB=0
oldugunu varsayalim. 74 ve 7mp sirasiyla A ve B iizerine M nin projeksiyonlarini
belirtsin. Yani w4 :A®B — A, g : A® B — B olsun. A C — A bir
monomorfizmadir. Ciinkii Ker(74|.) =CNB=0dir. ¥ =75 (C) ve X = ma (< f >)
olsun. O zaman X = my(< f >) < my(C) =Y dir. Her y €Y, ¢ € C igin
y=ma(c) iken g : Y — B; g(y) = mp(c) ile tanimlansin. O zaman her x € X i¢in
g(x) = mp(x+ f(x)) = f(x) olur. Buradan g:Y — B, f ye genisler. f:X — B
nin maksimalliginden X = ¥ bulunur. O zaman C = 7, ' (Y) = 7, ' (X) =< f >
dir. Buradan < f >, B nin M de tiimleyeni olur. Karsit olarak C, M de B
nin tiimleyeni olsun. X = AN (C@®B) ve © : C® B — B projeksiyonunu alalim.

m, = f maksimal kisitlanmig homomorfizma olsun. O zaman < f >, B nin
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timleyenidir. C < M = A & B oldugundan verilen bir ¢ € C elmaninta € A, b € B
icin ¢ = a+ b seklinde yazariz. O zaman c —b =a € AN (C@ B) = X dir. Buradan
n(a) = n(c —b) = n(c) — n(b) = 0 — b bulunur. Boylece ¢ =a— f(a) €< f >

olur. O zaman C C< f > olup C =< f > dir. Yani C, B nin bir tiimleyeni olur. O

Onerme 3.1.15 [13]. A ve B bir M modiiliiniin altmodiilleri ve M = A & B olsun.
B nin A-injektif olmasi icin gerek ve yeter kosul B nin M de her C tiimleyeni icin

M = C @ B olmasidir.

ispat. B, A-injektif ve C, B nin M de tiimleyeni olsun. O zaman Lemma
3.1.14 ten, X < A olmak iizere C =< f > olacak sekilde f : X — B bir maksimal
kisitlanmis homomorfizmasi vardir. B, A-injektif oldugundan X = A olur ve
buradan C = {a+ f(a): a€ A} dir. Hera € Aicina=a+ f(a)— f(a) e CHB
olur. Boylece 3.1.14 geregince M = C & B bulunur.

Karsit olarak, X < A ve f: X — B doniisiimii, A dan B ye homomorfizmanin
maksimal kisitlanmisi olsun. Lemma 3.1.14 ten < f >, M de B nin bir tiimleyeni
olur. Boylece hipotezden, M =< f > @B olur. Simdi A = X oldugunu gosterelim.
Bunun i¢in herhangi bir a € A alalm. O zaman bazi x € X ve b € B igin
a=x+ f(x)+b dir. Buradan a —x = f(x) +b € ANB =0 olur. Boylecea=x € X
dir. Boylece A = X bulunur. O

3.2. A-Essential Injektif Modiiller

Tanmm 3.2.1 [13]. A ve B iki modiil olsun. Ker(f) <, X olacak sekilde A nin her
X altmodiilii i¢in f : X — B kisitlanmig homomorfizmasi A ya genisletilebiliyorsa,
B ye A-essential injektif modiil denir. Yani Ker(f) <, X olacak sekilde agagidaki

diyagrami degismeli yapan bir g : A — B homomorfizmasi vardir:
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Lemma 3.2.2 [13]. A, B herhangi iki modiil ve M = A @ B olsun. O zaman B nin
A-essential injektif olmast icin gerek ve yeter kosul A min her X altmodiilii icin B

nin (A/X)-injektif olmasudur.

ispat. B, A-essential injektif ve X <, A olmak iizere X < C < A olsun.

®: C/X — B homomorfizmasi ve herc € Ciginc=c+X iken ¢ : C — B; ¢(c) =
®(7) ile tammlansin. X < Ker(¢) oldugu agiktir. X < Ker(¢) ve Lemma 2.1.17
geregince Ker(¢) <, C olur. Hipotezden her ¢ € C i¢in ¢ (c) = y(c) olacak sekilde
Yy : A — B homomorfizmasi vardir. Her ¢ € C igin ¥ : A/X — B doniistimiinii
Y(¢) = y(c) ile tanimlayalim. y homomorfizma oldugundan ¥ iyi tanimhdir.
Boylece herc € C/X icin ¥(¢) = y(c) = ¢(c) = ®(¢) bulunur. O halde her X <, A
icin B, A/X-injektif olur.

Karsit1 icin C < A ve Ker(a) <, C olacak sekilde ¢ : C — B bir homomorfizma
olsun. o : C/Ker(at) — B, 0(c + Ker(at)) = a(c) ile tammlayalim. Simdi D, C
nin A da bir tiimleyeni olsun ve X = Ker(ot) @ D seklinde tanimlayalim. Buradan
X <, Co®D <,Aoldugundan X <,Aolur. ¢ : C/Ker(a) - A/X ¢(c+Ker(a)) =
¢+ X ile tanimlayalim. ¢ iyi tanimli ve monomorfizmadir. Hipotezden diyagram
degismeli olacak sekilde B : A/X — B vardir. Yani her ¢ € C i¢in @(c + Ker(a)) =
Bo(c+Ker(a)) =B(c+X) dir. B:A — B, B(c) = B(c+X) ile tammlayalim. O

zaman her ¢ € C igin (c) = a(c) dir. Boylece B, A-essential injektif olur. 0

Teorem 3.2.3 [13]. A, B iki modiil ve M = A ® B olsun. B nin A-essential injektif
olmast icin gerek ve yeter kosul CNA <, A olacak sekilde B nin her tiimleyen C
altmodiilii icin M = C & B olmasidir.

ispat. B, A-essential injektif ve CNA <, A olacak sekilde C, B nin M
de tiimleyeni olsun. X = AN (C®B) ve ¢ : X — B doniisimii, C®B — B
projeksiyonunun kisitlanis1 olsun.

Ker(¢) =CNX =CNAN(C®B) =CNA <, A dir. O zaman hipotezden ¢

doniigtimil, ¢ : A — B homomorfizmasina genisletilebilir. Boylece B, A-injektif
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olur. Onerme 3.1.15 geregince M = C @ B bulunur.

Karsit olarak, X < A ve Ker(¢) <, X olacak sekilde ¢ : X — B bir homomorfizma
olsun. @ nin bu sart1 saglayan maksimal homomorfizma oldugunu kabul edebiliriz.
Boylece Ker(¢) <, A olur. Buradan Ker(¢) < AN < ¢ > dir. O halde Ker(¢) <
AN < @ >< A ve Ker(¢) <, A olacagindan AN < ¢ ><, A bulunur. Acik¢a
< @ >NB=0olur. Simdi C, B nin < ¢ > yi iceren bir tiimleyeni olsun. O zaman
AN< e ><ANC <Ave AN < @ ><, A oldugundan ANC <, A dir. Hipotezden
M =C®Bdir. Simdi ¢ : A — B doniistimii, C & B — B projeksiyonunun kisitlanigi
olsun. x € X alalm. O zaman x — @(x) €< ¢ >< C oldugundan ¢ (x) = ¢(x) olur.

O

Onerme 3.2.4 [13]. Bir B modiiliiniin A-essential injektif olmast icin gerek ve
yeter kosul Ker(y) <, A olacak sekilde her v € Hom(A,E(B)) i¢cin y(A) < B

olmasidir.

Ispat. Ker(y) <, A olacak sekilde her y € Hom(A,E(B)) igin w(A) < B olsun
ve Y|, = f alalim. Ker(f) =X NKer(y) <, X NA =X oldugundan Ker(f) <, X
dir. @ € Hom(E(A),E(B)) alalim. Buradan ¢, = y olur. ¢(A) = y(A) <B
oldugu goriilir. ¢ € Hom(E(A),E(B)) i¢in ¢(A) < B oldugundan Lemma 3.1.10
geregince B, A-injektiftir. Burada Ker(f) <, X oldugundan B, A-essential injektif
oldugu asagidaki diyagramda da goriiliir.

B —— E(B)
A R4
AT
Loy
X A

Karsit olarak, X = {a € A : y(a) € B}, y: A — E(B) ve Ker(y) <, A olsun.
Buradan Ker(y|,) = X NKer(y) <, XNA =X dir. Hipotezden |, doniisiimii
¢ : A — B ye genigletilebilir.

Iddia. BN (¢ — w)A = 0.
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beBN (¢ —y)Aise b= (¢ — y)(a) olacak sekilde a € A vardir. O zaman

b=¢(a)—y(a)ise y(a) = ¢(a) — b € B dir. Buradan a € X tir. O zaman b =
¢(a)—y(a)=y(a)—y(a) =0 dir. Boylece BN (¢ — y)A =0 bulunur. B <, E(B)
oldugundan (¢ — y)A = 0 olur ve Y (A) = ¢(A) < B oldugundan y(A) < Bdir. O

Onerme 3.2.5 [13]. A ve B modiilleri icin B, A-essential injektif modiil olsun.

C < A ise B, C-essential injektiftir.

Ispat. X, C nin bir altmodiilii ve Ker(¢) <, C olacak sekilde ¢ : X — B bir
homomorfizma olsun. B, A-essential injektif oldugundan her x € X i¢in ¢ (x) =
V(x) olacak sekilde y : A — B vardir. y| ¢ - € — B homomorfizmasini goz dniine
alalim. O zaman her x € X i¢in Y| .(x) = y(x) = ¢(x) dir. Buradan B, C-essential

injektif bulunur. a

Asagidaki Onerme Baer Kriterinin essential-injektiflige bir genellemesi olarak

verilebilir.

Onerme 3.2.6 [13]. Bir B modiiliiniin A-essential injektif olmast icin gerek ve

veter kosul her a € A icin B nin aR-essential injektif olmasidir.

Ispat. B modiilii A-essential injektif ise Onerme 3.2.5 ten B nin aR-essential
injektif oldugu agiktir.

Karsit olarak, her a € A icin B modiilii aR-essential injektif olsun. X < A ve
Ker(¢) <. X olacak sekilde ¢ : X — B bir homomorfizma olsun. S = {(¥, y) : X <
Y <A,y :Y — Bhomomorfizmasi ¢ nin geniglemesi, Ker(y) <, Y } kiimesini gz
Oniine alahm. (X,¢) € S oldugundan S kiimesi bogtan farklidir. Zorn Lemma’dan
y, ¢ nin geniglemesi olacak sekilde (Y, y) maksimal ¢iftini secebiliriz. Buradan
Y <, A oldugu agiktir. ¥ # A oldugunu kabul edelim ve a € A\ Y elemanim goz
oniine alalm. K = {r € R: ar € Y} olsun. O zaman aK # 0 di. u:aK — B,
u(ak) = y(ak) olarak tamimlayalim. Ker(u) = aK NKer(y) ve Ker(y) <, Y
oldugundan Ker(u) <, aK dir. Agik¢a aK < aR dir ve hipotezden u, v : aR — B
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homomorfizmasina genisletilebilir. } : Y +aR — B doniisimii x (y+ar) = y(y) +
v(ar) ile tanimlayalim. Eger y+ar = 0 ise ar = —y € Y oldugundan r € K olur
ve boylece x(y+ar) = y(y) + v(ar) = y(y) + pu(ar) = y(y) + y(ar) = 0 olur.
Boylece y iyi tammlidir. Ayrica Y <, A oldugundan Ker(y) <,Y <,Y+aR <A
olur. Buradan Ker(y) <, Y +aR dir. O halde (x,Y +aR) € S olur. Bu durum
(Y, w) ¢iftinin maksimalligi ile celigir. Boylece Y = A olur. O zaman y : A — B

doniistimii, ¢ nin genislemesidir. O halde B modiilii A-essential injektif olur. O
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4. PRINCIPALLY INJEKTIF MODULLER

Bu boliimde Nicholson ve Yousif’un kullandig1 principally injektif (P-injektif)
modiiller ile ilgili karakterizasyonlar incelenmigtir [14]. Principally injektif
modiiller i¢in denk kosullar ¢alisilmistir [8]. P-injektif modiiller icin dengelenmis
(balanced) modiil ve sadik (faithfull) modiil tanimlar1 kullanilarak P-injektif
modiillere ornekler verilmistir. Ayrica her cismin bir sag P-injektif halka oldugu
goriilmiigtiir. Son olarak, endomorfizma halkalarinin P-injektifligi ile ilgili denk

sartlar caligtlmugtir.

Bir M modiiliiniin bir X altkiimesi i¢in r(X), X in sag sifirlayanin1 ve 1(X) sol
sifirlayanin1 gostersin. Bir R halkast i¢in J(R), R nin Jacobson radikalini, Z(Rg) ve
Z(gR) sirastyla sag ve sol singular ideallerini, Soc(Rg) ile Soc(gR) de R nin sag ve

sol socle’larin1 belirtsin.

4.1. P-Injektif Modiiliin Temel Ozellikleri

Tanim 4.1.1 [14]. R bir halka, Mg bir R-modiil olsun. Eger a € R icin aR den
M ye her R-homomorfizmasi &, R ye genisletilebiliyorsa Mg ye principally injektif
(kisaca P-injektif) modiil denir. Yani asagidaki diyagrami degismeli yapan bir f

4
% LS

1

0 ~ aR R

homomorfizmas: vardir:

Acikga her injektif modiil P-injektiftir.

Tamim 4.1.2 [1]. R bir halka olsun. Eger her a € R i¢in a € aRa ise R halkasina

von Neumann regular halka denir.
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R nin von Neumann regular halka olmas1 i¢in gerek ve yeter kosulun her esas sag

idealin direk toplanan olmasi gerektigini biliyoruz.

Ayrica “R nin von Neumann regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her sag

modiiliin P-injektif olmasidir”.

Simdi P-injektifligi karakterize eden asagidaki temel Lemmayi verebiliriz.

Lemma 4.1.3 [14]. Bir R halkas: icin asagidaki kosullar denktir:
(1). Rg, P-injektiftir.

(2). Her a € R i¢in Ir(a) = Ra dir.

(3). Eger a,b € Ricinr(b) Cr(a) ise Ra C Rb dir.

(4). Her a,b € Ri¢inl[bRNr(a)] =1(b) + Ra dur.

Ispat. (1), (2), (3)’tin birbirine denkligi ve (4) = (2) gerektirmesi [8]
caligmasinda gosterilmistir. Biz burada asagidaki gerektirmeyi gosterecegiz.

(3) = 4. a,b € R icin r(b) C r(a) ise Ra C Rb dir. 1[bRNr(a)] = 1(b) + Ra
oldugunu gosterelim. bRNr(a) = {t|t € bR ve t € x(a)} = {t|t = br,r € R ve
at = 0} = {brlabr = 0,r € R} dir. x € 1[bRNr(a)] olsun. Buradan xbr = 0 dir.
O halde r(ab) C r(xb) olur. (3) ten, R(xb) C R(ab) saglanir. Bdylece r; € R igin
1xb = ryab olur. Buradan xb — rjab = (x—rja)b = 0 bulunur. O halde x—rja €1(b)
dir. Boylece x € 1(b) + Ra olur. Yani l[bRNr(a)] C1(b) + Ra elde edilir. O

Tamim 4.1.4 [14]. Lemma 4.1.3 iin denk kosullarindan herhangi birini saglayan
bir R halkasi sag principally injektif (kisaca sag P-injektif) olarak adlandirilir ve

sag principal genisleme (extension) ozelligini saglar denir.

Teorem 4.1.5 [10, 13.2.1 Teorem]. R bir halka ve Rg bir Noether modiil olsun. O
zaman asagidakiler denktir:

(1). Rg injektiftir.
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(2). Rpg bir egiiretectir.

(3). rR injektiftir.

(4). rR bir egiiretectir.

(5). Rg nin her A altmodiilii icin rl(A) = A ve gR nin her B altmodiilii icin Ir(B) = B
dir.

Tanim 4.1.6 [10]. Teorem 4.1.5 in denk kosullarindan birini saglayan bir R
halkasina quasi-Frobenius halka denir, kisaca R, QF halka olarak ifade edilir.
Acikca bir QF halkasi sag self injektif olan bir sag Noether halkadir.

Tanmm 4.1.7  [4]. Bir R halkasinin her boliim halkast (quotient ring)

quasi-Frobenius ise R halkasina (dengelenmis) balanced halka denir.

Tanim 4.1.8 [4]. M bir R-modiil olsun. M nin her R-endomorfizmasi ile degismeli
olan M nin abel grup olarak her endomorfizmas: bir halka eleman: ile carpim
biciminde veriliyorsa M ye dengelenmis modiil (balanced module) ya da baska
bir deyisle M cifte merkezleyen ozelligine (double centralizer property) sahiptir
denir. Yani her toplamsal f endomorfizmasi, her R-endomorfizmasi g i¢in fg = gf
esitligini sagliyorsa o zaman her x € M i¢in f(x) = xr olacak sekilde bir r € R

vardir. Balanced olmayan modiiller durumunda boyle bir f bulunamaz.

Simdi bu tanim yardimiyla balanced halka asagidaki bicimde de tanimlanabilir.

Tanim 4.1.9 [4]. Bir R halkas: i¢in her sag R-modiil balanced ise bu halkaya

balanced halka denir.

Tanim 4.1.10 Sifirdan bagka sifirlayan1 olmayan bir modiile sadik (faithful) modiil

denir.
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Acikca sag self-injektif ve von Neumann regiiler halkalar sag P-injektif halkalara
birer ornektir. Ancak sag P-injektif olan fakat sag self-injektif olmayan halkalar

vardir.

Ornek 4.1.11 [14]. Degismeli QF-1 halkalari (yani sadik (faithful) modiilleri

balanced olan halkalar) P-injektiftir.

Ornek 4.1.12 [14]. R bir sag P-injektif halka olsun. U C R bir sol carpimsal
altkiime (denominator set) olsun. Bu durumda boliim halkasi

Q={u"'r: ucU,rcR} sag P-injektiftir.

Lemma 4.1.13 [14]. Her i indisi icin R; halka olmak iizere, I1R; carpumnin sag
P-injektif olmasi icin gerek ve yeter kosul her R; nin sag P-injektif olmasidur.
Ispat. []R;, sag P-injektif olsun. R; nin her i indisi i¢in sag P-injektif oldugunu

gosterelim.
Ry —— [1~:

A
a .
.8
v
— R;
l

fi =ijo vardir. Simdi gi = a olacak sekilde g nin var oldugunu gosterelim.

aR i

7 : [[R; — R; kanonik doniisiimii icin 7;f = g tanimlayalim. O zaman gi =
7 fi = miyo0 = a oldugundan R;, sag P-injektif olur. Karsit olarak, her i i¢in R;

sag P-injektif olsun.
HRi BN R;

A
B :k
: h
R
1

Buradan hi = m; 8 vardir. Tlk kistmdaki gibi ki = 8 olacak sekilde

aR,-

k : R; — []R; homomorfizmasinin var oldugunu gosterelim. i; : R; — [[R; dogal



31

icerim doniigiimii olmak iizere k = ijh olsun. O zaman ki = ijhi = |3 = P

oldugundan istenen gosterilmis olur. O

4.2. P-Injektif Modiil Karakterizasyonu

Lemma 4.2.1 [14]. Herhangi bir tamlik bélgesi D nin sag P-injektif olmast igin

gerek ve yeter kosul D nin bir béliimlii halka (division ring) olmasidtr.

Lemma 4.2.1 gere8ince her cisim agik¢a bir sag P-injektif halkadir. Ayrica

polinom halkas1 P-injektif olmak zorunda degildir.

Lemma 4.2.2 [14]. R, her sonlu iiretilmis ideali esas ideal olan bir tamlik bolgesi
olsun. O zaman R nin sifirdan farkli her m elemani icin R/mR, P-injektif bir

halkadr.

Ispat. R halkasinin her m eleman icin R /mR nin P-injektif oldugunu gosterelim.
Bunun i¢in Lemma 4.1.3.(2) den, Ir(a) = (R/mR)(a) oldugunu gostermeliyiz.
R/mR = R yazalim. b = b+ mR € R/mR olmak iizere b € Ir(@) olsun. Hipotezden
R nin sonlu iiretilmis ideali esas ideal oldugundan mR + aR ideali dR idealine
esit olur. Yani, mR 4 aR = dR dir. Simdi m = dm;, a = dm, olsun. b € Ir(a)
oldugundan @x = 0 ve bx = 0 olacak sekilde X € R vardir. X = m; + mR igin
0 = (a+mR)(m +mR) = am; +mR dir. Buradan an; = 0 olur. Benzer sekilde,
0 = (b + mR)(m; +mR) = bm; + mR oldugundan bm; = 0 bulunur. R tamhk
bolgesi oldugundan b € dR olur. Buradan b € dR = aR dir. O zaman R degismeli
oldugundan aR = Ra dir. O halde Ir(a) C aR saglanir. Karsit olarak, aR C Ir(a)

oldugu benzer sekilde gosterilir. a

Ornek 4.2.3 Lemma 4.2.2 den sifirdan farkli her n tamsayisi icin Z/nZ
P-injektiftir.  Yani Z/nZ = Z, oldugundan sifirdan farkli her n € Z i¢in Z,
P-injektif halka olur.
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Teorem 4.2.4 [14]. R bir sag P-injektif halka ve a,b € R olsun.
(1). Eger bR, aR ye gomiiliirse Rb, Ra nin homomorf goriintiisiidiir.
(2). Eger aR, bR nin homomorf goriintiisii ise Ra, Rb ye gomiiliir.

(3). Eger bR = aR ise Ra = Rb dir.

Ispat. (1). Eger o : bR — aR monomorfizma ise v € R i¢in 6 = v- olsun.
O zaman o(br) = vbr = aur oldugundan u € R olmak iizere vb = au bulunur.
Buradan ¢ : Ra — Rb, (ra)@ = (ra)u = r(vb) tanimlanir. r(vb) C r(b) oldugundan
ve Lemma 4.1.3 (3) ten Rb C Rvb dir. O zaman her b € Rb i¢in 1.b = rvb = (ra) ¢
olacak sekilde ra € Ra vardir. Buradan ¢ orten olur. Dolayisiyla ¢ epimorfizmadir.
(2). Eger o : bR — aR epimorfizma ise (1) deki gibi u,v € R olmak iizere
6 =v-, vb=au ve @ : Ra — Rb, (ra)¢ = r(vb) olsun. Buradan s € R olmak
tizere a = o(bs) = vbs yazariz. O zaman (ra)@ = 0 ise rau = rvb = 0 olur.
Buradan ra = r(vbs) = ro(bs) = 0 bulunur. Boylece ¢ birebir olur. Dolayisiyla ¢
monomorfizmadir.

(3). (1) ve (2) den agiktur. O

Asagidaki teorem [12] de verilen C, ve C3 sartlarimin bir P-injektif halka i¢in

saglandigini gosterir.

Teorem 4.2.5 [14]. R bir sag P-injektif halka ve a,b € R olsun.
(1). aR = bR ve bR <; R ise aR <; R dir.
(2). aR <4 R, bR <; R ve aRNDbR = 0 ise (aR®DR) <, R dir.

ispat. (1). aR = bR ve bR <4 R olsun. bR = ¢R, ¢* = ¢ ve 0 : aR — bR bir
izomorfizma iken o(a) = bd ve 6~ '(e) = ac olsun. O zaman bdc = o(a)c =
o(ac) = (o~ !(e)) = e olur. Simdi f = chd iken f nin bir idempotent oldugunu
gosterelim. 2 = (cbd)(cbd) = co(a)chd = co(ac)bd = cebd olur. bR = eR
oldugundan bd = es olacak sekilde d,s € R vardir. Buradan cebd = cees = ces =
cbd = f bulunur. Ayrica af = a(cbd) = 6~ (e)bd = 67 (e)es = 67! (e?)s =

o !(e)s=0""(es) = 67! (bd) = a dir. Her r € R igin fr = cbdr = co(a)r =
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co(ar) dir. Bu durum her r € R i¢in saglandigindan 6zel olarak a nin sag
sifirlayan1 x € R igin de saglanir. x € r(a) ise ax = 0 dir. Yani fx = cbdx =
co(a)x = co(ax) = co(0) =0 dir. O halde x € r(f) dir. Buradan r(a) C r(f)
ve Lemma 4.1.3 (3) geregi Rf C Ra olur. Ayrica af = a oldugundan Ra C Rf
dir. Yani Ra = Rf dir. Teorem 4.2.4 ten fR = aR ve f idempotent oldugundan
R=fR&(1—-f)R=aR& (1 — f)R olur. Boylece aR <, R olur.

(2). aR <4 R, bR <4 R ve aRNbR = 0 olsun. aR® bR = eR® (1 — e)bR olacak
sekilde aR = eR, ¢* = ¢ alalim. Buradan (1 —e)bR = bR olur. Boylece (1) den
(1—e)bR = gR, g*> = g dir. O halde (1 — e)br = gt olacak sekilde r,# € R vardir.
Buradan e(1 — e)br = egt = (e — ¢*)br = 0 bulunur. Yani eg = 0 dir. O zaman
h=e+g—gealalim. h> = (e+g—ge)(e+g—ge) = e* +eg—ege+ge+g> —g’e—
ge? — geg +gege = e+ ge+ g — ge — ge = e+ g — ge = h olup h bir idempotenttir.
O halde aR & bR = hR olur. Yani (aR @ bR) <, R bulunur. O

Sonuc¢ 4.2.6 [14, Corollary 1.2]. R bir sag P-injektif halka olmak iizere a € R i¢in
asagidakiler denktir:

(1). aR projektiftir.

(2). aR <4 R dir.

(3). aR, P-injektiftir.

Teorem 4.2.7 [14]. R bir halka, Mg bir sag R-modiil ve S = EndMp iken B, vy € S
olsun.

(1). Her B € S icin M, Kerf yu iiretiyorsa, o zaman S nin sag P-injektif olmast icin
gerek ve yeter kosul Ker3 C Kery ise y € SB olmasudur.

(2). Her B € S icin M, M/BM nin esiireteci olsun. O zaman S nin sol P-injektif
olmasu icin gerek ve yeter kosul YM C BM ise y € BS olmasidur.

Ispat.  (1). S sag P-injektif olsun. O zaman Lemma 4.1.3 ten Ir(8) = SB dir.
KerP C Kery ise y € BS oldugunu gosterelim. ¢ € Ir(f) alalm ve x € Kerf ise
Kerf, M ile iiretildiginden m; € M, A; : M — Kerf i¢in x = X;A;m; dir. f(x) =0
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oldugundan her i igin fA; =0 dir. A; € r(B) ve ¢ € Ir(B) oldugundan ¢pA; =0
bulunur. Diger yandan Kerf3 C Kery oldugundan x € Kery ise y(x) = 0 yani, her i
icin yA4; = 0 ve BA; = 0 oldugundan y € Ir() = SP ise y € SP olur.

Kargit olarak her B € S i¢in M, Kerf y1 iiretsin ve Kerf3 C Kery ise y € S
olsun. § nin sag P-injektif oldugunu gostermek igin Lemma 4.1.3 (1) = (2)
gerektirmesinden Ir(f) = SPB oldugunu gostermeliyiz. 7y € Ir(f3) olsun. y € SB
olmasi i¢in Kerf3 C Kery oldugu gosterilmelidir. x € Kerf3 alalim. x = L;A;m;
olarak yazilir. B(x) = 0 oldugundan her i igin fA; =0 ise A; € r(f) ve y € Ir(B)
oldugundan her i igin yA; = 0 dir. y(x) =0 ise x € Kery oldugundan y € SB dir. Yani
Ir(B) C SPB dir. Tersi i¢in o € SPB ise o = f olacak sekilde f € Syani f: M — M
endomorfizmasi vardir. x € Kerf i¢in x = X;A;m; alinirsa 8 (x) = 0 oldugundan her
i i¢in BA; = 0 dir. @ homomorfizma oldugundan a(x) = ffB(x) = 0 dir. Boylece
her i i¢in aA; = 0 olur. Buradan B4; = 0 ve aA; = 0 oldugundan « € Ir(f) dir.
Yani S C Ir(B) olur. Sonug olarak Ir(f) = SB bulunur.

(2). Her B € S igin M, M/BM yi esiiretsin ve YM C BM ise y € BS olsun. S nin
sol P-injektif oldugunu gostermek i¢in Lemma 4.1.3 (1) = (2). gerektirmesinden
rl(B) = BS oldugunu gostermeliyiz. ¥ € rl(B) olsun. y € BS olmasi igin YM C BM
oldugu gosterilmelidir. mg, M nin eleman olmak iizere ymgy, BM nin eleman
olmasin. Onerme 2.1.9 dan o : M/BM — M, o(ymy+ BM) # 0 saglayan bir
doniisiim olsun. Eger A : M — M, A(m) = 6(m+ BM) ile tanimlanirsa, o zaman
Ay # 0 dir. Bu durum y € rl(8), AB =0 ve Ay = 0 olmasiyla ¢eligir. O halde
kabiilimiiz yanlistir ve ymo € BM dir. Yani y € BS dir. Buradan rl() C BS

bulunur. S C rl() oldugu benzer sekilde gosterilir. O
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5. CESITLI INJEKTIiF MODUL KARAKTERIZASYONLARI

5.1. Quasi-Injektif Modiiller ve Pseudo-Injektif Modiiller

Bu bolimde S. K. Jain ve Surjeet Singh’nin [9] calismasi incelenmistir.
Quasi-injektif ve pseudo-injektif modiil tanimlar1 verilerek pseudo-injektif bir
modiiliin bir direk toplananinin da pseudo-injektif olup olmadigr arastirilmustr.
Ayn1 zamanda hangi sartlar altinda pseudo-injektif bir modiiliin direk toplananinin
quasi-injektif oldugu gosterilmistir. Bununla birlikte quasi-injektif olmayan bir

pseudo-injektif modiiliin karakterizasyonu Lemma 5.1.6 da ifade edilmistir.

Tanmm 5.1.1 [9]. R, sifirdan farkli birimli bir halka olsun. Eger bir sag R-modiil
M nin her N altmodiilii i¢in N den M icine her R-homomorfizmas1t M nin bir
R-endomorfizmasina genisletilebiliyorsa M ye quasi-injektif modiil denir. Eger
M nin her N altmodiilii icin N den M igine her R-monomorfizmasi M nin bir
R-endomorfizmasina genisletilebiliyorsa M ye pseudo-injektif modiil denir. Yani M
nin her N altmodiilii i¢in her f : N — M monomorfizmasi i¢in agagidaki diyagrami

degismeli yapan f’ : M — M endomorfizmasi vardir:

Ornek 5.1.2 F =7/ <2 > ve A= F[x] olsun. O zaman A/ < x >,

(A <x>—A/ <x*>)— bimodiil ve
u 0 5 . .

R={ ‘u,v €A/ <x>,weA/ <x*>} bilinen matris toplama ve
vow

carpma iglemleri ile birlikte bir halkadir.

00
M= {[ ] vEA/ <x>wEA/ < x*>} sag ideal olsun. O zaman Mg,
vow
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bir pseudo-injektif modiildiir fakat quasi-injektif modiil degildir.

Lemma 5.1.3 [9].  Bir pseudo-injektif modiiliin her direk toplanani da

pseudo-injektiftir.

Ispat. M = M, & M, pseudo-injektif modiil olsun. Asagidaki diyagramda

goriildiigii gibi f’ endomorfizmasi vardir.

M14i>M
/‘ ‘,
8 f

Ny —— M, M

1
M, pseudo-injektif oldugundan if monomorfizmasi i¢in f'ii; = if dir. f|’M =
1

g olsun. Buradan if(n) = f'ii;(n;) = fliy(n1) = g(m) ve if(m) = f(n)

oldugundan f(n;) = g(n;) bulunur. Boylece ispat tamamlanmus olur. O

Teorem 5.1.4 [9]. N; ve N, modiilleri icin N1 @& N, pseudo-injektif bir modiil
ve © : Ny — N, bir monomorfizma olsun. O zaman o parcalanabilirdir ve N

quasi-injektiftir.

Ispat. N : o(Ny) — Ny @ N, doniigimii x € Ny igin n(o(x)) = (x,0) ile
tanimlanan bir monomorfizmadir ve N; & N, pseudo-injektif oldugundan 1,

N; @& N, nin bir ' endomorfizmasina genisletilebilir. Eger g : N — Ny & N,
dogal icerim doniisiimii ve p : N & N, — N; dogal epimorfizma ise o zaman
Ao = 1y, olacak sekilde A = pn’q : N, — N; vardir. Sonug 2.1.8 geregince o,
parcalanabilirdir. Simdi N; in quasi-injektif oldugunu gosterelim. Bunun ig¢in
N EBN; = N, olsun. Boylece Ny & N, = N; b N EBN; olur ve Lemma 5.1.3
ten, T = N; & N; pseudo-injektiftir. M; = M, = N; olmak iizere T = M, & M
yazalim. N < N; ve 0 : N — Nj bir R-homomorfizmasi olsun. Burada N yi M,
de icerilen 7 nin bir altmodiilii olarak goriirsek o zaman 1 : N — T doniigiimii

x € N igin n(x) = (x,0(x)) ile tammlanan bir monomorfizma olur. Buradan
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T, pseudo-injektif oldugundan 1, T nin bir A endomorfizmasina genisletilebilir.
Eger g, : My — T dogal icerim doniisiimii ve p, : T — M, dogal epimorfizma ise
U = paAqi, Ni in bir endomorfizmasidir ve ¢ nin bir genislemesidir. Boylece Ny,

quasi-injektif bulunur. O

Simdi bu teorem yardimiyla asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 5.1.5 [9]. M bir R-modiil olsun. M nin quasi-injektif olmast icin gerek ve
yeter kosul M & M nin pseudo-injektif olmasidir.

Ispat. M quasi-injektif ise M & M de quasi-injektif modiildiir. Buradan M & M
pseudo-injektif bulunur.
Karsit olarak, M @ M pseudo-injektif modiil olsun. Teorem 5.1.4 geregince M

quasi-injektif olur. a

Son olarak pseudo-injektif modiil icin agagidaki karakterizasyon verilebilir.

Lemma 5.1.6 [9, Lemma 2]. N;, N, birbirine izomorf olmayan M nin iki
altmodiilii ve M nin altmodiillerinin agagida verilen kafesini (lattice) goz oniine

alalim:

Asagidaki ozellikler saglanir:
(1). M quasi-injektif degildir.
(2). M nin pseudo-injektif olmasi icin gerek ve yeter kosul i = 1,2 i¢cin N; nin

endomorfizma halkasiin 7./ < 2 > ye izomorf olmasidir.
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5.2. I-Injektif ve f-Injektif Modiiller

Bu boliimde Ram Niwas Gupta’nin f-injektif modiil ile ilgili [7] calismasi
incelenmigtir. ~ /-injektif modiil kullanilarak f-injektif modiil tanimlanmuistir.
Karakterizasyon icin gerekli olan [2] de verilen “p € R ise M modiilii, pR-injektiftir
< Ir(p) C Mp" ifadesi kullamlarak /-injektif modiil icin bir karakterizasyon
verilmistir. Ayrica Noether halkalar /-injektif modiiller yardimiyla karakterize

edilmistir.

Tanim 5.2.1 [7]. R birimli bir halka ve M bir birimsel sag R-modiil olsun. R nin
bir I sag ideali i¢in her f : I — M R-homomorfizma ve her x € [ i¢in f(x) = mx
olacak sekilde m € M varsa M ye I-injektif modiil denir. Bagka bir deyisle, M nin
I-injektif olmasi icin gerek ve yeter kosul her f : I — M R-homomorfizmasinin
R den M ye R-homomorfizmasina genisletilebilmesidir. Yani agagidaki diyagram

degismeli yapan bir f homomorfizmasi vardir:

Ayrica R nin her sonlu iiretilmis sag [ ideali i¢cin M modiilii /-injektif ise M ye

f-injektif modiil denir.

Bir M modiilii R nin her sag [ ideali i¢in I-injektif ise M ye injektif modiil denir.
Bu durum biraz farkli olarak "Eger p € R ise M, pR-injektiftir < Ir(p) C Mp"
biciminde de ifade edilmistir ( [2], Teorem 2). Diger yandan Mp C Ir(p)
oldugundan M, pR-injektiftir < Ir(p) = Mp dir.

Bir M modiiliniin S C M altkiimesi i¢in r(S) = {r € R: Sr = 0} tammlansin. M

nin bir X altkiimesi i¢in 1(X) = {m € M : mX = 0} bi¢iminde tanimlanir.
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Teorem 5.2.2 [7]. M bir modiil ve M, R nin her sonlu iiretilmis sag I ideali icin
I-injektiftir ancak ve ancak asagidaki ozellikler saglanir:

(1). Her p € Ricinlr(p) = Mp dir,

(2). R nin her sonlu iiretilmis A ve B sag idealleri icin (AN B) =1(A) +1(B) dir.

Ispat. R nin her sonlu iiretilmis sag / ideali i¢in M, I-injektif olsun. Buradan her
p € R i¢in M, pR-injektif olur. Boylece [2] geregince "p € R i¢in M, pR-injektif
olmasi igin gerek ve yeter kosul Ir(p) C Mp" oldugundan ve Mp C Ir(p) oldugu
agiktir. Boylece Ir(p) = M p bulunur.

Simdi A ve B, R nin sonlu iiretilmis sag idealleri olsun. x € 1(A) +1(B) alalm. O
zaman x = a+ b olacak sekilde a € 1(A) ve b € 1(B) vardir ANBCAveANBCB
oldugundan (a+b)(ANB) =0 ise x(ANB) = 0 bulunur. Yani x € 1(A N B) olup
1(A) +1(B) C I(ANB) dir. Tersine m € I(ANB) olsun. m; € M sabit elemanini
secelim. Her a € A ve her b € B i¢in fi(a) = mja ve fo(b) = (m+ m;)b olacak
sekilde f1: A — M, f> : B— M doniisimlerini tanimlayalim. Agik¢a f; ve fo, ANB
tizerinde esittir. Boylece hera € A ve her b € Bigin f :A+B — M, f(a+b) =
fi(a)+ f2(b) doniisiimii iyi tanimhidir. Buradan her a € A, b € B i¢in n(a+b) =
f(a+b) olacak sekilde bir n € M vardir. Béylece na = f(a) = mja olur.

Yani (n—mj)A = 0 bulunur. Ayni zamanda her b € B igin nb = f(b) = f(b) =
(m-+m)b olur. Yani (m+m; —n)B = 0 bulunur. O zaman m = (n—m; )+
(m+my —n) €1(A) +1(B) dir. O halde 1(ANB) =1(A) +1(B) elde edilir.

Karsit olarak (1). ve (2). 6zellikleri saglansin. O zaman [2] geregince her p € R
icin M, pR-injektif olur. Simdi /, (n — 1) eleman tarafindan iiretilen bir sag ideal
olmak tizere M nin, /-injektif oldugunu kabul edelim. Boylece f: I — M,
I=aR+aR+...4a,Rolsun. J =a1R+...+a, 1R ve K = a,R alalim. f|] =11,
fix = J2 olarak gdsterelim. O zaman her x € J i¢in f (x) = mx, her y € K igin
f2(y) = mpy olacak sekilde M de m;,m; elemanlari vardir. fi ve f>, JNK iizerinde
esitti. Buradan her x € JNK i¢in fi(x) = fa(x) olup mjx = mpx dir. O zaman

(my —my)x =0ise (m; —my)(JNK) =0 olur. Bu durumda m; —mp = n; —ny
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olacak sekilde n; € 1(J) ve np € I(K) vardir. m = m; —ni(= my —ny) olsun. O
zaman her x € J i¢in mx = (my —np)x = mix —nix = mix = fi(x) = f(x) dir. Aymt
sekilde my = f(y) bulunur. Buradan her x € [ igin f(x) = mx yani M, I-injektif

modiil olur. O

Sonuc 5.2.3 [7]. R bir Noether halka ve M bir R-modiil olsun. M nin injektif
olmast icin gerek ve yeter kosul

(1). Her p € RicinIr(p) = Mp,

(2). R nin I ve J sag idealleri icin (INJ) =1(I)+1(J)

olmasidir.

Ispat. R bir Noether halka oldugundan her sag ideali sonlu iiretilmistir. Teorem

5.2.2 geregince M, her sag [ ideali i¢in /-injektif oldugundan M, injektif olur. O

Teorem 5.2.4 [7]. M bir injektif sag R-modiil olsun. O zaman,
(i). R nin her A ve B sag idealleri icin (AN B) =1(A) +1(B) dir.
(ii). R nin her sonlu S altkiimesi i¢in Ir(S) = MS dir.

ispat. (i). Teorem 5.2.2 den aciktr.

(ii). S = {s1,52,..-,8, }» R nin bir sonlu altkiimesi olsun. O zaman

Ir(S) =1[r(s1) Nr(s2) N...Nr(s,)] =1Ir(sy) +1Ir(s2) +... +1Ir(s,) =

Ms, +Msy—+ ...+ Ms, = MS olur. O

Injektif modiillerde oldugu gibi f-injektif modiil icin asagidaki temel ozellikler

verilebilir.

Teorem 5.2.5 [7]. {M;}ic;, R-modiillerin bir ailesi olsun. O zaman [[M; nin
iel

[f-injektif olmast icin gerek ve yeter kosul her M; modiiliiniin f-injektif olmasidir.

Ispat.  Genel injektif modiil diyagramlarmi kullanarak elemanter olarak kolayca

gosterilebilir. O
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Teorem 5.2.6 [7]. {M;}ic;, R-modiillerin bir ailesi olsun. O zaman @M; nin
icl
[f-injektif olmast icin gerek ve yeter kosul her i € I icin M; nin f-injektif olmasidir.

Ispat. Her i € I icin M;, f-injektif olsun. I, R nin sonlu iiretilmis ideali olmak
lizere g : 1 — @M; olsun. J C I sonlu bir altkiime olmak iizere g(1) C @ M; olur.

i€l jel
Asagidaki diyagrami gdz oniine alalim:

DM, = PM;

i€l jeJ

1

Teorem 5.2.5 te oldugu gibi i, = mg olacak sekilde 7 homomorfizmasi vardir.

i: @M;— @M,; olmak iizere f = ih alinirsa PM;, f-injektif olur. a
jeJ il i€l

Teorem 5.2.7 [7]. Bir R halkasinin Noetherian olmast icin gerek ve yeter kosul

her f-injektif R-modiiliin injektif olmasidur.

Ispat. R bir Noether halka oldugundan f-injektif R-modiil injektif olur.

Karsit olarak her f-injektif modiil injektif olsun. [5] te verilen asagida belirtilen

Bass’in teoremini kullanarak R nin Noether halka oldugunu gosterelim: "R nin

Noether halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul injektif modiillerin her ailesinin

direk toplaminin da injektif olmasidir". {M;};es injektif modiillerin bir ailesi

olsun. Teorem 5.2.6 geregince @M, f-injektif olur. Hipotezden €M, injektif olur.

iel il
Buradan Bass’in teoremi geregince R, bir Noether halka olur. a

5.3. Small PPQ-Injektif Modiiller

Bu boliimde S. Wongwai ve O. Sthityanak’in [16] ¢alismasi incelenmigtir. Burada
small PP-M-injektif ve small PPQ-injektif modiiller tanimlanmis ve bu modiiller
ile ilgili karakterizasyonlar caligilmistir. Ayrica SP-M-injektif ve relatif SP-injektif
modiil tanimlar1 yapilarak small PP-M-injektif bir modiiliin béliim modiiliiniin

small PP-M-injektif olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar verilmistir.
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Tanim 5.3.1 [16]. M bir sa§ R-modiil olsun. Eger M nin bir small ve principal
altmodiiliinden N ye her R-monomorfizmasi M den N ye bir R-homomorfizmasina
genigletilebiliyorsa N ye small pseudo principally M-injektif (kisaca, small
PP-M-injektif) modiil denir. Eger M modiilii small PP-M-injektif ise M ye small

pseudo principally quasi-injektif (kisaca, small PPQ-injektif) modiil denir.

Lemma 5.3.2 [16].

(1). Bir N modiilii small PP-M-injektif ise o zaman N, M nin her X altmodiilii icin
small PP-X -injektiftir.

(2). Bir small PP-M-injektif modiiliin her direk toplanani da small PP-M-injektiftir.
ispat. (1). X, M nin bir altmodiilii olsun. m € X olmak lizere mR < X igin
o : mR — N bir R-monomorfizmasi olsun. Agsagidaki diyagramda goriildiigii gibi
mR < M oldugundan i; : mR — X, ip : X — M icerim doniisiimleri olmak {izere

o = iz olacak sekilde & : M — N bir R-homomorfizmasi vardir.

mR —— X —— M
i i
O zaman «, Oi, ye genisler. Boylece istenen gosterilmis olur.
(2). N bir small PP-M-injektif modiil ve X, N nin bir direk toplanani oldugunu

kabul edelim. m € M olmak iizere mR < M i¢in o : mR — X bir R-monomorfizma

olsun. Asagidaki diyagrami géz oniine alalim:
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¢ : X — N dogal icerim doniislimii olsun. o doniigiimii bir monomorfizma
oldugundan i : mR — M bir icerim doniisiimii olmak iizere @ = Bi olacak
sekilde B : M — N bir R-homomorfizmasi vardir. Bu durumda 7 : N — X dogal
epimorfizma olmak iizere o, 73 ya genigler. Boylece X, small PP-M-injektif

modiil olur. O

F F

Ornek 5.3.3 [16]. F bir cisim olmak iizere R = 0 F

B

F

Mpr = Rg ve Ngp = olsun. O zaman,

(1) N, small PP-M-injektiftir.
(2) N, small PPQ-injektiftir.
ispat.

0 0 F
(1).0#x € Figcinm= [ 0 )(; ] olsun. mR = [ 0 0 ],Mnin sifirdan farkl

small ve principal altmodiiliidiir. ¢ : mR — N bir R-homomorfizmasi olsun.

0 1 0 1
€ mR oldugundan ¢ — | e olacak sekilde
00 00 0 0

()t

olur. Buradan x;; = 0 bulunur. Her a,b,c € F igin ¢ : M — N déniisiimii,

Y b b Y
0 ([ 4 ]) = ! @ ):)12 ] ile tamimlayalim. @ nin bir R-homomorfizma

€ F vardir. ¢ ([ 01
X11,X12 vardir.
00

0 ¢ 0
oldugu agiktir ve @, @ ye genisler. O halde N, small PP-M-injektiftir.
(2). N, bir small PP-M-injektif modiil oldugundan N < M icin Lemma 5.3.2.(1)
geregince N, small PP-N-injektif olur. Yani N, small PPQ-injektif modiildiir. O

Tanmm 5.3.4 [16]. Bir M modiiliiniin bir small ve principal altmodiiliinden N ye
olan her R-homomorfizmas1 M den N ye genisletilebiliyorsa N ye small principally
M-injektif (kisaca SP-M-injektif) modiil denir. ki M ve N sag R-modiilii icin M,
SP-N-injektif ve N, SP-M-injektif ise M ve N ye relatif SP-injektif modiiller denir.



44

Onerme 5.3.5 [16]. Eger M| & M, small PPQ-injektif modiil ise M| ve M,
modiilleri relatif SP-injektiftir.

ispat. M, & M, bir small PPQ-injektif modiil olsun. M; modiiliiniin

SP-M,-injektif oldugunu gosterelim. Bunun icin asagidaki diyagrami géz Oniine

alalim:
M, —— My &M,
4 .
¢
"B
aR - M,

1

a € My ve aR <« M, olmak iizere @ : aR — M; bir R-homomorfizma olsun.
Her x € aR i¢in @ : aR — M; & M, a(x) = (¢(x),x) ile tanimlansm. o bir
R-monomorfizmadir. Lemma 5.3.2 den M| & M,, small PP-M;-injektif olur. O
zaman i : aR — M, igerim doniistimii ile o = Bi olacak sekilde 8 : My — M| &M,
R-homomorfizmasi vardir. 7 : M & M, — M) dogal epimorfizma olsun. O zaman
¢ = noe = i olur. Boylece My, SP-M;-injektif olur. Benzer sekilde M, nin de
SP-Mi-injektif oldugu gosterilir. O

Teorem 5.3.6 [16]. M bir sag R-modiil olsun. M nin her small ve principal
altmodiilii projektif ise o zaman bir small PP-M-injektif modiiliin her boliim modiilii

small PP-M-injektif olur.

Ispat. N bir small PP-M-injektif modiil olsun. X, N nin bir altmodiilii ve a € M

icin aR < M olmak iizere ¢ : aR — N /X bir R-monomorfizma olsun.

N — - N/X
. b «
¢ : .
/ B
aR M

4
Yukaridaki diyagramda goriildiigii gibi ¢ = 1@ olacak sekilde 1 : N — N/X dogal

R-epimorfizmasi i¢in bir ¢ : aR — N R-homomorfizmasi vardir. x € Ker(Q) ise
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¢(x) = N®(x) = X olur. Buradan x = 0 dir. Bdylece @ bir monomorfizmadir.
N small PP-M-injektif oldugundan B : M — N R-homomorfizmasi vardir. Bu
durumda @, B ya genisler. O zaman nf3, @ nin M ye genislemesidir. Buradan

N/X, bir small PP-M-injektif modiil olur. O
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6. SONUC

Bu bolimde halkalar birimli ve modiiller birimsel sa§ modiiller olmak iizere
literatiirde karsilagtigimiz farkli injektif modiiller arasindaki gecisler calisilarak

yeni karakterizasyonlara fayda saglamak amaclanmustir.

6.1. Baz1 Karsilastirmalar

Lemma 6.1.1 R bir halka, A ve B iki R-modiil olsun.
B, A-injektif modiil = B, A-essential injektif modiildiir.

Lemma 6.1.1 in karsii A modiiliiniin bir uniform modiil olmasi durumunda

gecerlidir. Bu durum i¢in asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 6.1.2 A ve B herhangi iki modiil ve A uniform olsun.

O zaman B, A-injektif modiildiir < B, A-essential injektif modiildiir.

Lemma 6.1.3 R bir halka, M bir sag R-modiil ve I, R nin bir sag ideali olsun.
O zaman M, f-injektif modiil = M, I-injektif modiil = M, P-injektif modiildiir.

Lemma 6.1.4 Her injektif modiil f-injektiftir.

Lemma 6.1.4 {in karsit1, R halkasinin Noether olmasi durumunda gecerlidir.

Simdi asagidaki karakterizasyonlar verebiliriz.

Sonug 6.1.5 R bir halka, M bir sag R-modiil olsun.
M, injektif modiildiir < M, f-injektif modiil ve R, bir Noether halkadtr.

Sonug 6.1.6 R bir halka, M bir sag R-modiil olsun.
R, bir Noether halka ve M, I-injektif modiildiir < M, f-injektif modiildiir.
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Lemma 6.1.7 R birimli bir halka ve M, bir modiil olsun.

M, quasi-injektif modiil = M, pseudo-injektif modiildiir.

Lemma 6.1.8 M bir sag R-modiil olsun.
M, SP-M-injektif modiil = M, small PP-M-injektif modiildiir.
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