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OZET

GAMMA HALKALARININ
YAPISI VE DEGISMELILIGI

Okan ARSLAN

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Damigmant: Prof. Dr. Hatice KANDAMAR
2015, 79 sayfa

Bu tezin amaci, karakteristigi 2 den farkli olan tiirevli gamma halkalarda
degismelilik kogullarini arastirmaktir. Bunun i¢in gamma halkalarda y-Lie idealleri
tanimlanmis ve gamma halkalarda yeni bazi1 6zellikler elde edilmigtir.

Calisma temel olarak bes boliimden olusmaktadir. ilk boliimde, gamma halkalarin
ortaya cikist Ozetlenmis ve gamma halkalarla ilgili literatiirde yer alan bazi
calismalardan bahsedilmistir.

Ikinci boliimde, halkalar ve gamma halkalar ile ilgili bu galismanin temelini
olusturan bazi tanimlar ve 6zellikler verilmistir.

Uciincii boliimde, gamma halkalar igin bazi yeni kavramlar tamtilmistir ve bu
kavramlar yardimiyla gamma halkalarda yeni 6zellikler elde edilmistir.

Dordiincii boliimde, tiirevli gamma halkalarda y-Lie idealler iizerindeki dzellikler
yardimiyla gamma halkanin yapisi ile ilgili baz1 sonuglara yer verilmistir. Son
boliimde, gamma halkalar ile gamma halkaya bagh olarak tanimlanan halkalar
arasinda iligkiler kurulmus ve gamma halkalarda literatiirde var olan radikaller ile
gamma halkanin y-radikalleri arasindaki iligkiler aragtirilmigtir.

Anahtar Sozciikler: Gamma halka, Asal gamma halka, k-tiirev, Lie ideal,
Degismelilik
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ABSTRACT
COMMUTATIVITY AND STRUCTURE OF GAMMA RINGS
Okan ARSLAN

Ph.D. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Hatice KANDAMAR
2015, 79 pages

The objective of this thesis is to find commutativity conditions in prime gamma
rings with derivation of characteristic not 2. For this reason, a y-Lie ideal of a
gamma ring is introduced and some new properties have been obtained in gamma
rings.

The study consists of five sections basically. In the first chapter, the emergence of
the gamma ring is summarized and and some works which have been done in the
literature about the gamma rings have been mentioned.

In the second chapter, some definitions and properties have been given which are
the basis of this work.

In the third chapter, some new notions have been introduced and get new properties
in gamma rings with the help of these notions.

In the forth chapter, some results have been given about the structure of the
gamma rings by the help of the properties of y-Lie ideals in the gamma rings with
derivation. In the last chapter, the relations between the rings and the gamma rings
have been established and the relations between the radicals and the y-radicals of
gamma rings have been investigated.

Key Words: Gamma ring, Prime gamma ring, k-derivation, Lie ideal,
Commutativity
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SIMGELER DIZINi

Z Tamsayilar kiimesi

Cr(R) =C(R) R halkasinin merkezi

Cr(X) X kiimesinin merkezi

Cy(M)=C, M gamma halkasinin y-merkezi

Cy(X) X kiimesinin y-merkezi

Ker(f) f homomorfizmasinin ¢ekirdegi

char(R) R halkasinin karakteristigi

char(M) M gamma halkasinin karakteristigi

X X kiimesi ile iiretilen althalka

[a,b] =ab—ba

Ann;(B) B kiimesinin sol sifirlayani

(I,M)n Nobusawa anlaminda gamma halka

(I M)p Barnes anlaminda gamma halka

(T,M) N zay1f Nobusawa anlaminda gamma halka
[7, x| M nin sag ¢carpim endomorfizmasi

v, B] M nin sol ¢carpim endomorfizmasi

(a) a ile iiretilen ideal

(a)y a ile iiretilen y-ideal

[u,v]y = uyv—vyu

o, Bla — caf — Bac

Msm(Z) 7, tizerinde n x m tipinde matrislerin kiimesi
By(A) A nin y-asal radikali

By(M) M gamma halkasinin y-asal radikali

Sy(M) M gamma halkasinin y-nilpotent radikali
S(M) M gamma halkasinin giiclii nilpotent radikali
Ly(M) M gamma halkasinin y-Levitzki nil radikali
L(M) M gamma halkasinin Levitzki nil radikali
Ty(M) M gamma halkasinin y-Jacobson radikali

M gamma halkasinin Jacobson radikali






1. GIRIS

Uglii cebirsel yapr olarak gamma halkasi kavramu ilk olarak 1964 yilinda N.
Nobusawa tarafindan ortaya konmustur [17]. Bu kavram verilirken, A ve
B toplamsal degismeli iki grup, Hom(A,B) ve Hom(B,A) sirasiyla A dan
B grubuna ve B den A grubuna grup homomorfizmalarinin kiimesi olmak
tizere, Hom(A,B)xHom(B,A)xHom(A,B) kiimesinden Hom(A,B) toplamsal
grubu igine (f,7,g) — fo7vog (fonksiyonlarin bileske iglemi) ile tanimlanan
iclii carpim model olarak alinmigtir. Nobusawa, gamma halkasinin tanimini
verdigi calismasinda Wedderburn-Artin teoremini genellestirmigstir. 1964 yilindan
giiniimiize kadar gamma halkalarinin yapis1 hakkinda bir¢ok calisma yapilmigtir.
W. Barnes, I' ve M toplamsal iki grup olmak {izere Nobusawa’nin verdigi gamma
halka taniminda yer alan M X I'x M — M ve I' x M x I' — I" iiclii ¢arpimindan
ikincisini kaldirarak gamma halkasi tanimini genellestirmistir [2]. Barnes ayni
calismada, gamma halka homomorfizmasin1 tanimlayarak gamma halkalarda
homomorfizma teoremlerini ele almistir. Barnes ayrica gamma halkalarda asal
ideal ile m-sistem tanimlarin1 vermis ve bir A idealinin asal radikalinin, A y1
kapsayan tiim asal ideallerin kesisimi oldugunu ispatlamisti. W. E. Coppage ve
J. Luh, gamma halkalarda Jacobson radikal, Levitzki nil radikal, nil radikal ve
giiclii nilpotent radikal kavramlarini tanitmig ve W. Barnes’1n [2] deki calismasinda
verdigi asal radikal kavrami tizerinde ¢aligmiglardir. Bu calismada, halkalarda
radikallerin sahip oldugu ozelliklere benzer oOzellikler, gamma halkalardaki
radikaller i¢in elde edilmistir. Ayrica gamma halkalardaki radikaller arasindaki
iligkileri incelemigler ve gamma halkanin radikalleri ile bu gamma halkanin
operator halkasinin radikalleri arasindaki iligkileri arastirmiglardir [4]. S. Kyuno,
[10] daki ¢alismasinda, yari asal idealleri iizerinde calismis ve W. E. Coppage ve J.
Luh’un [4] teki calismalarinda gamma halkanin radikalleri ile bu gamma halkanin

operator halkasinin radikalleri arasinda kurdugu iligkinin duali olan ozellikler
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ispatlamigtir. T. S. Ravisankar ve U. S. Shukla [21] ile S. Kyuno [11] birbirinden
bagimsiz olarak gamma halkasi iizerinde modiil kavramini tanitmiglardir ve gamma
halkanin Jacobson radikalini, modiilleri kullanarak yeniden tanimlamis ve bu
tanimin, daha once [4] te sag (sol) yar1 regiiler elemanlar iizerinden yapilan
tanima denk oldugunu gostermiglerdir. S. Kyuno, gamma halkalarinin asal idealleri
izerine caligmistir [12]. S. Kyuno bu calismasinda, gamma halkanin asal idealleri
ile gamma halkanin operator halkalarinin asal idealleri arasinda birebir egleme var

oldugunu ispatlamigtir.

Gamma halkalarda tiirev tanimu ilk kez F. J. Jing tarafindan 1987 yilinda agagidaki

sekilde yapilmigtir:

M Barnes anlaminda bir I'-halka olsun. Bu durumda d(xyy) = d(x)yy + xyd(y)

ozelligini saglayan M den M ye d toplamsal doniisiimiine tiirev denir [8].

Ancak M bir zayif Nobusawa asal I'-halka olarak alinirsa yukarida tanimlanan
tiirev sifir olmaktadir. Barnes anlaminda her I'-halkanin Nobusawa anlaminda bir
I"-halka oldugu [13, 1.2.3] gdz Oniine alinarak bu ¢alismada H. Kandamar’in 2000

yilindaki ¢calismasinda tanimladig1 asagida verilen k-tiirev tercih edilmisgtir:

M bir I'-halka, d, M den M ye ve kK da I' dan I" ya toplamsal doniisiimler
olmak iizere d(xyy) = d(x)yy + xk(y)y + xyd(y) 6zelligini saglayan d doniisiimiine

k-tiirev denir [9].

H. Kandamar bu calismasinda, k-tiirevin sagladigi bazi ozellikleri vermistir ve
karakteristigi 2 den farkli olan asal bir gamma halka iizerinde sifirdan farkli bir
d k-tiirevi verildiginde herhangi bir 0 # y € I' igin k() # 0 ve d(M) C Cy ise M
I'-halkasinin degismeli oldugunu ispatlamistir.

Gamma halkalarda Lie idealler ile ilgili ilk calisma, A. C. Paul ve Md. S.

Uddin tarafindan 2010 yilinda yapilmustir [18]. Ancak, bu ¢alismada yapilan Lie

ideal tanim1 ve bu tanima bagli olarak elde edilen bazi1 6zelliklerin ispatlarinda
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hatalar saptanmigtir. Tiirevli asal gamma halkalarda degigsmelilik kosullarini
aragtirilirken veya gamma halkalarda A. C. Paul tarafindan verilen Lie idealler

tizerinde caligihirken, M I'-halkasinda her a,b,c € M ve her «, 8 € I i¢in,
aobfc = aBboc

kosulunun saglandig1 kabul edilmistir. Ancak, M Nobusawa anlaminda asal
I'-halka ise bu kosul altinda M I'-halkasi1 degismeli olur. Dolayisiyla gamma
halkas: iizerinde degismelilik kosullar1 aragtirilirken yukarida verilen kogul altinda
calisilmasi uygun olmayacaktir. Bu nedenlerle gamma halkalarda Lie idealinin

yeniden tanimlanmasi ihtiyact ortaya ¢ikmastir.

Bir matematiksel yapi iizerinde c¢alisirken bu yapinin sagladigi ozelliklerin
bilinmesi o yapi1 iizerinde yeni ¢aligmalar yapilmasini kolaylastirmaktadir. Bu
diisiinceden yola ¢ikarak, bu tezin olusturulma amaci, gamma halkalarin yapisi ile

ilgili yeni bilgiler elde edilmesi olarak belirlenmistir.

Bu calismanin 2. boliimiinde, daha sonraki boliimlerde kullanilacak tanim ve

teoremlere yer verilmigtir.

Gamma halkalarin y-birimli, y-degismeli, y-asal, y-basit olmast ve ?y-althalka,
Y-ideal, 7y-nilpotent ideal, y-Lie ideal gibi yeni kavramlarin tanimlandigi 3.
boliimde, y-Lie idealin sagladig1 ozellikler incelenmistir. Ayrica bu boliimde; U,
karakteristigi 2 den farkli olan bir M zayif Nobusawa 7y-asal I'-halkasinin sifirdan
farkli bir y-althalkas1 ve ayn1 zamanda bir y-Lie ideali ise U C Cy, dir veya U, M

I'-halkasinin sifirdan farkli bir y-idealini kapsadig1 ispatlanmugtur.

4. boliimde, halkalarda gecerli olan 6zelliklerin tamaminin gamma halkalarda
her zaman gecerli olmadig1, bir 6rnek verilerek gosterilmistir ve tiirevli gamma
halkalarda 7y-Lie idealler tizerindeki bazi 6zellikler yardimiyla gamma halkanin
yapisi ile ilgili sonuclar elde edilmistir. Bu baglamda, karakteristigi 2 den farkl

olan bir M zayif Nobusawa y-asal I'-halkasinda, U bir y-Lie ideal ve d, k(y) =0
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sartin1 saglayan sifirdan farkli bir k-tiirev olmak iizere d?(U) = 0ise U C Cy oldugu
gosterilmigtir. Ayrica bu boliimde; U, Cy tarafindan kapsanmayan bir y-Lie ideal
ise Cy(d(U)) = Cy oldugu ve d* # 0 iken d(U) tarafindan iiretilen y-althalkanin,

M nin sifirdan farkli bir y-idealini kapsadigi ispatlanmagtir.

5. boliimde, gamma halkalar ile gamma halkaya bagl olarak tanimlanan halkalar
arasinda bazi iligkiler kurulmugstur ve halkalarin bilinen 6zellikleri yardimiyla

gamma halkanin yapast ile ilgili agagidaki sonuclar elde edilmistir:

(i) M bir zayif Nobusawa I'-halka olmak {iizere sifirdan farkli herhangi bir y € I
i¢in (M, +,-y) halkas1 yari-asal halka ise M, I"-halkas1 yari-asal olur.

(i) M bir zayif Nobusawa I'-halka olmak iizere sifirdan farkli herhangi bir y € I
i¢in (M, +,-y) halkas1 yari-basit halka ise M, I'-halkas1 yari-basit olur.

Ayrica bu boliimde, 3. boliimde verilen tanimlar yardimiyla gamma halkanin yapisi

ile ilgili olarak agsagidaki 6zellikler elde edilmisgtir:

(i) M bir y-asal I'-halka ise bu durumda M I'-halkas1 asaldir.
(i) M bir y-basit I'-halka ise bu durumda M I'-halkasi basittir.

Diger taraftan, karakteristigi 2 den farkli olan bir M Nobusawa anlaminda y-asal
I'-halkasi iizerindeki bir d, k-tiirevi icin d> = 0 ise d = 0 veya k%> = 0 oldugu
gosterilmistir. Bu boliimde ayrica, gamma halkalarda literatiirde var olan radikaller
ile gamma halkanin bir elemanina bagli tanimlanan radikalleri arasindaki iligkiler

aragtirilmistir ve bu baglamda asagidaki sonuglar elde edilmistir:

(i) M T'-halkasinin asal radikali M nin 7y-asal radikali tarafindan kapsanir.

(i1)) M T'-halkasinin giiclii nilpotent radikali M nin y-nilpotent radikali tarafindan
kapsanur.

(iii)) M T'-halkasinin Levitzki-nil radikali M nin y-Levitzki-nil radikali tarafindan

kapsanir.
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(iv) M T*-halkasinin Jacobson radikali M nin 7y-Jacobson radikali tarafindan

kapsanur.






2. TEMEL BILGILER

Bu kisimda, halkalar ve gamma halkalarda bazi temel tanimlar ile diger kisimlarda

gerekli olacak bazi 6zellikler alindiklar1 kaynaklarla birlikte verilecektir.

2.1. Halkalar

Tanmm 2.1. R halkasinin bir § altkiimesi, R halkasindaki iglemlere gore halka

oluyorsa S kiimesine R halkasinin althalkas: denir.

Tamim 2.2. R bir halka olsun. C(R) = {x € R | xr =rx,Vr € R} kiimesine R

halkasinin merkezi denir.

Tanmmm 2.3. R ve S herhangi iki halka ve f : R — S bir toplamsal doniigiim
olsun. Her x,y € R igin f(xy) = f(x)f(y) ise o zaman f doniisiimiine
bir halka homomorfizmast denir. Ozel olarak, R = S ise f doniisiimiine R
halkasinin endomorfizmast denir. Kerf = {a € R| f(a) =0s} kiimesine de f

homomorfizmasinin ¢ekirdegi denir.

Tanmm 2.4. R halkasinin her a elemani icin na = 0 esitligini saglayan en kiiciik

pozitif n tamsayisina R halkasinin karakteristigi denir ve char R = n ile gosterilir.

Tanim 2.5. R halkasinin bir X altkiimesini igeren tiim alt halkalarinin kesisimine

X kiimesi ile iiretilen (dogurulan) althalka denir ve X ile gosterilir.

Tanim 2.6. R bir halka olsun. Her a,b € R icin aRb = 0 oldugunda a = 0 veya
b = 0 oluyorsa R halkasina asal halka, her a € R i¢in aRa = 0 oldugunda a = 0

oluyorsa R halkasina yari-asal halka denir.

Tamm 2.7. R bir halka ve a,b € R olsun. ab — ba ifadesine a ile b elemanlarinin

komiitatér ¢arpimu denir ve [a, b] ile gosterilir.
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Tanimm 2.8. R bir halka ve U, R halkasinin bir toplamsal altgrubu olsun. Eger
[U,R] C U ise U ya R halkasinin bir Lie ideali denir. Burada [U, R] kiimesi, u; € U
n

ve r; € R olmak iizere Z[u,-, ri] seklindeki sonlu toplamlardan olugur.
i=1

Tanim 2.9. R bir halka ve I, R halkasinin bir ideali olsun. Eger I" = {0} olacak

sekilde bir n pozitif tamsayisi varsa I idealine R halkasinin nilpotent ideali denir.

Tammm 2.10. M bir toplamsal degismeli grup ve R bir halka olmak iizere

R x M — M fonksiyonu her a,b € M ve r,s € R icin,

() r(a+b)=ra+rb

(i) (r+s)a=ra+sa

(iii) r(sa) = (rs)a

kosullarini sagliyorsa M grubuna sol R-modiil denir. Ayrica, R birimli halka olmak
tizere her a € M i¢in, 1ra = a kosulu da saglaniyorsa M sol R-modiiliine birimsel
sol R-modiil denir. Benzer sekilde sag R-modiil ve birimsel sag R-modiil tanimlar1

da yapilabilir.

Tamm 2.11. M toplamsal degismeli bir grup olsun. R ve S herhangi iki halka

olmak iizere,

(1) M bir sol R-modiil,

(i) M bir sag S-modiil,

(ili) Herm € M, r € R ve s € S i¢in r(ms) = (rm)s

kosullar1 saglaniyorsa M ye R-S-bimodiil denir.

Tamm 2.12. M bir R-modiil ve N kiimesi M modiiliiniin bos olmayan bir altkiimesi
olsun. N, M toplamsal degismeli grubunun bir alt grubu olmak iizere her » € R ve

n € N igin, rn € N oluyorsa N kiimesine M modiiliiniin bir altmodiilii denir.

Tammm 2.13. M bir sol R-modil ve B C M olmak iizere,

Ann;(B) = {r € R| rb =0, Vb € B} kiimesine B nin sol stfirlayan: denir.
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Tanim 2.14. M sol R-modiiliiniin sol sifirlayani sifir ise M modiiliine vefalt

(faithful) sol R-modiil denir.

Tanmm 2.15. R bir halka ve d : R — R toplamsal bir fonksiyon olsun. Eger her
a,b € R i¢in d(ab) = d(a)b+ ad(b) saglaniyorsa d fonksiyonuna R halkasinin bir

tiirevidir denir.

Lemma 2.16. R sifirdan farkl: nilpotent ideal icermeyen ve 2x = 0 iken x = 0
kosulunu saglayan bir halka olsun. U, R halkasinin sifirdan farkli bir althalkast ve
Lie ideali ise U C C(R) veya U, R halkasin sifirdan farkli bir idealini kapsar.

ispat: [5, Lemma 1.3] O

Teorem 2.17. R karakteristigi 2 den farkli olan bir asal halka olmak iizere R
halkasinin herhangi iki tiirevi dy ve dp olsun. Eger d| ody, R halkasinin bir tiirevi
ise di =0 veya dy =0 olur.

ispat: [19, Teorem 1] O

Teorem 2.18. R herhangi bir halka, d, R nin bir tiirevi ve d? # 0 olsun. Bu

durumda d(R), R nin stfirdan farkl bir idealini kapsar.
ispat: [6, Teorem 1] O

Teorem 2.19. R bir asal halka, d, R halkasinin sifirdan farkl bir tiirevi ve a € R

olmak iizere her x € R icin ad(x) = d(x)a esitligi gecerli olsun. Bu durumda;

(i) R halkasimin karakteristigi 2 den farkli ise a € C(R) dir.

(ii) R halkasimin karakteristigi 2 ise a*> € C(R) dir. Ustelik, a ¢ C(R) ise bu
durumda A, R halkasiun genisletilmis merkezindeki bir eleman olmak iizere d
tiirevi, d(x) = (Aa)x — x(Aa) ile tammli ig tiirev olur.

ispat: [7, Teorem] O

Teorem 2.20. R karakteristigi 2 den farkli olan bir asal halka olsun. d, R
halkasinin sifirdan farkli bir tiirevi ve U, R halkasinin bir Lie ideali olmak iizere

d*(U) =0ise U C C(R) dir.
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ispat: [3, Teorem 1] O

Teorem 2.21. R karakteristigi 2 den farkli olan bir asal halka olsun. d, R
halkasin sifirdan farkli bir tiirevi ve U, R halkasinin bir Lie ideali olmak tizere
U Z C(R) ise Cr(d(U)) = C(R) dir.

ispat: [3, Teorem 2] O

Teorem 2.22. R karakteristigi 2 den farkli olan bir asal halka olsun. d, R

halkasimn bir tiirevi, d*> # 0 ve U, R halkasimin merkezi tarafindan kapsanmayan

bir Lie ideal ise d(U), R halkasinin sifirdan farkl bir idealini kapsar.

ispat: [3, Teorem 3] O

Teorem 2.23. R karakteristigi 2 den farkli olan bir asal halka ve U, R halkasinin
merkezi tarafindan kapsanmayan bir Lie ideal olsun. Eger d ve dy, R halkasinin
dydy (U) = 0 kogulunu saglayan tiirevleri ise dy = 0 veya d, = 0 olur.

ispat: [3, Teorem 4] O

Teorem 2.24. R karakteristigi 2 ve 3 ten farklt olan bir asal halka ve U, R
halkasimn bir Lie ideali olsun. Eger d, R halkasinin sifirdan farkly bir tiirevi ve
her u € U igin [u,d(u)] € C(R) ise U C C(R) dir.

ispat: [1, Teorem 1] O

Teorem 2.25. R karakteristigi 2 olan bir asal halka ve d, R halkasimin sifirdan
Sfarkly bir tiirevi olsun. U, R halkasuun bir Lie ideali ve alt halkast olmak iizere her
u e U igin [u,d(u)] € C(R) ise U degismelidir.

ispat: [1, Teorem 4] O

2.2. Gamma Halkalar

Bir gruptan bagka bir gruba tanimli homomorfizmalarin olusturdugu kiime
toplamaya gore kapali olup toplamsal bir grup olusturur.  Fakat bu grup

fonksiyonlardaki bilegke islemine gore kapali degildir. A ve B toplamsal degismeli
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gruplar olmak lizere A dan B ye tanimli tiim otomorfizmalarin kiimesi M, B den A
ya taniml1 tiim otomorfizmalarin kiimesi I" olsun. Buna gore f,g € M ve @, € T
icin fag € M ve aff €I saglanacagindan M xI'xM - M ileI'xM xI' =T
iclii iglemleri tanimlanabilir. Bu diigiinceden hareketle Nobusawa 1964 yilinda
halkalarin bir genellestirilmesi olan gamma halkanin tanimim asagidaki sekilde

vermigtir [17].
Tanim 2.26. M ve I toplamsal degismeli gruplar olsun. Eger,

MxXI'xM—M ve I'xMxI' =T
(a,a,b) — aab (a,a,B) — oap

fonksiyonlar1 her a,b,c € M ve a, 8 € T igin,

(i) (a+b)oc=aac+bac
alaa+PB)c=aocc+aPc
ac (b+c) =aab+aoc

(ii) (aab)Bc=a(abB)c=ac(bBc)
(iii) y € I' olmak iizere her a,b € M icinayb =0ise y=0

kosullarini sagliyorsa M ye Nobusawa I'-halka denir ve (I', M), ile gosterilir.

Barnes 1966 yilinda, Nobusawa’nin yaptig1 tanimdaki ikinci fonksiyonu kaldirarak

Nobusawa I'-halka tantmin1 agagidaki sekilde zayiflatmistir [2].

Tanmm 2.27. M ve I toplamsal degismeli gruplar olsun. Eger,

MxI'xM—M
(a,0,b) — aab

fonksiyonu her a,b,c € M ve a, B € I i¢in,

(i) (a+b)oc=aoc+bac
a(oe+B)c=aac+aPc
aa (b+c)=aab+aac

(ii) (aob)Pc=ao (bBc)
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kosullarim saglarsa M ye Barnes I'-halka denir ve (I', M), ile gosterilir.

Tanim 2.28. M bir Barnes I'-halka olmak iizere her a,b,c € M ve a,3 €T i¢in
(aab) Be = a(abB) ¢ kosulu saglaniyorsa M ye zayif Nobusawa T'-halka denir ve
(' M), ile gosterilir.

Onerme 2.29. (i) [13, 1.2.1] M bir Nobusawa T-halka ise T, zayif Nobusawa
M-halkadir.

(ii) [13, 1.2.2] M bir zayif Nobusawa I'-halka ise A= {y € " | MyM = 0} olmak
iizere M, Nobusawa I / A-halkadir.

(iii) [13, 1.2.3] M bir Barnes I'-halka olsun. Bu durumda M Nobusawa I"'-halka

olacak bigimde T" grubuna bagl bir I toplamsal degismeli grubu vardur.

Tamim 2.30. M bir I'-halka, x € M ve y € " olsun. [y,x] : M — M fonksiyonu
her m € M i¢in m[y,x] = myx olarak tammlanirsa [y,x], M T-halkasmmn bir

endomorfizmasi olur.

(i R = {Z[%,xi] |velx;eM } kiimesi M toplamsal degismeli grubunun
sag garplmlendomorﬁzmalar halkasinin bir alt halkasidir. Bu alt halkaya M
I'-halkasinin sag operator halkast denir.

(i) L = {Z[yj,ﬁj] |yjeM,B; e F} kiimesi M toplamsal degismeli grubunun
sol carpim Jendomorﬁzmalar halkasinin bir alt halkasidir. Bu alt halkaya M

I'-halkasinin sol operator halkast denir.
Ozellik 2.31. [13, 1.4.2] M bir T-halka olsun.

(i) M T-halkastmin  sag operator halkast iizerindeki carpma islemi,

Y [v,x] 5> [Uj,y;] € R olmak iizere,
j

Y [x) Y [,y = Y [ xisy;)

1

i i i,J
olarak tamimlidir. Benzer sekilde sol operator halkasindaki ¢arpma islemi de,

Z [xi, %] Z ) )] = Z X%y, j]

i J i,j
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seklinde tanimlidir.

(ii) x,y € M ve y,u €T igin,
[V, x]+ vy =[x +y] s eyl + [, 7] =[x+,

[y.x] 4+ [u,x] = [y+w.x] 5 ey 4 [ ] = [x, 7+ p]

esitlikleri gecerlidir.

(iii) M vefali L-R-bimodiildiir.

(iv) N C M ve A CT altkiimeleri icin [A,N| kiimesi, y; € T ve x; € M olmak iizere
[%i,xi] elemanlarimin sonlu toplamlarindan olusur. Benzer sekilde [N, A| kiimesi
de tamimlamir. Buna gore sag operator halka R = [I',M] ve sol operator halka da

L = [M,Y] olarak gésterilebilir.

Tanim 2.32. M bir I'-halka olsun. Toplamsal M grubunun bir / altgrubu
verildiginde her a € I, y € T ve m € M igin aym € I (mya €I) oluyorsa [
kiimesine M, I'-halkasinin sag(sol) ideali denir. I, M nin hem sag hem de sol
ideali ise / ya M I'-halkasinin ideali denir ve I < M ile gosterilir. M I'-halkasinin
bir § altkiimesi verildiginde S kiimesini i¢ceren M I'-halkasinin tiim ideallerinin

kesisimine S tarafindan iiretilen ideal denir ve (S) ile gosterilir.

Onerme 2.33. [2]M bir I'-halka olsun. a € M ile iiretilen ideal,

(a) = { Z na+xoa+ aPy+uyadv | x,y,u,v e M,a,p,y,6 GF,neZ}

sonlu

kiimesine egittir.

Tanim 2.34. M bir I'-halka ve 0 # y € I' olsun. Bu durumda,
Cy={xeM |xym=myx,Vm € M} kiimesine M T'-halkasimn y-merkezi denir.
Ayrica, Cr = {x € M | xym = myx,Vm € M,Vy € T'} kiimesine de M I'-halkasinin
merkezi denir. Benzer sekilde herhangi bir a € M i¢in C, kiimesi ile Cr kiimesi de

tanimlanabilir.



14

Tamm 2.35. M bir I'-halka ve P, M I"-halkasinin bir ideali olsun. M I'-halkasinin
herhangi iki A ve B ideali i¢cin AT'B C P olmast A C P veya B C P olmasini

gerektiriyorsa P idealine asal ideal denir.
Tamim 2.36. Bir M I'-halkasinin sifir ideali asal ideal ise M ye asal I'-halka denir.

Tanmm 2.37. M bir I'-halka olsun. Eger MI'M # 0 ve M I'-halkasinin sifir ve

kendisinden bagka ideali yoksa M ye basit I'-halka denir.

Tamim 2.38. M bir [-halka, a,b € M ve y € I olsun. ayb — bya ifadesine komiitator
¢arpumi denir ve [a,b], ile gosterili. Benzer sekilde a, € I' ve a € M igin

oafl — Bao ifadesine de komiitatér ¢arpum denir ve [o, ], ile gosterilir.

Tanmm 2.39. [9] M bir I'-halka, d : M — M ve k : I" — I toplamsal fonksiyonlar
olsun. Eger her a,b € M ve B € I' i¢in d(afb) = d(a)Bb+ ak(B)b+ aBd(b)

oluyorsa d fonksiyonuna M I'-halkasinin k-tiirevi denir.

Lemma 2.40. [9, Lemma 3] M bir I'-halka ve d, M T-halkas: iizerinde bir
k-tiirev olsun. Bu durumda, her a,b,c € M ve o, 3,y € I i¢cin asagidaki esitlikler

gecerlidir:

(i) [a,bla = —[b,ala, [B,Y]la=—[V:Bla

(ii) la+b,cly = la,cly+[b.cly  [a+B,Ya= [, Vla+[B,Ya
(iii) [aoth,c]y = aalb,cly+ala,y|.b+ |a,clyob

(iv) [aB, yiy = aalB, 1)y + ala,b],B + [, B

(v) [la,bly,cly+[[b;cly,aly+[c,aly, by =0

(vi) [[et, Bla: Vla + (B Ve &la + [V, &a, Bla = 0

(vii) d([a,bly) = [d(a),bly+ [a,bley + [a,d(B)]y

(vii) K([1,B1a) = (K1), Bla + 7, Blatey + [1.K(B)a

Tamm 2.41. M bir I'-halka olsun ve a € M ile y € T" sabit elemanlar1 verilsin.

Ly :M — M ve I, : T — I" doniistimleri sirasiyla her m € M igin I,y (m) = [a,m]y
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ve Iy, (B) = [7, Bla olarak tanimlansin. /,, dSniisiimiine ¥ ve a elemanlar tarafindan

belirlenmis Iy,-i¢ tiirev denir.

Tanim 2.42. [2] M bir I'-halka ve S, M I'-halkasinin bir alt kiimesi olsun. Eger
S=0veyaa,b € Sicin (a)I'(b) NS # 0 ise S kiimesine bir m-sistem denir.

Ozellik 2.43. M bir T-halka ve P, M T-halkasinin M ye esit olmayan bir ideali
olsun. Bu durumda P idealinin asal ideal olmast icin gerek ve yeter kosul P nin

tiimleyeninin bir m-sistem olmasidtr.

Tanim 2.44. [2] M bir I'-halka olsun. M I'-halkasinin asal radikali,
{m € M | m € S olacak sekilde her S y-m-sistemi O elemanni igerir}

kiimesi olarak tanimlanir ve B(M) ile gosterilir.

Teorem 2.45. [13, Teorem 3.1.7] M bir I'-halka olsun. M T'-halkasimin asal
radikali B(M), M T'-halkaswun biitiin asal ideallerinin kesisimidir.

Tanim 2.46. [4] M bir I'-halka ve S, M I'-halkasinin bir alt kiimesi olsun.

(i) Sonlu herhangi F C S ve A C I alt kiimeleri i¢in (FA)"F = 0 olacak sekilde
bir n pozitif tam sayis1 varsa S kiimesine yerel nilpotent altkiime denir.
(i) M TI'-halkasmin biitiin yerel nilpotent ideallerinin toplamina M I'-halkasinin

Levitzki nil radikali denir ve L(M) ile gosterilir.
Tanim 2.47. [4] M bir I"-halka ve a € M olsun.
(i) Herhangi bir y € I" ve her x € M icin,
xya+ Zxéixi - in’aéixi =0

olacak sekilde x; € M ve &; € T varsa x elemanina sag yart regiiler eleman denir.
M T-halkasinin bir § alt kiimesinin her elemani sag yari regiiler ise S kiimesine sag

yart regiiler altkiime denir.
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(i1) M I'-halkasinin Jacobson radikali,
{a € M | (a) sag yar1 regiiler ideal }

kiimesi olarak tanimlanir ve 7 (M) ile gosterilir.

Tanim 2.48. [4] M bir I'-halka ve a € M olsun.

(i) Her bir o € T i¢in (act)"a = {0} olacak sekilde bir n pozitif tamsayisi varsa
a elemanina M I'-halkasinin bir nilpotent elemani denir. M I'-halkasinin bir /
idealinin her eleman nilpotent ise / idealine nil ideal denir.

(ii)) M TI'-halkasinin biitiin nil ideallerinin toplamima M I'-halkasinin nil radikali

denir ve NV (M) ile gosterilir.

Tamim 2.49. [4] M bir I'-halka ve a € M olsun. (al')"a = {0} olacak sekilde bir
n pozitif tamsayis1 varsa a ya M I'-halkasinin bir giiclii nilpotent elemani denir. M
I'-halkasinin bir / idealinin her eleman giiclii nilpotent ise [ idealine giiclii nil ideal

denir.

Tanim 2.50. [4] M bir I'-halka ve I, M T'-halkasinin bir ideali olsun.

(i) Eger (IT")"I = {0} olacak sekilde bir n pozitif tamsayisi varsa I idealine M
I'-halkasinin bir giiclii nilpotent ideali denir.
(i) M TI'-halkasinin biitlin gii¢lii nilpotent ideallerinin toplamina M I'-halkasinin

gii¢lii nilpotent radikali denir ve S(M) ile gosterilir.
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3. GAMMA HALKALARININ y-LIE IDEALLERI

Bu boliimde, M bir I'-halka ve 0 # y € I" olmak iizere M nin y-degismeli, y-birimli,
Y-asal, y-basit olmasi ile M nin y-althalkasi, y-ideali, y-Lie ideali gibi kavramlar

ilk kez tamimlanacak ve y-Lie idealler ile ilgili baz1 6zellikler incelenecektir.

3.1. Tammlar ve Baz1 Ozellikler
Tammm 3.1. M bir I'-halka ve 0 # y € I olsun. Eger C, = M ise M I'-halkasina

Y-degismelidir denir.

Tanima gore, bir M I'-halkasinin degismeli olmasi icin gerek ve yeter kosul her

Y € I'igin M I'-halkasinin y-degismeli olmasidir.

" a b 0 e
Ornek3.2.M:{<b . 0)|a,b€Z},F: y x | |xyz,tE€Z } ve
z t
1 0
y=1{ 0 1 olsun. Buna gore M bir I"-halkadir ve C, = M oldugundan M
00
I'-halkas1 y-degismelidir.

Tanim 3.3. M bir I"-halka ve 0 # y € I" olsun. Her x € M i¢in xYe = e’yx = x olacak
sekilde bir e € M varsa M I'-halkasina y-birimlidir denir.

Ornek 34. M — {( ‘Cl Z ‘C’ ) ya,b,c,dez}, I = Msa(Z) ve
Lo 1 01

Y= 0 1 | olsun. Buna gore M bir I"-halkadir. Eger e = eM
0 0 010

. Z Z ) € M igin mye = eym = m esitligi saglanir. O halde

M T'-halkas1 y-birimlidir.

alinirsa her m = <

Tanim 3.5. M bir I'-halka, 0 # y € I ve A, M I'-halkasinin toplamsal bir altgrubu

olsun.
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(1) Her a,b € A igin ayb € A ise A ya M I'-halkasinin bir y-althalkas: denir.
(ii) Her a € A ve m € M i¢in aym € A (mya € A) ise A ya M T'-halkasinin bir
sag(sol) y-ideali denir. A, M nin hem sag hem de sol 7y-ideali ise A ya M

I'-halkasinin y-ideali denir.

M bir I'-halka ve A, M T'-halkasinin bir toplamsal altgrubu olsun. Tanima gore, A
nin M I'-halkasinin bir ideali olmast i¢in gerek ve yeter kosul her y € I" i¢in A nin

Y-ideal olmasidir.

Ornek 3.6. M = My,3(Z) ve T = M3y, (Z) olmak iizere M, I'-halkasin

01 0 x O
diigiinelim. y= | 0 0 | €T olmak iizere A= |x,y €Z
10 0y O

kiimesi M T'-halkasinin hem bir 7y-althalkasi hem de bir y-idealidir. Ancak A, M
I'-halkasinin bir ideali degildir.

Tamm 3.7. M bir [-halka, a € M ve 0 = y € I" olsun. M I'-halkasinin a elemanini
iceren biitiin y-ideallerinin kesisimine a elemani tarafindan iiretilen ideal denir ve

(a)y ile gosterilir.

Onerme 3.8. M bir T-halka, a € M ve 0 = vy € I" olsun. Bu durumda,
k
(a)y = < na+mya+ayx+ Zu,-)/ayv,- | m,x,uj,vie M,n € Z,k € N
i=1
dir.
Tamim 3.9. M bir [-halka, 0 £ y € I" ve U C M verilsin. Eger U, M I'-halkasinin
toplamsal bir altgrubu ve [U,M], C U oluyorsa U kiimesine M I'-halkasinin bir

Y-Lie ideali denir.

Ornek 3.10. M = {<Z’ z ‘C’>|a,b,c,dezz}, I = Msoa(Z,) ve
10 a b a

y=1 0 1 | olsun. U = {( b a b > |a,b e Zg} kiimesi M T'-halkasinin
00

bir y-Lie idealidir ve y-althalkasidir. Ancak, U bir y-ideal degildir.
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Tanim 3.11. M bir I'-halka ve 0 # y € T olsun.

(i) Herhangi bir a € M igin a”" := (ay)" a = 0 olacak sekilde pozitif bir n tamsayisi
varsa a elemanina M I'-halkasinin y-nilpotent eleman: denir.

(ii) S, M T'-halkasinin bir y-ideali olmak iizere S nin her eleman1 y-nilpotent ise S
Y-idealine Y-nil ideal denir.

(iii) I, M T-halkasinin bir y-ideali olmak iizere I" := (Iy)"I = 0 olacak sekilde

pozitif bir n tamsayisi varsa I y-idealine M I'-halkasinin y-nilpotent ideali denir.

Tanima gore, I nin M I'-halkasinin bir giiclii nil ideali olmasi icin gerek ve yeter

kosul her y € I" icin / min y-nil ideal olmasidir.

Omek 312. M = Mys(Z) ve T = Msa(Z) ve
0 £k 0 10

Iz{( ) ]k,a,b,cGZ}gM olsun. y=| 0 0 € I' olmak
a b c 0 0

iizere I = 0 olur. O halde 7, M T"-halkasinin bir y-nilpotent ideali olur.

Tanim 3.13. M bir I'-halka ve P, M I'-halkasinin bir y-ideali olsun. M I'-halkasinin
A ve B 7y-idealleri i¢in AyB C P iken A C P veya B C P kosulu saglaniyorsa P
Y-idealine Y-asal ideal denir.
Ornek 3.14. M = { ( .
0
1

Z>|a,b,c,dez}, I = Ms0(Z) ve

1
Y= 0 olsun. P = {< a b a > ]a,b,c,de3Z} kiimesi M

0 0 c d c
I'-halkasinin bir 7y-idealidir. Ayrica, M I'-halkasindan alinan herhangi iki A
ile B elemanlari i¢in AYMyB € P ve A ¢ P oldugunda B € P olmak zorundadir.
Dolayisiyla P, M I'-halkasinin bir y-asal ideali olur.

Tamm 3.15. M bir I-halka, y € I' ve MyM # 0 olsun. M I-halkasmnmn (0), ile

kendisinden baska y-ideali yoksa M I'-halkasina y-basit I'-halka denir.
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Ornek 3.16. M = {<j Z, 8>|a,b,c,d€Q}, ' = M3.0(Q) ve

’y:

O = =

0
1 | olsun. Bu durumda, M bir y-basit I'-halka olur.
1

Onerme 3.17. M bir U-halka ve P, M T-halkasinin bir Y-ideali olsun. Bu durumda

asagidakiler denktir:

(i) P, yv-asal idealdir.

(ii) a,b € M olmak iizere ayMyb C P iken a € P veya b € P dir.

(iii) a,b € M olmak iizere (a),y(b),, C P iken a € P veya b € P dir.

(iv) I ve J, M I'-halkasimin sag vy-idealleri olmak iizere IvJ C P iken I C P veya
J C Pdir

(v) UveV, M I'-halkasinin sol y-idealleri olmak iizere UyV C P iken U C P veya
V C P dir.

Ispat:

(i) = (ii) P y-asal ideal ve a,b € M olmak iizere ayMyb C P olsun. Buna
gore, ayMyMyb C ayMyb C P olur. Burada P nin M I-halkasinin bir
y-ideali olmasi kullanilirsa (My(ayMyMyb))yM C P elde edilit. MyayM ile
MybyM kiimeleri M I-halkasinin 7-idealleri ve P 7-asal ideal oldugundan
(My(ayMyMyb))yM = (MyayM)y(MybyM) C P ifadesi MyayM C P veya
MybyM C P olmasin gerektirir. MyayM C P oldugunu kabul edelim. a ile iiretilen
Y-ideal A olsun. Buna gore AYA, M I'-halkasinin y-ideali olur. P y-asal ideal ve
(AyA)y(AYA) C AYAYA C MyayM C P oldugundan A C P elde edilir. Boylece
a € P olur. Eger MybyM C P oldugunu kabul edilirse benzer sekilde b € P elde
edilir.

(i) = (iii) a,b € M olmak izere (a),y(b), € P olsun. ~ Bu durumda
ayMyb C (a),y(b), C P oldufundan a € P veya b € P elde edilir.

(iti) = (i) M T-halkasinin A ve B y-idealleri i¢in AyB C P iken A ¢ P olsun.

O zaman x € A ve x ¢ P olacak sekilde en az bir x € M vardir. y € B alalim.
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(x),7(v), € AyB C P oldugundan (iii) geregi y € P olur. O halde B C P elde edilir.
Dolayisiyla P, y-asal ideal olur.

(if) = (iv) I ve J, M T'-halkasinin sag y-idealleri olmak iizere I/ C P ve I € P
olsun. Bu durumda x € I ve x ¢ P olacak sekilde en az bir x € M vardir. Herhangi
biry € J i¢in (xyM) vy C I'vJ C P oldugundan (ii) geregi y € P olur. O halde J C P
dir.

(iv) = (i) M I'-halkasinmn A ve B y-idealleri i¢cin AyB C P olsun. Bu durumda (iv)
geregi A C P veya B C P elde edilir. O halde P bir y-asal idealdir.

Benzer sekilde (ii) = (v) = (i) oldugu kanitlanabilir. O

Tanim 3.18. M bir I'-halka olsun. Her m,n € M i¢cin myMyn = 0 iken m = 0 veya
n = 01ise M I'-halkasina y-asaldir denir.

Ornek 3.19. M = {( ‘C’ Z ‘Cz > |a,b,c,d€Z}, I = Mso(Z) ve
1 0

y=1 0 1 olsun. Buna gore A,B € M igin AYMYB = 0 ve A # 0 ise
00

B = 0 olmak zorundadir. O halde M, y-asal I"-halkadhr.

3.2. Gamma Halkalarda y-Lie Idealler

Lemma 3.20. M karakteristigi 2 den farklt olan bir zayif Nobusawa vy-asal
I'-halka, U, M T'-halkasinn sifirdan farkli bir y-althalkast ve ayni zamanda 7y-Lie
ideali ise U C Cy dir veya U, M T'-halkasimun sifirdan farkl bir y-idealini kapsar.

Ispat: U, y-althalkasi y-degismeli olmasm. O zaman [u,v]y = 0 olacak sekilde
u,v € U vardir. U, y-Lie ideal oldugundan herhangi bir m € M igin [u,vym|, € U

dur.

[, vym],, = vy[u,m], +[u,v], ym

esitlii ve U nun 7y-althalka oldugu kullanilirsa her m € M igin v}/[mm]y eU

oldugundan [u,v],yM C U oldugu gorillir. ~ Boylece her a,b € M i¢in
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[[u,v]y}/a,b] , € U olur.

[[u,v]y}/a,b} = [u,v], yayb—bylu,v],ya €U
ifadesinde [u,v], yayb € U oldugu kullanilirsa her a,b € M i¢in by|u,v],ya € U
elde edilir. Bu ise My[u,v], yM C U olmasim gerektirir. Burada My|[u,v], yM
kiimesi M I'-halkasinin sifirdan farkli bir y-idealidir. Eger My[u,v],yM =0
olsayds; M, y-asal I'-halka oldugundan [u,v], = 0 elde edilirdi. Oysa bu [u,v], # 0
olmastyla celigir. O halde U, y-degismeli degilse, M I'-halkasinin sifirdan farkli
Mylu,v|yYM y-idealini kapsar.

Simdi U nun y-degismeli oldugunu kabul edelim. Bu durumda U C Cy oldugunu
gosterecegiz. U, y-Lie ideal oldugundan u € U ve x € M igin [u,x]y €U olur. U,

y-degismeli oldugundan [u, [u, x| y} = 0 dir. Son ifadede y € M olmak iizere x
Y

yerine xyy yazilirsa,
O = ) )
[l
= [wxrluly + s, w]
= e vyl oy [ o], | 4 e, | gy lad v,
= 2, vy,

bulunur. M I'-halkasinin karakteristi8i 2 den farkli oldugundan son esitlik her
x,y € M igin [u,x], Y[u,y], = 0 olmasini gerektirir. Bu esitlikte m € M olmak iizere

y yerine myx yazilirsa,
0 = [u,x]yy[u,m}/x]y
= [w,x]y ¥ [w,m]y yx+ [u, x], ymy[u, x|,
= [u,x], ymy[u,x],
gerektirmeleri saglanir. O halde her x € M i¢in [u,x], yMy[u,x], = 0 olur. Burada

M, T" halkasinin y-asal oldugu kullanilirsa her u € U igin [u,x], = 0 elde edilir. Bu

ise U C Cy olmasim gerektirir. O
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Sonug 3.21. M karakteristigi 2 den farkli olan bir zayif Nobusawa y-asal I'-halka

olsun. Eger bir a elemani, her x € M icin [a,x}y ile y-degismeli ise a € Cy dir.

Lemma 3.22. M karakteristigi 2 den farklt olan bir zayif Nobusawa vy-asal
[-halka, U, M T-halkasiun y-Lie ideali olmak iizere U € Cy ise [K,M]y c U ve
[K,M],, & Cy olacak sekilde M T-halkasiun bir K y-ideali vardr.

Ispat: Ik olarak [U,U ]y # 0 oldugunu gdsterelim. [U,U], = 0 oldugunu kabul
edelim. Bu durumda, her a € U ve m € M igin [a, [a, m] Y} = 0 dir. Burada Sonug
3.21 kullanilirsa a € Cy olur. Bu ise U C Cy olmasim gerektirir. Oysa bu hipotezle
celisir. O halde [U,U], # 0 olmak zorundadir. K = My[U,U], yM almrsa K, M
nin bir y-ideali olur ve [U,U], # 0 oldugundan K # 0 dur.

TU) = {xGM! [x,M], C U} olsun. Bu tamma gore, U C T (U) ve T (U)
kiimesi M I'-halkasinin hem y-althalkasi hem de y-Lie idealidir. [U,U], # 0
oldugundan [u,v], # 0 olacak sekilde u,v € U vardir. U, M I'-halkasinin y-Lie

ideali oldugundan her m € M igin [u, vym]y € U olur.
[, vym],, = [u,v], ym+vy[u,m],

ifadesinde 7' (U), 7-althalka oldugundan vy([u,m|, € T (U) oldugu kullanilirsa

[u,v], YM C T (U) elde edilir. Buradan her m,n € M igin [[u,v]ﬂ/m,n} eT(U)
Y

olur. Boylece,

[[u,v]},}/m,n} = [u,v], yY[m,n],+ [[u,v}y,n} y}/m

esitliginde [u,v], y[m,n], € T (U) oldugundan [[u,v]y,n} ym € T (U) bulunur. Bu
Y

Y
ifadeyi acarsak her m,n € M i¢in,

[[u,v]y,n} y}/m = [u,v], ynym —ny[u,v], ym

esitligi elde edilir. Burada [u,v],ynym € T (U) oldugu kullanilirsa
My[U,U],yM =K C T (U) bulunur. O halde [K,M], C U olur.
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Simdi [K,M], € Cy oldugunu gosterelim. [K,M], C Cy oldugunu kabul edelim. O
zaman {K, [K,M] Y] = 0 olur. Buradan her x € K ve her m € M i¢in [x, [x,m] Y] . 0
oldugu agiktir. Oyleyse Sonug 3.21 geregi x € Cy bulunur. Boylece K C C, elde
edilir. Herhangi bir x € M alalim. K, M I'-halkasinin bir y-ideali oldugundan
her m,n € M ve k € K i¢in nykym € K dir. Burada K C C, oldugu kullanilirsa

[x,nykym], = O bulunur. Son ifade agilirsa her m,n € M ve k € K igin,
0 = [x,nykym], = [x,nyk], ym+nyky[x,m],

olur. Burada [x,nyk],ym =0 ve k € K C Cy oldugundan her m € M icin
KyMyx,m],, = 0 oldugu gbriilir. M, y-asal I-halka oldugundan her m € M igin

[x,m],, = 0 elde edilir. Bu ise her x € M i¢in x € C;, olmasin gerektirir. Boylece

14
M = C, oldugu goriiliir. Ancak bu U ¢ Cy ile celisir. O halde [K ,M]y ¢ Cy olmak

zorundadir. O

Lemma 3.23. M karakteristigi 2 den farkly olan bir zayif Nobusawa Y-asal
I-halka, U, M T-halkasiun bir y-Lie ideali ve U ¢ Cy ise Cy(U) = Cy dur.
Ispat: Oncelikle C, (U) = {x € M | xyu = wyx,Vu € U} kiimesinin M I'-halkasinin

bir y-althalkasi oldugunu gésterelim. x,y € Cy (U) ve her u € U igin,

(x—y)yu Xyu—yyu =uyx —uyy =uy(x—y),

(xyy)yu = xy(yyu) = xy(uyy) = (xyu) yy = (uyx) yy = wy (xyy)

esitlikleri saglandigindan x — y ile xyy elemanlar1 C, (U) kiimesindedir. O halde
Cy (U), M T-halkasinin bir y-althalkasidir.

Simdi Cy (U) nun M I'-halkasinin bir y-Lie ideali oldugunu gosterelim. x € Cy (U),

m € M ve her u € U igin,

[xvm]yyu = [x’}/uvm]y_x’}/[uam}y:[uyxvm]y_XY[u7m]y
= [%m]y’yx"i'u’)/[xam]'y_[uvm]yyx

= u'}/[xam]y
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esitlikleri saglandigindan [x,m], € Cy (U) olur. O halde Cy (U) , M I'-halkasinin bir

Y-Lie idealidir.

Simdi U 7y-Lie idealini merkezleyen elemanlarin kiimesinin M I"-halkasinin sifirdan
farkl1 bir y-idealini kapsamadigini gosterelim. M I'-halkasinin K C Cy (U) olacak
sekilde sifirdan farkli bir K y-idealinin var oldugunu kabul edelim. Bu durumda
her u € U ve k € K igin [u,k], = 0 dir. Bu ifadede m € M olmak iizere k yerine
kym yazilirsa ky[u,m], = 0 bulunur. Burada a € M olmak iizere k yerine kya
yazilirsa kyay[u,m|, = 0 olur. Son ifade herm € M ve u € U i¢in KyMYy[u,m], =0
olmasini gerektirir. M, I'-halkasinin y-asal ve K # 0 oldugu kullanilirsa U C C,
elde edilir. Bu ise hipotezle celisir. Dolayisiyla Cy(U), M I'-halkasmin sifirdan
farkli bir y-idealini kapsamaz. Burada Lemma 3.20 kullanilirsa C, (U) C Cy elde
edilir. Boylece Cy (U) = Cy olur. O

Lemma 3.24. M bir zayif Nobusawa y-asal I'-halka, x € M olmak iizere a € Cy ve
ayx € Cyise a=0veya x € Cydir.

Ispat: a # 0 olsun. ayx € Cy oldugundan her m € M igin layx,m],, = 0 dir. Bu
ifade,

0 = layx,m], = ay[x,m], +[a,m], yx

esitliginde kullanilirsa ay[x,m], = 0 elde edilir. Burada n € M olmak iizere m

Y

yerine myn yazilirsa,
0 = ay[x,myn], =aymy[x,n],+ay[x,m|, yn
= a’}/m}/[)@n]y—i_ [a}/x,m]y}/n - [a,m]yyxyn

olur. Burada 0 # a € Cy ve ayx € Cy, oldugu kullanilirsa son esitlikten her n € M
icin ayMy|[x,n], = 0 oldugu goriilir. Bu ise M, y-asal I-halka oldugundan her

n € M igin [x,n], = 0 olmasini gerektirir. O halde x € Cy elde edilir. O

Lemma 3.25. M karakteristigi 2 den farklt olan bir zayif Nobusawa vy-asal
I-halka, U, M T'-halkasinn bir y-Lie ideali ise Cy ([U, U]Y) =Cy(U) olur.
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Ispat: [U,U ], € Cy olsun. [U,U], kiimesi ¥ [u;,v;],, tipindeki sonlu toplamlardan

olustugundan M I'-halkasinin bir toplamsal altgrubudur. Ayrica,

[v,01,.M| g[[M,U]y,ULnL[[U,M]Y,U} c [u,u],

Y Y

oldugundan [U,U],, M TI-halkasinin bir y-Lie ideali olur. Boylece
U,U], ¢ Cy oldugundan Lemma 3.23 geregi Cy <[U,U]y) = Cy olur. O halde
c, ([U, U]y) = C, (U) elde edilir.
[U,U], € Cy olsun. u € U ve x € M olmak iizere a = [u, [u,x]y] diyelim.
Y
[U,U], C Cy oldugundan a € Cy dur. Boylece,
ayu= [”7 [u7x]y] Yu= [u7 [M,X}Y’)/u] = |:Z/t, [M,X}/M]Y]
Y Y Y

ve [U,U ]y C Cyoldugundan ayu € Cy bulunur. Buna goére Lemma 3.24 geregia =0
veya u € Cy dir. Burada a = 0 ise Sonug 3.21 den u € C; oldugu gozoniine alinirsa

U C Cy bulunur. Buise Cy ([U ,UJ Y) =M = C,(U) olmasin gerektirir. O

Lemma 3.26. M, karakteristigi 2 den farkli olan bir zayif Nobusawa 7y-asal
I'-halka, U, M T'-halkasuun bir y-Lie ideali, U ,@ CyveayUyb=0ise a= 0 veya
b=0dwr

Ispat: Lemma 3.22 den [K,M], C U ve [K,M], ¢ Cy olacak sekilde bir
M T-halkasimin bir K 7y-ideali vardi. u € U, k € K ve m € M ic¢in
[kyayu,m], € [K,M], C U oldugundan ay [kyayu,m], yb = 0 olur. Boylece,

0 = aylkyayu,m],yb = aykyay[u,m),yb+aykya,m], yuyb
esitliginde aykyay[u,m], yb = 0 oldugundan her u € U, k € K ve m € M igin,
avkyaymyuyb — aymykyayuyb =0

bulunur. Bu esitlikte ikinci terim hipotezden sifir oldugundan sonug olarak

ayKyayMyUyb = 0 oldugu goriilir. M, 7y-asal I'-halka oldugundan son ifade
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ayKya = 0 veya Uyb = 0 olmasi gerektirir. ayKya = 0 olsun. Bu durumda
ayKyMya = 0 olur. Buradan M I'-halkasinin y-asal oldugu kullanilir ve K # (0)
oldugu g6z oniine alinirsa a = 0 bulunur. Eger Uyb =0ise heru e U ve m € M

icin [u,m], yb = 0 olur. Buradan,
0 = [u,m], yb = [uyb,m],, —uy[b,m],

esitliginde Uyb = 0 oldugu kullanilirsa UyMyb = 0O bulunur. Boylece M, y-asal
I"-halka ve U # 0 oldugundan b = 0 olur. O

Lemma 3.27. M bir zayif Nobusawa 7y-asal I'-halka, a € M stfirdan farkli bir

eleman olmak iizere her x € M i¢in ay(u,x],, = 0 ise u € Cy olur.

Y

ispat: Her m,x € M igin,

(aym) ¥l a1, = ay (mylu,x], ) = aylumysl, - aylum], ye =0

oldugundan ayMy u,x], = 0 dir. Buna gére M y-asal I'-halka ve a # 0 oldugundan

u € Cy elde edilir. O
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4, ’l:I"JREVLi GAMMA HALKALARDA BAZI
DEGISMELILIK KOSULLARI

Gamma halkalarda gamma tiirev tanimu ilk olarak F. J. Jing tarafindan her a,b € M
ve ¢ € I igin;

d(aab) =d(a) ab+aad (b)
kosulunu saglayan d : M — M toplamsal fonksiyonu olarak verilmistir ve tiirevli
gamma halkalarla ilgili bir ¢ok 6zellik ispatlanmistir [8]. Ancak, M asal bir zayif
Nobusawa gamma halka ise bu sekilde tanimlanan 4 tiirevi sifira egittir. Ciinkii, her

x,m,y € M ve her v, € I i¢in,
d(x(ympB)y) =d ((xym)By)

= d(x)(ymB)y+x(ymP)d(y) =d (xym) By -+ (xym) Bd (y)
d

(x) ymBy +xymBd (y) = d (x) ymBy +xyd (m) By +xymBd (y)

= xyd(m)By=0

=

oldugundan MT'd (M)I'M = 0 olur. Buna gore M asal I'-halka oldugundan d = 0

bulunur.

Onerme 2.29 geregi her Barnes anlaminda I'-halka uygun bir I" toplamsal
degismeli grubu icin Nobusawa anlaminda I”-halkadir. Bu nedenle, gamma
halkalarda yukarida verilen tiirev tanimi kullanarak calismak yerine bu boliimde

Kandamar’in [9] da tanimladig: k-tiirev kullanilmugtir.

Lemma 4.1. M bir zayif Nobusawa y-asal I-halka, d, M T-halkasinin bir k-tiirevi
ve k(y) = 0 olsun. Eger d> =0 ise d =0 dur.
Ispat: x,y € M olmak iizere d*> = 0 oldugundan d> (xyy) = 0 dir. Boylece, M

I"-halkasinin karakteristigi 2 den farkli ve d> = 0 oldugundan her x,y € M igin,

0=d*(xyy) = d*(x)yy+2d(x)yd(y)+xyd*(y)
= d(x)yd(y)
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elde edilir. Son esitlikte m € M olmak iizere y yerine myx yazilirsa,

0=d(x)yd(myx) = d(x)yd(m)yx+d(x)ymyd (x)

= d(x)ymyd (x)

olur. M, y-asal I'-halka oldugundan son ifadeden her x € M i¢in d (x) = 0 bulunur.

Bu ise d = 0 demektir. O

Asagida, Lemma 4.1 de k() = 0 kosulunun hipotezden kaldirilamayacagina iligkin

bir 6rnek yer almaktadir.

Ornek 4.2. M = {<Z ? i)]a,b,c,reZ}, I' = M30(Z) ve

0 O

y=1( 0 -1 € I" olsun. Buna gore M bir [-halka olur. A = (al by a1>’
1 0 G noc

B= <LCZ2 ];2 ZZ> € M olmak iizere AyMyB = 0 ve A # 0 olsun. Bu durumda
2 2 ¢

A matrisinin girdilerinden en az bir tanesi sifirdan farklidir. Simdi bu durumlar

inceleyelim.

010
0 00
1 01
0 0O

a) # 0 veya c¢; # 0 olsun. Bu durumda C = ( ) € M alimirsa AYMyB =0

oldugundan ¢, = r, = 0 bulunur. Eger D = ( ) € M alinirsa benzer sekilde

ar = b, =0 olur.

0 00
010

oldugundan ¢; = r, = 0 bulunur. Eger L = <(1) 8 (1)

by # 0 veya r| # 0 olsun. Bu durumda K = < > € M alinirsa AYMyB =0

> € M alinirsa benzer sekilde

ar = by =0 olur.
O halde AyMyB = 0 ve A # 0 ise B = 0 olmak zorundadir.

Bu durumda M  bir y-asal I-halkadir ve charM # 2  dir
d:M— M, d(“b“>:<_b0_b> ve k:T = T,
c r c —r 0 —r
u v 0 0
kl z t |={| u+m v+n fonksiyonlarini tanimlayalim.
m n 0 0



i n QA S A &)

A= (al by a1> ve B= <a2 by a2> € M olsun. Buna gére,

d(A+B)

_ g ar+ay bi+by ai+a
ci+cy ri+rp ci+co

- —bi—by, 0 —b;—by
o —rn—-rn 0 —r—-m

—b; 0 —b n —by 0 —by
—r 0 —nN —r 0 —r

- (o )@
cr . c 2 N

= d(A)+d(B)

d<<a1 b a1)+<a2 by az))
cp C2 I

)

az

))
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esitlikleri saglanir. O halde d, M iizerinde bir toplamsal fonksiyondur. Ayrica,

up v uy v
G=|zn t|,H=| 2 tn | €I olmakizere,
mp n my no
up+uy v+ 0
k(G+H) = k| z1+z2 t+n | =|w+u+m+m
mi+my ni+ny 0
0 0 0 0
= up+mp vi+n |+ \ut+my vy+ny
0 0 0 0
U v U v
= k|lz t|+k|z2 n|=k(G)+k(H)
mp n my no

saglandigindan k, I" izerinde bir toplamsal fonksiyondur.

Diger taraftan,

a by a wev

AG — (1 1 1> .
g r cl

m n

ciu+riz+cim cv+nrit+cin

<a1u+b1z+a1m a1v+b1t+a1n> _ (

X1
X3

0

Vi+v2+n;+ny

X2
X4

)

0
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olmak iizere,

d (AGB)

a((Fr 22\ (@ by a
X3 X4 Cc) I ¢
_ 4 xiay +xyc0 x1by+x3r  x1a2 +x303
x3az +x4¢2  x3by +x4r2 X302+ X402

_ —x1by —xor, 0 —x1by —x21p
—)C3b2—)€4r2 0 —X3b2—X4r2

olur. Ayrica,

u v

(b 0 —b
dA)G = (—I’l 0 ) z t
m n

olmak iizere,

Y3 Y4 C I
_ (ylaz +y2c0 yiby+y2ar2 yiaz+y2c2
Y3a2 +yacy y3bo+yara  y3ax +yac

dir. Benzer sekilde,

ay by a 0 0 il W )
Ak (G) = u+m v+n| =
¢ n oA -

olmak {izere,

Ak(G)B — (_yl —)’2> <a2 b2 a2>
—Y3 —)4 C N
_ <—)’1a2 =262 —yiby—y:r2 —yia —yzcz)
—y3a2 —yac2 —y3by —ysra  —yzax —ysca

olur. Ayrica,

AG:(al by al)
cr roc
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olmak iizere,

AGd(B) — X1 X —by, 0 —by
X3 X4 —rn 0 —n

_ —x1by —xory 0 —x1by —x21p

T \=xsby—xury 0 —x3by —xam

olur. Buna gore,
d(AGB) =d (A) GB+Ak(G)B+AGd (B)

esitligi saglandigindan d bir k-tiirev olur ve

0 0 00 00
ko —1]]=(1 o0 0
1 0 00 0 0

dir. Burada d # 0 olmasina kargin her ( Ccl [Z Ccl > € M igin,

o((zre)) -

dir.

Lemma 4.3. M bir zayif Nobusawa y-asal I'-halka, d, M T'-halkasimn sifirdan
farkly bir k-tiirevi ve k(y) = 0 ise Cy (d (M)) = Cy dir:

Ispat: a € Cy(d (M)) olsun ve a ¢ Cy oldugunu kabul edelim. Her x,y € M icin a
elemant d(M) kiimesinin her eleman ile y-degismeli oldufundan [a,d (xyy)], =0

dir. Buna gore,
0 = [aﬂd(xyy)]y:[avd(x)yy+x7d(Y)]y
= d(x)y[a,y],+a,d )], vy +xy[a,d(y)],+[a,x], vd (y)

esitlikleri gegerlidir. O halde her x,y € M igin,

d(x)vla,yl, +[a,x],yd (y) =0
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olur. Bu esitlikte x yerine d(x) yazilirsa d* (x) y/[a, ¥l = 0 bulunur. Burada m € M
olmak iizere y yerine myy yazilirsa M y-asal I'-halka oldugundan d> = 0 veya her
y € Migin [a,y], = 0 olur. Eger d?> = 0ise Lemma 4.1 den d = 0 bulunur. Oysa bu
d # 0 olmast ile gelisir. O halde a € Cy dir. Dolayisiyla Cy (d (M)) = Cy elde edilir.

a

Lemma 4.4. M karakteristigi 2 den farkli olan bir zayif Nobusawa y-asal I'-halka,
d, M T'-halkasiun sifirdan farkl bir k-tiirevi, U, M T'-halkasinin bir y-Lie ideali,
k(y)=0ved(U)=0iseU C Cydur.

Ispat: u € U ve x € M olsun. Bu durumda d (1) = d ([u,x]y) = 0 dir. Buradan her

X € M icin,

0=d ([u,x],) = [d (u) ], + 0. d (x)], = [i,d ()],

oldugu goriilir. Bu ise u € Cy(d (M)) olmasim gerektirir. Burada Lemma 4.3

kullanilirsa U C Cj elde edilir. O

Lemma 4.5. M karakteristigi 2 den farkli olan bir zayif Nobusawa y-asal I'-halka,
d, M T'-halkasinin sifirdan farkl bir k-tiirevi, U, M T'-halkasinin bir y-Lie ideali,
k(y)=0ved(U) CCyise U C Cyolur.

Ispat: U ¢ Cy oldugunu varsayalim. O zaman Lemma 3.25 ten V = [U,U I, £Cy
olur. Ancak d (U) C Cy oldugundan her u,v € U igin,

d ([u,v]y) = [d (u) V], + [u.d ()], =0

olur. Dolayisiyla d (V) = 0 dir. Buradan Lemma 4.4 geregi V C C, olur. Oysa bu
celigkidir. O halde U C Cy olmak zorundadur. O

Lemma 4.6. M karakteristigi 2 den farkli olan bir zayif Nobusawa y-asal I'-halka,
d, M T-halkasimin bir k-tiirevi, U, M T-halkasinin bir y-Lie ideali, k(y) =0 ve
U Cyolsun. t € M igintyd (U) =0 (veyad (U)yt =0) ise t = 0 olur.
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Ispat: u € U ve x € M olsun. Bu durumda [u,x], yu = [u,xyu], € U olur. Buna

gore t € M olmak tizere tyd ([u,x]yw) = 0 dir. Buradan her x € M ve u € U igin,

0 = tyd <[u,x]yyu> =tyd ([u,x]},> yu+ty[u,x], yd (u)

= 1Y[ux],vd (u)

bulunur. Son esitlikte v € U ve y € M olmak iizere x yerine d (v) yy yazilirsa,

0 = ty[u,d(v)yl,vd(u)
= tyd (v) y[u,y], vd (u) +1y[u,d (v)], yyyd (u)
= tylu,d(v)],vyvd (u)

olur. Béylece her v,u € U igin ty[u,d (v)], yMyd (u) = O olur. M, y-asal I'-halka
oldugundan son ifade her v,u € U igin ty[u,d (v)],, = 0 veya d(u) = 0 olmasint
gerektirir. K={ucU |ty[u,d(v)|=0,YveU}ve L={ucU |d(u) =0} kiimeleri
U toplamsal grubunun iki altgrubudur. Diger taraftan U = K UL oldugu ag¢iktir. Bu
durumda U = L veya U = K olmak zorundadir. U = L oldugunu kabul edelim. Bu
durumda d(U) = 0 olur. Ancak bu, U ¢ Cy oldugu goz Sniine alindiginda Lemma
4.4 ten d(U) # 0 olmasi ile celisir. O halde U = K olur. Yani her v,u € U igin
ty[u,d (v)], = 0 dir. Bu takdirde,

0 =tyuyd (v) —tyd (v) yu = tyuyd (v)
olur. Bu ise Lemma 3.26 dan t = 0 olmasin1 gerektirir. O

Teorem 4.7. M karakteristigi 2 den farkli olan bir zayif Nobusawa y-asal I'-halka,
d, M T-halkasin sifirdan farkli bir k-tiirevi, U, M I'-halkasinin bir y-Lie ideali ve
k(y) =0 olsun. Eger d*>(U) =0 ise U C Cy dur:

Ispat: U ¢ Cy oldugunu varsayalim. O zaman Lemma 3.25 ten V = [U,U J, £ Cy
olur. Lemma 3.22 kullanilirsa [K,M], C U ve [K,M], ¢ Cy olacak sekilde M
[-halkasinin bir K y-idealinin var oldugu gériiliir. ¥’ € [K,M] yCUNKveueV
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olsun. U, M I'-halkasinin y-Lie ideali oldugundan,
w=d(u)ed ([U,U]y> Cld(U),U],+[U.dU)],CU

olur. Buna gore, d (w) = d (d (u)) = d* (u) € d* (U) = 0 bulunur.

y € M olsun. kK'yw € K oldugundan [k'yw,y], € [K,M], C U dur. Boylece,

0

d ([Kyw.y],) = (Kylwal,+ K5, pw)

= @ (K)yIwoly+d (k) v (bl ) +d (K) v (Bl ) + K7 (w.ol, )
+d® ([K.5],) w+d ([K5],) vd () +d ([K5],) v () + [K,5], 70 ()

= 24 (K)yd (Iwl,)

esitliklerinin saglandig1 goriilir. M I'-halkasinin karakteristigi 2 den farkli
oldugundan her k' € [K,M],,y € M,w € d (V) icind (k') vd ([w,y]y> = 0 bulunur.
Boylece d ([K M| y> vd ([d (V) ’M]Y) = 0 olur. Buradan [K,M],, M T-halkasinin
J-Lie ideali ve [K,M],, ¢ Cy oldugundan Lemma 4.6 dan d ([d V), M] V) — 0 elde
edilir. Dolayistyla her u € V ve x € M igin d ([d (u),x] 7) = 0 dir. Boylece,

0 = d([d(u),x]y): [d? (u) ]+ [d (w) . d (x)],
= [d(u),d(x)],

esitlikleri saglandigindan d (V) C Cy(d (M)) bulunur. Burada Lemma 4.3 ve
Lemma 4.5 kullanilirsa V' C Cy elde edilir. Bu ise V ¢ Cy olusu ile geligir. O

halde U C C, olmak zorundadir. O

Sonuc¢ 4.8. M karakteristigi 2 den farklr olan bir zayif Nobusawa y-asal I'-halka,
d, M T-halkaswun bir k-tiirevi, U, M T-halkasimin bir y-ideali ve k() = 0 olsun.
Egerd*(U)=0ised =0dur

Ispat: Eger U ¢ Cy ise Teorem 4.7 den d = 0 olur. U C Cy olsun. Buna gore
her u,v € U igin d*(uyv) = 0 dir. M nin karakteristigi 2 den farkl1 oldugundan son
ifadeden d(U)yd(U) = 0 elde edilir. U bir y-ideal ve U C Cy oldugundan her u € U
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ve x,m € M igin [xyu,m]y = 0 dir. O halde [x,m],YU = 0 bulunur. M y-asal I'-halka
oldugundan M C C, oldugu gériilir. Bu durumda d(U)yd(U) = 0 ifadesinden
d(U) = 0 sonucuna ulasilir. Buna gore her u € U ve m € M i¢in d(uym) = 0 olup

M T'-halkasinin y-asal olmasi kullanilirsa d = 0 elde edilir. a

Sonucg 4.9. M karakteristigi 2 den farkli olan bir zayif Nobusawa v-asal I'-halka,
U, M T-halkasimn bir y-Lie ideali ve U ¢ Cy olsun. Bu durumda herhangi bir

a € M igin [a,[a,U]y} =0ise [a,U],=0dr

Y
Ispat: I,y : M — M, I,y (m) = la,m], ve Iy, : T = T, I, (B) = [v. B],, doniisiimleri
tamimlansin. Bu durumda I,y, M T-halkasinin Iy,-tiirevidir ve Iy, (y) = 0 olur.
Hipotezden 137, (U) =0 dir. U ¢ C, oldugundan Teorem 4.7 den I,, = 0 olmak

zorundadir. O halde [a,U], = 0 elde edilir. O

Teorem 4.10. M karakteristigi 2 den farkli olan bir zayif Nobusawa 7y-asal
I'-halka, d, M T'-halkasinin sifirdan farkli bir k-tiirevi, U, M T'-halkasinin bir y-Lie
ideali ve k() = 0 olsun. Eger U ¢ Cyise Cy(d (U)) = Cy dur:

Ispat: a € Cy(d(U)) olsun ve a ¢ Cy oldugunu varsayalm. U ¢ Cy oldugundan
Lemma 3.25 ten V = [U, U], £ Cy elde edilir. Ustelik U, M T-halkasmin y-Lie

ideali oldugundan,
d(V)=d ([U,U]y) Cd(U),U],+[U,d(U)],CU

dur. Boylece her u € V icin d?(u) = d(d(u)) € d(d(V)) C d(U) bulunur.
a€Cy(d(U)) oldugundan ayd*(u) = d*(u)ya di.  Ayrica u € V igin
d(u) €d (V) Cd(U) oldugu kullanilirsa ayd (u) = d (u) ya bulunur. Bu esitlikte

her iki tarafin d altindaki goriintiisii alinirsa her u € V ig¢in,

d(ayd(u)) =d(d(u)ya) = d(a)yd(u)+ayd” (u)=d*(u)ya+d(u)yd(a)
= d(a)yd(u)=d(u)yd(a)

gerektirmeleri saglamir. O halde d (a) € Cy(d (V)) bulunur.
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a € CydU)), wu € V ve V bir yLie ideal oldugundan
[d(a),ul,=d ([a,u]},> €d(V) dir Buradan [d(a),V], € d(V) olur
d(a) € Cy(d(V)) oldugu kullanilirsa [d (), ]d (a) ,v}y} ,
Sonug 4.9 dan [d (a),V], = 0 dir, yani d (a) € Cy(V) elde edilir. Burada V ZCy

Y
= 0 bulunur. Boylece

oldugundan Lemma 3.23 geregi d (a) € Cy (V) = Cy elde edilir.

a € Cy(d(U)) oldugundan aya € Cy(d (U)) dur. Yukarida a eleman igin yapilan
islemler burada aya icin tekrarlanirsa d(aya) € Cy oldugu goriiliir.  Ayrica
d(a) € Cy oldugundan d(aya) = 2d(a)ya € Cy dir. 2d(a)ya € Cy, d(a) € Cy
ve a ¢ Cy oldugu kullanilirsa Lemma 3.24 ten d(a) = O elde edilir. Boylece
her a € Cy(d (U)) — Cy igin d (a) = 0 dir. Eger bir b € Cy(d (U)) i¢in d (b) # 0
ise elde edilen sonuca gore b € Cy olmak zorundadir. Ustelik bu durumda
acCy(d(U))—Cy iken d(a) = 0 oldugu kullanilirsa d(a+b) = d(b) # 0
bulunur. Buna gore a+b € Cy elde edilir. Buise a+b € Cyve b € Cyikena € Cy
olmasini gerektirir. Oysa bu bir celiskidir. Boylece Cy(d (U)) € Cy olarak kabul
edildiginde her a € Cy (d (U)) igin d (a) = 0 olmak zorundadir.

W ={xe M |d(x) =0} kiimesi tanimlansin. Bu tamima gore Cy (d (U)) C W dur.
Ustelik a € Cy (d (U)) ve u € U ise,

d ([a,ul,) = [d(a) ], +[a,d ()], =0
olur. Bu durumda [a,U], C W elde edilir.

Lemma 3.22 geregi [K,M], C U ve [K,M], £ Cy olacak sekilde M I'-halkasinin
sifirdan farkli bir K y-ideali vardir. k" € [K,M], C UNK ise k'ya € K olur.
Buradan u € U igin [k'ya,u], € U bulunur. Boylece a € Cy(d(U)) oldugundan
[a,d ([k’}/a,u]},ﬂ = 0 dir. Buradan her &' € [K,M], ve u € U igin,
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0 = [a,d( 'ya,u] )Lz[ad(ky[au] + [k, ]ya)}
- W( )|+ o (€] va) |
g

ul

Y

= |a,d(K)yla,u] +k’}/d(au )} ( )Ya+[k ]yyd(a)}

ot fod ()] e

Y

- d(k’)y[[ 0]+ [ad ()] e
— d(k’)y[a,[a,u]y]y

esitlikleri saglandigindan d <[K’M]Y> }/[a,[a,U]yL = 0 elde edilir. [K,M],,
M T-halkasinin y-Lie ideali ve [K,M], ¢ Cy oldugundan Lemma 4.6 dan
[a, [a,U]y]Y = 0 bulunur. Burada U ¢ C, olduundan Sonug¢ 4.9 kullanilirsa
[a,U],, = 0 bulunur. Boylece Lemma 3.23 ten a € Cy olur. Ancak bu a ¢ Cy
olusu ile gelisir. Dolayisiyla a € Cy(d (U)) iken a € Cy olmak zorundadir. O halde

Cy(d(U)) = Cy elde edilir. 0

d, M T-halkasinin sifirdan farkli bir k-tiirevi, U, M nin bir y-Lie ideali, U g Cy
ve k(y) = 0 olsun. Burada M, y-asal gamma halka iken d> # 0 ise d(U)

v-althalkasinin M I'-halkasimin sifirdan farkl bir y-idealini kapsadigini gosterelim.

Lemma 4.11. M bir zayif Nobusawa 7y-asal I'-halka olsun. d, M T'-halkasinin bir
k-tiirevi ve k() = 0 olmak iizere d* # 0 ise d (M), M T-halkasiun sifirdan farkl:

bir y-idealini kapsar.

ispat: d°(M) # 0 oldugundan d (y) # 0 olacak sekilde en az biry € d (M) C d (M)
vardir. Her x € M icin d (xyy), d (x) 7y € d (M) oldugundan Myd (y) C d (M) olur.
Benzer sekilde d (y) yM C d (M) dir. Her a,b € M igin,

d(ayd (y)yb) = d (a) vd (y) yb+ ayd* (y) yb+ayd (y) yd (b)

ifadesinden ayd? (y) yb € d (M) bulunur. Dolayistyla Myd? (y)yM C d (M) olur.
Ayrica Myd (y) € d (M) ve d (y)yM C d (M) ifadelerinden Myd> (y) C d (M) ve
d? (y)yM C d (M) elde edilir. Boylece d” (y) # 0 eleman tarafinda iiretilen y-ideal

d (M) tarafindan kapsanir. O
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Lemma 4.12. M, karakteristigi 2 den farklt bir zayif Nobusawa y-asal T'-halka,
d, M T-halkasimn sifirdan farkl bir k-tiirevi, U, M T'-halkasinin bir y-Lie ideali,
U SZ Cy ve k() = 0 olsun. A, M T-halkasimn sifirdan farkl bir sol y-ideali, B,
M T-halkasimin sifirdan farkli bir sag y-ideali, d> #0, V = [U,U], olmak iizere
ACd(V)ve BCd(V) ise d(U), M T-halkasimin sifirdan farkli bir y-idealini

kapsar.

fspat: d (V) C U oldugundan d(d(V)) Cd(U) dur. ac€ ACd(V) vex €M
olsun. d(V) yi kapsayan en kiiciik y-althalka d(V) oldugundan A C d(V) dir. O
zaman d (xya) € d (A) Cd(d (V)) Cd (U) olur. Buradan d (x) ya+xyd (a) € d (U)
yazabiliriz. d(x)ya € A C d(V) C d(U) oldugundan her x € M ve a € A

icin xyd (a) € d(U) olur. Boylece Myd(A) C d(U) bulunur. Benzer sekilde
d(B)yM C d(U) saglanir. a € A ve u € V igin,

d([a,u]y) = [d(a),ul,+[a.d ()],
= d(a)yu—uyd(a)+ayd(u)—d(u)ya

dir. Burada V bir y-Lie ideal oldugundan d ([a,u]y> €ed(V)CdU) v

d(U)
du)yacAcd(V ) d(U). ayd (u) € Ayd (V) Cd(V) Cd(U). u ()6 d(U)

oldugundan d (A) yV C d (U) elde edilir. Benzer sekilde Vyd (B) C d (U) saglanir.

I =MYyAYV yByYM olsun. Bu takdirde /, M I'-halkasinin bir ideali olup Lemma 3.26
geregi I # 0 dir. Ustelik,

d(1)

d (MyAyVyBYM)

N

d (MyA) yVyBYM + MyAvyd (V) yByM + MyAYV yd (ByM )

C d(A)yWyB+Ayd(V)yB+AyWyd(B) Cd(U)

oldugundan d (1) C d (U) bulunur.

Lemma 4.11 geregi d(I), M I'-halkasinin sifirdan farkli bir y-idealini kapsar.
Dolayisiyla d (U), M T'-halkasinin sifirdan farkli bir y-idealini kapsar. O
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Lemma 4.13. M, karakteristigi 2 den farklt bir zayif Nobusawa 7y-asal T'-halka,
d, M T'-halkasmin sifirdan farkli bir k-tiirevi, U, M T'-halkasinin bir 7y-Lie ideali,
U ¢ Cyvek(y) =0 olsun. I, M T-halkasin sifirdan farkly bir y-ideali olmak iizere
eger m M T-halkasimin sifirdan farkli bir sag y-idealini (veya bir sol y-idealini)

kapsamiyorsa ve [c,1],, C d (U) ise ¢ € Cy olur.
Ispat: 1 € d (U) ve i € I olsun. Hipotez geregi [c,tyi], €d(U) dir.

[e,tyil, =tyle,i], +[c,1], vi

ifadesinde 1y[c,i], € d(U) oldufundan [c,d(U)], vyl C d(U) bulunur. 1,
M T-halkasinin bir y-ideali oldugundan [c,d (U )]y}/I, M TI-halkasinin sag
Y-idealidir. m M T-halkasinin sifirdan farkli sag y-idealini kapsamadigindan
[c,d (U)], I =0 dir. Buna gore /, M I'-halkasinin sifirdan farkh bir y-ideali ve M,

Y-asal I'-halka oldugundan,
[c,d(U)],vI=0 = [c,d(U)],yMyl=0
= [c,d(U)]Y =0

gerektirmeleri saglanir. Buna gore ¢ € Cy(d (U)) olur. Burada Teorem 4.10

kullanilirsa ¢ € Cy elde edilir. O

Lemma 4.14. M, karakteristigi 2 den farkli bir zayif Nobusawa 7y-asal I'-halka,
d, M T-halkasimin sifirdan farkli bir k-tiirevi, U, M T'-halkasimin bir y-Lie
ideali, U ¢ Cy ve k(y) = 0 olsun. V = [U,U], ve W = [V,V], olmak iizere
d>(U)yd*(U) =0ise d® (W) =0dur:

Ispat: U ¢ Cy oldugundan Lemma 3.25 ten V ve W y-Lie idealleri Cy tarafindan
kapsanmaz. Ayricad (W) CV ved*(W)Cd(V)CUolur. ucU,vEV veweWw

olmak iizere herhangi bir ¢ € U icin hipotez geregi,

@ (u) yd® ([d (v),a* (W) 7] ) = 0 (M

dir. (1) esitligini agarsak,

d® (u)yd (v) y (d* (w) yt +2d° (W) yd (1)) =0 )
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elde edilir. (2) esitliginde t € d (V) C U alirsak d° (w)yd (t) = 0 olacagindan
boyle bir t elemam igin d?(u)yd (v)yd*(w)yt = 0 olur. Dolayisiyla
d*(u)yd (v)yd*(w)yd (V) = 0 olup Lemma 4.6 dan d?(u)yd (v)yd*(w) =0
elde edilir. Bu durumda (2) esitligi kullanilarak her ¢ € U igin
2d? (u) yd (v) yd®> (w)yd (t) = O bulunur. M T-halkasimin karakteristigi 2 den
farkli oldugundan @ (u)yd (v)yd® (w)yd (U) = 0 olur. Burada Lemma 4.6
kullamilirsa her u € U, v € V ve w € W igin d? (u) yd (v) yd* (w) = 0 elde edilir.
Benzer sekilde d” ([d (v),d*(w) 7] 7) yd* (u) = 0 olmasindan yararlanarak her
ucU,veV veweW igind® (w)yd (v) yd? (u) = 0 bulunur.

w,t € W ve v € V olmak iizere hipotez geregi d” (d (t))yd? ([v,d(w)]y> =0 dir.
Buradan her w,t € W ve v € V igin d (t) yvyd? (w) = 0 olur. Buna gore her w,t € W
icin @3 (t) yVyd® (w) = 0 dir. Burada Lemma 3.26 kullamlirsa d* (W) = 0 elde

edilir. O

Lemma 4.15. M, karakteristigi 2 den farkli bir zayif Nobusawa 7y-asal I'-halka,
d, M T'-halkasinin sifirdan farkl bir k-tiirevi, U, M T'-halkasinin bir 'y-Lie ideali,
U ¢ Cyvek(y) =0 olsun. Eger d* (U) =0 ise d*> =0 dir

Ispat: u € U, m € M olmak iizere hipotez geregi d> ([u,m] ) = (0 dir. Buna gore,

0 = & <[u,m]y> :dz(d<[u,m]y)>
- d2<[d(u),m]y+[u,d(m)]y)
_ d([dz(u),m]y—FZ[d(u),d(m)]

Y

+ [u,d* (m)] Y)

= 3 [dz (u) ,d(m)]y—|—3 [d (u) .d? (m)]y—{— [u,d3 (m)]

Y

Y

gerektirmeleri saglanir. O halde,

3 [d*(u),d(m)],+3[d(u).d* (m)], + [u,d® (m)] =0 (1)

olur.
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V =[U,U], ve W =[V,V], olsun. we€ W olmak iizere (1) esitliginde u yerine
d?* (w) yazilirsa hipotezden [d? (w),d> (m)] , = 0 bulunur. Yine (1) esitliginde u
yerine d (w) ve m yerine d (m) yazilirsa [d (w) ,d* (m)] , = 0 bulunur.

Lemma 3.25 geregi W ¢ Cy olur. Buna gore Teorem 4.10 kullanilirsa her w € W
ve m € M igin [d (w),d* (m)] , = 0 ifadesinden d* (M) C Cy elde edilir. Boylece
her m € M igin d*(m) € C, olur. Hipotez geregi her u € U ve m € M igin

a* ([u, m] y) = 0 dir. Bu durumda d* (m) € C, olmast ile hipotezden yararlanilarak,

6 [d*(u),d*(m)], +4[d (u),d’> (m)] =0 (2)

elde edilir. Ayrica hipotez geregi d* ([u,d (m)]y) = 0 dir. Burada d*(m) € Cy

oldugu kullanilirsa,

3[d* (u),d* (m)) 3 [d (w) ,d* (m)] ,=0 (3)

olur. (3) esitligi (2) de kullanilir ve M I'-halkasinin karakteristiginin 2 den farkli
oldugu gz oniine alinirsa her u € U, m € M igin [d (u),d* (m)] , = 0 bulunur.
Buna gore Teorem 4.10 dan d* (M) C Cy elde edilir. Boylece herm € M ve u € U
icin d° (myd* (u)) € Cy olur ve buradan d° (m) yd* (u) € Cy elde edilir. O halde
d®(M)yd* (U) C Cy drr.

d® (M) # 0 oldugunu kabul edelim. O halde d* (M) C Cy ve d° (M) yd* (U) C Cy
oldugundan Lemma 3.24 ten d?(U) C Cy olmak zorundadir. d*(M) C C,
ifadesi disiiniilirse d*(myd (u)) € Cy dir. Bu ifadeyi genisletirsek hipotez de
kullanildiginda,

d* (myd (u)) = d*(d(m)yd (u)+myd” (u))
= d*(d*(m) yd (u) +2d (m) yd” ()
= d(d®(m) yd (u)+3d* (m) yd” ()
= d*(m)yd (u) +4d’ (m) yd® (u)
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esitlikleri saglamr. d*(M) C C, ve d°(M)yd*(U) C Cy ifadeleri gbz oniine
alimirsa d* (M) yd (U) C C, bulunur. Buna gore Lemma 3.24 ten d* (M) = 0 veya
d(U) C Cy dir. Ancak Lemma 4.5 goz 6niine alindiginda d (U) C C, olamaz.
Dolayisiyla d* (M) = 0 dir. Buradan her m € M ve u € U igin d* (myd (u)) = 0
oldugu kullanilirsa 4d> (m)yd? (u) = O bulunur.  Burada M T-halkasinin
karakteristigi 2 den farkli olmasi goz oniine alindiginda d* (M) yd* (U) = 0 olur.
Diger taraftan Teorem 4.7 den d?(U) # 0 dir. Boylece M, y-asal I-halka ve
d* (U) C Cy oldugundan,

0 = &’M)yd*(U) = a*(M)yd*(U)yM
= & (M)yMyd® (U) = d* (M)
gerektirmeleri saglanir. Boylece d° = 0 elde edilir. O

Teorem 4.16. M, karakteristigi 2 den farkli bir zayif Nobusawa 7y-asal T'-halka,
d, M T'-halkasinin sifirdan farkl bir k-tiirevi, U, M T'-halkasinin bir 'y-Lie ideali,
U ¢ Cyve k(y) =0 olsun. Eger d* # 0 ise d(U), M T-halkasimin sifirdan farkl

bir y-idealini kapsar.

Ispat: V = [U ,Ul, ve W = [V,V], olmak iizere Lemma 4.12 ye gore d(V)
Y-althalkasinin M I'-halkasimin sifirdan farkli bir sol y-idealini ve sifirdan farkli
bir sag y-idealini kapsadigini gostermek yeterlidir. m M T-halkasinin sifirdan

farkli bir sag y-idealini kapsamadigini kabul edelim.
€ [W,W], olmak iizere a = d (w) olsun. x € M igin,
avfa.], = a.and, = [d(w) d(w) 7], € W
olur. Ciinkii K = [W, W], olmak iizere d(w) € d(K) C W dur. Boylece,
d <a}/[a,x]y) =d(a)yla,x],+ayd ( ) d(W)

dir. Burada a € d(W) C d(V) ve d([a,x];) € d(V) olmasindan yararlanilirsa
ayd ([a,x]},) € d (V) olur. Buna gore her a € d (K) ve x € M igin,

d(a)ylax, €d(V) ()
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bulunur.  Herhangi bir u € V icin [a,d(u)],€d(V) dir  Buna gore
d ([a,u]y) =[d(a),ul,+[a,d(u)],€d(V) ifadesi gbz Oniine almrsa her
a € d(K) igin,

[d(a),V],cd(V) (2)

elde edilir. Ayrica herhangi bir m € M i¢in d (a) yd ([a,m] y) € d (V) oldugundan,
d(a)yld(a),m),+d(a)yla,d(m)], cd(V)

dir. O halde (1) geregi her a € d (K) ve m € M igin,

d(a)yld(a),m], €d(V) 3)

olur. (3) esitliginde a,b € d (K) olmak iizere a yerine a + b yazilirsa,

d(a)y[d (b),m],+d(b)y[d(a),m], €d (V)
ifadesi elde edilir. Burada s = d(a)y[d(b),m], + d(b)y[d(a),m], ve
t=[d(a)yd(b),m|,=d(a)y[d(b),m],+[d(a),m],yd (D) almrsa,

s=1=d(b)yld (@) m], ~[d (@), m], vd (b) = [d (b).[d (@) ], |

dir. a € d(K) C W oldugu kullanilirsa d(a) € d(W) C V olur. Boylece

(2) ifadesinden s —t € d(V) bulunur. Dolayisiyla r € d (V) dir. Buradan

[d (a)yd (b),M], € d (V) elde edilir. d(V), M T'-halkasinin sifirdan farkli bir sag
y-idealini kapsamadigindan Lemma 4.13 ten her a,b € d (K) igin d (a) yd (b) € C,

olur. n =d(a)yd(b) alahm. (1) geregi d(b)y[b,x], € d(V) olur. Boylece

)
d(a) € d(V) oldugundan ny|[b,x|,, = d(a) yd (b) y[b,x], € d (V) dir. O halde,

n}/[b,x]y = [bvnyx]y_ [b)n]yyx = [b’nyx]y € m

bulunur.  Bu ise [b,nyM], C d(V) demektir. [ = nyM olsun. I kiimesinin
M T-halkasinin bir y-ideali oldugu aciktir. Eger I # 0 ise Lemma 4.13 ten
her b €d(K) igin b € Cy olur. O halde Lemma 4.5 ten K = [W,W], C C,
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bulunur. Buradan Lemma 3.25 geregi U C Cy elde edilir. Bu U ¢ C, olmasi
ile celigir. Dolayisiyla I = nyM = 0 olmak zorundadir. Buna gore M, y-asal
I'-halka oldugundan her a,b € d(K) i¢in n = d(a)yd (b) = O bulunur. Yani
d* (K)yd®* (K) = 0 olur. K = [W,W],, M [-halkasinmn bir ¥-Lie ideali oldugundan
L=[K,K], ve T = [L,L], dersek Lemma 4.14 kullanildiginda d*(T) = 0 olur.
Buna gore Lemma 4.15 ten d* = 0 olur. Oysa bu d> # 0 olmasiyla celisir. O halde

d (V), M T'-halkasinin sifirdan farkli bir sag y-idealini kapsar. Benzer sekilde d (V)

Y-althalkasinin M I'-halkasinin sifirdan farkl bir sol y-idealini kapsadig1 gosterilir.

Dolayisiyla Lemma 4.12 den d (U), M T-halkasinin sifirdan farkli bir y-idealini

kapsar. O

Teorem 4.17. M, karakteristigi 2 den farkli olan bir zayif Nobusawa vy-asal
I'-halka, U, M T-halkasinin bir y-Lie ideali ve U Q Cy olsun. Eger dy ve dp, M
I-halkasiun sirastyla ki ve ky tiirevleri, ki (y) = ka(y) =0 ve did2 (U) = 0 ise
dy =0veya d, =0 olur.

Ispat: d; ve d, tiirevlerinin sifirdan farkli oldugunu kabul edelim. V = [U,U] v
olmak iizere her u € U ve v € V i¢in hipotezden d, (d2 ([u,d2 (v)]},>> = 0 olur.
d(V) CU ve did, (U) = 0 oldugu kullanilarak,

0 = di(d([ud>()],))
- d ([dz (u) 2 (V)] + [u,d3 (v)] 7)
= ldida (), da ()], + 2 () iy ()] + [l () 5 ()], + [ il (v)]

= [di (). B ()],

Y

esitliklerinin ~ saglandigr  goriiliir. O halde Teorem 4.10 dan
d3(V)C Cy(d(U))=Cy olur. Her v €V ve m € M igin hipotezden
dy (dz ([dz (v) ,m]y)> = 0 dir. Buna gore,
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= [B0).dd:(m)],

bulunur. O halde Teorem 4.10 dan did> (M) € Cy(d2 (V)) = Cy elde edilir. Buna
gore u € U ve v € V igin did; (dr (v) yu) € Cy dir. Burada did>(U) = 0 oldugu
kullanilirsa d3 (V) yd; (U) C Cy bulunur. Ayrica U ¢ Cy oldugundan Lemma 4.5
ten dy (U) ¢ Cy dir. Boylece Lemma 3.24 ten d3 (V) = 0 olur. O halde Sonug 4.8
den dp = 0 olur. Oysa bu bir celiskidir. Dolayisiyla dyd, (U) = 0 ise d; = 0 veya

d>» = 0 olmak zorundadir. O

Lemma 4.18. M, karakteristigi 2 den farkli bir zayif Nobusawa y-asal I'-halka, U,
M T-halkasiin y-Lie ideali, d, M iizerinde k(y) = O esitligini saglayan sifirdan
farkly bir k-tiirev olsun. Eger her u € U igin [u,d(u)], € Cy ve uyu € U ise
[u,d (u)], = 0 dur.

Ispat: Herhangi bir u € U igin uyu elemani 1 ile gosterilsin. Hipotezden her u € U

igin [u+u?,d(u+u?)], € Cyolur. Buradan,

[u+u*,d(u+u?)] = [u,d(u)], + [u,d(uz)]y—i— [uz,d(u)]y—i- [u?,d(u?)]

Y Y

esitliginde  [u,d(w)], € C, ve  [u*,d(u?)] , € Cy  oldugundan
(u,d(u?)] st [u?,d(u)] , € Cy bulunur. Béylece her u € U igin,

[u,d(uz)] st [uz,d(u)} v € Cy
= [u,d(u)yul, + [u,uyd(u)], +uyu,d(w)], + [u.d(u)], yu € Cy
= [u,d()], yu+uyu,d()l,+uylu,d(u)],+u,d(u)],yu € Cy

= 4u,d(u)],yueCy
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gerektirmeleri saglanir. Buna gore her m € M igin,

Alu,d()], ylu,ml, = 4[u,d(u)l, yuym —4[u,d(u)], ymyu
= 4my[u,d(u)], yu—A4my|u,d(u)], yu
-0

olur. Boylece, M I'-halkasinin karakteristigi 2 den farkli oldugundan her u € U ve
m € M igin [u,d(u)], v [u,m], = 0 bulunur. Bu ifadede m yerine x € M olmak lizere

myx yazilirsa her m,x € M ve u € U igin,

[, d(u)], ¥ [u,myx], =0
= [u,d(u)], ymylu,x|, + [u,d ()], y[u,m], yx =0

= [uvd(u)]y’ym'}/[mx]y =0

bulunur. Buradan M I'-halkasimin y-asal I'-halka olmasindan yararlanilarak her

u € U igin [u,d(u)], = 0 elde edilir. O

Lemma 4.19. M bir zayif Nobusawa vy-asal T-halka, d, M iizerinde k(y) = 0
esitligini saglayan sifirdan farkli bir k-tiirev, U, M @'-halkasinin 7y-Lie ideali
ve her u € U igin [u,d(u)], € Cy olsun. O zaman her u € U ve m € M igin
[[d(m),u]y,u} , € Cy dir. Ustelik, her u € U igin [u,d(u)],, = 0 ise her m € M ve
ueU igin [[d(m),u]y,u} = 0 olur.

Ispat: u € U ve m € M olmak iizere hipotezden {u%— [u,m],,,d(u+ [u,m] 7)} , €Cy
dir. Bu ifade acilirsa,

[[u,m]y,d(u)} + [u, [u,d(m)]},} €Cy

+ [u, [d(u),m]y} ,

Y Y

elde edilir. Herhangi bir u € U ve m € M i¢in Lemma 2.40 gere§i,

[[u,m]y,d(u)L+[u,[d(u),m]y} - [m [d(u),u]y] =0

Y Y

oldugundan [u, [u,d (m)}y} € Cy elde edilir.
Y
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Eger her u € U i¢in [u,d(u)], = 0 ise benzer islemler yapilirsaherm € M veu € U

icin [[d (m),ul,, u] = 0 oldugu goriiliir. O
Y

Teorem 4.20. M, karakteristigi 2 ve 3 ten farkli olan bir zayif Nobusawa 7y-asal
I-halka, U, M T-halkasinin y-Lie ideali, d sifirdan farkli bir k-tiirev ve k(y) =0
olsun. Eger her u € U igin [u,d(u)], € Cyise U C Cy dur:

Ispat: Lemma 4.19 den her u € U ve m € M igin [[d(m),u}y,u} € Cy dir. O halde,
Y

dm).udyu| yu=uy |[dm) ]

esitligi saglanir. Bu esitligi acarsak u> = uyu ve u’

= uYyuyu olmak iizere,
31 yd (m)yu~+d(m)yu® = 3uyd(m)yu® + u’yd(m) (1)

olur. d(m) =m’ ve d(u) = u’ diyelim. (1) esitliginde m yerine u alimrsa her u € U

i¢in,

Wy —u'yu® = 3(uyd — ' yu)yu® ()
elde edilir. Ayrica [u,u'], yu = wyu'yu — v’ yu?® ile wyu,u’ l, = Wy — wy' yu
esitlikleri taraf tarafa toplanirsa,

2(uyid — ' yu)yu = i yu' — u'yu® 3)
elde edilir.

(1) esitliginde m yerine m’ yazilirsa,
3uym" yu? + wdym” — 3utym" yu — m" yu® = 0 4)

bulunur.

Yine (1) esitlifinde m yerine uym’ alinirsa (4) esitligi goz oniine alindiginda her

uecUvemée M igin,

3wy ym' yu® 4+ yu ym' — 3uP yu ym! yu — o ym' yu? = 0 (5)
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elde edilir.

(1) esitligi soldan «’ ile ¢arpilirsa,
3u' yuym' yu® +u' i ym' — 3u' Y ym' yu — o' ym' yu? =0 (6)
olur. (5) ile (6) esitlikleri taraf tarafa ¢ikartilirsa,
3(uyid — ' yu)ym' yu® + (B yud — iy ym' — 3Py — ' yu®)ym' yu =0

bulunur. Burada (2) ve (3) esitlikleri kullanilirsa, M I'-halkasinin karakteristigi 3

ten farkli oldugundan her u € U ve m € M igin,
(uyid — ' yu)y(m' yu? + uPym' — 2uym'yu) = 0

elde edilir. Bazi u € U igin uyu’ — u''yu # 0 oldugunu kabul edelim. [u,u'], € Cy ve

M, y-asal I'-halka oldugundan bu u elemant icin,
m’)mz + MZYm/ —2uym'yu =0 @)
olur. (7) esitli§inde m yerine uym yazilirsa,
(u'ym +uym' )y + > y(u ym 4 wym') — 2uy(u ym + wym') yu = 0
elde edilir. Bu esitlik agilirsa (7) esitligi kullanilarak her m € M igin,
u/}/myu2 + u2)/u/7/m — 2uyu yxyu =0 ®)

bulunur.

(7) esitliginde m yerine u alinirsa ve elde edilen esitlik sagdan m ile ¢arpilirsa,
u’}/u2 ym+ u? yu' ym — 2uyu yuym = 0 )]
olur. (8) esitliginden (9) esitligi cikartilirsa her m € M igin,

' y(myu® — uPym) — 2uyd y(myu — uym) = 0 (10)
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olur. (10) esitliginde m yerine uym yazilirsa,

W' yuy(myu? — uym) — 2uyu yuy(myu — wym) = 0 (11)
olur. (10) esitligi soldan u ile ¢arpilirsa bu takdirde,

wyd y(myu® —uPym) — 2’y y(myu — uym) =0 (12)

elde edilir. (12) esitliginden (11) esitligi ¢cikartilirsa her m € M igin,
(uyu — u'yu)y(myu* — > ym — 2uy(myu — uym)) = 0
bulunur. M, y-asal I'-halka ve uyu’ — u'yu # 0 olduundan,
myu® — u*ym — 2uy(myu — uym) = 0 (13)

bulunur. 1y, M lizerinde Iy,-ig tiirev olmak lizere (13) esitli§inden her m € M igin
I,fy(m) = 0 elde edilir. Burada Lemma 4.1 kullanilirsa /,,, = O bulunur. O halde

u € Cydmr.

Buraya kadar u € U i¢in eger [u,u] y # 0 ise u € Cy oldugu gosterildi. Simdi her
u € U igin [u,u'], = 0 oldugunu kabul edelim. O halde Lemma 4.19 dan her m € M
ve u € U i¢in,

d(m).udy.u] =0 (14)

dir. (14) esitliginde u yerine w € U olmak iizere u + w yazilirsa,

([d(m).ul, ]+ [[d(m),wu] =0 (1s)

Y Y
bulunur. Simdi v,w € U elemanlarin1 wyv € U olacak sekilde alinirsa ve (15)

esitlifinde w yerine wyv yazilirsa,
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Ty

+[d(m), wl, Y[ u]y+wy<[[d(m),u]y,v]y+ ([dm). ], y)
= [, y[d(m),v], +[d(m), w], v [v.u],

esitlikleri saglamir. ¢ € M ve w € U olmak iizere v = [t,w], € U elemant igin

wyv = [wyt,w], € U dur. Buna gore her t,m € M ve u,w € U igin,

s [dm), 1w, - ldOm). ],y [l1,w],.4] =0 (16)

olur. (16) esitliginde u yerine w yazilirsa,

d(m).wl v |l w] =0 an

olur. (17) esitliginde ¢ yerine a € M olmak iizere tyd(a) yazilirsa,
0 = [dlm).wl,|Ivd(a). v, w]
= d 5 t d P} 9 + t’ d Y
sl ([a@ ]+ [l @] )

= L)l (o7 [lat@)wly ]+ iy vld(a o,

Y
)l (1l @l + [l ] 1)

= dm).wlyy [l o] yd(@)+20a(m). ], vl vid ().,
+ld(m).w), | [d(@). ],

olur. Burada (14) ve (17) esitlikleri ile M I'-halkasinin karakteristiginin 2 den farkli

olmasi kullanilarak her m,t,a € M ve w € U igin,

[d<m)7w]y7[t7W]y}/[d(a)7w]y:O (18)
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elde edilir. (16) da u yerine [t,w], alinirsa [[t,w}y,w} y {[l,w]y,d(m)} =0 olur.
Y Y
Bu esitlikte 7 yerine 7 + d(a) alinirsa her m,t,a € M ve w € U igin,

[l v [[a@), ], d(m)] =0 (19)
bulunur. s € M olmak iizere (19) esitliginde ¢ yerine d(¢)ys yazilirsa (14), (18) ve
(19) esitlikleri ile M I'-halkasinin karakteristiginin 2 den farkli olmasi kullanilarak

her m,t,a,s € M ve w € U icin,

[d(2), wl, v[s,wl, yd(m)yld(a),w], =0 (20)
elde edilir.
(18) esitliginde ¢ yerine 1yd(s) yazilirsa (20) esitligi kullanilarak her m,a,s € M ve
w € U igin,

[d(m),wl, yMy[d(s),w], y[d(a),w], =0
olur. Buna gore M, 7y-asal I'-halka oldugundan her m,a,s € M ve w € U igin
[d(m),w],, = 0 veya [d(s),w], v[d(a),w], = 0 olmak zorundadir. Eger her m € M
ve w € U igin [d(m),w], = 0 ise Lemma 4.3 ten w € Cy olur ve ispat biter.
[d (m),w]y # 0 olacak sekilde m € M ve w € U eleman ¢iftinin var oldugunu kabul
edelim. Bu durumda w ¢ C, olur. Ayrica M I'-halkasinin y-asal I'-halka olmasindan
her a,s € M igin,

[d(s)7w]y7[d(a)7w]yzo (21)

dir. (21) esitliginde a yerine b,c € M olmak iizere byc yazilirsa,

[d(s),wl], vd(b)ylc,w], +[d(s),w], vby[d(c), w], + [d(s),w], v [b,w],d(c) = O

olur. Bu esitlikte b yerine [t,w]y yazilirsa ve (17) ile (18) esitlikleri gdz Oniine

alinirsa her c,t,s € M ve w € U i¢in,

(), W], Yl d (W), 7w, cl, = 0
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bulunur. Burada c yerine m; € M olmak iizere cym yazilirsa M, y-asal I'-halka ve
w ¢ Cy oldugundan,
[d(s) wl, vlt,d(w)], =0
olur. Bu esitlikte ¢ yerine k € M olmak tizere tyk yazilirsa d(w) € Cy elde edilir.

Simdi u € UNCy olsun. Buna gore her a € M i¢in d([u,a],) = 0 oldugundan
d(u) € Cy dir. O halde her u € U i¢in d(u) € Cy dir. Bu durumdaa € M vew € U
icin d([w,al],) € Cy yazilabilir. Her u € U i¢in d(u) € Cy oldugundan her a € M
i¢in,

d([w, a]y) = [d(w)7a]y+ [Wvd(a)]y = [Wﬂd(a)]y cCy

olur. Bu ifadede a yerine ayw yazilirsa,
[w,d(ayw)], = [wd(a)l, yw+[w,a], yd(w) € Cy (22)

bulunur. Buna gore (22) ifadesi w eleman ile y-degismeli olacagindan her a € M
icin,

[w, [w, a]y] de(w) =0
elde edilir. M, vy-asal I'-halka oldugundan son esitlikten yararlanarak
[w, [w, a}y} = 0 veya d(w) = 0 olur. Eger [w, [w, a}y} = 0 ise Sonug 3.21 den

w € Cy olur. Ancak bu bir geliskidir. Dolayistyla d(w) = 0 olur. Buna gére (22)
den her a € M igin [w,d(a)], yw € Cy dir. Boylece a,b € M igin,

[d(a),w], v[w,b], = ld(a),w],ywyb—ld(a),w],ybyw
= byld(a),w],yw—[d(a),w], vbyw
= |bifd(@),w,]

Y
= 0
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esitlikleri saglanir. Bu esitlikte b yerine ¢ € M olmak iizere byc yazilirsa,

0 = [d(a%W]y’Y[Wvb’yc]y
— (@)l 1y wncl, + d(a),w], yw Bl v

= [d(a),w]yyb}/[w, C]y

elde edilir. Buna gbre [d(a),w], YMY[w,c], = 0 dir. M y-asal I'-halka oldugundan
[d(a),w], = 0 veya [w,c], = 0 olur. Dolayistyla her iki durumda da w € Cy elde
edilir. Ancak bu w ¢ Cy olusu ile gelisir. Boylece her w € U ve m € M igin

[d(m),w]y = 0 olmak zorundadir. Dolayistyla U C Cy olur. O

Teorem 4.20 nin ispatina gore eger her u € U igin [u,d(u)], = 0 ise M I'-halkasinin
karakteristigi 3 iken de U C C, dir. Buna gore Lemma 4.18 diisiiniildiigiinde

asagidaki sonug elde edilir:

Sonuc¢ 4.21. M, karakteristigi 3 olan bir zayif Nobusawa Y-asal I'-halka, U, M
[-halkasimin bir y-Lie ideali, d sifirdan farkli bir k-tiirev ve k(y) = 0 olsun. Eger

her u € U igin [u,d(u)], € Cy ve uyu € U ise U C Cy olur.

Lemma 4.22. M bir zayif Nobusawa y-asal I'-halka ve d, M T'-halkasinin k(y) =0
olacak sekilde bir k-tiirevi olsun. a € M olmak iizere her x € M icin a’yd(x) = 0 ise
a=0veyad=0dr

Ispat: Her x € M icin ayd(x) = 0 oldugundan bir y € M icin ayd(xyy) = 0 dir. Bu

durumda her x,y € M i¢in,

0= ayd(xyy) = ayd (x) yy + ayxyd (y) = ayxyd (y)
bulunur. Buna gore M, y-asal I'-halka oldugundan a = 0 veya d = 0 elde edilir. O

Teorem 4.23. M, karakteristigi 2 olan bir zayif Nobusawa y-asal I'-halka, U, M
I'-halkasinin bir y-Lie ideali ve y-althalkasi, d, M T'-halkasinin sifirdan farklt bir
k-tiirevi ve k(y) = 0 olsun. Eger her u € U igin [u,d(u)], € Cy ise U, y-degismeli

olur.
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Ispat: Her u € U igin [u,d(u)], € Cy oldugundan Lemma 4.19 geregi heru € U ve
m € M igin [[d (m),u]y,u} € Cy dir. M T-halkasinin karakteristigi 2 oldugundan
Y

her u € U ve m € M igin u*> = wyu olmak iizere,
dm).ud ] = d(mype +yd(m) € C; (M

olur. O halde bu elemanin sirastyla d(m) ve u® elemanlariyla y-degismeli

olmasindan (d(m))? = d(m)yd(m) olmak iizere,

w?y(d(m))* = (d(m))*yu® )

ve u* = uyuyuyu olmak iizere,

utyd(m) = d(m)yu* 3)

elde edilir.

u € U igin d(u*) = uyd(u) +d(u)yu € Cy dir. Buna gbre (2) esitliginde m yerine

v € U olmak iizere v+ u?yv yazilirsa,

y(d(v+uw))? = (dv+ )y
= WPy(d ()2 +ulyd (v) yd (1) + P yd () vd (v) + iy (d ()
= (d (v)* 7+ d(v)yd (i) yu + d (P ) yd (v) y + (d (P )
= (1Pyd(v)’ +uPyd () vd (v) o+ uPyd (12) oyd (v) + iy (d (v))?
= (d(v)1)* +d (v) pvd () Y +vyd (v) yd (1) y + 2y (d (v))* 7
= (Pyd ()’ + (d ) 1d) +uPyd () yId (v) ], + [d (v) ], vd () i
+uty (d(v)’ +1y(d (v)* p =0

gerektirmeleri saglanir.  Burada M I-halkasimin karakteristiginin 2 olmasi

kullanilarak her u,v € U igin,

(uzyd(v) +d(v) '}/uz) Y (uzyd(v) + d(v)'}/uz) =0 4)
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bulunur. (1) esitlifi ve M nin y-asal I'-halka olmasi goz Oniine alinirsa (4)

esitliginden u?yd (v) +d(v)yu* = 0 elde edilir. Buna gére her u,v € U igin,
wyd(v) =d(v)y® ()
olur.
(5) esitliginde u yerine w € U olmak lizere u + w yazilirsa,
[uyw +wyu,d(v)], =0

bulunur. Burada w yerine wyu yazilirsa her u,v,w € U ig¢in,

(uyw+wyu)y[u,d(v)], =0

olur. Bu esitlikte u yerine u; € U olmak {izere u + u,yu; = u+ u% yazilir ve v=u

alinirsa,

0 = ((utui)ywrwy(utui))y((utut) vd () +d @)y (utu))
= (uyw+udyw+wyu+wyud) v (wyd (u) + utyd (u) +d (u) yu+d (u) yu?)
= (uyw+wyu) v (uyd (u) +d () yu) + (uiyw+wyii) y (uwyd () +d (u) yu)
+ (uyw +wyntuiyw +wyut) v (uiyd (u) +d (u) yui) 6)

esitlikleri saglanir. (5) ve (6) esitlikleri ile M T'-halkasinin karakteristiginin 2

oldugu g6z Oniine alinirsa her u,u;,w € U i¢in,

(uiyw +wyui) ylu,d(u)], =0
elde edilir.

Herhangi bir a € U i¢in [a,d(a)], # 0 olsun. Bu durumda M bir y-asal I*-halka
ve [a,d(a)]y € Cy oldugundan her uj,w € U igin ujyw = wyu? olur. Boylece her

m € M ve u,w € U icin u>y(wym+myw) = (wym+myw) yu? yazilabilir. Buna
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gore,

Wy (wym+myw) = (wym+myw) yu’
= WP ywym +utymyw = wymyu® + mywyu?

= wy (uzym—i-m}/uz) = (uzym+m}/u2) w (7

gerektirmeleri saglanir. (7) esitliginde m yerine myu yazilirsa her u,w € U ve
m € M igin,

(P ym—+myu®) y (wyu+uyw) =0

bulunur. Bu esitlikte w yerine + € M olmak iizere [u,t]y yazilirsa her u € U ve
m,t € M i¢in,

(wPym+myd®) y (uPyt +tyu*) =0

olur. Burada ¢ yerine p € M olmak {lizere typ yazilirsa M, y-asal I'-halka

oldugundan her u € U icin u?® € Cy elde edilir.

Her u € U i¢in [u,d(u)],, = 0 oldugunu varsayalim. O zaman Lemma 4.19 dan her
ucUveme M igin [[d(m),u}y,u} = 0 yani u?yd(m) = d(m)yu?® olur. Burada m
Y

yerine a € M olmak iizere mya yazilirsa,
d(m)y (u*ya+ayu®) + (w*ym-+mya®) yd(a) = 0 )

bulunur. Herhangi bir v € U i¢in varsayim geregi vyd(v) = d(v)yv dir. Buna gore,
M T-halkasinin karakteristigi 2 oldugundan d(vyv) = 0 dir. (8) esitliginde a yerine
v? = vyv yazilirsa her u,v € U ve m € M igin d(m)y (u*yv* +v*yu*) = 0 olur. O
halde Lemma 4.22 den her u,v € U icin u?*yv* = v?yu? bulunur. Burada v yerine
w € U olmak iizere v+ w yazilirsa u?>y (vyw +wyv) = (vyw +wyv) yu? olur. Bu
esitlikte v yerine vyw yazilirsa (vyw +wyv) y (u?yw -+ wyu?) = 0 dir. Son esitlikte
v yerine m € M olmak iizere [w, m]y yazilirsa (wzym + m}/wz) Y (u2}/w + w}/uz) =0
olur. Buradan her u,w € U,m € M igin I,2,,(m)y (u*yw+wyu?) = 0 olur. O halde

Lemma 4.22 den bir w € U igin wyw = w? ¢ Cy ise bu w elemani i¢in uPyw = wyu?
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olur. Burada u yerine u+ v yazilirsa her u,v € U igin {[u, V] = 0 bulunur. Her

,W}
Y y
u,ve U 1gln Lemma 2.40 tan,

[[v,w]},,u]y+ [[W,u]y,v}y:O 9)

dir. (9) esitliginde v yerine vyw yazilirsa her u,v € U igin,

0= [[vyw,w]y,u}y—i- [[W,M]WVYWL
_ [[v,w]yjlw,u}y—i-vy[[W,u]y,w}y—l- [[w,u]y,v}va
= [vwl, v[wul,+ [[v,w]y,u}y?’w‘i‘v}’[[WM]WWL"‘ [[w,u]y,vLYW

= [vwl,y[wul, (10)

olur. (10) esitlifinde m,t € M olmak iizere v yerine [w,m|, ve u yerine [w,z],

Y
yazilirsa her m,t € M i¢in,

o] i),

- ( Jyyw = wylwml, ) v (wylwtl, = [wrl, )
( —ZWY[W m]y>y([w27t]y—2[w,t]yyw)

= (Wzmermyw )y (Wryt +tyw?) (1)

bulunur. (11) esitliginde p € M olmak lizere ¢ yerine ¢yp yazilirsa her p,t € M i¢in,

2 2

0 = (Wrym+myw?)y (Wyryp+typyw?)
= (wWym+myw?) y[w?,1yp],
= (whym-+mpw?) yy w2, pl + (wWym+mpw?) y [w?oo] yp
= (Wrym+myw?)yry[w?,p],

bulunur. Buradan (wzym + m}/wz) YMy [wz, p] ,= 0 elde edilir. M, y-asal I'-halka
oldugundan w? € Cy olur. Ancak bu bir ¢eligkidir. O halde her u € U igin

[d(u),u]y = 0 ise u> € Cy olmak zorundadr.
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Buna gore her u € U icin u? € Cy oldugu sonucu elde edilir. Burada u yerine
v € U olmak iizere u + v yazilirsa uyv +vyu € Cy bulunur. Bu ifadede v yerine vyu
yazilirsa (uyv + vyu) yu € Cy bulunur. Bu durumda Lemma 3.24 kullanilirsa u € Cy

veya uyv+vyu = 0 olur. O halde U, y-degismelidir. O
Teorem 4.23 te U yalnizca y-Lie ideal veya yalnizca y-althalka olarak alinirsa U,

Y-degismeli olmayabilir.

Ornek 4.24. R degismeli olmayan birimli bir asal halka olmak iizere
10

M—{< a b a ) ]a,b,c,deR},F—M3X2(R) vey=1| 0 1 | olsun. Bu
c d c
0 0
. a 0 a .
durumda M, y-asal I'-halkadir. Eger U = {< 0 b 0 ) |a,b ER} ise U, M

010

I'-halkasinin bir y-althalkasidir fakat y-Lie ideali degildir. n = < 000 ) eEM
olmak iizere Iy, Iy,-i¢ tiirevini tammlarsak her u € U i¢in [u,lny(u)] v € Cy olur.

Ancak U, y-degismeli degildir.
a b a
M = |a,b,c,d€Z2 S r = M3><2(Zz)
tea?) }
1 0
ve y=| 0 1 olsun. Bu durumda M, 7-asal I-halkadir. Eger
0 0
a
c

s=q(

fakat y-althalkasi degildir. n = <

> |a,b,c e Zg} ise U, M T-halkasinin bir y-Lie idealidir

010
0 0O
tanimlarsak her u € U icin [u,lm,(u)} v € Cy olur. Ancak U, y-degismeli degildir.

... (000 (0 10 -
(;unku,u—<1 0 1>,V—<0 0 0>€U191nuyv;év}/udur.

) € M olmak lizere Iy, Iy,-ig tiirevini

Ornek 426, M = {(‘C’ Z ?>|a,b7c,d622}, I = Msu(Z)

ve Y=

S O =

0
1 olsun. Bu durumda M, 7-asal I-halkadir. Eger
0

U= {(Z Z Z) \a,beZz} ise U, M TI-halkasiin bir y-Lie idealidir
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010
0 0O
tizere Iy, Iy,-i¢ tiirevini tammlarsak her u € U igin [u,Im,(u)} v € Cy olur. Buna

ve 7y-althalkasidir. Ancak U bir y-ideal degildir. n = ( > € M olmak

gore U, y-degismeli olmasina karsin U ¢ C, dur.
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5. GAMMA HALKALARA DAYALI HALKALAR VE
y-RADIKALLER

Bu boliimde gamma halkalar ile gamma halkaya bagli olarak tanimlanacak halkalar
arasindaki iligkiler ile bu iligkiler yardimiyla gamma halkanin yapis: ile ilgili
ozellikler incelenecektir. Ayrica gamma halkalarda y-radikaller tanimlanacak ve
bu radikallerin gamma halkalarda daha 6nce tanimlanan radikallerle olan iligkileri

aragtirillacaktir.

5.1. Gamma Halkalara Dayal Halkalar

Onerme 5.1. M bir zayif Nobusawa T-halka ve T kiimesinin sifirdan farkl bir y
elemant verilsin. M iizerinde -y ikili islemi her a,b € M i¢in a-yb = ayb olarak

tamimlanirsa (M , =+, "y) bir halka olur.

Ispat: Gamma halkanin tanimi kullanilarak kolayca ispatlanir. O

Buna gore her y € I" i¢in uygun bir - ikili iglemi tanimlayarak (M,+) toplamsal
degismeli grubunu bir halka yapabiliriz. O halde M I'-halkasinin bir y-ideali
(M ,+, ~y) halkasinin bir ideali olur. Tersine, (M ,+, -7) halkasinin bir ideali de
ayni zamanda M I'-halkasinin bir y-idealidir. Benzer sekilde M I'-halkasinin y-Lie
idealleri ile (M =+ '7) halkasinin Lie idealleri aynidir. Ayrica d, M I'-halkasinin
bir k-tiirevi ve k() =0 ise d, (M ,+, ‘7) halkasinin tiirevi olur. Boylece, (M ,+, ‘y)
halkasinin degismeli, asal veya basit olmas1 gibi 6zellikleri ile M I'-halkasinin
Y-degismeli, y-asal veya y-basit olmasi 6zellikleri birbirine denktir. Simdi bunlari

bir 6nerme ile ifade edelim.

Onerme 5.2. (T',M), ,, gamma halkas verilsin.

(i) M T-halkasimin 7y-degismeli olmast icin gerek ve yeter kosul (M,—i—,-y)

halkasinin degismeli olmasidir.
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(ii) M I'-halkasimn y-birimli olmasi icin gerek ve yeter kosul (M ,+, -y) halkasinin
birimli olmasidir.

(iii) M T'-halkasinin bir A altkiimesinin y-althalka olmast icin gerek ve yeter kosul
A altkiimesinin (M ,+, -7) halkasinda bir althalka olmasidir.

(iv) M T'-halkasiin bir I altkiimesinin y-ideal olmast icin gerek ve yeter kosul 1
altkiimesinin (M ,+, -y) halkasinda bir ideal olmasidtr.

(v) M T'-halkasimin bir U altkiimesinin y- Lie ideal olmast icin gerek ve yeter kosul
U altkiimesinin (M ,+, '7) halkasinda bir Lie ideal olmasidir.

(vi) M I'-halkaswumn bir P altkiimesinin y-asal ideal olmast icin gerek ve yeter kosul
P altkiimesinin (M ,+, -7) halkasinda bir asal ideal olmasidir.

(vii) M I'-halkasinin y-asal olmasi icin gerek ve yeter kosul (M ,+, -y) halkasinin
asal halka olmasidur.

(viii) M T'-halkasinin y-basit olmast icin gerek ve yeter kosul (M ,+, -y) halkasinin
basit halka olmasidur.

(ix) d, M T-halkasimin bir k-tiirevi ve k(y) = 0 ise d, (M,—i—,-y) halkasimin bir

tiirevidir.

Lemma 5.3. M bir zayif Nobusawa 1'-halka olsun. Bu durumda asagidakiler

saglanir:

(i) M, y-asal I'-halka ise M asal I'-halkadr.
(ii) M, y-basit I'-halka ise M basit I"-halkadr.

ispat:

(i) M bir y-asal I'-halka ve a,b € M ig¢in al’'MI'b = 0 olsun. Bu durumda
ayMyb = 0 dir. M, y-asal I'-halka oldugundan a = 0 veya b = 0 elde edilir. Boylece
M bir asal I'-halka olur.

(i) M bir y-basit I'-halka ise MyM # 0 ve M nin sifir ve kendisinden bagka bir
Y-ideali yoktur. Buna gore MI'M # 0 olur. M I'-halkasinin herhangi bir ideali ayni
zamanda bir y-ideal oldugundan hipotez geregi M basit I'-halkadir.
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d

Ornek 54. M = {( Z Z Z ) \a,b,c,deZ} ve I' = M3,2(Z) olsun. Bu

durumda, M bir asal I'-halkadir. Ancak, y = e I' alimirsa M

S O O
(e

I'-halkasinin y-asal olmadig1 goriiliir.

a b 0

Ornek 5.5. M = {( e d 0o ) |a,b,c,d€@} ve I' = M3,2(Q) olsun. Bu

durumda, M bir basit [-halkadir. Ancak, y = € I' alimirsa M

S O O
- o O

I'-halkasinin y-basit olmadig1 goriiliir.

Teorem 5.6. M bir zayif Nobusawa y-asal I'-halka olsun. M T'-halkasiun ky (y) =
ko (Y) = 0 olacak sekilde dy, ky-tiirevi ile d, ky-tiirevleri verilsin. Eger char M # 2
ve didy, M T'-halkasuin ki ky-tiirevi ise dy = 0 veya d, = 0 olur.

Ispat: Hipotezden (M T+, -y), karakteristigi 2 den farkli olan bir asal halkadir ve
dy, d, d d, dontigiimleri bu halkanin tiirevleri olur. Buna gore [19, Teorem 1] den
(M, +,-y) halkasinda d; =0 veya d, =0 dir. (M,+,-,) halkasin tiirevleri ile
M T-halkasinin & (y) = 0 6zelligini saglayan k-tiirevleri ayni1 oldugundan istenilen

sonug elde edilmis olur. O

Teorem 5.7. M, karakteristigi 2 den farkli olan Nobusawa anlaminda bir y-asal

[-halka, d bir k-tiirev ve d* =0 ise d = 0 veya k2 =0 olur.

Ispat: Eger k() = 0 ise Lemma 4.1 den d = 0 olur. k() # 0 alalim. Hipotezden,
her x,y € M ve B € I'igin d?(xBy) = 0 olur. Buna gore,

0 =d*(xBy) =2d(x)k(B)y -+ 2d (x)Bd(y) +xk*(B)y + 2xk(B)d (y)

dir. Burada x yerine d(x) ve y yerine d(y) almrsa her x,y € M ve 8 € T igin
d(x)k*(B)d(y) = 0 bulunur. Bu esitlikte B yerine z € M ve a € I" olmak iizere
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Bd(z)a yazilirsa,

0 = d@)k(Bd(z)a)d(y)
= d(x)(k(k(B)d(z) o+ Bd(2)k(x)))d(y)
= d(x) (K (B)d(z) a+2k(B)d (2)k(a) +Bd (2)k* (a0)) d (»)
= 2d(x)k(B)d(2)k(a)d ()
bulunur.  Buradan M I-halkasinin karakteristigi 2 den farkli oldugundan

d(x)k(B)d(z)k(a)d(y) = 0 elde edilir. Burada 3 yerine m € M ve d € I olmak

tizere Bd(m)d yazilirsa,

0 = d(x)k(Bd(m)d)d(z)k(c)d(y)
= d(x)(k(B)d(m)6+Bd(m)k(5))d (z)k(a)d(y)
= d(x)k(B)d(m)8d (2)k(a)d (y)

olur. M, y-asal I'-halka oldugundan Lemma 5.3 ten M bir asal I'-halkadir.
Buna gore son ifade gozoniine alimirsa her x,m,z,y € M ve B,a € I' igin
d(x)k(B)d(m) =0 veya d(z)k(at)d(y) = 0 olur. Bu her x,m € M ve B €T i¢in
d(x)k(P)d(m) = 0 olmasin gerektirir. Burada x yerine d(x)ay yazilirsa,

0 = d(d(x)ay)k(B)d(m)
= d(x) k() yk(B)d(m)+d (x) ad (y) k(B)d(m)
= d(x) k() yk(B)d(m)

bulunur. Son esitlikte, 6 € I ve z € M olmak iizere y yerine ydz yazilirsa
d(x)k(y)yS6zk(B)d(m) = 0 olur. Boylece M asal I'-halka oldugundan her x,y,z,m €
Mve o, 3,0 € Ticind(x)k(ot)y =0 veya zk(8)d(m) = 0 elde edilir. d(x)k(a)y =0
olsun. Bu esitlikte a yerine amk(0) yazilirsa her x,m,y € M ve a,86 € T
icin d(x)omk?(8)y = O bulunur. Buradan M Nobusawa anlaminda asal I-halka
oldugundan d = 0 veya her m,y € M ve § € I i¢in mk*(8)y = 0 olur. Buise d = 0
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veya k> = 0 olmasim gerektirir. Eger zk(8)d(m) = 0 ise benzer sekilde d = 0 veya

k* = 0 bulunur. O

Teorem 5.8. d, bir zayif Nobusawa M T'-halkasinin k(y) = 0 ézelligini saglayan bir
k-tiirevi ve d® # 0 olsun. Bu durumda m Y-althalkast M T'-halkaswun sifirdan
farkly bir y-idealini kapsar.

Ispat: d, (M ,+, -y) halkasinin bir tiirevi ve d° # 0 oldugundan [6, Teorem 1] den
her m € M i¢in d (m) elemanlar tarafindan iiretilen y-althalka (M T+, -y) halkasinin

sifirdan farkli bir idealini kapsar. Buna gore her m € M igin d (m) elemanlar

tarafindan iiretilen y-althalka, M I'-halkasinin sifirdan farkl bir y-idealini kapsar.O

Sonuc 5.9. d, bir zayif Nobusawa M T-halkasinin d* # 0 olacak sekilde sifirdan
farkl bir O-tiirevi ise her a,b € M ve o € T icin d (aob) elemanlar: tarafindan

iiretilen y-althalka M T'-halkaswnn sifirdan farkl bir y-idealini kapsar.

Sonug 5.9 un bagka bir ispat1 [20] de bulunabilir.

Teorem 5.10. M bir zayif Nobusawa y-asal I'-halka ve d, M T-halkasimin k (y) =0
olacak sekilde sifirdan farkl bir k-tiirevi olsun. Bu durumda asagidaki kosullardan
biri gecerli oldugunda M, y-degismelidir.

(i) Hera € M igin [a,d (a)], € Cy dir.

(ii) charM # 2 ve [d (M) ,d (M)],, C Cy dir

(iii) charM # 2 ve d* (M) C Cy dir.

(iv) dy ve dy, M T-halkasimin ki (7y) = ky (y) = 0 olacak sekilde sifirdan farkli ky
ve ky-tiirevleri olmak iizere charM # 2 ve did, (M) C Cy dir.

ispat: Hipotezden d, (M ,+, ~y) asal halkasinin sifirdan farkh bir tiirevidir.

(i) Her a € M igin [a,d(a)], € Cy olsun. O halde her a € M igin [a,d (a)]
elemant (M ,+,-,,) halkasinin merkezindedir. Bu durumda [19, Teorem 2]
kullanilirsa (M ,+,'y) halkasinin degismeli oldugu goriilir. ~ Dolayistyla M
I"-halkas1 y-degismeli olur.
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(ii) charM # 2 ve [d(M),d (M)], C Cy olsun. Buna gore (M,+,-y) halkasinin
karakteristigi 2 den farklidir ve [d (M),d (M)], M halkasinin merkezi tarafindan
kapsanir. O halde [14, Teorem 2] den (M , =+, -},) halkasi degismelidir. Dolayisiyla
M T'-halkast y-degismeli olur.

(iii) charM # 2 ve d*(M) C Cy olsun. Buna gére (M,+,y) halkasinin
karakteristigi 2 den farklidir ve d? (M), M halkasinin merkezi tarafindan kapsanir.
O halde [14, Teorem 3] ten (M,+,-y) halkasi de8ismelidir. Dolayisiyla M
I'-halkas1 y-degismeli olur.

(iv) d, ve da, M T'-halkasinin k; (77) = kz (y) = 0 olacak sekilde sifirdan farkli k; ve
ky-tiirevleri, charM # 2 ve dydy (M) C Cy olsun. Buna gore (M ,+, 7) halkasinin
karakteristigi 2 den farklidir ve dyd, (M), M halkasinin merkezi tarafindan kapsanir.
O halde [14, Teorem 4] ten (M,—l—,-y) halkast degismelidir. Dolayisiyla M

I'-halkast y-degismeli olur.

a

Sonug 5.11. M, sifirdan farkli her 'y € T icin bir zayif Nobusawa 7y-asal 1I'-halka
ve d, M T-halkasinin sifirdan farkly bir O-tiirevi olsun. Bu durumda asagidaki
kosullardan biri gecerli oldugunda M T'-halkast degismelidir:

(i) Hera € M vey €l icin [a,d(a)], € Cydir:

(ii) charM # 2 ve her y € T igin [d (M) ,d (M)], C Cy dur.

(iii) charM # 2 ve her y € T igin d*> (M) C Cy dur:

(iv) dy ve dr, M T-halkasimn stfirdan farkli O-tiirevieri, charM = 2 ve her y € T’
icin did, (M) C Cy dir:

Teorem 5.12. M, karakteristigi 2 den farkli olan bir zayif Nobusawa vy-asal
[-halka ve U, M T-halkasiun bir y-Lie ideali olsun. Eger U ¢ Cy ise [K,M]Y CcU
fakat [K,M],, ¢ Cy olacak sekilde M T-halkasinun bir K y-ideali vardur.

Ispat: Hipotezden U, karakteristigi 2 den farkli olan (M 7+ 'y) asal halkasinin
merkezinde kapsanmayan bir Lie idealdir. O halde [3, Lemma 1] geregi (M ,+, -7,)



69

halkasinin [K,M] C U ve [K,M] ¢ C(M) sartlarim saglayan bir K ideali vardur.
Dolayistyla M I'-halkasin [K, M], C U fakat [K,M], ¢ Cy kosullarini saglayan K

v-ideali elde edilir. a

Teorem 5.13. M, karakteristigi 2 den farkli olan bir zayif Nobusawa vy-asal
I'-halka, U, M T'-halkasinin bir y-Lie ideali ve U SZ Cy olsun. dy ve dp, M
[-halkasiin ki (y) = k2 (y) =0 olacak sekilde sifirdan farkli ki ve ky-tiirevleri
olmak iizere d\d, (U) = 0 ise dy = 0 veya dy = 0 olur.

Ispat: Hipotez geregi d; ve d», (M,+, ) asal halkasinin sifirdan farkl1 tiirevleridir
ve U, M I'-halkasinin merkezi tarafindan kapsanmayan bir Lie ideal olur. Ayrica
(M , =+ ~y) halkasinin karakteristigi 2 den farkli ve dyd> (U) = 0 dir. Bu durumda
[3, Teorem 4] geregi d; = 0 veya d, = 0 bulunur. (M,+,-y) halkasinn tiirevleri
ile M I'-halkasinin & (y) = 0 6zelligindeki d, k-tiirevleri ayni oldugundan istenilen

sonug elde edilir. a

Teorem 5.14. M, karakteristigi 2 den farkli olan bir zayif Nobusawa vy-asal
[-halka, U, M T-halkasuun bir y-Lie ideali ve d, M nin k(7y) = 0 olacak sekilde

bir k-tiirevi olsun. Bu durumda asagidaki kosullardan biri gegerli ise U C Cy olur:

(i) d*>(U) =0dur

(i) d #0ved* (U) C Cydir

(iii) dy ve dy, M T-halkasimin k; (Y) = k (y) = 0 olacak sekilde sifirdan farkli k
ve ky-tiirevleri olmak iizere dyd, (U) C Cy dur.

Ispat: Hipotezden U, karakteristigi 2 den farkli olan (M,+, ) asal halkasinin bir

Lie ideali ve d, M halkasinin bir tiirevi olur.

(i) d*(U) = 0 olsun. Bu durumda [3, Teorem 1] den U, (M ,+,-y) halkasinin
merkezi tarafindan kapsanir. Dolayisiyla U C Cy elde edilir.

(i) d # 0 ve d*(U) C Cy olsun. Buna gore d* (U), (M,+,-y) halkasinin merkezi
tarafindan kapsanacafindan [15, Teorem 1] geregi U da M halkasinin merkezi

tarafindan kapsanir. Boylece U C Cy elde edilir.
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(iii) d; ve dp, M T-halkasinin k; (7y) = ka (y) = 0 olacak sekilde sifirdan farkli g
ve kp-tiirevleri olmak iizere dyd, (U) C Cy olsun. Bu durumda d ve ds, (M ,+, -},)
halkasinin sifirdan farkli tiirevleri olup dd, (U), M halkasinin merkezi tarafindan
kapsanir. O halde [15, Teorem 4] ten U, M halkasinin merkezi tarafindan kapsanir.

Dolayisiyla U C Cy elde edilir.
|

Sonug 5.15. M, karakteristigi 2 den farkli olan bir zayif Nobusawa y-asal I'-halka
ve U, M TI'-halkasinin y-merkezi tarafindan kapsanmayan bir y-Lie ideali olsun.

Eger bir a € M icin [a, [a,U]y} =0ise [a,U], =0 olur.
Y

Sonug 5.16. Sifirdan farkli her v € U icin M karakteristigi 2 den farkli olan bir
zayif Nobusawa y-asal I'-halka ve U, M T'-halkasinin bir 7y-Lie ideali olsun. Eger
d, M T"-halkasimin bir O-tiirevi ise asagidaki kosullardan biri gegerli oldugunda U,

M T'-halkasinin merkezi tarafindan kapsanir:

(i) d*(U) =0dr

(i) d #0ve her y €T igin d* (U) C Cy dir:

(iii) di ve dr, M T-halkasuvun stfirdan farkli O-tiirevleri ve her y € I' icin
did,(U) C Cydir.

Teorem 5.17. M bir Nobusawa anlaminda T-halka ve 0 # y € T olsun. Eger
Y € Cy ise M T-halkasinin v-asal T'-halka olmast icin gerek ve yeter kosul M nin

asal I'-halka olmasidir.

Ispat: M bir y-asal I-halka ise Lemma 5.3 ten M bir asal [-halkadir. Tersine, M bir
asal I'-halka, a,b € M ve a # 0 i¢in ayMyb = 0 olsun. Bu durumda aI’'MyMyb = 0
olur. M asal I'-halka oldugundan MyMyb = O dir. Boylece MyMT'byM = O elde
edilir. Burada y € Cyy ve M I'-halkasinin asal I'-halka olmas1 kullanilirsa b = 0

bulunur. O halde M, y-asaldir. O

Sonuc 5.18. M Nobusawa anlaminda asal degismeli I'-halka ise sifirdan farkli her
bir y e T igin (M, +,-y) halkast sifir bolensizdir.
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5.2. Gamma Halkalarda y-Radikaller

5.2.1. y-Asal Radikal

Tanim 5.19. M bir zayif Nobusawa I-halka ve S C M olsun. Eger S = 0
veya a,b € S olmak lizere (a),¥(b), NS # 0 ise S kiimesine M I'-halkasinda bir

Y-m-sistemdir denir.

Onerme 5.20. M bir zayif Nobusawa T-halka ve P, M T-halkasiun bir y-ideali
olsun. P nin Y-asal ideal olmast icin gerek ve yeter kosul P nin tiimleyeninin bir

Y-m-sistem olmasidir.

Ispat: P, M T-halkasinin y-asal ideali ve C (P) kiimesi, P nin tiimleyeni olsun. O
halde Onerme 3.17 geregi,

a,beC(P) = ab¢P=(a),y(b),LP
= IxeM>xe(a),y(b),AxeC(P)
= (a),y(),NC(P)#0
gerektirmeleri saglanir. Buna gore, C (P) bir y-m-sistemdir.

Tersine, C (P) bir y-m-sistem olsun. a,b € M olmak iizere a,b ¢ P alalim. Bu

durumda a,b € C (P) olur. O halde Onerme 3.17 geregi,
a,beC(P) = (a),y(b),NC(P)#0
= xeM>xe(a),y(b),Ax¢P
= (a),v(b), £ P
bulunur. Bdylece P, M I'-halkasinin bir y-asal idealidir. a

Tanim 5.21. M bir zayif Nobusawa [-halka ve A, M nin bir Yy-ideali olsun. Bu

durumda,

By (A) = {m € M | m € S olacak sekilde her S y-m-sistemi i¢in SNA # 0}
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kiimesine A y-idealinin y-asal radikali denir. (0), y-idealinin y-asal radikaline
M T-halkasiin y-asal radikali denir ve By(M) ile gosterilir. Buna gore M
I'-halkasinin 7y-asal radikali,

By (M) ={m e M |m c S olacak sekilde her S y-m-sistemi i¢in 0 € S}
ile tammlanir. Aslinda (M, +,-y) halkasinin asal radikali B, (M) kiimesine esittir.

Teorem 5.22. A, M zayif Nobusawa I'-halkasinin bir y-ideali olmak iizere A
y-idealinin y-asal radikali By(A), M T-halkasiun A yi kapsayan tiim y-asal
ideallerinin kesigimidir.

Ispat: M T-halkasimn A y1 kapsayan tim y-asal ideallerinin kesisimini K ile
gosterelim. IC = By (A) oldugunu gostermek istiyoruz. m € By (A) olsun. P nin, M
I'-halkasinin A y-idealini kapsayan ve m yi icermeyen bir y-asal ideali oldugunu
kabul edelim. Onerme 5.20 den P nin tiimleyeni C(P) bir y-m-sistemdir ve
m € By (A) oldugundan ANC (P) # 0 olur. Ancak buA C P olusu ile gelisir. O halde
m € K dir. Boylece By (A) C K bulunur. Simdi de K C By (A) oldugunu gosterelim.
Bunun igin m ¢ By (A) iken m ¢ K oldugunu géstermek yeterlidir. m ¢ By (A) ise
M nin m elemanini iceren ve ANT = 0 olacak sekilde bir T y-m-sistemi vardir.
U={N|ACN,TNN =0,N y-ideal} kiimesini tanimlayalim. Buna gore A € U
olacagindan U # @ dir. Eger U kiimesindeki her zincirin bir {ist sinir1 varsa Zorn
Lemma’dan &/ nun bir maksimal eleman1 vardir. [ bir indis kiimesi olmak iizere
C ={Jq | @ €I}, U da bir zincir olsun. J = |J Jy kiimesi tanimlanirsa A C J,
T NJ =0 ve J bir y-ideal olacagindan J kiimesi Occeéincirinin U daki bir tist siniridir.
O halde Zorn Lemma’dan ¢/ nun bir maksimal eleman: vardir. Bu eleman P ile
gosterilirse P nin, M I'-halkasinin A y1 kapsayan bir y-ideali oldugu aciktir. m € T
ve T NP = 0 oldugundan m ¢ P dir. Buna gore P y-asal ideal olursa ispat biter.
a,b ¢ P olsun. a ve b eleman tarafindan iiretilen y-idealler sirasiyla (a)y ve (b)y
ile gosterilsin. Bu durumda P+ (a)y,P + (b)y ¢ U dur. Ciinkii P, U/ kiimesinin
maksimal elemamdir. O halde (P+ (a)y) NT # 0 ve (P+(b)y) NT # 0 olur.
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my € (P+(a)y)NT vemy € (P+(b)y) NT olsun. my,my € T ve T bir y-m-sistem

oldugundan (m, ), y(m2), T # 0 dir. Buna gére,

(m1)yy(m2)y  (P+(a)y) v (P+ (b)y) © PYP+Py(b)y+(a)y¥P+(a),¥(b),

elde edilir. Eger (a),7(b), C P oldugu kabul edilirse (m,),y(m2), C P bulunur.
Bu ise PNT # 0 demektir. Oysa bu P € U olmast ile ¢elisir. Dolayisiyla a,b ¢ P
iken (a),y(b), ¢ P elde edilir. Boylece P bir y-asal ideal olur. O

Sonu¢ 5.23. M zayif Nobusawa T-halkasiun Yy-asal radikali By(M), M

I'-halkaswn tiim y-asal ideallerinin kesisimidir.

Teorem 5.24. M zayif Nobusawa I'-halkasimin asal radikali B(M) olmak iizere
B(M) C By(M) dir.

Ispat: x € B(M) olsun ve x ¢ By(M) oldugunu kabul edelim. Bu durumda x
elemanini iceren bir S y-m-sistemi i¢in 0 ¢ S dir. S bir y-m-sistem oldugundan aym
zamanda bir m-sistemdir. O halde M I'-halkasinin x elemanini iceren bir m-sistemi
0 elemanini igermeyecek sekilde var olur. Oysa bu x € B(M) olmasiyla celigir. O

halde B(M) C By (M) elde edilir. O
Sonug 5.25. M bir zayif Nobusawa 1'-halka olsun. Sifirdan farkli herhangi bir
y € Uigin (M,+,-y) halkast yari-asal halka ise M, I'-halkasi yari-asaldur.

5.2.2. y-Nilpotent Radikal

Tanim 5.26. M bir zayif Nobusawa ["-halka olsun. M I'-halkasinin tiim y-nilpotent
ideallerinin toplamina M TI-halkasinin y-nilpotent radikali denir ve S,(M) ile

gosterilir.

Lemma 5.27. M bir zayif Nobusawa I'-halka olsun. Eger A ve B, M I'-halkasinin

V-nilpotent idealleri ise A + B kiimesi de y-nilpotent ideal olur.
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Ispat: A ve B, M I'-halkasinin y-nilpotent idealleri oldugundan (Ay)"A = 0 ve

(By)"B = 0 olacak sekilde n ve m pozitif tamsayilar1 vardir. Buna gore,
(A+B)Y)"(A+B) = (A7)"A+B1 = B,
esitligini saglayan B; C B vardir. Buradan,

(A+B)y)"™™(A+B) = ((A+B)Y)"(A+B)Y)" ((A+B)y)" (A+B)
= (B1y)"Bi

=0

bulunur. O halde A + B de y-nilpotent ideal olur. Diger taraftan A ve B birer y-ideal
ise A + B nin de bir y-ideal oldugu agiktir. O

Sonug 5.28. M zayif Nobusawa I'-halkasinin y-nilpotent radikali bir y-nil idealdir.
Ispat: Sy(M) nin her x elemani, M nin y-nilpotent ideallerinin sonlu toplamlarinin
da bir elemanidir. Lemma 5.27 geregi bu sonlu toplam, M I'-halkasinin y-nilpotent

ideali oldugundan x y-nilpotent eleman olur. O halde S, (M) bir y-nil idealdir. O

Teorem 5.29. M zayif Nobusawa T'-halkaswun giiclii nilpotent radikali S(M)
olmak iizere S(M) C Sy(M) dir.

Ispat: M zayif Nobusawa I'-halkasinin giiclii nilpotent ideali aym1 zamanda

y-nilpotent ideal oldugundan S(M) C Sy(M) elde edilir. O

5.2.3. y-Levitzki Nil Radikal

Tamm 5.30. M bir zayif Nobusawa I'-halka ve S C M olsun. S nin herhangi bir
sonlu F altkiimesi igin (F7y)" F = 0 olacak sekilde bir pozitif n tamsayisi varsa S

kiimesine y-yerel nilpotenttir denir.

Tamim 5.30 da F = {a} alirsa y-yerel nilpotent olan bir kiimenin y-nil oldugu

aciktir.
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Tanmm 5.31. M bir zayif Nobusawa I'-halka olsun. M I'-halkasinin tiim 7y-yerel
nilpotent ideallerinin toplamima M I'-halkasinin y-Levitzki nil radikali denir ve

Ly(M) ile gosterilir.

Teorem 5.32. M zayif Nobusawa I'-halkasinin Levitzki nil radikali L(M) olmak
lizere L(M) C Ly(M) dir.
Ispat: M, I'-halkasinin bir yerel nilpotent ideali ayn1 zamanda y-yerel nilpotent

ideal oldugundan £(M) C Ly(M) elde edilir. O

5.2.4. y-Jacobson Radikal

Tanim 5.33. M bir zayif Nobusawa I'-halka, a € M ve S C M olsun.

(i) Eger a+ b+ ayb = 0 olacak sekilde bir b € M varsa a elemanina y-sag yart
regiiler eleman denir.

(i1) S nin her eleman1 y-sag yar1 regiiler ise S kiimesine y-sag yart regiilerdir denir.

Tanim 5.34. M bir zayif Nobusawa I'-halka olsun. M I'-halkasinin y-Jacobson
radikali,
{aeM|(a), y-sag yan regiiler}

kiimesi olarak tanimlanir ve J,(M) ile gosterilir. Aslinda (M,+,-,) halkasinin

Jacobson radikali 7y (M) kiimesine esittir.

Teorem 5.35. M zayif Nobusawa T'-halkasimin Jacobson radikali J (M) olmak
lizere J (M) C Jy(M) dir.
Ispat: Eger M I'-halkasinin bir a eleman1 sag yari regiiler ise a ayni zamanda y-sag

yari regiiler elemandir. Dolayisiyla J (M) C J,(M) elde edilir. 0

Sonu¢ 5.36. M bir zayif Nobusawa I'-halka olsun. Herhangi bir ¥ € T icin
(M,+,-y) halkast yari-basit halka ise M, I'-halkast yari-basittir.
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