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i

T.C.

ADNAN MENDERES ÜNİVERSİTESİ
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S-Grupları” başlıklı tez, ../../.... tarihinde yapılan savunma sonucunda
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Adı Soyadı : Okan ARSLAN
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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

SONLUMSU PERMÜTASYON GRUPLARI VE S-GRUPLARI

Okan ARSLAN

Adnan Menderes Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

Danışman: Yrd. Doç. Dr. Erdal ÖZYURT

Bu tez; A. O. Asar’ın “On Finitary Permutation Groups” ve M. R. Dixon,

M. J. Evans, V. N. Obraztsov, J. Wiegold’un “Groups That Are Covered By

Non-Abelian Simple Groups” adlı makalelerinin bir derlemesidir.

Bir G grubunun her elemanının eşlenik sınıfı sonlu ise G ye FC-grup denir.

Kendisi FC-grup olmayan ancak her özalt grubu FC-grup olan gruplara minimal

FC-olmayan grup denir.

Komütatör grubu kendisinden farklı olan minimal FC-olmayan gruplar V. V.

Belyaev tarafından 1978 yılında sınıflandırılmıştır. Belyaev, komütatör grubu

kendisine eşit olan minimal FC-olmayan yerel sonlu bir G grubu var ise ya

G/Z (G) basit bir grup ya da p asal olmak üzere G nin bir p-grup olduğunu

kanıtlamıştır. 1989 da Kuzucuoğlu ve Phillips G/Z (G) nin basit olamayacağını

göstermişlerdir. Dolayısıyla G = G′ özelliğini sağlayan yerel sonlu minimal

FC-olmayan bir grup var ise bu grup bir p-gruptur. Ancak böyle bir grubun var

olup olmadığı 30 yıldır açık bir problemdir.
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F. Leinen ve V. V. Belyaev birbirlerinden bağımsız olarak böyle bir grup

var ise bu grubun sonsuz bir Ω kümesi üzerindeki sonlumsu permütasyon

grubunun bir altgrubuna izomorfik olacağını kanıtlamışlardır. Bu durumda

G = G′ özelliğini sağlayan yerel sonlu minimal FC-olmayan bir grubun var olup

olmadığını incelemek sonlumsu permütasyon grubun altgruplarını incelemekten

geçmektedir. Asar bu makalesinde aşağıdaki şartların var olması durumunda

böyle bir grubun olamayacağını kanıtlamıştır:

Yerel sonlu minimal FC olmayan bir G grubunun normal olmayan sonlu her

F altgrubu için yp ∈ FCG(F ) olacak şekilde en az bir y ∈ G\NG(F ) varsa G

mükemmel olamaz.

Değişmeli olmayan basit altgruplarının birleşimi ile oluşturulan bütün

grupların oluşturduğu sınıfı S ile gösterelim. Bölüm 4 te, bu özellikte

olan grupların(S-gruplar) temel özellikleri verilmiştir. Bu bölümde; G yerel

derecelendirilmiş bir S-grup, M grubu G nin serbest periyodik radikali ve G

nin tüm sonlu mertebeden elemanları tarafından üretilen normal altgrubu N

olmak üzere N 6= 1 ise M ≤ N ≤ G, G/N serbest periyodik, N/M basit olduğu

gösterilmiştir. Bununla birlikte M de birimden farklı bir eleman varsa G nin

sonlu her altgrubunun ya devirli ya da metadevirli olduğu kanıtlanmıştır.

2008, 72 sayfa

Anahtar Sözcükler

FC grup, minimal FC olmayan grup, sonlumsu permütasyon, hemen hemen

primitif grup, tamamen imprimitif grup, yerel sonlu grup.
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ABSTRACT

Master’s Thesis

FINITARY PERMUTATION GROUPS AND S-GROUPS

Okan ARSLAN

Adnan Menderes University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Asst. Prof. Dr. Erdal ÖZYURT

This thesis is a survey of A. O. Asar’s and M. R. Dixon, M. J. Evans, V. N.

Obraztsov, J. Wiegold’s papers that are “On Finitary Permutation Groups” and

“Groups that are Covered by Non-Abelian Simple Groups”.

A group G is called FC-group if the conjugacy class of every element is finite.

G is called minimal non-FC-group if G is not an FC-group, but every proper

subgroup of G is an FC-group.

All minimal non-FC-groups that are different from their commutator subgroups

are classified by Belyaev in 1978. Belyaev proved that if there exists a locally

finite minimal non-FC-group G that is equal to its commutator subgroup is

either G/Z (G) is simple or G is a p-group for some prime p. In 1989, Kuzucuoğlu

and Phillips showed that G/Z (G) can not be simple. Therefore, if there exists

a locally finite minimal non-FC-group G with G = G′ then it is a p-group for

some prime p. But, existence of a perfect locally finite minimal non-FC-group

has been a problem for 30 years.



vi

F. Leinen and V. V. Belyaev are proved independently that if there exists

such a group then it has a non-trivial representation into the group of finitary

permutations on some infinite set Ω. So the existence problem of a perfect

locally finite minimal non-FC-group turns out to investige to finitary permutation

groups. Asar, in this paper, proved that there exist no such group if the following

holds:

If G is a locally finite minimal non-FC-group and for every finite non-normal

subgroup F of G there exists y ∈ G\NG(F ) such that yp ∈ FCG(F ), then G can

not be perfect.

Let S denote the class of all groups that are the set theoretic union of their

non-abelian simple subgroups. In chapter 4, some properties of such groups are

examined. In this chapter, it is showed that if G is locally graded group, M is

torsion-free radical of G and N is the normal subgroup of G generated by all the

elements of finite order and if N 6= 1, then M ≤ N ≤ G, G/N torsion-free, N/M

simple. In addition, if also M 6= 1, then every finite subgroup of G is cyclic or

metacyclic.

2008,72 pages

Key Words:

FC group, minimal non-FC-group, finitary permutation, almost primitive group,

totally imprimitive group, locally finite group.
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1. GİRİŞ

Bir G grubunun her elemanının eşlenik sınıfı sonlu ise G ye FC-grup denir.

Kendisi FC-grup olmayan ancak her özalt grubu FC-grup olan gruplara minimal

FC-olmayan grup denir.

Belyaev, [2] de komütatör grubu kendisinden farklı olan minimal FC-olmayan

grupları sınıflandırmıştır. Belyaev, çalışmasında, bu özellikteki bir grubun

Miller-Moreno tipinde grup olduğunu kanıtlamıştır. Eğer bir G grubu için G′

sonsuz ve G nin aşikar olmayan her altgrubunun komütatör altgrubu sonlu

oluyorsa G ye Miller-Moreno tipinde gruptur denir. Ayrıca Belyaev bu çalışmada,

komütatör grubu kendisine eşit olan yerel sonlu minimal FC-olmayan bir G grubu

var ise ya G/Z (G) basit yerel sonlu bir grup ya da p asal olmak üzere G nin yerel

sonlu bir p-grup olduğunu kanıtlamıştır. Daha sonra Kuzucuoğlu ve Phillips,

[12] de, mükemmel, yerel sonlu, minimal FC-olmayan bir G grubu için G/Z (G)

nin basit olamayacağını göstermişlerdir. Bu durumda mükemmel, yerel sonlu,

minimal FC-olmayan bir grup var ise bu grup p asal olmak üzere bir p-gruptur.

Dolayısıyla, mükemmel, yerel sonlu, minimal FC-olmayan bir grubun var olup

olmadığı problemi, mükemmel, yerel sonlu, minimal FC-olmayan bir p-grup var

mıdır problemine dönüşmüştür. Bu soru üzerinde yoğun olarak farklı ülkelerde

birçok matematikçi çalışmış ve sonunda [4] te V. V. Belyaev ve [13] te F. Leinen

birbirlerinden bağımsız olarak mükemmel, yerel sonlu, minimal FC-olmayan bir

grubun, sonsuz bir Ω kümesi üzerindeki sonlumsu permütasyon grubunun bir

altgrubuna izomorfik olacağını kanıtlamışlardır.

Ω boştan farklı bir küme olsun. Ω üzerindeki bir x permütasyonu için supp(x) =

{α ∈ Ω | αx 6= α} kümesine x in hareket ettirdiği noktaların kümesi(support)

denir. Hareket ettirdiği noktaların kümesi sonlu olan x permütasyonlarının

oluşturduğu küme bir gruptur. Bu gruba sonlumsu permütasyon grup denir ve

FSym (Ω) ile gösterilir.

1980 li yıllara kadar sonlumsu permütasyon gruplarının yapısını anlamak üzerine
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bazı çalışmalar yapılmıştır. 1966 yılında D. A. Suprunenko, Ω sonsuz bir küme

olmak üzere FSym (Ω) nın her transitif yerel nilpotent altgrubunun bir p-grup

olduğunu göstermiştir. 1974 yılında D. Segal, FSym (Ω) nın primitif altgrupları

üzerine çalışmalar yapmış; 1975 ve 1976 yıllarında P. M. Neumann, imprimitif bir

grubun maksimal bloğunun olup olmaması durumlarını inceleyerek FSym (Ω) da

tamamen imprimitif, hemen hemen primitif altgrupların tanımlarını vermiş ve bu

grupların yapılarını ayrı ayrı incelemiştir.

1974 yılında J. Wiegold, sonlumsu permütasyon grubunun bir G altgrubu için

aşağıdaki ifadelerin birbirine denk olduğunu göstererek Sym (Ω) ya gömülebilen

yerel sonlu gruplar ile ilgili bilgiler elde etmiştir:

(i) G bir FC gruptur.

(ii) G nin Ω üzerindeki tüm orbitleri sonludur.

(iii) G grubu sonlu epimorfik görüntülerinin direkt çarpımının bir altgrubuna

izomorftur.

G = G′ özelliğini sağlayan yerel sonlu minimal FC-olmayan bir grubun var olup

olmadığını incelemek sonlumsu permütasyon grubun altgruplarını incelemekten

geçmektedir. Asar bu makalesinde aşağıdaki şartların var olması durumunda

böyle bir grubun olamayacağını kanıtlamıştır:

Yerel sonlu minimal FC olmayan bir G grubunun normal olmayan sonlu her F

altgrubu için yp ∈ FCG(F ) olacak şekilde en az bir y ∈ G\NG(F ) varsa G

mükemmel olamaz.

Bir G grubunda herbir eleman G nin değişmeli olmayan basit bir altgrubu

tarafından içeriliyorsa G ye S-grup denir. Yerel sonlu S-gruplar Sonuç 4.24 ten

de kolayca görüleceği üzere yerel sonlu basit gruplardır.

Yerel sonlu basit gruplarla sonlu basit grupları ilişkilendiren en önemli

teoremlerden birisini Otto Kegel kanıtlamıştır. Buna göre; mertebesi sayılabilir

sonsuz olan her yerel sonlu basit bir grup için G1 ≤ G2 ≤ · · · ≤ Gn ≤ · · · şeklinde
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sonlu gruplardan oluşan artan bir altgrup dizisi yazılabilir ve her i ∈ N için Gi nin

öyle bir maksimal normal Ni altgrubu vardır ki Gi ∩ Ni+1 = 1 olur([10, Teorem

4.5]). Burada (Gi, Ni)i∈N dizisine Kegel dizisi, Gi/Ni sonlu basit gruplarına da

Kegel çekirdek denir.

Kegel dizilerinde her i ∈ N için Ni = 1 olursa bu gruplar S-gruplardır. Ancak [8]

de Hickin ve [19] da Zaleskii-Serezhkin’in sonuçlarına göre, mertebesi sayılabilir

sonsuz olan yerel sonlu basit grupların hangi Kegel dizisi alınırsa alınsın Ni 6= 1

dir. Bu durumda mertebesi sayılabilir sonsuz olan her yerel sonlu basit grup bir

S-grup değildir. Yerel sonlu her S-grup basit grup olmasında rağmen yerel sonlu

olma şartı kaldırılırsa yazarlar bu makalede basit olmayan S-grupların nasıl inşa

edileceğini göstermişlerdir. Yani(yerel sonlu olmayan) öyle S-gruplar vardır ki

bunlar basit grup değildir.

Bu bölümde; G yerel derecelendirilmiş bir S-grup, M grubu G nin serbest

periyodik radikali ve G nin tüm sonlu mertebeden elemanları tarafından üretilen

normal altgrubu N olmak üzere N 6= 1 ise M ≤ N ≤ G, G/N serbest periyodik,

N/M basit olduğu gösterilmiştir. Bununla birlikte M de birimden farklı bir

eleman varsa G nin sonlu her altgrubunun ya devirli ya da metadevirli olduğu

kanıtlanmıştır.
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2. TEMEL TANIMLAR VE BAZI TEOREMLER

Bu bölümde daha sonraki bölümlerde sıklıkla kullanacağımız temel tanım ve

lemmalarla birlikte simetrik grup ve sonlumsu permütasyon grubu ile ilgili bazı

özellikleri vereceğiz.

Tanım 2.1 Ω boştan farklı bir küme olmak üzere Ω dan Ω ya bütün birebir ve

örten fonksiyonların oluşturduğu küme bir gruptur. Bu gruba Ω üzerinde tanımlı

simetrik grup denir ve Sym(Ω) ile gösterilir.

Verilen bir x ∈ Sym(Ω) için

supp(x) = {α ∈ Ω | αx 6= α}

kümesine x in hareket ettirdiği noktaların kümesi(support) denir. Benzer şekilde

Sym(Ω) nın bir H altgrubu için

supp H = {α ∈ Ω | en az bir h ∈ H için αh 6= α}

kümesine de H nin bir elemanı altında hareket eden noktaların kümesi(supportu)

denir. Eğer supp(x) sonlu ise x e sonlumsu permütasyon denir. Ω üzerinde tüm

sonlumsu permütasyonların kümesi bir gruptur ve bu grup FSym(Ω) ile gösterilir.

Tanım 2.2 G bir grup ve X bir grup özelliği olsun. G nin sonlu üreteçli her alt

kümesi X özelliğini sağlıyorsa G ye yerel X -grup denir.

Tanım 2.3 G bir grup, X ile Y birer grup özelliği olsun. G nin X özelliğinde

bir N normal altgrubu, G/N grubu Y özelliğini sağlayacak şekilde varsa G ye

X -by-Y grup denir.

Tanım 2.4 p bir asal sayı olmak üzere bir G grubu mertebesi p olan devirli

grupların direkt çarpımı şeklinde yazılabiliyorsa bu gruba elemanter değişmeli

p-grup denir.
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Tanım 2.5 G bir grup, Ω bir küme olsun. Eğer Ω×G −→ Ω dış işlemi,

(i) her α ∈ Ω için α1G = α ,

(ii) her α ∈ Ω ve her x, y ∈ G için (αx) y = αxy

şartlarını sağlıyorsa G, Ω üzerine etki eder denir. Örneğin, Sym(Ω) nın her G

altgrubu Ω üzerine etki eder.

G grubu Ω üzerine etki ediyor ise verilen bir x ∈ G için ϕx : Ω −→ Ω, ϕx (α) =

αx ile tanımlı fonksiyon birebir ve örtendir. Çünkü (ϕx)
−1 = ϕx−1 : Ω −→ Ω

tanımlanırsa α (ϕx ◦ ϕx−1) = α (ϕx−1 ◦ ϕx) = α olur. Böylece ϕ : G −→ Sym(Ω)

fonksiyonu tanımlanabilir. Her α ∈ Ω için αϕ (xy) = αϕ (x) ϕ (y) olduğundan ϕ

bir homomorfizmadır. G den Sym(Ω) ya tanımlı bir homomorfizmaya G nin Ω

üzerine permütasyon temsili adı verilir. O halde G grubu Ω üzerine etki ediyorsa

G nin Ω üzerinde bir permütasyon temsili vardır.

Tanım 2.6 G grubu Ω kümesi üzerine etki etsin.

(i) α ∈ Ω için αG = {αx | x ∈ G} kümesine α nın G deki orbiti adı verilir.

(ii) α ∈ Ω için Gα = {x ∈ G | αx = α} kümesine α nın G deki nokta sabitleyeni

adı verilir. Ω nın boştan farklı bir ∆ altkümesi için

G∆ = {x ∈ G | her δ ∈ ∆ için δx = δ}

kümesine ∆ nın G deki noktasal sabitleyeni,

G{∆} = {x ∈ G | ∆x = ∆}

kümesine de ∆ nın G deki kümesel sabitleyeni adı verilir.

Lemma 2.7 G grubu Ω kümesi üzerine etki etsin. Bu takdirde her α ∈ Ω için

|αG| = |G : Gα| olur. G sonlu ise |G| = |αG| |Gα| dır.
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İspat. [5, Teorem 1.4A] 2

Tanım 2.8 G bir grup olsun. G nin her elemanının eşlenik sınıfı sonlu ise G ye

FC grup denir. Eğer G nin aşikar olmayan her altgrubu FC grup fakat kendisi

FC grup değilse bu durumda G ye minimal FC olmayan grup denir.

G grubunun kendisi üzerine eşlenik etkisi tanımlanırsa x ∈ G için G(x) =

{g−1xg | g ∈ G} ve Gx = {g ∈ G | xg = gx} = CG (x) olur. O halde Lemma

2.7 gereği x elemanının G deki eşlenik sınıfının eleman sayısı |G : CG (x)| tir.

Dolayısıyla G nin herbir x elemanı için |G : CG (x)| sonlu ise G ye FC grup denir.

Tanım 2.9 G grubu Ω kümesi üzerine etki etsin. Her α, β ∈ Ω için αx = β

olacak şekilde en az bir x ∈ G varsa G ye transitif grup veya G grubu Ω üzerine

transitif etki eder denir.

Tanım 2.10 G grubu Ω kümesi üzerine transitif etki etsin. Ω nın boştan farklı

bir ∆ altkümesi verildiğinde G de alınan herbir x elemanı için ∆x = ∆ veya

∆x ∩∆ = ∅ oluyorsa ∆ ya G nin bir bloğu denir. Ω nın kendisi ve tek elemanlı

altkümeleri G nin birer bloklarıdır. Bu bloklara G nin aşikar blokları denir.

Tanım 2.11 G grubu Ω kümesi üzerine transitif etki etsin. Eğer G nin aşikar

olmayan bir bloğu yoksa G ye primitif grup veya G grubu Ω üzerine primitif

etki eder denir. Eğer G nin aşikar olmayan bir bloğu varsa bu durumda G ye

imprimitif grup denir.

Tanım 2.12 Ω sonsuz bir küme olmak üzere G grubu FSym(Ω) nın imprimitif

bir altgrubu olsun. Eğer G nin bir maksimal bloğu varsa G ye hemen hemen

primitif(almost primitive), G nin bir maksimal bloğu yoksa G ye tamamen

imprimitif(totally imprimitive) grup denir.
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Lemma 2.13 Ω boştan farklı herhangi bir küme olmak üzere FSym(Ω) yerel

sonludur.

İspat. g1, . . . , gn ∈ FSym(Ω) olmak üzere 〈g1, . . . , gn〉 ≤ FSym(Ω) olsun.

Bu durumda supp 〈g1, . . . , gn〉 ⊆ supp (g1) ∪ · · · ∪ supp (gn) olur. g1, . . . , gn ∈
FSym(Ω) olduğundan supp (g1) ∪ · · · ∪ supp (gn) kümesi sonlu eleman içerir.

O halde 〈g1, . . . , gn〉 grubunun sonlu küme üzerine aşikar olmayan etkisi vardır.

Dolayısıyla bu grup sonludur. Böylece FSym(Ω) yerel sonlu olur. 2

Lemma 2.14 Ω sonsuz bir küme ve G ≤ FSym(Ω) olsun. Bu durumda

aşağıdakiler denktir:

(i) G nin her orbiti sonludur.

(ii) G bir FC gruptur.

(iii) G residually sonludur.

İspat. [5, Lemma 8.3.D] 2

Lemma 2.15 Ω sonsuz bir küme ve G ≤ FSym (Ω) olsun. H grubu G nin

aşikar olmayan bir normal altgrubu ve G/H bir FC grup ise H, G nin tüm sonsuz

orbitleri üzerinde transitiftir.

İspat. [5, Lemma 8.3.E] 2

Lemma 2.16 Bir G grubunun normalleyen şartını sağlaması için gerek ve yeter

koşul G nin bütün altgruplarının yükselen(ascendant) olmasıdır.

İspat. [16, 12.2.1] 2

Lemma 2.17 (Grün) G mükemmel grup ise Z (G/Z (G)) = 1 dir.
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İspat. gZ (G) ∈ Z (G/Z (G)) olsun. O halde her x ∈ G için gZ (G) ile xZ (G)

değişmelidir. Buradan [x, g] ∈ Z (G) olur. Bu durumda,

φg : G → Z (G)

x 7→ [x, g]

fonksiyonu tanımlanabilir. x, y ∈ G için,

φg (xy) = [xy, g] = y−1x−1g−1xyg = y−1x−1g−1xgg−1yg = y−1 [x, g] g−1yg

olur. [x, g] ∈ Z (G) olduğundan y−1 [x, g] = [x, g] y−1 dir. Buradan,

φg (xy) = [x, g] y−1g−1yg = [x, g] [y, g] = φg (x) φg (y)

bulunur. O halde φg bir homomorfizmadır. Bu homomorfizmanın çekirdeği,

Ker (φg) = {x ∈ G | [x, g] = 1} = CG (g)

olduğundan G/CG (g) ∼= Im (φg) ≤ Z (G) dir. O halde G/CG (g) değişmelidir.

Öyleyse G′ ≤ CG (g) olur. G mükemmel olduğundan G = CG (g) dir. Dolayısıyla

g ∈ Z (G) olur. Buradan Z (G/Z (G)) = 1 elde edilir. 2

Lemma 2.18 G yerel sonlu bir grup ve N E G olsun. N ve G/N yerel çözülebilir

ise G yerel çözülebilirdir.

İspat. G nin sonlu üreteçli bir H altgrubunu alalım. Bu durumda HN/N ∼=
H/H∩N grubu G/N nin bir altgrubudur. G yerel sonlu olduğundan H sonludur.

G/N yerel çözülebilir ve H sonlu olduğundan H/H ∩ N çözülebilirdir. O halde

bir r doğal sayısı için H(r) ⊂ H ∩N olur. H sonlu olduğundan H ∩N sonludur.

Bu takdirde N yerel çözülebilir olduğundan H ∩N çözülebilir olur. Öyleyse H(r)

çözülebilirdir. Buna göre H çözülebilir olur. 2

Sonuç 2.19 G yerel sonlu bir grup ve N E G olsun. N yerel çözülebilir ve G/N

değişmeli ise G yerel çözülebilirdir.



9

Lemma 2.20 (Plotkin) Bir grup normalleyen şartını sağlıyorsa yerel

nilpotenttir.

İspat. [16, 12.2.2] 2

Lemma 2.21 G yerel nilpotent bir grup olsun. G nin tüm sonlu mertebeden

elemanlarının kümesi T , G nin endomorfizmaları altında değişmez kalır. Bu

durumda G/T nin her elemanı sonsuz mertebedendir ve T grubu p-grupların direkt

çarpımı şeklinde yazılabilir.

İspat. [16, 12.1.1] 2

Lemma 2.22 G grubu Ω kümesi üzerine transitif etki etsin. Herhangi bir x ∈ G

için aşağıdakiler gerçeklenir:

(i) ∆, G nin aşikar olmayan bir bloğu ise Gx
{∆} = G{∆x} olur.

(ii) u ∈ G ise supp (ux) = supp (u) x olur.

(iii) H ≤ G ise (supp H) x = supp Hx olur.

İspat. (i) g ∈ Gx
{∆} ise en az bir g1 ∈ G{∆} için g = x−1g1x olur. Buradan

(∆x) g = ∆xx−1g1x = ∆g1x = ∆x olacağından g ∈ G{∆x} bulunur. Tersine,

g ∈ G{∆x} ise ∆xg = ∆x tir. Buna göre ∆xgx−1 = ∆ olacağından g ∈ Gx
{∆} elde

edilir.

(ii) α ∈ supp (ux) ise αx−1ux 6= α olur. Buradan αx−1u 6= αx−1 olacağından

αx−1 ∈ supp (u) bulunur. Öyleyse α ∈ supp (u) x tir. Tersine α ∈ supp (u) x ise

αx−1 ∈ supp (u) dur. O halde αx−1u 6= αx−1 dir. Buradan α ∈ supp (ux) elde

edilir.

(iii) (supp H) x ⊆ supp Hx olduğunu görelim. β ∈ (supp H) x ise β = αx olacak

şekilde en az bir α ∈ supp H vardır. α ∈ supp H olduğundan en az bir h ∈ H

için αh 6= α dır. Böylece βhx = αxx−1hx = αhx 6= β olur. Öyleyse βhx 6= β ve

hx ∈ Hx olduğundan β ∈ supp Hx tir. Şimdi de supp Hx ⊆ (supp H) x olduğunu
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görelim. β ∈ supp Hx ise en az bir hx ∈ Hx için βhx 6= β dır. Buna göre en az

bir h ∈ H için βx−1h 6= βx−1 olur. O halde β ∈ (supp H) x bulunur. 2

Lemma 2.23 G grubu Ω kümesi üzerine transitif etki etsin ve ∆ ile Γ, G nin

aşikar olmayan iki bloğu olsun. Bu durumda:

(i) G{Γ}, Γ üzerine transitif etki eder.

(ii) ∆ ⊆ Γ ise GΓ ⊆ G∆ olur.

(iii) ∆ ⊆ Γ ise G{∆} ⊆ G{Γ} olur.

(iv) ∆ ⊆ Γ olmak üzere
∣∣G{Γ} : G{∆}

∣∣ sonludur.

İspat. (i) Verilen bir g ∈ G{Γ} için ψg (γ) = γg ile tanımlı fonksiyon Γ üzerinde

bir permütasyondur. Bu takdirde,

ψ : G{Γ} → Sym(Γ)

g 7→ ψg

fonksiyonu tanımlanabilir. Tanımlanan ψ fonksiyonu bir homomorfizma

olduğundan G{Γ} grubu Γ üzerine etki eder. Şimdi bu etkinin transitif olduğunu

gösterelim. G transitif olduğundan γ1, γ2 ∈ Γ için γ1x = γ2 olacak şekilde x ∈ G

vardır. Buna göre Γx ∩ Γ 6= ∅ ve Γ blok olduğundan Γx = Γ bulunur. O halde

x ∈ G{Γ} olur. Böylece G{Γ} nın Γ üzerine etkisi transitiftir.

(ii) g ∈ GΓ ise her γ ∈ Γ için γg = γ dır. ∆ ⊆ Γ olduğundan ∆ nın her δ elemanı

için δg = δ olacağından g ∈ G∆ bulunur.

(iii) g ∈ G{∆} ise ∆g = ∆ dır. δ ∈ ∆ ⊆ Γ için δg ∈ ∆g = ∆ ⊆ Γ olduğundan

Γ ∩ Γg 6= ∅ dir. Γ, G nin bir bloğu olduğundan Γ = Γg olur. Öyleyse g ∈ G{Γ}

bulunur.

(iv) (i) de tanımlanan etkinin çekirdeği GΓ olduğundan (ii) den GΓ ⊆ G∆ ⊆
G{∆} dır. 1.İzomorfizma teoremi gereği G{Γ}/GΓ grubu Sym (Γ) grubunun bir

altgrubuna izomorftur. Γ sonlu olduğundan Sym (Γ) sonludur. Dolayısıyla
∣∣G{Γ} : G{∆}

∣∣ sonlu olur. 2
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Lemma 2.24 Ω sonsuz bir küme ve G grubu FSym (Ω) nın bir altgrubu olsun.

Bu durumda 〈Gα | α ∈ Ω〉 = G dir.

İspat. g ∈ G olsun. G grubu FSym (Ω) nın bir altgrubu olduğundan supp (g)

sonludur. O halde α ∈ Ω\ supp (g) için αg = α dır. Buradan g ∈ Gα bulunur. 2

Lemma 2.25 G bir grup, n ∈ Z+ ve H1, . . . , Hn ≤ G olsun. gi ∈ G olmak üzere

G =
n⋃

i=1

Higi ise |G : Hi| < n olacak şekilde bir i = 1, . . . , n vardır.

İspat. [14] 2

Teorem 2.26 (P. M. Neumann) G grubu sonsuz bir Ω kümesi üzerine transitif

etki etsin. Ω nın sonlu bir ∆ altkümesi için ∆g ∩∆ = ∅ olacak şekilde bir g ∈ G

vardır.

İspat. Her g ∈ G için ∆g ∩ ∆ 6= ∅ olduğunu kabul edelim. O halde

verilen bir g ∈ G için δ1g = δ2 olacak şekilde δ1, δ2 ∈ ∆ vardır. Buradan

G =
⋃

δ1,δ2∈∆

{g ∈ G | δ1g = δ2} olur. δ1, δ2 ∈ ∆ için δ1g = δ2 ise Gδ1g =

{xg | x ∈ Gδ1} dir. O halde {g ∈ G | δ1g = δ2} kümesi Gδ1 in bir eşkümesidir.

∆ sonlu olduğundan G grubu, δ ∈ ∆ olmak üzere Gδ nokta sabitleyenlerinin

eşkümelerinin sonlu birleşimi olur. Öyleyse Lemma 2.25 gereği en az bir δ ∈ ∆

için |G : Gδ| = |δG| sonludur. Ancak bu G nin transitif ve Ω nın sonsuz olmasıyla

çelişir. Dolayısıyla ∆g ∩∆ = ∅ olacak şekilde bir g ∈ G vardır. 2

Lemma 2.27 Ω sonsuz bir küme ve G grubu FSym (Ω) nın imprimitif bir

altgrubu olsun. G nin aşikar olmayan her bloğu sonludur.

İspat. ∆, G nin aşikar olmayan bir bloğu olsun. δ ∈ ∆ ve α ∈ Ω\∆ olmak üzere

G transitif olduğundan δx = α olacak şekilde en az bir x ∈ G vardır. Dolayısıyla

∆x 6= ∆ olur. ∆ blok olduğundan ∆x ∩ ∆ = ∅ dir. Buna göre ∆ ⊂ supp(x)

olacağından ∆ sonludur. Böylece G transitif ve G ≤ FSym (Ω) ise G nin aşikar

olmayan her bloğu sonludur. 2
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Lemma 2.28 Ω sonsuz bir küme ve G grubu FSym (Ω) nın transitif bir altgrubu

olsun. p bir asal sayı olmak üzere G′ bir p-grup ise G de bir p-gruptur.

İspat. g ∈ G olsun ve ∆ = supp (g) alalım. Lemma 2.26 gereği ∆x ∩ ∆ = ∅
olacak şekilde en az bir x ∈ G vardır. supp (gx) = ∆x olduğundan g ile gx in

hareket ettirdiği noktalar birbirinden farklıdır. Buradan |[g, x]| = |gxg| = |g|
olur. O halde G′ bir p-grup ise G de bir p-gruptur. 2

Lemma 2.29 G grubu Ω kümesi üzerine transitif etki etsin ve N C G olsun. Bu

durumda aşağıdakiler gerçeklenir:

(i) G grubu N nin orbitleri üzerine transitif etki eder.

(ii) N nin Ω üzerindeki orbitleri aynı sayıda eleman içerir.

(iii) N nin Ω üzerindeki orbitleri G nin bloklarıdır.

İspat. (i) Bir α ∈ Ω için ∆ = αN ve g ∈ G olsun. Bu durumda ∆g = αNg =

αgN olacağından ∆g de N nin Ω üzerindeki bir orbiti olur. Dolayısıyla G grubu

N nin orbitleri üzerine etki eder. ∆1 = α1N ve ∆2 = α2N, N nin Ω üzerindeki

iki orbiti olmak üzere G grubu Ω üzerine transitif etki ettiğinden α1x = α2 olacak

şekilde bir x ∈ G vardır. Buradan ∆1x = α1Nx = α1xN = α2N = ∆2 olur. O

halde G grubu N nin orbitleri üzerine transitif etki eder.

(ii) ∆1 ve ∆2, N nin Ω üzerindeki iki orbiti ise (i) şıkkı gereği ∆1x = ∆2 olacak

şekilde bir x ∈ G vardır. O halde |∆1| = |∆2| olur.

(iii) ∆, N nin Ω üzerindeki bir orbiti ve g ∈ G olsun. Buna göre ∆g de N nin Ω

üzerindeki bir orbiti olduğundan ∆g ∩ ∆ = ∅ veya ∆g = ∆ dır. O halde ∆, G

nin bir bloğudur. 2

Lemma 2.30 Ω sonsuz bir küme olmak üzere G grubu FSym (Ω) nın transitif

bir altgrubu ve H,K ≤ G olsun. Eğer G = HK, H ile K nın elemanları değişmeli

ve H 6= 1 ise K = 1 olur.
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İspat. Lemma 2.29 gereği G grubu H nin Ω üzerindeki orbitleri üzerine transitif

etki eder. G = HK olduğundan K grubu da bu orbitler üzerine transitif etki eder.

H ile K nın elemanları değişmeli olduğundan H nin tüm orbitleri H-küme olarak

birbirine izomorfiktir. H nin birimden farklı bir h elemanını alalım. h elemanı H

nin bir orbitindeki noktayı hareket ettirir. H nin tüm orbitleri birbirine izomorfik

olduğundan bu eleman H nin her orbitinde bir nokta hareket ettirmiş olur. Bu

durumda supp(h) kümesi sonlu olduğundan H nin Ω üzerinde sonlu tane orbiti

var olabilir. Bunları ∆1, ∆2, . . . , ∆n ile gösterelim. Ω sonsuz ve ∆1, ∆2, . . . , ∆n

aynı sayıda eleman içerdiğinden bu orbitler sonsuz elemanlıdır.

k ∈ K olsun ve αk 6= α olacak şekilde bir α ∈ Ω alalım. Buna göre en az

bir i için α ∈ ∆i olur. x ∈ H için αxk = αkx 6= αx olduğundan k sonlumsu

permütasyonu ∆i içindeki her noktayı hareket ettirir. Oysa bu ∆i sonsuz elemana

sahip olduğundan çelişkidir. O halde her α ∈ Ω için αk = α olacağından k = 1

dir. Dolayısıyla K = 1 elde edilir. 2

Önerme 2.31 G grubu FSym (Ω) nın değişmeli ve transitif bir altgrubu olsun.

Bu durumda Ω sonludur.

İspat. G nin birimden farklı bir g elemanı için fix (g) = {α ∈ Ω | αg = α}
kümesinin boş küme olduğunu gösterirsek supp (g) = Ω olacağından istenen

sonucuna ulaşmış oluruz. α ∈ fix (g) ve x ∈ G olsun. Buna göre αxg = αgx = αx

olduğundan αx ∈ fix (g) dir. Buradan Ω = αG = fix (g) olacağından g = 1 olur

ki bu çelişkidir. O halde fix (g) = ∅ olur. 2

Önerme 2.32 Ω sonsuz bir küme olmak üzere G grubu FSym (Ω) nın transitif

bir altgrubu ve N C G olsun. G/N sonsuz bir küme üzerinde sonlumsu

permütasyon grubu olarak temsil edilemiyorsa N transitiftir.

İspat. N nin transitif olmadığını kabul edelim. O zaman Σ = {αN | α ∈ Ω}
kümesinin elemanları Lemma 2.29 gereği G nin aşikar olmayan bloklarıdır. Buna
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göre G grubu Σ üzerinde sonlumsu permütasyon grubu olarak temsil edilir ve bu

etki transitiftir. N grubu bu blokları sabit bırakacağından G/N ≤ FSym (Σ)

olur. Ayrıca Ω =
⋃

α∈Ω

αN ve Sonuç 2.27 gereği αN ler sonlu olduğundan Σ

sonsuzdur. Oysa bu hipotezle çelişir. O halde N transitiftir. 2

Sonuç 2.33 Ω sonsuz bir küme olmak üzere G grubu FSym (Ω) nın transitif bir

altgrubu ise G′ de Ω üzerinde transitiftir.

İspat. Önerme 2.31 gereği G/G′ sonsuz bir küme üzerinde sonlumsu

permütasyon grubu olarak temsil edilemez. O halde Önerme 2.32 gereği G′

transitiftir. 2

Teorem 2.34 Ω sonsuz bir küme olmak üzere G grubu FSym (Ω) nın bir

altgrubu olsun. Bu durumda aşağıdakiler gerçeklenir:

(i) N C G ve N transitif ise G′ ≤ N dir.

(ii) G transitif ise G′ mükemmeldir.

İspat. (i) g, h ∈ G için [g, h] ∈ N olduğunu göstermeliyiz. ∆ = supp (g) ∪
supp (h) olsun. Teorem 2.26 gereği ∆x ∩ ∆ = ∅ olacak şekilde x ∈ N vardır.

c = [g, x] [h, x]
[
(gh)−1 , x

]
alalım.

supp (gx) = supp (g) x ⊆ ∆x,

supp (hx) = supp (h) x ⊆ ∆x

ve

supp
(
g−1

) ⊆ ∆, supp
(
h−1

) ⊆ ∆, supp (gh) ⊆ ∆

olduğundan gx ve hx, g−1, h−1 ve gh ile değişmelidir. O halde,

c = [g, x] [h, x]
[
(gh)−1 , x

]

= g−1gxh−1hx (gh)
(
(gh)−1)x

= g−1h−1ghgxhx
(
(gh)−1)x

= [g, h]
(
(gh) (gh)−1)x

= [g, h]
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bulunur. Diğer taraftan N C G olduğundan,

c = [g, x] [h, x]
[
(gh)−1 , x

]

=
(
x−1

)g
x

(
x−1

)h
x

(
x−1

)(gh)−1

x ∈ N

olur. Böylece G′ ≤ N bulunur.

(ii) Sonuç 2.33 gereği G′ ve G′′ transitiftir. O halde (i) gereği G′ ≤ G′′ olduğundan

G′ = G′′ olur. Böylece G′ mükemmeldir. 2

Lemma 2.35 G grubu sonsuz bir Ω kümesi üzerine hemen hemen primitif etki

etsin. Bu durumda ∆k, G nin maksimal bloğu olmak üzere Σ = {∆kx | x ∈ G}
kümesinin her elemanı G nin bir bloğudur ve G grubu Σ üzerine primitif etki

eder.

İspat. G hemen hemen primitif olduğundan G nin ∆1 ⊂ ∆2 ⊂ · · · ⊂ ∆k şeklinde

aşikar olmayan blokları vardır. ∆kx ∈ Σ ve y ∈ G için ∆kx ∩ (∆kx) y 6= ∅ olsun.

Bu durumda ∆k∩∆kxyx−1 6= ∅ olur. ∆k bir blok olduğundan ∆k = ∆kxyx−1 dir.

O halde ∆kx = ∆kxy = (∆kx) y olacağından ∆kx kümesi G nin bir bloğudur.

Verilen bir g ∈ G için ψ (g) (∆kx) = ∆kxg ile tanımlı fonksiyon Σ üzerinde bir

permütasyondur. Bu takdirde,

ψ : G → Sym(Σ)

g 7→ ψ (g)

fonksiyonu tanımlanabilir. Tanımlanan ψ fonksiyonu bir homomorfizmadır. Diğer

taraftan ∆kx, ∆ky ∈ Σ ve xy−1 ∈ G için ∆kx(x−1y) = ∆ky olduğundan G grubu

Σ üzerine transitif etki eder.

Şimdi G nin Σ üzerine primitif etki ettiğini gösterelim. Γ, bu etkinin bir bloğu

ve ∆k ∈ Γ olsun. Γ = {∆k, ∆kx1, . . . , ∆kxn} olarak alalım. Γ, G nin bloğu

olduğundan her g ∈ G için Γg = Γ veya Γg ∩ Γ = ∅ olur. Bu durumda x0 = 1

olmak üzere Γ =
n⋃

i=0

∆kxi ⊂ Ω kümesinin G grubunun Ω üzerine etkisi için bir blok

olduğunu göstereceğiz. g ∈ G için Γ ∩ Γg 6= ∅ olduğunu kabul edelim. Buna göre
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α ∈ Γ∩Γg olacak şekilde bir α ∈ Ω vardır. α ∈ Γ =
n⋃

i=0

∆kxi ve α ∈ Γg =
n⋃

i=0

∆kxig

ise α ∈ ∆kxj ve α ∈ ∆kxig olacak şekilde en az bir 0 ≤ i, j ≤ n vardır. Buradan

∆kxj ∩ ∆kxig 6= ∅ ve ∆k bir blok olduğundan ∆kxj = ∆kxig dir. O halde

∆kxj ∈ Γ ∩ Γg olur. Γ bir blok olduğundan Γ = Γg dir. Dolayısıyla Γ = Γg

bulunur. Öyleyse Γ bir blok olur. ∆k maksimal blok olduğundan Γ = Ω olur.

Ancak bu Ω nın sonsuz olmasıyla çelişir. Dolayısıyla G grubu Σ üzerine primitif

etki eder. 2

Uyarı 2.36 ψ, Lemma 2.35 de tanımlı fonksiyon olmak üzere G/ Ker ψ grubu Σ

üzerine primitif etki eder.

Lemma 2.37 G grubu sonsuz bir Ω kümesi üzerine tamamen imprimitif etki

etsin. Σk = {∆kx | x ∈ G} olmak üzere G nin Σk ler üzerine etkisinin çekirdeği

Nk normal altgrupları ise N1 ≤ N2 ≤ · · · ≤ Nk ≤ · · · dizisi oluşturulabilir ve

G =
∞⋃
i=1

Ni olur.

İspat. Verilen bir g ∈ G için ψk (g) (∆kx) = ∆kxg ile tanımlı fonksiyon Σk

üzerinde bir permütasyondur. Bu takdirde

ψk : G → Sym(Σk)

g 7→ ψk (g)

fonksiyonu tanımlanabilir. Tanımlanan ψk fonksiyonu bir homomorfizmadır.

Buna göre ψk homomorfizmasının çekirdeği,

Ker ψk = {g ∈ G | her ∆kx ∈ Σk için ∆kxg = ∆kx}
=

{
g ∈ G | her x ∈ G için ∆kxgx−1 = ∆k

}

=
{
g ∈ G | her x ∈ G için xgx−1 ∈ G{∆k}

}

=
{
g ∈ G | her x ∈ G için g ∈ x−1G{∆k}x

}

=
⋂
x∈G

x−1G{∆k}x

= CoreG(G{∆k})
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olur. Lemma 2.22 gereği Ker ψk = Nk =
⋂

x∈G

Gx
{∆k} =

⋂
x∈G

G{∆kx} tir.

Şimdi Nk ≤ Nk+1 olduğunu gösterelim. y ∈ Nk ise her x ∈ G için ∆kxy = ∆kx

olur. Buradan ∆kx = ∆kx ∩ ∆kxy ⊆ ∆k+1x ∩ ∆k+1xy olacağından her x ∈ G

için ∆k+1x = ∆k+1xy dir. O halde y ∈ Nk+1 olur. Böylece Nk ≤ Nk+1 bulunur.

O halde N1 ≤ N2 ≤ · · · ≤ Nk ≤ · · · dizisi oluşturulabilir ve burada her i ∈ I için

Ni E G dir.

Şimdi G =
∞⋃
i=1

Ni olduğunu gösterelim. Her g ∈ G için supp(g) sonlu ve G

tamamen imprimitif olduğundan supp(g) ⊆ ∆k olacak şekilde bir k vardır. ∆k

bir blok olduğundan her x ∈ G için ∆kx∩∆k = ∅ veya ∆kx = ∆k dir. Dolayısıyla

supp(g) ∩∆kx = ∅ veya supp(g) ⊆ ∆kx olur. Her iki durumda da ∆kxg = ∆kx

olacağından g ∈ Nk bulunur. Böylece G =
∞⋃
i=1

Ni dir. 2

Uyarı 2.38 Lemma 2.37 de tanımlanan Σk kümesinin her elemanı G nin bir

bloğu olduğundan sonludur. Buna göre Ω =
∞⋃
i=1

∆i olduğundan Ω sayılabilir

sonsuzdur. Dolayısıyla G de sayılabilir sonsuz olur.

Uyarı 2.39 Ni = Ker ψi olmak üzere,

ρi,x : Ni → Sym(∆ix)

ni 7→ ni : αx 7→ αxni

fonksiyonu bir homomorfizmadır. Bu homomorfizmanın çekirdeği,

Ker ρi,x = {ni ∈ Ni | her αx ∈ ∆ix için αxni = αx} = G∆ix

tir. Bu durumda Ni/G∆ix, Sym(∆ix) in bir altgrubuna izomorf olur. Sym(∆ix)

sonlu olduğundan Ni/G∆ix de sonludur. Buradan Ni/
⋂

x∈G

G∆ix
∼= Cr

x∈G
(Ni/G∆ix)

ve
⋂

x∈G

G∆ix = 1 olduğundan Ni
∼= Cr

x∈G
(Ni/G∆ix) tir. Ni deki herbir elemanın

değiştirdiği nokta sayısı sonlu olduğundan Ni
∼= Dr

x∈G
(Ni/G∆ix) elde edilir. Ayrıca

direkt çarpımdaki gruplar birbirlerinin izomorfik kopyalarıdır.
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Lemma 2.40 Ω sonsuz bir küme olmak üzere FSym (Ω) nın primitif altgrupları

Alt (Ω) veya FSym (Ω) dır.

İspat. [18, Teorem 9.4] 2
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3. SONLUMSU PERMÜTASYON GRUPLARI

Lemma 3.1 Ω bir küme olmak üzere G grubu FSym(Ω) nın bir transitif altgrubu

ve H ≤ G olsun. G nin supp H yi kapsayan ve aşikar olmayan bir ∆ bloğu

verildiğinde aşağıdakiler gerçeklenir:

(i) Γ = supp(H) olmak üzere GΓ ≤ CG(H) dir.

(ii) NG(H) ≤ G{∆} dır.

(iii) H ∩G∆ = 1 ve G∆ ≤ CG(H) dir.

(iv) Her x ∈ G\G{∆} için Hx ≤ G∆ dır. Böylece [Hx, H] = 1 olur.

(v) x ∈ G\G{∆} ise H ′ ≤ [H, x] tir.

İspat. (i) Γ = supp(H) olsun. g ∈ GΓ ve h ∈ H için hg = gh olduğunu

göstermeliyiz. α ∈ Γ ise αh1 6= α olacak şekilde en az bir h1 ∈ H vardır.

Buradan αh1h 6= αh olduğundan αh (h−1h1h) 6= αh ve h−1h1h ∈ H olur. Böylece

αh ∈ Γ dır. O halde αgh = αh = αhg bulunur. α /∈ Γ ise bu durumda αg /∈ Γ

dır. αg ∈ Γ = supp H olduğunu varsayalım. O halde g ∈ GΓ için g−1 ∈ GΓ dir.

Buna göre (αg) g−1 = α = αg ∈ Γ olur. Ancak bu α /∈ Γ ile çelişir. Buradan

αgh = αg = αhg dır. Böylece her β ∈ Ω için βgh = βhg dir. O halde g ∈ CG(H)

bulunur.

(ii) x ∈ NG(H) için ∆x = ∆ olduğunu göstermeliyiz. Lemma 2.22 gereği

supp H = supp Hx = (supp H) x ⊆ ∆x olur. Buradan supp H ⊆ ∆ ∩ ∆x tir.

∆, G nin bir bloğu olduğundan ∆ = ∆x olur.

(iii) g ∈ H ∩G∆ alalım. α ∈ ∆ ise g ∈ G∆ olduğundan αg = α dır. α /∈ ∆ olsun.

supp H ⊆ ∆ olduğundan α /∈ supp H dir. Öyleyse her h ∈ H için αh = α olur.

g ∈ H olduğundan αg = α dır. Dolayısıyla her α ∈ Ω için αg = α olduğundan

g = 1 bulunur. Ayrıca Lemma 2.23 gereği Γ ⊆ ∆ için G∆ ⊆ GΓ olduğundan (i)

den G∆ ⊆ CG(H) bulunur.

(iv) x ∈ G\G{∆} olsun. Bu durumda ∆ blok olduğundan ∆ ∩∆x = ∅ olur. Her
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δ ∈ ∆ için δhx = δ olduğunu göstermeliyiz. δ ∈ ∆ ve hx ∈ Hx olsun. ∆∩∆x = ∅
olduğundan δ /∈ ∆x tir. Buradan δx−1 /∈ ∆ olacağından δx−1 noktası supp H

nin elemanı olamaz. O halde her h ∈ H için δx−1h = δx−1 olur. Dolayısıyla

δx−1hx = δ bulunur. Böylece Hx ⊆ G∆ elde edilir. Şimdi [Hx, H] = 1 olduğunu

gösterelim. hx ∈ Hx ve Hx ≤ G∆ ≤ CG(H) olduğundan her h1 ∈ H için

hxh1 = h1h
x tir. O halde [hx, h1] ∈ [Hx, H] için [hx, h1] = 1 dir. Buradan her

x ∈ G\G{∆} için [Hx, H] = 1 olur.

(v) a, b ∈ H olmak üzere [a, b] ∈ H ′ için [a, b] ∈ [H, x] olduğunu göstermeliyiz.

x ∈ G\G{∆} ve supp H ⊆ ∆ olduğundan ∆ ∩∆x = ∅ ve supp (a) ∪ supp (b) ⊆ ∆

olur. w = [a, x] [b, x]
[
(ab)−1 , x

] ∈ [H, x] alalım. w = [a, b] olduğunu göstereceğiz.

supp (ax) ⊆ ∆x, supp (bx) ⊆ ∆x ve ∆ ∩∆x = ∅ olduğundan ax, bx ile a, b, (ab)−1

elemanları değişmelidir. Buna göre,

w = [a, x] [b, x]
[
(ab)−1 , x

]
= a−1axb−1bx (ab)

(
(ab)−1)x

= axa−1b−1bx (ab)
(
(ab)−1)x

= axbxa−1b−1 (ab)
(
(ab)−1)x

= axbx
(
b−1a−1

)x
a−1b−1ab = axbxb−xa−xa−1b−1ab

= [a, b]

bulunur. O halde H ′ ≤ [H, x] elde edilir. 2

Lemma 3.2 Ω sonsuz bir küme olmak üzere G, FSym(Ω) nın tamamen

imprimitif bir altgrubu olsun. Verilen bir α ∈ Ω için aşağıdakiler geçerlidir:

(i) Gα nın her orbiti sonludur.

(ii) K ≤ G ise |αK| = |K : K ∩Gα| dır.

İspat. (i) β ∈ Ω için βGα nın sonlu olduğunu göstermeliyiz. G tamamen

imprimitif olduğundan α, β ∈ ∆ olacak şekilde aşikar olmayan bir ∆ bloğuna

sahiptir. g ∈ Gα için αg = α ∈ ∆ ∩ ∆g ve ∆ kümesi G nin bloğu olduğundan

g ∈ G{∆} dır. Buradan Gα ⊆ G{∆} bulunur. Öyleyse Gα nın elemanları ∆ yı

sabit bırakır. O halde βGα ⊆ ∆Gα = ∆ dır. ∆ sonlu olduğundan βGα sonlu
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olur.

(ii) K ≤ G olsun. Bu durumda K ∩ Gα = Kα olduğundan Lemma 2.7 gereği

|αK| = |K : Kα| = |K : K ∩Gα| bulunur. 2

Lemma 3.3 Ω bir küme olmak üzere G grubu FSym(Ω) nın bir altgrubu ve F

de G nin sonlu bir altgrubu olsun. supp F ⊆ ∆ olacak şekilde G nin bir ∆ bloğu

verildiğinde aşağıdakiler gerçeklenir:

(i) U =
{
u ∈ G{∆} | supp (u) ⊆ ∆

}
kümesi G{∆} nın F yi kapsayan bir normal

altgrubudur.

(ii) y ∈ G olmak üzere yt ∈ G{∆} olacak şekilde en küçük pozitif tamsayı t olsun.

Ayrıca yt, F yi normallesin. Bu halde

F 〈y〉 =
〈
F yk | k = 0, 1, . . . , t− 1

〉
= F × F y × F y2 × · · · × F yt−1

olur.

İspat. (i) u1, u2 ∈ U için supp (u1) ⊆ ∆ ve supp (u2) = supp
(
u−1

2

) ⊆ ∆ dır.

Buradan supp
(
u1u

−1
2

) ⊆ supp (u1)∪ supp
(
u−1

2

) ⊆ ∆∪∆ = ∆ olur. U kümesinin

tanımı gereği u1u
−1
2 ∈ U olacağından U ≤ G{∆} bulunur. x ∈ G{∆} ve u ∈ U

olsun. Buradan Lemma 2.22 gereği ux ∈ Gx
{∆} = G{∆x} = G{∆} dır. Aynı lemma

gereği supp(ux) = (supp(u))x ⊆ ∆x = ∆ olduğundan ux ∈ U olur. O halde

U E G{∆} bulunur. Ayrıca supp F ⊆ ∆ olduğundan herhangi bir f ∈ F için

f ∈ G{∆} ve supp f ⊆ ∆ dır. Dolayısıyla f ∈ U olur.

(ii) Hipotez gereği supp F ⊆ ∆ ve yt ∈ G{∆} olacak şekilde en küçük pozitif

tamsayı t dir. Bu durumda Lemma 2.22 gereği supp F yi
= (supp F ) yi ⊆ ∆yi dir.

Her i ≤ t−1 için yi /∈ G{∆} ve ∆ blok olduğundan ∆∩∆yi = ∅ dir. Buna göre i ve

j birbirinden farklı olmak üzere 1 ≤ i, j ≤ t−1 için ∆yi∩∆yj = ∅ olur. Dolayısıyla

supp F yi∩supp F yj
= ∅ olur. Buradan F yi∩

〈
F yj | j 6= i, j = 0, 1, . . . , t− 1

〉
= 1

olacağından F 〈y〉 = F × F y × F y2 × · · · × F yt−1
elde edilir. 2
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Lemma 3.4 Ω sonsuz bir küme olmak üzere G grubu FSym(Ω) nın bir transitif

altgrubu ve F de G nin değişmeli olmayan sonlu bir altgrubu olsun. supp F ⊆ ∆

olacak şekilde G nin bir ∆ bloğu verilsin. G{∆} nın normal ve değişmeli bir A

altgrubu için 〈Ax | x ∈ G〉 ≤ G{∆} olur.

İspat. x ∈ G\G{∆} için x−1 ∈ G\G{∆} olduğundan Lemma 3.1 gereği F x−1 ⊆
G∆ ⊆ G{∆} dır. Buradan F ⊆ Gx

{∆} olur. A E G{∆} olduğundan Ax E Gx
{∆} tir ve

F değişmeli olmadığından F ′ 6= 1 dir. x ∈ G\G{∆} olduğundan Lemma 3.1 gereği

F ′ ⊆ [F, x] olur. Şimdi Ax\G{∆} = ∅ olduğunu gösterelim. a = ax
1 ∈ Ax\G{∆}

ise F ′ ⊆ [F, a] = [F, ax
1 ] olur. F ≤ Gx

{∆} ve Ax E Gx
{∆} olduğundan F , Ax i

normaller. Öyleyse [F,Ax] ⊆ Ax olacağından F ′ ⊆ [F, ax
1 ] ⊆ Ax tir. Ax değişmeli

olduğundan Ax ⊆ CG(F ′) ⊆ NG(F ′) olur. supp F ′ ⊆ supp F ⊆ ∆ olduğundan

Lemma 3.1 gereği NG(F ′) ⊆ G{∆} dır. Buradan Ax ⊆ G{∆} olur. Ancak bu

a ∈ Ax\G{∆} ile çelişir. Dolayısıyla her x ∈ G için Ax ⊆ G{∆} bulunur. Böylece

〈Ax | x ∈ G〉 ≤ G{∆} elde edilir. 2

Lemma 3.5 Ω sonsuz bir küme olmak üzere G grubu FSym(Ω) nın bir transitif

altgrubu ve K de G nin bir yükselen(ascendant) altgrubu olsun. K, Ω üzerinde

sonsuz bir orbite sahipse K C G ve K transitiftir.

İspat. i ∈ Ω için iK orbiti sonsuz elemanlı olsun. K nin G grubunun normal

olmayan bir altgrubu olduğunu kabul edelim. O halde K C K1 C K2 ve K 6 K2

olacak şekilde K1, K2 < G vardır. Bu altgrupları bulmak için K1 ile başlayalım.

K C K1 alalım. Eğer K C K2 ise K nın K3 te normal olup olmadığına bakalım.

Bu şekilde devam ederek K C Kt−1, K 6 Kt olacak şekilde bir t bulunabilir.

Çünkü K 6 G olduğundan g /∈ NG(K) olacak şekilde bir g ∈ G vardır. K, G

nin yükselen altgrubu olduğundan g ∈ Kt olacak şekilde bir t mevcuttur. Kt,

g elemanını içeren en küçük altgrup ise K1 = Kt−1, K2 = Kt seçilerek istenen

altgruplara ulaşılır.

K C K1 olduğundan Lemma 2.29 gereği K1, iK orbitleri üzerine transitif etki

eder ve iK, K1 in bir bloğu olur. iK 6= iK1 olsaydı ix /∈ iK olacak şekilde bir
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x ∈ K1 vardır. ix ∈ iKx ve iK blok olduğundan iKx ∩ iK = ∅ olur. Buradan

iK ⊂ supp(x) bulunur. supp(x) sonlu olduğundan iK sonlu olur. Ancak bu

iK nın sonsuz olmasıyla çelişir. Öyleyse iK = iK1 olur ve K grubu iK1 üzerine

transitif etki eder. Benzer şekilde iK1, K2 içinde aynı özelliklere sahiptir. O halde

iK1 = iK2 = iK olur ve K1 grubu iK2 üzerine transitif etki eder. Bu şekilde

devam edilirse iK = iG = Ω bulunur. O halde K, Ω üzerine transitif etki eder.

Böylece K yükselen altgrup ve K 6 G ise K, Ω üzerine transitif etki eder.

K C G ise Lemma 2.29 gereği iK, G nin bloğu olur. iK sonsuz olduğundan

Lemma 2.27 gereği iK = Ω dır. Öyleyse K, Ω üzerine transitif etki eder.

Böylece sonsuz orbitli her yükselen altgrup Ω üzerine transitif etki eder.

K1 ve K2, FSym(Ω) nın transitif altgrupları ve K C K1 C K2 olduğundan [15,

Teorem 3.3] gereği K C K2 olur ki bu çelişkidir. Öyleyse K C G olur. 2

Sonuç 3.6 G ≤ FSym(Ω) olmak üzere K grubu G nin bir yükselen altgrubu ve

K transitif değilse K nın orbitleri sonludur.

Teorem 3.7 Ω sonsuz bir küme olmak üzere G grubu FSym(Ω) nın bir transitif

altgrubu ve F de G nin değişmeli olmayan sonlu bir altgrubu olsun. supp F ⊆ ∆

olacak şekilde G nin aşikar olmayan bir ∆ bloğunu alalım. S, G{∆} nın türev

serisinin uzunluğu d olan çözülebilir bir normal altgrubu ise 〈Sx | x ∈ G〉 � G

dir.

İspat. G hemen hemen primitif grup olsun. O halde G nin ∆ yı kapsayan

maksimal bir Γ bloğu vardır. Σ = {Γx | x ∈ G} alalım. K, G nin Σ üzerine

etkisinin çekirdeği olmak üzere Uyarı 2.36 gereği G/K grubu Σ üzerine primitif

etki eder. Lemma 2.40 gereği G/K ∼= Alt (Σ) veya G/K ∼= FSym (Σ) olur. O

halde (G/K)Γ
∼= Alt(Σ\ {Γ}) veya (G/K)Γ

∼= FSym(Σ\ {Γ}) dır. xK ∈ (G/K)Γ

için,

ΓxK = Γ ⇔ (Γx) K = Γ ⇔ Γx = Γ ⇔ xK ∈ G{Γ}/K
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olduğundan (G/K)Γ = G{Γ}/K dir. Öyleyse G{Γ}/K ∼= Alt(Σ\ {Γ}) veya

G{Γ}/K ∼= FSym(Σ\ {Γ}) olur. Buradan
[
G{Γ}/K : H/K

] ≤ 2 olacak şekilde

bir H/K ≤ G{Γ}/K vardır ve H/K ∼= Alt(Σ\ {Γ}) dır. Çünkü G{Γ}/K ∼=
Alt (Σ\ {Γ}) ise Alt (Σ\ {Γ}) bir basit grup olduğundan

[
G{Γ}/K : H/K

]
= 1

dir. Eğer G{Γ}/K ∼= FSym(Σ\ {Γ}) ise FSym (Σ\ {Γ}) nin indeksi 2 olan tek

altgrubu Alt (Σ\ {Γ}) olduğundan
[
G{Γ}/K : H/K

]
= 2 dir. Dolayısıyla H/K ∼=

Alt(Σ\ {Γ}) olur. ∆ ⊆ Γ için Lemma 2.23 gereği G{∆} ⊆ G{Γ} ve
∣∣G{Γ} : G{∆}

∣∣ <

∞ olur. Buradan
∣∣G{Γ}/K : G{∆}K/K

∣∣ < ∞ olduğundan
∣∣G{Γ}/K : N/K

∣∣ < ∞
ve N/K ≤ G{∆}K/K olacak şekilde bir N/K C G{Γ}/K vardır. Buna göre

G{∆}K/K, Alt(Σ\ {Γ}) ya izomorf olan bir altgruba sahiptir. N/K = H/K için

iddia doğrudur. N/K 6= H/K olsun. O halde HN/K = G{Γ}/K olur. Buradan
(
G{Γ}/K

)
/ (N/K) = (HN/K) / (N/K) ∼= (H/K) / (H/K ∩N/K) olduğundan

|(H/K) / (H/K ∩N/K)| =
∣∣(G{Γ}/K

)
/ (N/K)

∣∣ < ∞ olur. Ancak bu H/K

nın sonsuz basit grup olmasıyla çelişir. Böylece H/K ≤ G{∆}K/K � G{Γ}/K

olduğundan Alt (Σ\ {Γ}) ∼= H/K = G{∆}K/K bulunur.

S C G{∆} olduğundan SK/K C G{∆}K/K dir. Ancak G{∆}K/K basit

grup olduğundan SK/K = K dır. Buradan S ≤ K C G olduğundan

SG = 〈Sx | x ∈ G〉 ≤ KG = K � G elde edilir.

G tamamen imprimitif ve G′ = G olsun. d üzerinde tümevarımla ispatı yapacağız.

d = 1 ise S, G{∆} nın normal ve değişmeli altgrubu olacağından Lemma 3.4

gereği SG ≤ G{∆} 6= G olur. Türev serisinin uzunluğu d den küçük iken önerme

doğru olsun. L =
〈(

S(d−1)
)x | x ∈ G

〉
alalım. S, türev serisinin uzunluğu d

olan çözülebilir bir grup olduğundan S(d−1) C G{∆} ve S(d−1) değişmeli olur. O

halde Lemma 3.4 gereği L ≤ G{∆} 6= G dir. Λ = {∆x | x ∈ G} olsun ve M yi

G nin Λ üzerine etkisinin çekirdeği olarak alalım. M, G{∆} nın içerdiği G de

normal olan en büyük altgruptur. O halde L nin seçimi gereği L ≤ M dir. G

tamamen imprimitif olduğundan G = G/M, Λ üzerine tamamen imprimitif etki

eder. S = SM/M ∼= S/S ∩M olmak üzere 1 6= S(d−1) ≤ L ≤ M olduğundan S,

türev serisi d den küçük olan çözülebilir bir grup olur.
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F1, G nin değişmeli olmayan sonlu bir altgrubu olsun ve supp(F1) ⊆ Γ olacak

şekilde G nin ∆ yı içeren bir Γ bloğunu alalım. x1, . . . , xr ∈ G olmak üzere

Γ = {∆ = ∆x1, . . . , ∆xr} olsun. ∆1 = ∆ ∪ ∆x2 ∪ · · · ∪ ∆xr kümesi de G nin

bir bloğudur ve G{Γ} = G{∆1} olur. G{Γ} = G{∆1} olduğundan (G/M){Γ} =

G{∆1}M/M = G{∆1}/M dir.

T/M = T = GΓ olsun. Buradan G{Γ}/GΓ = G{Γ}/T sonludur ve her i = 1, .., r

için T ≤ G∆xi
dir. Buradan da G{Γ}/T =

{
x1T , . . . , xrT

}
ise X = 〈x1, . . . , xr〉

olmak üzere G{Γ} = X T olur. ∆1, G nin bir bloğu idi. C = {∆1, ∆1g1, ∆1g2, . . .}
alalım. G grubu C üzerine tamamen imprimitif etki eder. G{∆1} nokta

sabitleyeni olmak üzere Lemma 3.2 gereği G{∆1} sonlu orbite sahiptir. Buradan

Lemma 2.14 gereği G{∆1} bir FC gruptur. O halde G{∆1}/M = G{∆1} = G{Γ}

olduğundan G{Γ} de bir FC gruptur.

X
G{Γ} =

〈
xi

g | g ∈ G{Γ}, xi ∈ X, i = 1, . . . , r
〉

C G{Γ} ve her i = 1, . . . , r için xi

nin eşlenik sınıfı sonlu olduğundan X
G{Γ} sonlu üreteçlidir. O halde bu grup

sonludur. Bununla beraber X ⊆ X
G{Γ} olduğundan X C G{Γ} ve X sonlu olacak

şekilde G{Γ} = X T yazılabilir.

DS = S ∩ T olsun. S C G{∆} olduğundan DS = S ∩ T C G{∆} ∩ T = T

olur. Çünkü T ≤ G∆xi
olduğundan i = 1 için T ≤ G{∆} dır. Ayrıca ∆ ⊂ ∆1

olduğundan G{∆} ⊂ G{∆1} dir. O halde S, T ⊂ G{∆1} olur. Dolayısıyla

ST/M ≤ G{∆1}/M = G{∆1} = G{Γ} bulunur. Buradan,

S/DS = S/S ∩ T ∼= ST/T ∼= (ST/M) / (T/M) ≤ G{Γ}/T

olur. G{Γ}/T sonlu olduğundan S/DS sonludur. G{Γ} bir FC grup olduğundan

her x ∈ X için
∣∣∣G{Γ} : CG{Γ}(x)

∣∣∣ sonludur. O halde CG{Γ}(X) =
⋂

x∈X

CG{Γ}(x) ve

X sonlu olduğundan
∣∣∣G{Γ} : CG{Γ}(X)

∣∣∣ < ∞ olur. Buna göre,
∣∣∣G{Γ} : CG{Γ}(X)

∣∣∣ < ∞ ve
∣∣G{Γ} : T

∣∣ < ∞ ⇒
∣∣∣G{Γ} : CG{Γ}(X) ∩ T

∣∣∣ < ∞
⇒

∣∣G{Γ} : CT (X)
∣∣ < ∞ ⇒

∣∣DS : DS ∩ CT (X)
∣∣ < ∞

bulunur.

DS∩CT (X) grubu G{Γ} = X T tarafından normallenir. Çünkü c ∈ DS∩CT (X) ise
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her x ∈ X için cx = xc olduğundan cx = xcx−1 = c dir. Öyleyse DS∩CT (X) E X

olur. Diğer taraftan c ∈ DS ∩ CT (X), t ∈ T , x ∈ X için X C G{Γ} ve T ≤ G{Γ}

olduğundan txt−1 ∈ X dir. Buradan ctxt−1 = txt−1c olacağından t−1ctx = xt−1ct

bulunur. O halde ct ∈ CT (X) elde edilir. Böylece CT (X) E T olur. DS E T ve

CT (X) E T olduğundan DS ∩ CT (X) E T dir.

S türev serisinin uzunluğu d den küçük olan çözülebilir bir grup ve DS =

(S ∩ T ) M/M ≤ SM/M = S olduğundan DS nin de türev serisinin uzunluğu d

den küçük olur. Öyleyse DS ∩CT (X) in türev serisinin uzunluğu d den küçüktür.

Tümevarım hipotezi gereği R =
〈(

DS ∩ CT (X)
)x | x ∈ G

〉
6= G olur. Buna göre

R C G olduğundan R C G elde edilir.

Eğer R sonsuz orbite sahipse Lemma 3.5 gereği R transitif olacağından Teorem

2.34 gereği G = G′ ≤ R 6= G olur. Ancak bu çelişkidir. O halde R nin Ω

üzerindeki her orbiti sonludur.
∣∣G{Γ} : CT (X)

∣∣ in sonlu olduğunu göstermiştik.
∣∣G{Γ} : CT (X)

∣∣ ve
∣∣G{Γ} : T

∣∣ sonlu olduğundan
∣∣G{Γ} : T ∩ CT (X)

∣∣ sonludur.

Öyleyse,
∣∣S ∩G{Γ} : S ∩ T ∩ CT (X)

∣∣ =
∣∣S : DS ∩ CT (X)

∣∣ < ∞

olur. Buna göre DS ∩ CT (X) ≤ R olduğunu kullanırsak,

∣∣S R/R
∣∣ =

∣∣S : S ∩R
∣∣ ≤

∣∣S : S ∩DS ∩ CT (X)
∣∣ =

∣∣S : DS ∩ CT (X)
∣∣ < ∞

bulunur. G tamamen imprimitif olduğundan ∆1 ⊂ ∆2 ⊂ · · · ⊂ ∆i ⊂ · · ·
blok zinciri ile N1 $ N2 $ · · · $ Ni $ · · · normal altgrup zinciri vardır

ve G =
∞⋃
i=1

Ni dir. α ∈ Ω için αR orbitini alalım. αR nin sonlu olduğunu

biliyoruz. O halde en az bir i için αR ⊆ ∆i olur. NR =
⋂

x∈G

Gx
{αR} olsun. Bu

durumda R ⊆ NR ⊆ Ni olur. Buradan N1 R/R ⊆ N2 R/R ⊆ · · · ⊆ Ni R/R =

Ni/R $ N i+1/R $ · · · dir ve G/R =
∞⋃

k=i

Nk/R sonsuz bir gruptur.
∣∣S R/R

∣∣

sonlu olduğundan S R/R ≤ N j/R olacak şekilde bir Nj/R vardır. Buradan her

x ∈ G için
(
S R/R

)x ≤ (
N j/R

)x
olacağından S

x ⊆ N
x

j = N j elde edilir. O halde

〈Sx | x ∈ G〉 ≤ Nj 6= G bulunur.

G tamamen imprimitif ve G′ < G olsun. Eğer G′S � G ise G′S/G′ $ G/G′
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olur. G/G′ değişmeli olduğundan (G′S/G′)G/G′ = G′S/G′ dür. Buradan

SG ≤ G′S 6= G olur. G′S = G olsun. W = G′, S1 = S ∩G′ ve U = 〈Sx
1 | x ∈ G′〉

alalım. S C G{∆} olduğundan S ∩G′ E G{∆} ∩G′ olur. O halde S1 C G′
{∆} dir.

S çözülebilir olduğundan S1 çözülebilirdir.

Sonuç 2.33 ve Teorem 2.34 gereği G′, FSym (Ω) nın transitif altgrubudur ve

mükemmeldir. G′′ = G′, S1 C G′
{∆} ve S1 çözülebilir grup olduğundan yukarıda

ispatlanan durum gereği U 6= G′ = W olur.

U C G′ C G olduğundan U, G nin yükselen altgrubudur. Eğer U bir sonsuz

orbite sahipse Lemma 3.5 ve Teorem 2.34 gereği U C G ve G′ ⊆ U olur. Ancak bu

U 6= G′ = W ile çelişir. Dolayısıyla U nun her orbiti sonludur. ∆ = {α1, . . . , αn}
olsun. U nun her orbiti sonlu olduğundan Φ = α1U ∪ α2U ∪ · · · ∪ αnU sonludur.

Öyleyse G nin Φ yi içeren bir Π bloğu vardır. Buradan ΠU ⊇ ΦU = Φ ⊂ Π

olduğundan ΠU ∩ Π 6= ∅ olur. O halde U ⊆ G{Π} dir. Y = {Πx | x ∈ G} alalım.

B =
⋂

x∈G

Gx
{Π}, G = G/B ve H = G{∆} olsun.

Şimdi H grubunun S ile H ∩ W nin direkt çarpımı olarak yazılabileceğini

gösterelim.

S ∩W = (S/B) ∩ (W/B) = (S ∩W ) B/B = S1B/B = B

ve Dedekind kuralı ile

S
(
H ∩W

)
= H ∩ S W = H ∩G = H

dir. Diğer taraftan W C G ise H∩W C H∩G = H olur. Buradan S∩(H∩W ) = 1

ve S E H olduğundan H = S × (
H ∩W

)
yazılabilir. S ⊂ H olduğundan

S
′ ⊂ S ⊂ H dir. Buradan S

′ ≤ (
H ∩W

) ∩ S = 1 olacağından S
′
= 1 bulunur.

O halde S değişmeli ve H = S × (
H ∩W

)
olduğundan S ≤ Z(H) bulunur.

Π = {∆ = ∆x1, . . . , ∆xn} ve V = G{Π} olsun. |V : H| < ∞ olduğunu biliyoruz.

Bu durumda |V : A| sonlu olacak şekilde H içinde kapsanan ve V de normal olan

A altgrubu vardır. Z = Z(A) olsun. Buna göre a ∈ A ∩ S ise a ∈ A ⊆ H ve

a ∈ S ⊆ Z
(
H

)
olduğundan a ∈ Z olur. O halde A ∩ S ⊆ Z bulunur. Buradan
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∣∣S : S ∩ Z
∣∣ sonlu olur. Çünkü,

|V : A| =
∣∣V : A

∣∣ < ∞ ⇒
∣∣V ∩ S : A ∩ S

∣∣ < ∞
⇒

∣∣S : Z
∣∣ < ∞

olduğundan
∣∣S : S ∩ Z

∣∣ sonludur.

X = 〈Zx | x ∈ G〉 kümesi tanımlayalım. ZcharA C V olduğundan Z C V dir. Z

değişmeli olduğundan Lemma 3.4 gereği X ≤ G{Π} 6= G olur. O halde X 6= G

elde edilir. Burada
∣∣S X/X

∣∣ =
∣∣S : S ∩X

∣∣ ≤
∣∣S : S ∩ Z

∣∣ < ∞ olduğundan
∣∣S X/X

∣∣ sonludur. Ayrıca G/X iç içe giren aşikar olmayan normal altgrupların

sonsuz(ascending) birleşimidir. S X/X ≤ G/X ve S X/X sonlu olduğundan en

az bir k için S X/X ≤ Nk/X � G/X olur. Öyleyse S ≤ Nk C G dir. Böylece

SG 6= G elde edilir. 2

Teorem 3.8 Ω sonsuz bir küme ve G grubu FSym(Ω) nın bir transitif altgrubu

olmak üzere aşağıdakiler gerçeklenir:

(i) a ∈ Ω olmak üzere Ga çözülebilir bir grup değildir.

(ii) G normalleyen şartını sağlarsa bir p-gruptur ve G′ minimal FC olmayan

grup olur.

İspat. (i) Ga nokta sabitleyeninin G nin çözülebilir bir altgrubu olduğunu kabul

edelim. Bu durumda G primitif değildir. G primitif olsaydı Lemma 2.40 gereği

G ∼= Alt (Ω) veya G ∼= FSym (Ω) olurdu. Eğer G ∼= Alt (Ω) ise Ga
∼= Alt(Ω\{a})

olur. Bu durumda Ga çözülebilir sonsuz basit grup olur. Ancak bu bir çelişkidir.

Eğer G ∼= FSym(Ω) ise Ga
∼= FSym(Ω\{a}) dır. Alt(Ω\{a}) basit ve

Alt(Ω\{a}) ⊆ FSym(Ω\{a}) olduğundan Ga
∼= FSym(Ω\{a}) çözülebilir bir

grup olamaz. Böylece G primitif olamaz.

G aşikar olmayan maksimal bloğa sahip değildir. Eğer ∆1 ⊆ ∆2 ⊆ · · · ⊆ ∆k

özalt bloklar olmak üzere ∆k bloğu a elemanını içeren maksimal blok olsaydı

Lemma 2.35 gereği G grubu Σk = {∆kx | x ∈ G} kümesi üzerine primitif etki
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ederdi. Buradan K =
⋂

x∈G

Gx
{∆k} olmak üzere Uyarı 2.36 gereği G/K, Σk üzerine

primitif etki eder. Lemma 2.40 gereği G/K ∼= Alt(Σk) veya G/K ∼= FSym(Σk)

olur. ∆k sabit a elemanını içeren bir blok olsun. Teorem 3.7 in ispatında olduğu

gibi (G/K)∆k
= G{∆k}/K dir. Bu durumda G{∆k}/K ∼= Alt(Σk\ {∆k}) veya

G{∆k}/K ∼= FSym(Σk\ {∆k}) elde edilir. ∆k sonlu olduğundan Lemma 2.23

gereği
∣∣G{∆k} : Ga

∣∣ < ∞ olur. O halde
∣∣G{∆k}/K : GaK/K

∣∣ < ∞ olacağından

GaK/K sonsuz alterne gruptur veya FSym(Σk\ {∆k}) sonlu indeksli bir altgruba

sahip olur. Oysa her iki durum da GaK/K çözülebilir olduğundan çelişkidir.

Böylece G tamamen imprimitiftir. G nin değişmeli olmayan sonlu bir F altgrubu

ile supp F ∪ {a} ⊆ ∆ olacak şekilde aşikar olmayan bir ∆ bloğunu alalım.

Buradaki F altgrubunu x, y ∈ G ve [x, y] 6= 1 olmak üzere F = 〈x, y〉 şeklinde

seçebiliriz. Lemma 2.23 gereği
∣∣G{∆} : Ga

∣∣ sonludur. Öyleyse G{∆} nın çözülebilir

Ga altgrubu içinde kapsanan ve indeksi sonlu olan bir S normal altgrubu vardır.

Teorem 3.7 gereği M = 〈Sx | x ∈ G〉 6= G dir. Burada S ⊂ M ve
∣∣G{∆} : S

∣∣ sonlu

olduğundan
∣∣G{∆} : G{∆} ∩M

∣∣ sonludur. O halde G{∆}, G nin aşikar olmayan

bir Nj normal altgrubu tarafından kapsanır. Çünkü G{∆}/G{∆} ∩ M sonlu

olduğundan G{∆}/G{∆}∩M =
{
x1

(
G{∆} ∩M

)
, . . . , xr

(
G{∆} ∩M

)}
olmak üzere

G{∆} =
〈
x1, . . . xr, G{∆} ∩M

〉
yazılabilir. G tamamen imprimitif olduğundan

x1, . . . , xr ∈ Nj olacak şekilde G nin aşikar olmayan bir Nj normal altgrubu

vardır. Buna göre G{∆} ⊂ NjM olur. Ancak S E G{∆} olduğundan her

x ∈ G için Sx E Gx
{∆} dir. O halde M grubu etkinin çekirdeğinin içine girer.

Dolayısıyla G{∆} ⊂ Nj olur. a ∈ ∆ olduğundan Ga ⊂ G{∆} ⊂ Nj dir. Öyleyse

G nin her x elemanı için Gax = Gx
a ⊂ Nx

j = Nj olur. Lemma 2.24 gereği

〈Gax | x ∈ G〉 = G ⊂ Nj dir. Ancak bu bir çelişkidir. O halde Ga çözülebilir

grup olamaz.

(ii) G normalleyen şartını sağladığından Lemma 2.20 gereği yerel nilpotenttir.

G yerel sonlu ve yerel nilpotent olduğundan Lemma 2.21 gereği maksimal

p-altgruplarının direkt çarpımı şeklinde yazılabilir. O halde Lemma 2.30 gereği

G bir p-gruptur. Şimdi G′ nün minimal FC olmayan grup olduğunu gösterelim.
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Sonuç 2.33 ve Teorem 2.34 gereği G′, Ω üzerine transitif etki eder ve G′

mükemmeldir. Buna göre Lemma 2.14 gereği G′ bir FC grup olamaz. H � G′

alalım. H nın her orbiti sonlu ise Lemma 2.14 gereği H bir FC grup olur ki bu

istenendir. H nin bir sonsuz orbitinin var olduğunu kabul edelim. G normalleyen

şartını sağladığından Lemma 2.16 gereği H yükselen altgrup olur. O halde Lemma

3.5 gereği H normal ve transitiftir. Teorem 2.34 gereği G′ ≤ H olur. Oysa bu

bir çelişkidir. O halde H bir FC grup olmak zorundadır. Böylece G′ minimal FC

olmayan grup olur. 2

Teorem 3.9 Ω sonsuz bir küme, a ∈ Ω ve G grubu FSym(Ω) nın bir transitif

altgrubu olmak üzere aşağıdakiler geçerlidir:

(i) Ga yerel çözülebilir ise G yerel çözülebilirdir.

(ii) Ga yerel nilpotent-by-çözülebilir ise G bir p-gruptur.

İspat. Ga grubu için (i) veya (ii) geçerli olsun. Bu durumda Ga yerel

çözülebilirdir. Çünkü Ga yerel nilpotent-by-çözülebilir ise Ga/N çözülebilir olacak

şekilde yerel nilpotent bir N C Ga vardır. G yerel sonlu ve Ga/N ile N

yerel çözülebilir olduğundan Lemma 2.18 gereği Ga yerel çözülebilir olur. Bu

takdirde G tamamen imprimitiftir. Çünkü, eğer G primitif ise Lemma 2.40 gereği

Ga
∼= Alt(Ω\ {a}) veya Ga

∼= FSym(Ω\ {a}) dır. Alt(Ω\ {a}) sonsuz basit grup

olduğundan ve FSym(Ω\ {a}) indeksi 2 olacak şekilde Alt(Ω\ {a}) altgrubuna

sahip olduğundan her iki grup da yerel çözülebilir değildir. Öyleyse G primitif

olamaz. Eğer G hemen hemen primitif ise G nin a yı içeren aşikar olmayan bir

Γ maksimal bloğu vardır ve G grubu Σ = {Γx | x ∈ G} kümesi üzerine transitif

etki eder. K bu etkinin çekirdeği olmak üzere G/K grubu FSym(Σ) nın bir

altgrubuna izomorftur. Daha önceki ispatlardan (G/K)Γ = G{Γ}/K, Ga ≤ G{Γ}

ve Uyarı 2.36 gereği G/K nın Σ üzerine primitif etki ettiğini biliyoruz. O halde

Lemma 2.40 gereği G/K ∼= Alt(Σ) veya G/K ∼= FSym(Σ) olur. O halde

G{Γ}/K ∼= Alt(Σ\ {Γ}) veya G{Γ}/K ∼= FSym(Σ\ {Γ}) olur. Γ sonlu ve a ∈ Γ
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olduğundan Lemma 2.23 gereği
∣∣G{Γ} : Ga

∣∣ sonludur. Öyleyse
∣∣G{Γ}/K : GaK/K

∣∣
sonlu olur. Oysa Alt (Σ\ {Γ}) veya FSym (Σ\ {Γ}) sonlu indeksli ve yerel

çözülebilir bir altgruba sahip değildir. Böylece G tamamen imprimitif olur.

(i) Ga yerel çözülebilir bir grup olsun. Böylece G tamamen imprimitiftir. Lemma

2.37 gereği G =
∞⋃

k=1

Nk olacak şekilde N1 ≤ N2 ≤ · · · ≤ Nr ≤ · · · normal

altgrup zinciri vardır. Nk lar FC grup olduğundan Lemma 2.14 ve Lemma 3.2

gereği |aNk| = |Nk : Nk ∩Ga| sonludur ve bu uzunluk |∆k| dan küçüktür. Çünkü

a ∈ ∆k olmak üzere Ω =
⋃

x∈G

∆kx olduğundan en az bir x ∈ G için a ∈ ∆kx

tir. Nk nın elemanları ∆kx i sabit bıraktığından Nk ⊂ G{∆kx} tir. Buradan

aNk = {an | n ∈ Nk} ⊂ ∆kx ve |∆kx| = |∆k| olduğundan |aNk| < |∆k| dır.

|Nk : Nk ∩Ga| sonlu olduğundan Nk nın Nk ∩ Ga da kapsanan bir Mk normal

altgrubu |Nk : Mk| sonlu olacak şekilde vardır. Buna göre Mk yerel çözülebilirdir.

Nk grubunun birbirlerinin izomorfik kopyası olan grupların direkt çarpımı şeklinde

yazılabildiğini biliyoruz. O halde Mk bu simetrik grubun çözülebilir gruplarının

direkt çarpımının bir altgrubudur. Sabit çözülebilir grupların direkt çarpımları

da aynı uzunlukta türev serisine sahip bir çözülebilir grup olduğundan Mk

çözülebilirdir.

Sk, Nk nın tüm çözülebilir normal altgruplarının çarpımı olsun. Bu halde Mk ≤
Sk ve Sk yerel çözülebilirdir. SkcharNk E G olduğundan Sk, G de normaldir.

S = 〈Sk | k ∈ N〉 C G tanımlayalım. Bu durumda S yerel çözülebilirdir.

G/S sonlu ve normal altgrupların sonsuz birleşimidir. Çünkü,

G/S =

( ∞⋃

k=1

Nk

)
S/S =

∞⋃

k=1

NkS/S =
∞⋃

k=1

Nk/Nk ∩ S

yazılabilir. Burada Mk ≤ Sk < S olduğundan Mk < Nk ∩ S dir. O halde

|Nk : Nk ∩ S| ≤ |Nk : Mk| < ∞

olur.

Şimdi G/S nin bir FC grup olduğunu gösterelim. xS ∈ G/S =
∞⋃

k=1

NkS/S ise en

az bir k için xS ∈ NkS/S dir. gS ∈ G/S için gSxSg−1S = gxg−1S ∈ NkS/S
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ve NkS/S sonlu olduğundan G/S bir FC gruptur. Buradan Lemma 2.15 gereği

S, Ω üzerine transitif etki eder. S C G ve S transitif olduğundan Teorem 2.34

gereği G′ ≤ S olur. O halde G/S değişmelidir. Buna göre G/S değişmeli ve S

yerel çözülebilir olduğundan Sonuç 2.19 gereği G yerel çözülebilirdir.

(ii) Ga yerel nilpotent-by-çözülebilir grup olsun. O halde Ga/N çözülebilir olacak

şekilde yerel nilpotent bir N C Ga vardır. Ga/N nin türev serisinin uzunluğu

t ≥ 0 olsun. (i) gereği G yerel çözülebilir olur. τ (Ga) , Ga nın Hirsch-Plotkin

radikali(maksimal normal yerel nilpotent altgrubu) olsun. Buna göre N ⊂ τ (Ga)

ve Ga/N çözülebilir olduğundan Ga/τ (Ga) grubu türev serisinin uzunluğu t den

küçük olan çözülebilir bir gruptur.

Lemma 2.33 gereği G′ transitiftir. Eğer G′ yerel nilpotent olursa Lemma 2.30

gereği G′ bir p-grup olacağından Lemma 2.28 gereği G de bir p-grup olur. O

halde G′ nün yerel nilpotent olduğunu göstermek yeterlidir. Genelliği bozmadan

G′ = G alabiliriz.

(i) de olduğu gibi Mk yerel çözülebilirdir. τ (Mk) , Mk nın Hirsch-Plotkin

radikali olsun. Mk < Ga ve Ga yerel nilpotent-by-çözülebilir olduğundan

Mk/D çözülebilir olacak şekilde yerel nilpotent bir D normal altgrubu vardır.

τ(Mk)charMk E Nk olduğundan τ(Mk) C Nk dir. O halde τ(Mk) C τ(Nk)

olur. Benzer şekilde τ(Nk) C G dir. Ayrıca D ⊂ τ (Mk) ve Mk/D çözülebilir

olduğundan Mk/τ(Mk) çözülebilirdir.

K = 〈τ(Nk) | k ≥ 1〉 tanımlayalım. K, G nin yerel nilpotent ve normal

altgrubudur. K, Ω üzerinde transitif ise Teorem 2.34 gereği K ≥ G′ = G

olacağından G′ yerel nilpotent olur. K nın transitif olmadığını kabul edelim.

G nin aşikar olmayan bir aK = ∆ bloğunu alalım. Σ = {∆x | x ∈ G} olmak

üzere L, G nin Σ üzerine etkisinin çekirdeği ise G/L nin FSym(Σ) nın bir

altgrubuna izomorf olduğunu biliyoruz. Ayrıca k ∈ K için (∆x) k = ∆xk =

∆k1x = ∆x olduğundan k ∈ L olur. Öyleyse K ≤ L dir. G yerel çözülebilir

olduğundan tamamen imprimitiftir. Dolayısıyla G = G/L, Σ üzerine tamamen

imprimitif etki eder. O halde G =
∞⋃

k=1

NkL/L olur ve MkL/L, NkL/L de sonlu
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indeksli, türev serisinin uzunluğu t den küçük olan çözülebilir bir altgruptur.

Öyleyse [3, Lemma4] gereği Nk nin sonlu indeksli ve türev serisinin uzunluğu

t2 den küçük veya eşit olan bir karakteristik altgrubu vardır. Buna Sk diyelim.

SkcharNk E G olduğundan Sk C G olur. G/Sk nın Nk/Sk nın otomorfizmaları

üzerine eşlenik etkisi tanımlanırsa
(
G/Sk

)
/CG/Sk

(Nk/Sk), Aut(Nk/Sk) nın bir

altgrubuna izomorf olur ve Aut(Nk/Sk) sonludur.

G yerel çözülebilir ve G = G′ olduğundan G nin sonlu indeksli bir altgrubu

yoktur. Çünkü |G : H| sonlu ise G/M sonlu ve çözülebilir olacak şekilde H

nin içinde bir M C G vardır. G/M çözülebilir olduğundan G(t) ≤ M dir. Bu

durumda Nk/Sk değişmeli gruptur. Çünkü
(
G/Sk

)
/CG/Sk

(Nk/Sk) sonlu ise G

nin sonlu indeksli bir altgrubu vardır. Oysa bu G nin yerel çözülebilir mükemmel

grup olmasıyla çelişir. O halde CG/Sk
(Nk/Sk) = 1 veya CG/Sk

(Nk/Sk) = G/Sk

dır. CG/Sk
(Nk/Sk) = 1 olursa yine G nin sonlu indeksli bir altgrubuna ulaşılır.

Dolayısıyla CG/Sk
(Nk/Sk) = G/Sk dir. Öyleyse Nk/Sk değişmeli gruptur.

Nk/Sk değişmeli olduğundan Nk türev serisinin uzunluğu t2 + 1 den küçük veya

eşit olan çözülebilir bir gruptur. O halde G türev serisinin uzunluğu t2 + 1 den

küçük çözülebilir bir grup olur. Oysa bu G = G′ ile çelişir. Dolayısıyla K transitif

olmak zorundandır. Buna göre G = G′ yerel nilpotent olur. 2

Sonuç 3.10 Ω sonsuz bir küme ve G grubu FSym(Ω) nın bir transitif altgrubu

olsun. a ∈ Ω olmak üzere aşağıdakiler gerçeklenir:

(i) Ga yerel (nilpotent-by-değişmeli) ise G bir p-gruptur.

(ii) Ga yerel supersoluble ise G bir p-gruptur.

İspat. (i) Ga yerel (nilpotent-by-değişmeli) olduğundan Ga nın sonlu üreteçli

her altgrubu nilpotent-by-değişmelidir. O halde H ≤ Ga ve H sonlu üreteçli

ise H/N değişmeli olacak şekilde H nin nilpotent bir N normal altgrubu vardır.

Buradan H/N ve N çözülebilir olduğundan H çözülebilirdir. Böylece Ga yerel

çözülebilir olacağından Teorem 3.9 gereği G tamamen imprimitif olur. Buradan
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Lemma 2.37 gereği G sayılabilir sonsuzdur. F1 ≤ F2 ≤ · · · , Ga nın bir sonlu

altgrup zinciri ve Ga =
∞⋃
i=1

Fi olsun. Ga yerel (nilpotent-by-değişmeli) ve Fi sonlu

olduğundan Fi nilpotent-by-değişmelidir. O halde Fi/Ni değişmeli olacak şekilde

Fi nin nilpotent bir Ni normal altgrubu vardır. Buradan F ′
i ≤ Ni ve Ni nilpotent

olduğundan F ′
i nilpotent olur. Böylece G′

a =

( ∞⋃
i=1

Fi

)′
=

∞⋃
i=1

F ′
i ve F ′

i ≤ F ′
i+1

olur. F ′
i nilpotent olduğundan G′

a yerel nilpotenttir. Buradan G′
a yerel nilpotent

ve Ga/G
′
a değişmelidir. Öyleyse Ga yerel nilpotent-by-değişmelidir. Buna göre

Teorem 3.9 gereği G bir p-grup olur.

(ii) Ga yerel supersoluble olsun. O halde Ga nın sonlu üreteçli her H altgrubu

supersoluble olur. [16, 5.4.10] gereği H nilpotent-by-değişmeli gruptur. Öyleyse

Ga yerel (nilpotent-by-değişmeli) grup olur. Böylece (i) gereği G bir p-gruptur.

2

Lemma 3.11 Ω sonsuz bir küme olmak üzere G grubu FSym(Ω) nın tamamen

imprimitif bir altgrubu ve A kümesi de G nin üreteç kümesi olsun. Bu durumda

〈a〉G değişmeli olmayacak şekilde bir a ∈ A vardır.

İspat. Her a ∈ A için 〈a〉G nin değişmeli olduğunu kabul edelim. F , G nin

değişmeli olmayan sonlu bir altgrubu olsun. G tamamen imprimitif olduğundan

supp F ⊆ ∆ olacak şekilde G nin aşikar olmayan bir ∆ bloğu vardır. Teorem

2.26 gereği G{∆}, G nin aşikar olmayan bir altgrubudur. Buradan a /∈ G{∆}

olacak şekilde bir a ∈ A vardır. Aksi halde G = 〈A〉 ⊂ G{∆} � G olur. F

değişmeli olmayan bir grup olduğundan F ′ 6= 1 dir. Buradan Lemma 3.1 gereği

F ′ ≤ [F, a] olur. Diğer taraftan [F, a] =
〈
(a−1)

x
a | x ∈ F

〉 ≤ 〈a〉G olduğundan

kabul gereği 〈a〉G ≤ NG(F ′) dür. supp F ′ ⊆ supp F ⊆ ∆ olduğundan Lemma 3.1

gereği NG(F ′) ⊆ G{∆} bulunur. O halde a ∈ G{∆} olur. Oysa bu bir çelişkidir.

Böylece 〈a〉G değişmeli olmayacak şekilde bir a ∈ A vardır. 2

Lemma 3.12 G grubu FSym(Ω) nın bir altgrubu olsun. G nin bir F altgrubunu

ve supp F ⊆ ∆ olacak şekilde aşikar olmayan bir ∆ bloğunu alalım. y ∈ G\G{∆}
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olmak üzere yt ∈ G{∆} yı sağlayan en küçük pozitif tamsayı t olarak verilsin. Bu

durumda yt ∈ FCG (F ) ise (yx−1)
t ∈ CG (F ) olacak şekilde bir x ∈ F vardır.

Buradaki t sayısı bu özellikteki en küçük pozitif tamsayıdır.

İspat. ∆ sonlu ve supp F ⊆ ∆ olduğundan F sonludur. yt ∈ FCG (F ) ise

yt = cx olacak şekilde c ∈ CG(F ) ve x ∈ F vardır. y ∈ G\G{∆} olduğundan

∆ ∩∆y = ∅ olur. Ayrıca ∆, ∆y, . . . , ∆yt−1 blokları birbirinden farklı bloklardır.

Eğer ∆yi = ∆yj olsaydı ∆yj−i = ∆ olacağından yj−i ∈ G{∆} bulunurdu. Ancak

bu t nin en küçük olmasıyla çelişir. Şimdi 1 ≤ k ≤ t olmak üzere her z ∈ F ve

her i ∈ ∆ için (yz)k (i) = yk(z(i)) olduğunu tümeverımla gösterelim.

k = 1 için (yz) (i) = y(z(i)) olur. k ≤ t − 1 için (yz)k (i) = yk (z (i)) doğru

olsun. (yz)k+1 (i) = yk+1(z(i)) olduğunu gösterelim. z ∈ F ve i ∈ ∆ ise z (i) ∈ ∆

dır. Öyleyse yk (z (i)) /∈ ∆ olur. Eğer yk (z (i)) ∈ ∆ olsaydı yk (z (i)) ∈ ∆yk ∩∆

olacağından ∆yk ∩ ∆ 6= ∅ bulunurdu. Oysa bu ∆, ∆y, . . . , ∆yt−1 bloklarının

birbirinden farklı olmasıyla çelişir. Buradan supp(z) ⊆ ∆ olduğundan yk (z (i)) /∈
supp(z) dir. Öyleyse z

(
yk (x (i))

)
= yk (z (i)) bulunur. Böylece,

(yz)k+1 (i) = (yz) (yz)k (i) = (yz) yk(z(i)) = yyk(z(i)) = yk+1(z(i))

olur.

İspatlanan eşitlikte k = t ve z = x−1 alınırsa her i ∈ ∆ için (yx−1)
t
(i) =

yt(x−1(i)) = ytx−1(i) = c(i) olur. O halde (yx−1)
t |∆ = c|∆ bulunur. Buradan

(yx−1)
t

= c|∆d olacak şekilde bir d ∈ FSym(Ω\∆) vardır. Çünkü yt ∈ G{∆}

olduğundan γ /∈ ∆ için ytx−1 (γ) /∈ ∆ dır. Eğer ytx−1 (γ) ∈ ∆ olsaydı bu (yt)
−1 ∈

G{∆} olmasıyla çelişirdi. Buna göre supp F ⊆ ∆ ve d ∈ FSym(Ω\∆) olduğundan

d ∈ CG(F ) dir. O halde (yx−1)
t ∈ CG(F ) elde edilir. 2

Teorem 3.13 Ω sonsuz bir küme olmak üzere G grubu FSym(Ω) nın tamamen

imprimitif p-altgrubu olsun. Eğer G nin normal olmayan sonlu her F altgrubu

için gp ∈ CG(F ) olacak şekilde bir g ∈ G\NG(F ) varsa G nin sonsuz orbite sahip

olan aşikar olmayan bir altgrubu vardır.
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İspat. G nin aşikar olmayan her altgrubu sonlu orbite sahip olsun. Lemma 3.11

gereği 〈c1〉G değişmeli olmayacak şekilde bir c1 ∈ G vardır. F1 = 〈c1〉 sonlu ve

devirlidir. G tamamen imprimitif olduğundan Ω =
⋃

Λi olacak şekilde aşikar

olmayan sonlu bloklardan oluşan Λ1 ⊂ Λ2 ⊂ · · · dizisi mevcuttur. supp F1 ⊆ Λ1

olsun. Teorem 2.26 gereği G{Λ1}, G nin aşikar olmayan bir altgrubudur. U1 =

F
G{Λ1}
1 olarak alalım. Lemma 3.3 gereği U =

{
u ∈ G{Λ1} | supp(u) ⊆ Λ1

}
olmak

üzere U E G{Λ1} ve F1 ⊆ U dur. Normal kapanış tanımı gereği U1, F1 i içeren

G{Λ1} in en küçük normal altgrubu olduğundan U1 ⊆ U olur. O halde supp U1 ⊆
supp U ⊆ Λ1 bulunur. Λ1 sonlu olduğundan U1 sonludur ve U1 C G{Λ1} dir.

Buradan G{Λ1} ⊆ NG (U1) olur. Lemma 3.1 gereği NG(U1) ⊆ G{Λ1} dir. O halde

G{Λ1} = NG(U1) olur. Böylece NG(U1) � G olacağından U1 6 G dir. U1 normal

olmayan sonlu bir grup olduğundan hipotez gereği cp
2 ∈ CG(U1) olacak şekilde

en az bir c2 ∈ G\NG(U1) = G\G{Λ1} vardır. F1 ≤ U1 = F
G{Λ1}
1 olduğundan

cp
2 ∈ CG(F1) dir. Lemma 3.3 gereği F

〈c2〉
1 = F1×F c2

1 ×· · ·×F
cp−1
2

1 = 〈c1〉×〈c1〉c2×
· · ·×〈c1〉c

p−1
2 dir. F2 = 〈F1, c2〉 =

(
F1 × F c2

1 × · · · × F
cp−1
2

1

)
o 〈c2〉 olsun. F2 sonlu

olduğundan supp F2 ⊆ Λ2 olacak şekilde aşikar olmayan sonlu Λ2 bloğu vardır.

U2 = F
G{Λ2}
2 olsun. Buna göre U2 C G{Λ2} � G olur. Yukarıda U1 için yapılan

işlemler U2 için de yapılırsa U2 sonlu, supp U2 ⊆ Λ2 ve U2 5 G olur. Hipotez

gereği cp
3 ∈ CG(U2) olacak şekilde en az bir c3 ∈ G\G{Λ2} vardır. Buradan

F
〈c3〉
2 = F2 × F c3

2 × · · · × F
cp−1
3

2 olur. F3 = 〈F2, c3〉 = 〈F1, c2, c3〉 = 〈c1, c2, c3〉
olsun. Bu şekilde devam edilirse G nin aşikar olmayan Λi bloklarından oluşan

Λ1 ⊂ Λ2 ⊂ Λ3 ⊂ · · · artan blok zincirine ve F1 ⊂ F2 ⊂ F3 ⊂ · · · özelliğinde

olan sonlu Fi = 〈c1, c2, . . . , ci〉 altgrupları elde edilir. Burada her i ≥ 1 için

ci+1 ∈ G\G{Λi} dir ve supp F1 ( supp F2 ( supp F3 ( · · · olur. Ayrıca Ω =
∞⋃
i=1

Λi

dir. F =
∞⋃
i=1

Fi alalım. Bu durumda supp F sonsuzdur. Ayrıca supp F1 den bir

eleman içeren F nin bir orbiti sonsuzdur. G nin aşikar olmayan her altgrubu sonlu

orbite sahip olduğundan F = G bulunur. Şimdi 〈c1〉F in değişmeli olduğunu

gösterirsek kabul gereği 〈c1〉G değişmeli olur. Oysa bu Lemma 3.11 ile çelişir.

F =
⋃

Fi, F1 < F2 < · · · olduğundan her i için 〈c1〉Fi nin değişmeli olduğunu
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göstermek yeterlidir.

i = 1 ise F1 = 〈c1〉 değişmelidir. Keyfi bir i > 1 için önerme doğru olsun.

Tümevarım hipotezi gereği 〈c1〉Fi değişmelidir. Burada Fi+1 grubu,

Fi+1 = F
〈ci+1〉
i o 〈ci+1〉 = 〈Fi, ci+1〉 =

(
Fi × F

ci+1

i × · · · × F
cp−1
i+1

i

)
o 〈ci+1〉

şeklindedir. x, y ∈ Fi+1 olsun. 〈c1〉Fi+1 in değişmeli olduğunu göstermek için

[cx
1 , c

y
1] = 1 olduğunu göstermek yeterlidir. x, y ∈ Fi+1 ise,

x =

(
a0a

ci+1

1 . . . a
cp−1
i+1

p−1

)
cr
i+1, a0, a1, . . . , ap−1 ∈ Fi, 0 ≤ r ≤ p− 1,

y =

(
b0b

ci+1

1 . . . b
cp−1
i+1

p−1

)
cs
i+1, b0, b1, . . . , bp−1 ∈ Fi, 0 ≤ s ≤ p− 1

olur. ca0
1 ∈ Fi dir ve 1 ≤ u ≤ p− 1 için Lemma 3.1 gereği

[
Fi, F

cu
i+1

i

]
= 1 dir. O

halde,

cx
1 = c

a0a
ci+1
1 ...a

c
p−1
i+1

p−1 .cr
i+1

1 = c
a0cr

i+1

1 ,

cy
1 = c

b0b
ci+1
1 ...b

c
p−1
i+1

p−1 .cs
i+1

1 = c
b0cs

i+1

1

olur. Bu durumda [cx
1 , c

y
1] =

[
c
a0cr

i+1

1 , c
b0cs

i+1

1

]
dir.

r 6= s olsun. Bu halde F
〈ci+1〉
i = Fi × F

ci+1

i × · · · × F
cp−1
i+1

i olduğundan

(ca0
1 )cr

i+1 ile
(
cb0
1

)cs
i+1 bu direkt çarpımdaki farklı grupların içine düşer. Dolayısıyla[

c
a0cr

i+1

1 , c
b0cs

i+1

1

]
= 1 olur.

r = s olsun. Bu halde [cx
1 , c

y
1] =

[
c
a0cr

i+1

1 , c
b0cs

i+1

1

]
=

[
ca0
1 , cb0

1

]cr
i+1 olur. Tümevarım

hipotezi gereği 〈c1〉Fi değişmeli ve ca0
1 , cb0

1 ∈ 〈c1〉Fi olduğundan
[
ca0
1 , cb0

1

]
= 1 dir.

Buna göre
[
ca0
1 , cb0

1

]cr
i+1 = 1 bulunur.

Bu durumda 〈c1〉G değişmeli olur. Oysa bu Lemma 3.11 ile çelişir. Öyleyse G

nin sonsuz orbite sahip aşikar olmayan bir altgrubu vardır. 2

Sonuç 3.14 Ω sonsuz bir küme olmak üzere G grubu FSym(Ω) nın tamamen

imprimitif p-altgrubu olsun. G nin normal olmayan sonlu her F altgrubu için

yp ∈ FCG(F ) olacak şekilde bir y ∈ G\NG(F ) varsa G nin sonsuz orbite sahip

olan aşikar olmayan bir altgrubu vardır.
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İspat. G nin normal olmayan sonlu bir F altgrubunu alalım. F sonlu olduğundan

G nin supp F yi kapsayan aşikar olmayan bir ∆ bloğu mevcuttur. Hipotez gereği

yp ∈ FCG(F ) olacak şekilde bir y ∈ G\NG(F ) vardır. Lemma 3.1 gereği CG(F ) ≤
NG(F ) ≤ G{∆} dır. F ≤ G{∆} olduğundan FCG(F ) ≤ G{∆} dır. O halde

yp ∈ G{∆} olur. Lemma 3.12 gereği (yx)p ∈ CG(F ) olacak şekilde en az bir x ∈ F

vardır. Dolayısıyla x ∈ G{∆} olur. yx ∈ G{∆} ise y ∈ G{∆} olur. Ancak bu

y /∈ G{∆} ile çelişir. O halde yx /∈ G{∆} ⊇ NG(F ) dir. Buna göre yx /∈ NG(F ) ve

(yx)p ∈ CG(F ) elde edilir. O halde Teorem 3.13 gereği G nin sonsuz orbite sahip

olan aşikar olmayan bir altgrubu vardır. 2

Sonuç 3.15 Ω sonsuz bir küme olmak üzere G grubu FSym(Ω) nın tamamen

imprimitif p-altgrubu ve G nin aşikar olmayan bloklarından oluşan ∆1 ⊂ ∆2 ⊂
· · · ⊂ ∆k ⊂ · · · sonsuz artan zinciri aşağıdaki şartı sağlayacak şekilde var olsun:

Her k ≥ 1 için Fk = {x ∈ G | supp(x) ⊆ ∆k} olmak üzere 〈F x
k | x ∈ G〉 grubu

G{∆k} da kapsanan G nin en büyük normal altgrubudur.

Bu durumda G nin sonsuz orbite sahip olan aşikar olmayan bir altgrubu vardır.

İspat. Σk = {∆kx | x ∈ G} olmak üzere G nin Σk üzerine etkisinin çekirdeği

Mk =
⋂

x∈G

Gx
{∆k} olsun. O halde Mk, G{∆k} içinde kapsanan G nin en büyük

normal altgrubudur. Hipotez gereği Mk = 〈F x
k | x ∈ G〉 olur. G = G/Mk olsun.

G sonsuz p-grup ve G nin ∆k ⊂ ∆k+1 ⊂ · · · şeklinde blokları var olduğundan

G nin aşikar olmayan normal altgrupları vardır. R, G nin aşikar olmayan bir

normal altgrubu olsun. R nin orbitleri G nin blokları olduğundan sonludur. O

halde R nin orbitleri sonlu olduğundan bir FC gruptur. Ayrıca G sonsuz p-grup

olduğundan yerel nilpotenttir. O halde R de yerel nilpotenttir. [17, Sonuç 1.15]

gereği yerel nilpotent FC grubun merkezi aşikar olmayan bir altgruptur. Bu

merkez bir p-grup olduğundan Ω1(Z(R)) =
{
r ∈ Z(R) | rp = 1

}
kümesi R nin

elemanter değişmeli p-altgrubudur.

1 6= Ω1(Z(R))charZ(R)charR C G olduğundan Ω1(Z(R)) C G dir.

Ω1(Z(R)), Σk üzerine aşikar etki etmediğinden Ω1(Z(R)) � G{∆k} olur. z ∈
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Ω1(Z(R))\G{∆k} ve |z| = p olsun. Bu durumda zp = 1 olduğundan zp ∈ Mk dir.

Fk nın tanımı gereği Fk, ∆k üzerine etki eder. O halde F x
k , ∆x

k üzerine etki eder.

Ayrıca supp Fk ⊆ ∆k ve supp F x
k = supp Fkx ⊆ ∆kx tir.

Mk = 〈F x
k | x ∈ G〉 olduğunu biliyoruz. x ∈ G alalım. supp Fk ⊆ ∆k olduğundan

Lemma 3.1 gereği x ∈ G\G{∆k} iken F x
k ≤ G∆k

≤ FkG∆k
olur. x ∈ G{∆k}

olsun. F x
k ≤ Fk ≤ FkG∆k

olduğu gösterilirse Mk ≤ FkG∆k
olur. Fk nın

tanımı gereği supp F x
k ⊆ ∆k olduğunda F x

k ≤ Fk bulunur. α /∈ ∆k olsun.

x ∈ G{∆k} olduğundan x−1 ∈ G{∆k} olur. Bu takdirde x ve x−1 permütasyonları

∆k nin dışındaki bir noktayı ∆k ya taşıyamaz. Çünkü α /∈ ∆k için αx ∈ ∆k

olsa αxx−1 = α ∈ ∆k olur. Oysa bu bir çelişkidir. Dolayısıyla αx−1 /∈ ∆k

olur. Buradan αx−1Fk = αx−1 olacağından αF x
k = α bulunur. O halde

F x
k in elemanları ∆k kümesinin dışındaki elemanları sabit bırakır. Böylece

supp F x
k ⊆ ∆k elde edilir.

Mk ≤ FkG∆k
ve G∆k

⊆ CG(Fk) olduğundan zp ∈ FkCG(Fk) bulunur.

F , G nin normal olmayan sonlu bir altgrubu olsun. F sonlu ve G tamamen

imprimitif olduğundan supp F ⊆ ∆k olacak şekilde en az bir k ≥ 1 vardır. O

halde yukarıdaki paragraftan yp ∈ FCG(F ) olacak şekilde en az bir y ∈ G\G{∆k}

vardır. Lemma 3.1 gereği NG (F ) ⊆ G{∆k} olduğundan y ∈ G\NG (F ) dir. O

halde Sonuç 3.14 gereği G nin sonsuz orbite sahip olan aşikar olmayan bir altgrubu

vardır. 2

Sonuç 3.16 Ω sonsuz bir küme olmak üzere G grubu FSym(Ω) nın tamamen

imprimitif p-altgrubu ve G nin aşikar olmayan bloklarından oluşan ∆1 ⊂ ∆2 ⊂
· · · ⊂ ∆k ⊂ · · · sonsuz artan zinciri aşağıdaki şartı sağlayacak şekilde var olsun:

Her k ≥ 1 için 〈yk〉 ∩G{∆k} ≤ G∆k
olacak şekilde bir yk ∈ G\G{∆k} vardır.

Bu durumda G nin sonsuz orbite sahip olan aşikar olmayan bir altgrubu vardır.

İspat. F , G nin normal olmayan sonlu bir altgrubu olsun. supp F ⊆ ∆k olacak

şekilde ∆k bloğunu alalım. Hipotez gereği yp
k ∈ G∆k

olacak şekilde bir yk ∈
G\G{∆k} vardır. Böylece Lemma 3.1 gereği yk ∈ G\NG (F ) ve yp

k ∈ CG(F ) olur.
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Buradan Teorem 3.13 gereği G nin sonsuz orbite sahip olan aşikar olmayan bir

altgrubu vardır. 2

Sonuç 3.17 Ω sonsuz bir küme olmak üzere G grubu FSym(Ω) nın tamamen

imprimitif p-altgrubu ve G = 〈x ∈ G | xp = 1〉 olsun. Bu durumda G minimal

FC olmayan grup olamaz.

İspat. G minimal FC olmayan grup olsun. O halde G nin aşikar olmayan her

altgrubunun tüm orbitleri sonludur. X = {x ∈ G | xp = 1} , 〈X〉 = G ve G nin

aşikar olmayan ∆i bloklarından oluşan sonsuz artan bir zinciri ∆1 ⊂ ∆2 ⊂ · · · ⊂
∆k ⊂ · · · olsun. Hipotez gereği her k ≥ 1 için x ∈ G\G{∆k} olacak şekilde en az

bir x ∈ X vardır ve 〈x〉 ∩G{∆k} = 1 dir. O halde Sonuç 3.16 gereği G nin sonsuz

orbite sahip olan aşikar olmayan bir altgrubu vardır ki bu çelişkidir. 2

Uyarı 3.18 Sonuç 3.17 de G grubu, n bir doğal sayı olmak üzere Y =

{x ∈ G | xn = 1} şeklinde bir küme tarafından üretilirse aynı sonuç elde edilemez.

Çünkü her k ≥ 1 için x ∈ G\G{∆k} olacak şekilde Y kümesinin bir x elemanının

n den küçük bir kuvveti G{∆k} içine düşebilir. Böylece Sonuç 3.16 daki

〈x〉 ∩G{∆k} ≤ G∆k
şartı sağlanmaz.

Örnek 3.19 Ω = N olsun. Bu örnekte FSym (Ω) nın transitif olan ve FC grup

olmayan yerel nilpotent hiperabelyen bir altgrubunu oluşturacağız.

xk,n =
2k−1−1∏

i=0

(
i + n2k, i + n2k + 2k−1

)
olmak üzere Tk =

{xk,n | n = 0, 1, 2 . . .} olsun. Buradaki Tk lar

x1,n = (2n, 2n + 1) ,

x2,n = (4n, 4n + 2) (4n + 1, 4n + 3) ,

x3,n = (8n, 8n + 4) (8n + 1, 8n + 5) (8n + 2, 8n + 6) (8n + 3, 8n + 7) ,

. . .
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için

T1 = {(01), (23), (45), . . .} ,

T2 = {(02)(13), (46)(57), (810)(911), . . .} ,

T3 = {(04)(15)(26)(37), (812)(913)(1014)(1115), . . .} ,

. . .

şeklindedir.

k ≥ 1 olmak üzere Gk = 〈T1, T2, . . . , Tk〉 tanımlayalım ve G =
∞⋃

k=1

Gk ≤
FSym(N) olsun. Buna göre her k ≥ 1 için Gk grubu G nin normal altgrubu ve

Gi/Gi−1 = 〈T1, . . . , Ti〉 / 〈T1, . . . , Ti−1〉 elemanter değişmeli 2-gruptur. Dolayısıyla

G1 ≤ G2 ≤ G3 ≤ · · · ≤ Gk ≤ · · · olur ve Gi/Gi−1 bölüm grupları değişmelidir.

Buna göre G hiperabelyen gruptur. Diğer taraftan (01) elemanının eşlenik sınıfı

sonlu olmadığından G grubu bir FC grup değildir.

Şimdi G′ nün minimal FC olmayan grup olmadığını göstererek Teorem 3.8(ii)

deki hipotezin bir nokta sabitleyenine kısıtlanamayacağını gösterelim.

X = 〈x ∈ G′ | x2 = 1〉 , g ∈ G, x2 = 1 olmak üzere x ∈ X olsun. Bu

durumda (xg)2 = (x2)
g

= 1 ve xg ∈ G′ C G olduğundan X C G dir. Şimdi

k ≥ 1 olsun. Buna göre xk,n = g−1xk,0g olacak şekilde bir g ∈ G vardır.

Buradan xk,0xk,n = xk,0g
−1xk,0g = [xk,0, g] ∈ G′ ve xk,0xk,n nin mertebesi

2 olduğundan xk,0xk,n ∈ X tir. Buradan xk,n ∈ xk,0X bulunur. Böylece

G/X = 〈xk,0X | k ≥ 1〉 yazılabilir. k, t ≥ 1 olmak üzere xt,0xk,0xt,0xk,0 =

[xt,0, xk,0] ∈ G′ ve |xt,0xk,0xt,0xk,0| = 2 olduğundan xt,0xk,0xt,0xk,0 ∈ X tir. Buna

göre xk,0xt,0X = xk,0xt,0 (xt,0xk,0xt,0xk,0X) = xt,0xk,0X bulunur. Öyleyse G′ ⊆ X

olacağından X = G′ = 〈x ∈ G′ | x2 = 1〉 bulunur. Dolayısıyla Sonuç 3.17 gereği

G′ minimal FC olmayan grup olamaz.

Teorem 3.20 G yerel sonlu minimal FC olmayan grup olsun. G nin normal

olmayan sonlu her F altgrubu için yp ∈ FCG(F ) olacak şekilde en az bir y ∈
G\NG(F ) varsa G mükemmel olamaz.

İspat. G nin mükemmel grup olduğunu kabul edelim. Bu durumda [12, Teorem]

gereği G bir p-gruptur ve Lemma 2.17 gereği Z (G/Z(G)) = 1 olur.
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G bir p-grup olduğundan yerel nilpotenttir. G = G/Z(G) olsun. G = G/Z(G)

grubu aşikar olmayan normal altgruplara sahiptir. Üstelik bu grup aşikar olmayan

normal altgruplarının birleşimidir. Çünkü, G yerel nilpotent olduğundan G grubu

yerel nilpotenttir. G, FC grup olmadığından sonlu olamaz. Eğer G basit olsaydı

basit ve yerel nilpotent bir grup sonlu olmak zorunda olduğundan çelişki ortaya

çıkardı. Böylece G basit olamaz. Üstelik, N grubu G nin aşikar olmayan bir

normal altgrubu olmak üzere x ∈ G için x /∈ N ise xN ∈ G/N olur. G/N

grubu yerel sonlu p-grup olduğundan basit olamaz. Bu şekilde devam ederek G

yi aşikar olmayan normal altgrupların birleşimi şeklinde yazabiliriz. N , G nin

aşikar olmayan normal altgrubu olsun. G yerel nilpotent minimal FC olmayan

grup olduğundan N yerel nilpotent bir FC gruptur. Buna göre [17, Sonuç 1.15]

gereği N nin merkezi aşikar olmayan bir gruptur ve [13, Teorem] gereği Z
(
N

)

nin mertebesi p olan bir a elemanı
{
ax | x ∈ G

}
kümesi sonsuz olacak şekilde

seçilebilir.

Ω =
{
ax | x ∈ G

}
alalım. [13, Teorem] gereği G, Ω üzerine sonlumsu permütasyon

grubu olarak etki eder. K bu etkinin çekirdeği olsun. Buradan G/K grubu

FSym(Ω) nın bir altgrubuna izomorftur. G/K bir p-grup olduğundan G/K =

(G/Z(G)) / (K/Z(G)) ∼= G/K tamamen imprimitiftir. Dolayısıyla G/K grubu

FSym(Ω) nın tamamen imprimitif bir altgrubu olur.

G/K tamamen imprimitif grubunun Teorem 3.13 ün hipotezlerini sağladığını

gösterirsek G/K nın sonsuz orbite sahip aşikar olmayan bir altgrubu var olur.

Oysa bu sonuç G/K nın minimal FC olmayan grup olmasıyla çelişir. Bunun

için G/K nın normal olmayan sonlu bir X/K altgrubunu alalım. Buradan

X/K = {x1K, . . . , xnK} ise X = 〈x1, . . . , xn, K〉 = 〈x1, . . . , xn〉K olur. Buna

göre T = 〈x1, . . . , xn〉 olmak üzere X = KT = TK yazılabilir. G yerel sonlu

olduğundan T sonludur. X/K sonlu ve G/K tamamen imprimitif olduğundan

supp(X/K) ⊆ ∆ olacak şekilde G/K nın aşikar olmayan bir ∆ bloğu vardır.

L/K = (G/K){∆} olsun. Teorem 2.26 gereği L/K grubu G/K nın aşikar olmayan

bir altgrubu olduğundan L � G dir ve G minimal FC olmayan grup olduğundan
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L bir FC gruptur. supp(X/K) ⊆ ∆ ve T = 〈x1, . . . , xn〉 olarak alındığından

i = 1, 2, . . . , n için supp(xi) ⊆ ∆ dır. Öyleyse L nin seçimi gereği T ≤ L olur.

V = TL =
〈
tl | t ∈ T, l ∈ L

〉
alalım. T sonlu ve L bir FC grup olduğundan

V sonludur. V E L olduğundan V K/K E L/K = (G/K){∆} dir. Buradan

supp(V K/K) ⊆ ∆ ve L/K = NL/K(V K/K) olur. T ≤ V olduğundan

X = TK ≤ V K olur. Öyleyse X/K ≤ V K/K dir.

Şimdi L = NG(V ) olduğunu gösterelim. V E L olduğundan L ≤ NG(V ) dir.

Diğer taraftan x ∈ NG(V ) ise V xK/K ⊆ V K/K olur. Buradan,

supp(V xK/K) ⊆ supp(V K/K) ⊆ ∆

dır. Ayrıca,

supp(V xK/K) = supp(V K/K)xK = supp(V K/K)xK ⊆ ∆xK

olduğundan ∆xK = ∆ dır. O halde xK ∈ (G/K){∆} = L/K dır. Buradan

x ∈ L olacağından L = NG(V ) bulunur. Buna göre V, G nin aşikar olmayan

sonlu bir altgrubudur. Hipotez gereği yp ∈ V CG(V ) olacak şekilde en az bir

y ∈ G\NG(V ) = G\L vardır. Buradan y /∈ L olduğundan yK /∈ L/K fakat

ypK ∈ (V K/K) CG/K(V K/K) olur.

O halde Lemma 3.12 nin hipotezi sağlanır. Çünkü supp(V K/K) ⊆ ∆,

yK /∈ L/K = (G/K){∆} ve ypK ∈ (V K/K) CG/K(V K/K) dir. Ayrıca

V ≤ L ve CG (V ) ⊆ NG (V ) = L olduğundan yp ∈ V CG(V ) iken yp ∈ L

olur. Dolayısıyla ypK ∈ L/K = (G/K){∆} olacağından Lemma 3.12 gereği

(x−1y)
p
K ∈ CG/K(V K/K) olacak şekilde en az bir xK ∈ V K/K vardır.

X/K ≤ V K/K olduğundan CG/K(V K/K) ≤ CG/K(X/K) dir. Dolayısıyla

(x−1y)
p
K ∈ CG/K(X/K) bulunur. Eğer (x−1y) K /∈ NG/K(X/K) olduğunu

gösterirsek G/K grubu Teorem 3.13 ün hipotezini sağlar. supp (X/K) ⊂
supp (V K/K) ⊂ ∆ olduğundan Lemma 3.1 gereği NG/K(X/K) ⊂ (G/K){∆} =

L/K olur. xK ∈ V K/K ≤ L/K = (G/K){∆} olduğunu biliyoruz. Eğer

(x−1y) K ∈ (G/K){∆} = L/K ise,

∆ = ∆
((

x−1y
)
K

)
= ∆

(
x−1KyK

)
=

(
∆x−1K

)
yK = ∆yK
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olur. Öyleyse yK ∈ (G/K){∆} = L/K olur. Oysa bu yK /∈ L/K = (G/K){∆}

ile çelişir. O halde Teorem 3.13 gereği G/K nın sonsuz orbite sahip olan aşikar

olmayan bir altgrubu var olur. Ancak bu G/K nın minimal FC olmayan grup

olmasıyla çelişir. 2
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4. DEĞİŞMELİ OLMAYAN BASİT ALTGRUPLAR

TARAFINDAN ÖRTÜLEN GRUPLAR

Değişmeli olmayan basit altgruplarının birleşimi şeklinde yazılabilen grupların

sınıfını S ile gösterelim. Buna göre G grubunun bir S-grup olması için gerek ve

yeter koşul her g ∈ G için g ∈ H ≤ G olacak şekilde değişmeli olmayan basit bir

H grubu olmasıdır. Bu kısımda S-gruplar ile ilgili bazı özellikler incelenecektir.

Bu çalışma boyunca G grubunu değişmeli olmayan basit Si (i ∈ I) altgrupları

tarafından örtülmüş bir S-grup olarak alacağız. S-grupların özelliklerine

geçmeden önce bu bölümde kullanacağımız temel tanımlar ile bazı özellikleri

vereceğiz.

Tanım 4.1 Bir G grubunun aşikar olmayan sonlu üretilmiş herbir H

altgrubu için [H : K] < ∞ olacak şekilde bir K ≤ H var ise G ye yerel

derecelendirilmiş(locally graded) grup denir.

Tanım 4.2 Bir G grubunun her elemanı sonlu mertebedense G ye periyodik grup

denir. Eğer G nin birimden farklı her elemanı sonsuz mertebedense G ye serbest

periyodik(torsion-free) grup denir.

Tanım 4.3 Bir G grubunun her g ∈ G\H için H ∩Hg = 1 olacak şekilde aşikar

olmayan bir H altgrubu varsa G ye Frobenius grup denir.

Eğer G bir Frobenius grup ise [16, 8.5.5] gereği G = HK, H ∩ K = 1 olacak

şekilde K = G\ ⋃
x∈G

(H\1)x E G vardır. Burada K ya Frobenius çekirdek, H ye

Frobenius tümleyen(complement) adı verilir.

Tanım 4.4 G bir grup olsun. G nin verilen N ve M normal altgrupları için

N ≤ M veya M ≤ N ise G ye uniserial grup denir.
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Tanım 4.5 G bir grup olsun. N ≤ G, M E N için N/M grubuna G nin bir

parçasıdır(section) denir.

Tanım 4.6 p bir asal sayı olsun. Φ ∈ Aut (G) olmak üzere Φp = 1 ve her

x ∈ G için xxΦxΦ2
. . . xΦp−1

= 1 oluyorsa Φ ye G üzerinde p mertebeden splitting

otomorfizma denir. Örneğin, Zp de birim fonksiyon p mertebeden bir splitting

otomorfizmadır.

φ bir splitting otomorfizma, N E G ve N normal altgrubu φ-değişmez ise bu

durumda φ otomorfizması N ve G/N üzerinde birer splitting otomorfizma belirler.

Teorem 4.7 (Cauchy) Sonlu bir G grubunun mertebesi bir p asal sayısı

tarafından bölünebiliyorsa G de p mertebeden bir eleman vardır.

Lemma 4.8 G sonlu bir grup olsun. Eğer X, G nin sabit nokta bırakmayan

otomorfizmalarından oluşan bir grup ise X nG bir Frobenius grup olur.

İspat. Teoremin ispatı için X n G nin öyle bir H altgrubunu bulmalıyız ki her

(f, g) ∈ (X nG) \H için H ∩ H(f,g) = 1 olsun. Burada ilk olarak X ile G nin

yarı direkt çarpımını tanımlayalım.

ϕ : X → Aut(G)

f 7→ ϕf : g 7→ f (g)

fonksiyonunu alalım. Burada f bir otomorfizma olduğundan ϕf fonksiyonu G nin

bir otomorfizmasıdır. O halde ϕ fonksiyonu tanımlıdır. Ayrıca her g ∈ G için,

ϕ (f1f2) (g) = f1f2 (g) = f1 (f2 (g)) = ϕ (f1) (f2 (g)) = ϕ (f1) ϕ (f2) (g)

olduğundan ϕ bir homomorfizmadır. X × G kümesi (f1, g1) (f2, g2) =
(
f1f2, g

ϕf2
1 g2

)
= (f1f2, f2 (g1) g2) işlemi ile bir gruptur ve (f, g) ∈ X × G için
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(f, g)−1 = (f−1, f−1 (g−1)) dir.

H = X × {1} ∼= X alalım. Her (1, g) ∈ X nG ve (x, 1) ∈ H için,

(1, g)−1 (x, 1) (1, g) =
(
1, g−1

)
(x, 1) (1, g) =

(
x, x

(
g−1

))
(1, g)

=
(
x, 1

(
x

(
g−1

))
g
)

=
(
x, x

(
g−1

)
g
)

ve x ∈ X sabit nokta bırakmayan otomorfizma olduğundan (1, g)−1 (x, 1) (1, g) =

(x, x (g−1) g) /∈ H olur. Dolayısıyla X nG Frobenius gruptur. 2

Teorem 4.9 (Feit-Thompson) Mertebesi tek sayı olan her grup çözülebilirdir.

İspat. [7] 2

Teorem 4.10 Yerel çözülebilir her grup bölüm grupları değişmeli olan bir normal

seriye sahiptir. Böylece basit ve yerel çözülebilir olan her grup asal mertebedendir.

İspat. [16, 12.5.2] 2

Teorem 4.11 Sonlu G grubu bir p asal sayısı için p mertebeden bir splitting

otomorfizmaya sahipse nilpotenttir ve nilpotentlik sınıfı p ye ve G nin üreteç

sayısına bağlıdır.

İspat. [9] ve [11, 6.4.2 ve 7.2.1] 2

Teorem 4.12 G yerel nilpotent grup ve H, G nin principal factoru(minimal

normal altgrubu) olsun. Bu durumda H ⊂ Z (G) dir.

İspat. [16, 12.1.6] 2

Teorem 4.13 G sonlu bir Frobenius grup olsun. Eğer K Frobenius çekirdek ve

H Frobenius tümleyen ise,

(i) K nilpotenttir(Thompson),
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(ii) H nin Sylow p-altgrupları p > 2 ise devirlidir, p = 2 ise bu altgruplar

devirlidir veya genelleştirilmiş kuaterniyon grubudur(Burnside).

İspat. [16, 10.5.6] 2

Teorem 4.14 (Hölder, Burnside, Zassenhaus)

G, Sylow altgrupları devirli olan sonlu bir grup ise m tek sayı, 0 ≤ r < m,

rn ≡ 1(modm) ve m ile n aralarında asal sayılar olmak üzere G grubu,

〈
a, b | am = bn = 1, b−1ab = ar

〉

şeklinde ifade edilebilir. Tersine, bu şekilde ifade edilebilen bir grubun tüm Sylow

altgrupları devirlidir.(Böyle gruplara metadevirli(metacyclic) grup denir)

İspat. [16, 10.1.10] 2

Lemma 4.15 G bir nilpotent grup olsun. Eğer T , G nin periyodik elemanlarını

içeren bir altgrubu ise G/T serbest periyodiktir.

İspat. Varsayalım G/T serbest periyodik değildir. Bu durumda (gT )k = T

olacak şekilde gT ∈ G/T ve k ∈ Z+ vardır. Bu durumda

gk ∈ T ⇒ ∣∣gk
∣∣ < ∞⇒ (

gk
)n

= 1, n ∈ Z+ ⇒ g ∈ T

olur. O halde G/T de sonlu mertebeden bir eleman birim eleman olmak

zorundadır. Böylece G/T serbest periyodik olur. 2

Değişmeli olmayan basit gruplar tarafından örtülen grupların sınıfını S ile

gösterelim. Eğer her g ∈ G için g ∈ H ≤ G olacak şekilde değişmeli olmayan basit

bir H altgrubu varsa G grubuna S sınıfındandır veya kısaca G bir S-gruptur denir.

Şimdi bir S-grup örneği verelim ve S-gruplarla ilgili bazı özellikleri inceleyelim:
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Örnek 4.16 n bir doğal sayı olmak üzere Alt (n) alterne grubu n ≥ 5 için

değişmeli olmayan basit bir gruptur. Alt (N) =
⋃

n≥5

Alt (n) grubunu tanımlayalım.

Alt (N) grubundan alınacak her σ permütasyonu bu grubun değişmeli olmayan

basit bir altgrubunda olacağından Alt (N) bir S-gruptur.

Lemma 4.17 G bir S-grup olsun. Bu durumda G mükemmeldir.

İspat. G bir S-grup olsun. Bu durumda her g ∈ G için g ∈ H ≤ G olacak

şekilde değişmeli olmayan basit bir H grubu vardır. H değişmeli olmadığından

en az bir komütatör eleman içerir. Öyleyse H ∩ G′ 6= 1 dir. H ∩ G′ E H ve H

basit olduğundan H ∩G′ = H dir. Bu durumda g ∈ H ⊆ G′ olacağından G ⊆ G′

bulunur. O halde her S-grup mükemmeldir. 2

Lemma 4.18 G bir S-grup, N C G ise N ve G/N de S-gruptur.

İspat. G bir S-grup olduğundan her g ∈ N C G için g ∈ H ≤ G olacak

şekilde değişmeli olmayan basit bir H grubu vardır. Buradan H ∩ N E H ve

H basit olduğundan H ∩ N = H olur. O halde H ⊆ N olacağından N bir

S-gruptur. Şimdi G/N nin bir S-grup olduğunu gösterelim. Her gN ∈ G/N

için gN ∈ T/N ≤ G/N olacak şekilde değişmeli olmayan basit bir T/N grubu

arıyoruz. T/N = HN/N alalım. Bu durumda gN ∈ HN/N ≤ G/N dir. HN/N

nin değişmeli olmayan basit bir grup olduğunu gösterelim. KN/N E HN/N

olsun. Bu durumda

(hn) N (kn1) N ((hn) N)−1 ∈ KN/N ⇒ hkh−1N ∈ KN/N ⇒ hkh−1 ∈ K

⇒ K E H ⇒ K = 1 ∨K = H

⇒ KN/N = N ∨KN/N = HN/N

olduğundan HN/N basittir. HN/N ∼= H/H ∩N değişmeli olsaydı H ′ ⊂ H ∩N

olurdu. H değişmeli olmayan basit bir grup olduğundan H ′ = H dir. O halde

H ⊆ H ∩N olacağından H ⊆ N bulunur. Oysa bu bir çelişkidir. Öyleyse HN/N

değişmeli olamaz. 2
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Lemma 4.19 A ve B aşikar olmayan gruplar, H = A×B bir S-grup olsun. Bu

durumda H nın her elemanının mertebesi p dir veya H torsion-freedir.

İspat. H nin |a| = r, |b| = s, r > s > 1 olacak şekilde bir (a, b) elemanı var

olsun. H bir S-grup olduğundan (a, b) ∈ T ≤ H olacak şekilde değişmeli olmayan

basit bir T grubu vardır. Buradan (a, b)s = (as, bs) = (as, 1) ∈ T ∩A olacağından

T ∩A 6= 1 dir. T ∩A E T ve T basit olduğundan T ∩A = T olur. O halde T ⊆ A

dir. Buradan b = 1 bulunur. Ancak bu |b| = s > 1 ile çelişir. 2

Lemma 4.20 G bir S-grup, N E G olsun. Bu durumda |x| = |xN | dir. Aslında

xN nin her elemanı aynı mertebedendir.

İspat. xN sonsuz mertebeden ise x de sonsuz mertebeden olur. |xN | = n > 1

olsun. G bir S-grup olduğundan x ∈ Hk ≤ G olacak şekilde değişmeli olmayan

basit bir Hk grubu vardır. N ∩ Hk E Hk ve Hk basit olduğundan N ∩ Hk = 1

veya N ∩Hk = Hk olur. Eğer N ∩Hk = Hk ise Hk ⊂ N olurdu. Oysa bu x /∈ N

ile çelişir. O halde N ∩Hk = 1 dir. Buradan,

(xN)n = N ⇒ xn ∈ N ∩Hk = 1 ⇒ xn = 1

elde edilir. m < n için xm /∈ N olduğundan |x| = n olur.

xn1, xn2 ∈ xN ⊂ G için xn1 ∈ H1, xn2 ∈ H2 olacak şekilde değişmeli olmayan

basit H1 ve H2 grupları vardır. N ∩H1 = 1 ve N ∩H2 = 1 olduğunu biliyoruz.

|x| = k olsun. Bu durumda,

(xn1)
k = xn1xn1 . . . xn1 = xkn3 = n3 ∈ N ∩H1 = 1 ⇒ (xn1)

k = n3 = 1

bulunur. Benzer şekilde (xn2)
k = 1 olacağından |xn1| = |xn2| = |x| elde edilir. 2

Lemma 4.21 Her S-grup bir tek maksimal normal serbest periyodik altgrup

içerir. Bu grup aşikar altgrup olabilir.
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İspat. M ve N, G nin normal serbest periyodik altgrupları olsun. m /∈ N

olacak şekilde m ∈ M alalım. m sonsuz mertebeden olduğundan Lemma 4.20

gereği mN ∈ MN/N sonsuz mertebedendir. Buradan her n ∈ N için mn sonsuz

mertebeden olacağından MN serbest periyodik olur. M, N E G olduğundan

MN E G dir. Böylece G nin normal ve serbest periyodik iki altgrubunu

aldığımızda bu altgrupların çarpımı şeklinde yazılan normal ve serbest periyodik

MN grubunu elde ettik. Bu şekilde devam ederek normal ve serbest periyodik

altgrupların çarpımı olan bir üst sınıra ulaşılır. Zorn Lemmadan normal ve serbest

periyodik olan bu grupların maksimali vardır. 2

Buna göre her S-grup maksimal normal serbest periyodik altgruba sahiptir. Bunu

serbest periyodik radikal olarak adlandıracağız ve TF (G) ile göstereceğiz.

Sonuç 4.22 G bir S-grup, N E G ve N serbest periyodik olmasın. Bu durumda

TF (G) ≤ N olur.

İspat. M = TF (G) ve M � N olsun. G bir S-grup olduğundan M, N, MN ve

M∩N grupları S-gruptur. Öyleyse MN/M∩N ∼= M/M∩N×N/M∩N grubu da

bir S-grup olur. M serbest periyodik olduğundan Lemma 4.20 gereği M/M ∩N

serbest periyodiktir. Lemma 4.19 gereği MN/M∩N nin her elemanının mertebesi

p olamaz. O halde MN/M ∩N serbest periyodik olacağından N/M ∩N serbest

periyodiktir. Buna göre Lemma 4.20 gereği N serbest periyodik olur. Oysa bu N

nin serbest periyodik olmamasıyla çelişir. Dolayısıyla M ≤ N olmak zorundadır.

2

Lemma 4.23 G bir S-grup, τ ∈ G bir involüsyon olsun. Bu durumda G nin

aşikar olmayan bir N normal altgrubu için τ ∈ N olur.

İspat. τ /∈ N olduğunu kabul edelim. O halde Lemma 4.20 gereği her n ∈ N

için nτ da bir involüsyon olur. Buradan her n ∈ N için,

nτn = τ−1nτn = τ−1τ−1n−1n =
(
τ 2

)−1
= 1
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olduğundan nτ = n−1 bulunur. Bu durumda her m,n ∈ N için,

(mn)τ = τ−1mnτ = m−1ττ−1n−1 = m−1n−1

olacağından n−1m−1 = m−1n−1 elde edilir. O halde N bir değişmeli basit S-grup

olur. Ancak bu bir çelişkidir. Dolayısıyla τ ∈ N olmak zorundadır. 2

Sonuç 4.24 G yerel sonlu S-grup ise basittir.

İspat. G nin aşikar olmayan bir N normal altgrubunun olduğunu kabul edelim.

x /∈ N alalım. G bir S-grup olduğundan x ∈ H ≤ G olacak şekilde değişmeli

olmayan basit H grubu vardır. Buna göre H∩N grubu H nin normal altgrubu ve

H basit olduğundan H∩N = 1 veya H∩N = H dir. x ∈ H ve x /∈ N olduğundan

H ∩ N = 1 olur. G yerel sonlu ve H ≤ G olduğundan H yerel sonludur. Eğer

H involüsyon içermiyorsa H deki her eleman tek sayı mertebedendir. Dolayısıyla

H nin sonlu üreteçli her altgrubunun mertebesi bir tek sayıdır. Çünkü S, H

nin sonlu üreteçli ve mertebesi çift sayı olan bir altgrubu ise 2| |S| olduğundan

Teorem 4.7 gereği S de mertebesi 2 olan bir eleman var olurdu. Oysa bu H nin

involüsyon içermemesiyle çelişir. Öyleyse Teorem 4.9 gereği H nin sonlu üreteçli

her altgrubu çözülebilirdir. O halde H yerel çözülebilirdir. H grubu basit ve

yerel çözülebilir olduğundan Teorem 4.10 gereği değişmelidir. Ancak bu H nin

değişmeli olmamasıyla çelişir. Diğer taraftan H bir involüsyon içeriyorsa Lemma

4.23 gereği bu involüsyon N dedir. Ancak bu H ∩ N = 1 ile çelişir. O halde G

basit olmak zorundadır. 2

Lemma 4.25 G periyodik S-grup olsun. Bu durumda aşağıdakilerden biri

geçerlidir:

(i) G uniserialdir,

(ii) G nin değişmeli olmayan, her elemanının mertebesi bir p asal sayısı olan

bir altgrubu vardır ve bu grubun direkt kare çarpımına parça olarak sahiptir.
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İspat. G uniserial olmasın. Bu durumda N, M E G için M � N ve N � M

olur. G bir S-grup olduğundan M,N, MN ve M∩N grupları S-gruptur. Öyleyse

MN/M ∩ N ∼= M/M ∩ N × N/M ∩ N grubu da bir S-gruptur. G periyodik

olduğundan MN/M ∩ N serbest periyodik olamaz. M/M ∩ N ve N/M ∩ N

grupları aşikar olmayan gruplar olduğundan Lemma 4.19 gereği MN/M ∩ N

nin her elemanının mertebesi asal bir p sayısıdır. Dolayısıyla M/M ∩ N (veya

N/M ∩ N) nin her elemanının mertebesi p dir ve M/M ∩ N (veya N/M ∩ N),

G nin altgruplarına izomorf olan değişmeli olmayan basit altgruplar tarafından

örtülür. Böylece G istenen formda altgruplara sahip olur.

Şimdi M/M ∩ N × N/M ∩ N nin basit altgruplar ile örtüldüğünü gösterelim.

Bunun için T * M ∩ N olacak şekilde MN nin değişmeli olmayan basit bir T

altgrubunu alalım. f (mn) = (m(M∩N), n (M ∩N)) şeklinde tanımlı f : MN →
M/M ∩ N × N/M ∩ N fonksiyonu ile π1(m(M ∩ N), n(M ∩ N)) = m(M ∩ N)

şeklinde tanımlı π1 : MN/M ∩ N → M/M ∩ N izdüşüm fonksiyonunu alalım.

Buna göre h = (π1f)|T : T → M/M ∩ N fonksiyonu bir homomorfizmadır. T

basit olduğundan Ker (h) = 1 veya Ker (h) = T dir. Ker (h) = T ise her mn ∈ T

için,

M ∩N = h (mn) = (π1f)|T (mn) = π1 (m(M ∩N), n (M ∩N)) = m (M ∩N)

olacağından m ∈ M ∩ N bulunur. Benzer şekilde π2 izdüşüm fonksiyonu

tanımlanırsa n ∈ M ∩ N olur. Dolayısıyla mn ∈ M ∩ N dir. Bu durumda

T ≤ M ∩N olur. Ancak bu T nin seçimiyle çelişir. Böylece Ker(h) = 1 bulunur.

O halde T nin bir kopyası G nin M/M ∩N ve N/M ∩N parçalarının içindedir.

Böylece T × T ≤ M/M ∩N ×N/M ∩N elde edilir. 2

Teorem 4.11 gereği G sonlu grubu p mertebeden splitting otomorfizmaya sahipse

nilpotenttir ve nilpotentlik sınıfı p ile G nin üreteç sayısına bağlıdır. Bu sonucu

yerel derecelendirilmiş gruplara genişletebiliriz:
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Önerme 4.26 Sonlu mertebeden elemanlarla üretilmiş yerel derecelendirilmiş G

grubu p mertebeden ϕ splitting otomorfizmasına sahipse yerel nilpotenttir.

İspat. H ≤ G ve H sonlu üreteçli olsun. Bu halde G nin sonlu üreteçli

bir K altgrubu H ≤ K ve K nın üreteç elemanları sonlu mertebeden olacak

şekilde vardır. Çünkü hi ∈ G olmak üzere H = 〈h1, . . . , hn〉 ise gij ∈ G

için hi = gi1 . . . giki
yazılabilir. Bu durumda

∣∣gij

∣∣ < ∞ olduğundan K =〈
g11 , . . . , g1k1

, . . . , gi1 , . . . , giki
, . . . , gn1 , . . . , gnkn

〉
alınırsa istenen şekilde K grubu

elde edilmiş olur. L =
〈
K, Kϕ, Kϕ2

, . . . , Kϕp−1
〉

olsun. L grubu G nin H

yi içeren, sonlu üreteçli, ϕ-değişmez altgrubudur. G yerel derecelendirilmiş

olduğundan |L : T | sonlu olacak şekilde bir T ≤ L vardır. O halde L/N sonlu ve

N ≤ T olacak şekilde N E L vardır.

M =
p⋂

i=1

Nϕi
alalım. M, L nin bir sonlu indeksli, ϕ-değişmez normal altgrubudur.

L ve M grupları ϕ-değişmez olduğundan,

ψ : L/M → L/M

xM 7→ xϕM

fonksiyonu tanımlanabilir. xM ∈ L/M olmak üzere,

(xM)ψp

= xϕp

M = xM

ve

xM (xM)ψ (xM)ψ2

. . . (xM)ψp−1

=
(
xxϕxϕ2

. . . xϕp−1
)

M = M

özellikleri sağlandığından L/M grubu p mertebeden ψ-splitting otomorfizmasına

sahiptir. Öyleyse Teorem 4.11 gereği L/M nilpotenttir. Ayrıca L/M nin

nilpotentlik sınıfı en fazla c olur ve bu c sayısı p ile L yi üreten minimum üreteç

sayısına bağlıdır. R =
⋂

|L:K|<∞
K olsun. Bu durumda L/R residually nilpotenttir

ve nilpotentlik derecesi en fazla c dir. Bunu göstermek için R 6= dR ∈ L/R

alalım. Buna göre d /∈ R dir ve R nin tanımı gereği L nin x elemanını içermeyen

sonlu indeksli bir K altgrubu vardır. O halde |L : N | sonlu olacak şekilde L

nin K içinde kalan bir N normal altgrubu vardır ve d /∈ N dir. M =
p⋂

i=1

Nϕi
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alırsak yukarıda kullanılan metodla L/M nilpotent olur. M ≤ N ve L/M

nilpotent olduğundan L/N nilpotenttir ve nilpotentlik derecesi en fazla c dir.

O halde R 6= dR ∈ L/R için dR /∈ N/R ve (L/R) / (N/R) ∼= L/N nilpotent

olacak şekilde N/R E L/R vardır. Böylece L/R residually nilpotent olur. L/R

residually nilpotent olduğundan L/R nin birimden farklı her xR elemanı için

bu grubun xR yi içermeyen bir M/R normal altgrubu (L/R) / (M/R) ∼= L/M

nilpotent olacak şekilde vardır. c, L/M nin nilpotentlik sınıfı ise γc(L/M) = M

olduğundan yukarıdaki gibi seçilecek her M için γc(L) ⊆ M olur. Dolayısıyla

γc(L) ⊆ ⋂
M bulunur. M nin L deki indeksi sonlu olduğundan γc(L) ⊆ R dir.

Öyleyse L/R nilpotenttir ve nilpotentlik derecesi en fazla c dir.

L/R nilpotent ve sonlu mertebeden sonlu eleman tarafından üretildiğinden

çözülebilir periyodik gruptur. O halde L/R yerel sonlu olur. Dolayısıyla L/R

sonludur. L sonlu üreteçli bir grup ve L/R sonlu olduğundan [16, 1.6.11] gereği

R sonlu üreteçlidir. R yerel derecelendirilmiş olduğundan R nin sonlu üreteçli

her H altgrubunun |H : V | sonlu olacak şekilde bir V altgrubu vardır. R sonlu

üreteçli olduğundan H = R alınırsa |R : V | sonlu olacak şekilde R nin bir V

altgrubu vardır. |L : R| ve |R : V | sonlu olduğundan |L : V | sonlu olur. O halde

R ≤ V olacağından R, aşikar olmayan sonlu üretilmiş bir altgrubuna eşit olur.

Öyleyse R = 1 olmak zorundadır. Böylece L sonlu ve nilpotenttir. H ≤ L

olduğundan H sonlu ve nilpotent olur. Dolayısıyla G yerel nilpotenttir. 2

Teorem 4.27 G yerel derecelendirilmiş S-grup, M = TF (G) ve G nin tüm

sonlu mertebeden elemanları tarafından üretilmiş normal altgrubu N olsun. Eğer

N 6= 1 ise M ≤ N ≤ G, G/N serbest periyodik ve N/M basittir. Eğer M 6= 1 ise

G nin sonlu her altgrubu ya devirli ya da metadevirlidir.

İspat. G/N nin birimden farklı bir gN elemanını alalım. N nin tanımı gereği g

sonsuz mertebeden olur. Buna göre Lemma 4.20 den gN sonsuz mertebedendir. O

halde G/N serbest periyodik gruptur. Sonuç 4.22 gereği M ≤ N dir. Şimdi N/M

nin basit olduğunu gösterelim. M ≤ N E G ve M grubu G nin serbest periyodik
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radikali olduğundan Lemma 4.21 gereği M, N nin de serbest periyodik radikali

olur. N/M grubunun basit olmadığını kabul edelim. Bu durumda M � K � N

olacak şekilde K E N vardır. M � K olduğundan K serbest periyodik değildir.

L, K deki tüm sonlu mertebeden elemanlarla üretilmiş grup olsun. ψ ∈ Aut K

olmak üzere ψ bir otomorfizma olduğundan elemanların mertebelerini korur. O

halde a ∈ L iken ψ (a) ∈ L olacağından Lψ ⊂ L bulunur. Dolayısıyla L, K

nın karakteristik altgrubudur. K E N olduğundan L E N elde edilir. Buna

göre Sonuç 4.22 gereği M ≤ L dir. N\L de mertebesi p olan bir x elemanı

alalım. Lemma 4.20 gereği x ile eşlenikler L üzerinde p mertebeden bir splitting

otomorfizma belirler. Gerçekten de,

ϕx : L → L

a 7→ ax

tanımlanırsa L E N olduğundan ϕx bir fonksiyondur. Ayrıca a ∈ L olmak üzere,

ϕp
x (a) = ϕp−1

x (ax) = axp

= a

ve

aϕx (a) ϕ2
x (a) . . . ϕp−1

x (a) = aaxax2

. . . axp−1

= (ax)p x−p = 1

özellikleri sağlandığından L üzerinde p mertebeden bir splitting otomorfizma

vardır. Önerme 4.26 gereği L yerel nilpotent olur. L nin principal factoru H

ise bu grup L nin minimal normal altgrubudur. L bir S-grup olduğundan H

de bir S-grup olur. Ayrıca L yerel nilpotent olduğundan Teorem 4.12 gereği H

değişmelidir. Oysa bu H nin bir S-grup olmasıyla çelişir. O halde N/M basit

olmak zorundadır.

M 6= 1 olsun. G nin sonlu her altgrubunun devirli veya metadevirli olduğunu

göstermek istiyoruz. G nin sonlu bir F altgrubunu alalım. 1 6= m ∈ M

olmak üzere D = mF =
〈
mf | f ∈ F

〉
grubunu tanımlayalım. F sonlu, G yerel

derecelendirilmiş olduğundan D sonlu üreteçli yerel derecelendirilmiş gruptur ve

F grubu D üzerine etki eder. R =
⋂

|D:K|<∞
K tanımlayalım. Bu durumda Önerme
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4.26 nin ispatında olduğu gibi D/R nilpotent olur.

D serbest periyodik olduğundan D/R sonsuzdur. O halde D nin F -değişmez

olan bir W normal altgrubu R ≤ W olacak şekilde vardır ve D/W serbest

periyodiktir. Çünkü D/R nilpotent olduğundan D/R de sonlu mertebeden

elemanlar tarafından üretilmiş grup W/R ise [16, 5.2.7] gereği (D/R) / (W/R) ∼=
D/W serbest periyodiktir ve R ≤ W C D olur. Bu durumda herbir q asal

sayısı için D/W grubunun residually sonlu q-grup olduğunu gösterelim. Her

dW ∈ D/W için D/W nun bu elemanı içermeyen bir M/W normal altgrubu

(D/W ) / (M/W ) ∼= D/M sonlu q-grup olacak şekilde varsa D/W residually sonlu

q-grup olur. d ∈ D\W olsun. R E W E D olduğundan d /∈ R dir. R =
⋂

|D:K|<∞
K

olarak tanımlamıştık. d /∈ R olduğundan D nin d elemanını içermeyen bir T

altgrubu |D : T | sonlu olacak şekilde vardır. |D : T | sonlu olduğundan D nin T

altgrubunda kapsanan bir S normal altgrubu |D : S| sonlu olacak şekilde vardır

ve d /∈ S dir. Böylece R ≤ S dir ve R E D olduğundan R E S elde edilir.

dW /∈ SW/W ≤ D/W ve |D : S| sonlu olduğundan (D/W ) / (N/W ) ∼= D/N

sonlu olacak şekilde bir N/W C D/W vardır. Ayrıca D/R nilpotent olduğundan

D/R nin homomorfik görüntüsü olan (D/R) / (N/R) de nilpotenttir. D/N sonlu

ve nilpotent olduğundan p asal sayı olmak üzere D/N Sylow p-altgruplarının

çarpımı şeklinde yazılabilir. Buna göre q, p den farklı bir asal sayı olmak üzere,

D/N = Dr
p asal

(
Sylp (D/N)

) ⇒ D/N = Sylq (D/N)× Dr
p6=q

(
Sylp (D/N)

)

yazılabilir. D/N sonlu olduğundan Sylq (D/N) sonlu bir q-gruptur. M/N =

Dr
p 6=q

(
Sylp (D/N)

)
olsun. Buna göre (D/W ) / (M/W ) ∼= D/M ∼= (D/N) / (M/N)

sonlu q-grup olur.

A = D/WD′Dq ve q - |F | olsun. Buna göre A aşikar olmayan elemanter değişmeli

q-gruptur ve F grubu A üzerine grup otomorfizması olarak etki eder.

f ∈ F olsun. a ∈ A ise a = dWD′Dq olacak şekilde d ∈ D vardır. G bir S-grup,

M E G olduğundan Lemma 4.20 gereği d ∈ M ve f /∈ M için |f | = |df | dir.
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Buradan,

|af | =
∣∣af

∣∣ =
∣∣∣(dWD′Dq)

f
∣∣∣ =

∣∣dfWD′Dq
∣∣ | |df | ⇒ |af | | |df | = |f |

bulunur. Böylece F, A üzerine sabit nokta bırakmayan otomorfizma grubu olarak

etki eder. F, A daki bir a noktasını sabit bıraktığını kabul edelim. Yani af = a

olsun. Bu durumda
∣∣af

∣∣ = |a| ve A bir q-grup olduğundan,

(
af

)n
= 1 ⇒ an = 1 ⇒ n = q ∨ a = 1

bulunur. Burada n = q olamaz. Eğer n = q olsaydı q =
∣∣af

∣∣ | |f | ve |f | | |F |
olduğundan q| |F | bulunurdu. Ancak bu q nun seçimi ile çelişir. Öyleyse a =

1 olacağından f, a yı sabit bırakıyorsa a birim eleman olmak zorundadır. Bu

durumda Lemma 4.8 gereği Ao F bir Frobenius grup olur. Burada A Frobenius

çekirdek, F de Frobenius tümleyendir. Ayrıca G grubu hiçbir involüsyon içermez.

Eğer içerseydi 1 6= M E G olduğundan Lemma 4.23 gereği bu involüsyon M de

olurdu. Ancak bu M nin serbest periyodik olmasıyla çelişir. Bu durumda Teorem

4.13 gereği F nin her Sylow p-altgrubu devirlidir. O halde Teorem 4.14 gereği F

metadevirli grup olur. 2
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

“Yerel sonlu S-gruplarında elemanların merkezleyenleri hakkındaki bilgiler

S-grubun yapısı hakkında ne tür bilgiler verir?” sorusu ve “Yerel sonlu

S-gruplarında sonlu altgrupların merkezleyenleri hakkındaki bilgiler S-grubun

yapısı hakkında ne tür bilgiler verir?” sorusu araştırmaya açık konular olarak

halen beklemektedir.

Bu ve benzer sorular hakkında Orta Doğu Teknik Üniversitesi Matematik Bölümü

doktora öğrencilerinden Kıvanç Ersoy çalışmalarını sonlandırmak üzeredir.
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[1] Asar, A. O. 2006. On finitary permutation groups. Turkish J. Math., 30:

101-116.

[2] Belyaev, V. V. 1978. Minimal non-FC-groups. (Russian)Sixth All-Union

Symposium on Group Theory, pp 97-102, Cherkassy.
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