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OZET
Yiksek Lisans Tezi

PARCALI POL INOM
FONKSIYONLARI

Mehmet Soner Pehlivan

Adnan Menderes Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlisu
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Yrd. Dog. Dr. Selma Altinok

R" igindeki n-boyutlu A polihedral kompleks olmak Uzel@" (A) kiimesi,A lzerinde
tanimh,C" tirevlenebilir parcali polinom fonksiyonlardan olusserecesk dan kiigiik
ve esit olan butlirC" pargali polinom fonksiyonlari icere@; (A) kimesiR Uzerinde
sonlu boyutlu bir vektor uzayidir. Bu tezde= 1 ve 2 durumlari iginCi(A) vektor
uzayinin boyut hesaplamalari calisildn = 2 icin iki farkli yontem kullanildi. 11k
yontemdeA polihedral kompleks olmak tize€ (A) nin free olma kosulu altinda, gesik
ornekler uzerind€y(A) vektor uzayinin boyutu CoCoA #yazilim programi yardimi ile
hesaplandilkinci yontemdeA simpleksel kompleks olmak Uzere yeterince bukilar
icin homoloji hesaplamalari kullanilargl (A) icin genel boyut formilu verildi. Bu iki
yontemle yapilan hesaplamalarin 6rnek tzerinde Ordjistié gorilda.

B6lum 2 de temel notasyonlar, tanimlar ve modiiller icin gan sonuclar verildi.

Bolim 3 in ilk kisminda tek dgskenli parcali polinom fonksiyonlara bir giris yapild
Verilen fonksiyonunC' tiirevlenebilir olabilmesi icin gerek ve yeter kosulu gdtl.
Bu kosul altinda tek dgskenli parcali polinom fonksiyonlarin olustum@u uzayin
boyutu hesaplandiikinci kisimda, ilk olarak polihedral kopmleksler tizersdanimii
iki degiskenli parcali polinom fonksiyonlari incelendi. CoCai7 yazilim programi
yardimiyla d@isik ornekler tzerinde boyut hesaplamalari yapildkinci olarak da
A simpleksel kompleks olmak Uzere sisman noktalar idealle spline fonksiyonlar
arasindaki iligki calisildi. Daha sonra da bu iliskipleraber homoloji hesaplari yapilarak
yeterince buyulk lar i¢in C, (A) vektor uzayinin genel boyut formli verildi.

2008, 60 sayfa

Anahtar Sézcukler
Parcali polinom fonksiyonlari, Spline, Sisman noktal@dersinir sistemler, Dgrusal
formlarin kuvvetleri.
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For an-dimensional polyhedral simplex embedded iR" C'(A) containsC" piecewise
polynomial functions. The spacg(A) consisting of allC" piecewise polynomial
functions of degree at moktis a finite dimensional vector space owr In this thesis
we computed dimensions @f (A) in the case oh =1 and 2. Fom = 2 we used two
different methods. First method is that for a polyhedral pamA we have worked on
various examples by using CoCoA74in order to calculate dimensions Gf(A) when
C'(A) was free. For the second method, we again computed dimensid®j (A) for
sufficiently largek by using homolojical calculations on a simplicial complex\We see
that on the examples these two methods coincide.

In Chapter 2, we give notations, definitions and results fodute.

In the first part of Chapter 3, we introduce piecewise polyi@fanctions in one variable.
We give necessary and sufficient condition for the functitmé&e C'-smooth. Using
these fact the dimension formula is given. In the second paxtfirst studied piecewise
polynomial function in two variables on a poyhedral complexespecially on various
examples by using CoCoA. A Secondly, we have studied the relation between ideals
of fat points and piecewise polynomial functions on a sigiplicomplexA. By using

this relation together with homolojical computations atfota for dimension o€ (A) in
sufficiently large degrekis derived.

2008, 60 page

Key Words
Piecewise polynomial functions, Spline, Fat points, Iseesystems, Powers of linear
forms.
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1. GIRIS

A C R" Gggensel bolge olmak Gize@ (A) kiimesi,A Gizerinde tanimIC'-tlrevienebilir,

parcall polinom fonksiyonlarindan olussun. Bu fonksilwaspline, parcali polinomlar
veya sonlu elemextenir.k € N ve hero € Aigin | derecesk dan kiglk ve esit polinom
ise C'(A) kiimesindeki elemanlaf € C;(A) ile gosterilir. Bu kiimeR uzerinde sonlu

boyutlu bir vektor uzayidir.

Bu tur fonksiyonlarin bir ¢cok uygulamalari vardir. Ozelékde kismi difeansiyel
denklemlerin ¢oztmleri icin sonlu element yontemi sik &allir. Simdilerde, bilgisayar
yardimiyla dizayn, yizey modellemeleri ve bilgisayardafigrcalismalari igin de spline
fonksiyonlar calisiimaktadir. Bu sebepten dol& (izerindeC| (A) boyutunu ve taban

elemanlarini bulmak yararhdir.

Ci(A) uzayinin boyutunu hesaplamaktaki en ciddi zorluk probfessidece\ nin nasil
ayristgina b@l dejil ayni zamanda uzaya nasil gdmiigine, yaniA nin geometrisine
de bali olmasidir. iki boyutlu ticgensel bolgeler tizerinde tanimli spline fsiglnlari
daha yaygin bir sekilde calisiimistir. U¢ boyutlu spliionksiyonlari hakkinda ¢ok daha

az seyler bilinmektedir.

Strang (1973)A iki boyutlu manifold olmak iJzeré:%(A) nin boyutu ile ilgili bir 6nsav
(conjecture) yapti. Bu yaggi 6nsav yanlis olmasinagaen konuyla ilgili calismalarin
baslamasina sebep olmustur. Morgen ve Scott (1K'5),5 iken C! parcall polinom
fonksiyonlari i¢in bir taban hesaplamasi yapti. Schum#&k@v9) iki degiskenli parcali
polinom fonksiyonlarin boyutu icin bir alt sinir verdi. Alid ve Schumaker (1987)
herhangir icin k > 4r +1 olmak Uzere iki dgiskenli spline uzayinin boyutu igin bir
formul verdiler. Billera (1988) probleme homolojiksel byaklasim gelistirerek iki
boyutlu ¢gensel lar igin k > r > 0 olmak tzereC,(A) igin bir altsinir verdi. Ayni
zamandaR? de ticgensel monifold tizerinde tanir@l} spline uzayinin jenerik boyutu
icin Strang’nin 6énsavinin dpulujunu ispatladi. Alfeld ve Schumaker (1990) herhangi

bir r icin k = 3r + 1 olmak Uzere iki boyutlu spline uzaylarinin boyutu icin fermul
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verdiler. Daha sonra Geramite ve Schenck (1987}, R" simpleksel kompleks olmak
Uzere sisman noktalarin idealleri ile parcall polinomHKsiyonlar arasindaki [gantiyi
vererekn = 2 igin k yeterince buyuk olma kosulu ile farkli sireklilik dereeel(yani,

a = (0ay,...,0ap)) altinda boyut formalund verdiler.



2. TEMEL TANIMLAR VE OZELL IKLER

2.1 Moddller

Tanim 2.1 R bir halka ve M bir toplamsal degismeli grup olsun. Heb& M verse R
icin,

1. r(a+b)=ra+rb

2. (r+sja=ra+sa

3. r(sa) = (rs)a

olacak sekilde kM — M, (r,a) — ra tanimli fonksiyon varsa M ye bsol R-moddl
denir. Ayrica, R ninlg birim elemani var ve her & M igin alr = a ise M yebirimsel
sol R-moduldenir. Eger yukaridaki benzer 6zellikleri saglayandMR — M, (a,r) — ar
fonksiyonu varsa M ye bisay R-moduldenir. M hem sag hemde sol R-modiil ise M ye

R-moduldenir.

Orngjin, her toplamsal dgsmeli G grubu,n € Z ve a € G igin na islemiyle birimsel
Z-modulddr. Ayrica,M bir halka veR, M nin bir althalkas! ise& € R, a€ M i¢in M
deki ra carpma islemi ileM bir R-modiildiir (ancak tersi dpu dejildir). Ozel olarak

R[X1, X2, . .., Xn| polinom halkasi biR-moduldur.

Tanim 2.2 M ve N, bir R halkasi tizerinde iki modul olsun. EgerM — N fonksiyonu

herabe MvereRigin
f(a+b)=f(a)+ f(b), f(ra)=rf(a)

kosullarini saglarsa f ye fhodul homomorfizmasienir.
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Tanim 2.3 M bir R halkasi tizerinde modul ve N, M nin boskiimeden farkhlbkiimesi
olsun. Eger N, M nin toplamsal altgrubu ve heeR, ne N i¢in rb € N ise N ye Mnin

altmodulidenir.

Burada herhangi biR halkasi Uzerindeki her altmodul biR-moduldir. Birimsel
moddullerin altmoddlleri de birimsel moduldar. Ayricaf, : M — N bir R-modul
homomorfizmasi ise kdr, M nin ve imf, N nin altmoduludir. bir indis kiimesi olmak
uzere{N | i € I}, M modilinun altmodullerinin bir ailesi ig8;c, Ni, M R-moduluniin
altmoduludur. gerM modulininM ve 0 dan baska altmodili yokbaye basit modill

denir.

Tanim 2.4 M bir R-modul ve X, M nin altkimesi olsun. Bu durumda, X kumesi
kapsayan M nin altmodullerinin arakesitine de uretilen altmodildenir ve (X) ile

gOsterilir.

EgerX sonlu iseX ile Uretilen moduilesonlu Uretilmis R-modiieyasonlu R-modudienir.
X =0 iseX ile uretilen modul sifir moduluduiX = {a} tek elemandan olusuyor3aile

Uretilen altmodule ile Uretilen devirli altmodidenir.

Teorem 2.5 (Hungerford, 1974R birimli bir halka , M bir birimselR-modul ve XZ M

olsun. X ile uiretilen altmodiil

S
RX = {Zria |seZt, g eX, ri€ R}
i=

kiimesiyle belirlidir. Eger X= {ay, ..., a,} ise X ile Uretilen sonlu altmodiby, ..., an) =

Ray +---+Ra, dir.

X ={a,...,an} olsun. Heri=1,...,ni¢in & ¢ (a1,...,8_-1,8+1,.-.,8n) ise (X)

kiimesinaminimal Uretecli sonlu altmodidenir.

Tanim 2.6 M bir R-modul olsun. M nin altmodullerinden olusan

M=MyDM1D---DM; =0
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zincirinde her M/M;_1 basit modul ise bu zincire M nikomposizyon serisilenir. Bu

dizideki r ye de kompozisyon serisininuniwju denir.

EgerM nin azalan zincirlerinin uzunfyur ve M nin altmodaullerinin kesin azalan zinciri
M D N; D - DNgvarsas <r dir. M nin komposisyon serisinin uzurgunaM nin
uzunluguwenir ve/(M) olarak gosterilir. l§erM nin kompozisyon serisi yokdgdM) = o
olarak gdosterilir. Sifirdan farkIM modulinidn bir kompozisyon serisine sahip olmasi
icin gerek ve yeter sail nin altmodaullerinin hem artan hem de azalan zincir kuratliar

sajlamasi gerekir (Hungerford, 1974, Sayfa 376, Teorem 1.11)

Tanim 2.7 Modul homomorfizmalarin Mg M, B Ms REL Mp_1 - M, sonlu
dizisiicin heri=1,2,...,n— 2 olacak sekildem f; = kerf;, 1 saglanirsa bu diziysonlu
tam dizi denir. Ayrica, modil homomorfizmalarin: e VA= VLA Mi.1 g .

sonsuz dizisi her & Z icin im f; = kerfi1 kosullarini saglarsa bu diziye d®nsuz tam

dizi denir.

Orngjin, 1 ve p sirasiyla dgal injektif ve projektif (izdiisiim) modiil homomorfizmalar
olmak tzere herhangi ikl ve N modiillerinin 0— M L MaeN LN - 0 dizisi tam
dizidir. Benzer sekildei ve T sirasiyla icerme ve dpal epimorfizma fonksiyonu olmak
uzereL, K nin altmodull ise G- L kX K/L — 0 dizisi tam dizidir. f : M — N
modil homomorfizmasi iskl / kerf ye coimageve N/im f ye cokerdenir ve sirasiyla
Coimf ve Cokerf ile gosterilir. Bu tanimlarla birlikte 6- ker f LM - Coimf — 0,

0—imf -5 N Cokerf — 0ve0— kerf -~ M - N 7% Cokerf — 0 dizileri tam dizidir.

M modultnin altmodullerinden olusan
O—-M—-My—---—My;—0

bir tam dizi ve her biM; sonlu uzunlga sahipse

olarak bulunur (Matsumura, 1986, Sayfa 12).



Tanim 2.8 M bir R-moddl olsun. Aerin her biri R-modul olmak tizere

i RBRERRM -0

tam dizisine M nin birgdzimlemes{resolutior) denir. Eger b1 =F.,,=---=0ve
F, # 0 olacak sekilde tamsayisi varsa bu ¢ézimleméyezunlunda sonlu ¢coziimleme

denir. Bu durumda, M nin ¢ézimlemesi
O—-F—-F1—-—F—-FR—-M-=0 (2.1.1)

seklinde yazilabilir. Eger her i icinj= R serbest R-modiiller ise M nin (2.1.1) deki

¢Ozimlemesinéuzunlwunda sonlu serbest ¢cozimleanir.

2.2 Grobner Tabanlar

a; ler negatif olmayan tamsayilar olmak tzege. . ., x, degiskenlerinin
a
Xa e Xll-..xgn

carpiminamonomialdenir. a = (ag, ..., an) yex? monomialininistel vektoridenir. x*

monomialininderecesilstel vektorleriniray + - - - + ap toplamidir.

k bir cisim olmak Uzerek daki katsayilarla birlikte monomiallerin sonlu giusal
kombinasyonlarinay, ..., X, degiskenli polinormdenir. xq,...,x, dejiskenli polinomlar

hera icin cq € kolmak tzere

f= anx"
a

sonlu toplam seklinde yazilik daki katsayilarla birlikte, . . ., X, degiskenli polinomlarin
kiimesikxy,...,xn| olarak tanimlanir. Polinomlardaki bilinen toplama ve gagpile
K[X1,...,Xn], birimli ve degismeli halkadir. Ber f polinomundaki sifirdan farkli katsayil

monomiallerin dereceleri ayniydaye homojen polinondenir.

Tanim 2.9 Asagidaki kosullari saglayan, Pk, ...,x,] i¢indeki ¥ monomiallerinin
kiimesi Uzerindeki> siralama bagintisina [ky,...,x| Uzerindeki monomial anti

(monomial ordexdenir.
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a) Monomiallerin olusturdugu kiime ile kismi sirall bir kimedir ve bu bagintiyla her
monomial karsilagtinlabilir;

b) X bir monomial olmak tizere®> xB ise ¥x¥ = x0 Y > xB+Y = xBxY;

c) > iyi siralama bagintisidir yani, monomiallerin olustwi@u bostan farkli her kiime

bagintisiyla bir en ki¢ik elemana sahiptir.

f=YqCaxX?, K[X1,...,%] icinde herhangi bir polinom olsun. Bu tanin{a) kismindanf
nin icinde gorunen terimletk monomial bgintisina gore biyukten kiga gore siralayip,
f polinomunu azalan olacak sekilde tek tirlii yazabiliriai ¥azilisa gore® en biyik
monomial olmak izeregx? ya f polinomunurbaslangi¢ terimidenir ve LT f) = cox?

ile gosterilir.
Ornegin, k[x] polinom halkasinda tizerindeki monomiaGat!,

n+1

s s s s x> 1

seklindedir. k[x] icin baska monomial l@anti yoktur. Cok dgiskenli polinom halkalari

icin bir cok monomial bginti vardir.k[xy, ..., Xa] igcindekix; degiskenlerini
X1 > Xp > -0 > Xp

olarak belirleyelim. Bu secimlerle birlikte agala bazi dnemli monomial Gantilar

tanitiimistir.
Tanim 2.10 X ve ¥, K[xy, ..., xn] igindeki monomialler olsun.

1. (Lexicographic Monomial Bagint)a — 8 € Z" nin sifirdan farkl soldan ilk girdisi

pozitif ise X > X2 dir.

2. (Derecelenmis Lexicographic Monomial Baginty® >gjex xB olmasi icin gerek ve

yeter kosuls" ;o > S, B veyas! ; ai = S, Bi iken s > xB dir.
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3. (Derecelenmis Ters Lexicographic Monomial Bagintk® >grev|exxl3 olmasi icgin
gerek ve yeter kosWf! ;a;i > L, B veyaS o =3B ikena — B € Z" nin

sifirdan farli sagdan ilk girdisi negatif olarak tanimlan

Ornajin, Kx,y,Z icin x2yZ >ex xy*2’ dir.  Cunki, (2,1,3)-(1,3,7)=(1,-2,-4) Ustel
vektoriiniin soldan ilk girdisi pozitiftir. ~Ayrica benzeslgmlerle, X*Z? >grex XY,
X322 > griex XoV°, X322 > greviexXY VE X322 > greviexyZ' tI.

K[X1,...,Xn] de BoOlme Algoritmasi: >, K[Xi,...,X,] Uzerinde herhangi sabit bir
monomial bginti ve(gy, ..., ds), K[X1, ..., Xn] icindeki polinomlarin sirals-bilegeni olsun.

Bu durumda, hef € KXy, ...,Xn] polinomu
f=aig1+---+ags+r,

olarak yazilir. Burada her icin a,r € K[xi,...,X,] olacak sekildeajgi = 0 veya
LT(f) > LT(agi) ve bununla beraber= 0 veyar nin monomialleri LTg;) ler tarafindan
boélunmez. Bu durumdd, nin (gs,...,0) ile bolimunden kalan r didenir ver = 0 ise

(91,..-,0s), f polinomunu bdler denir.

Tanim 2.11 >, KXy, ...,%,] Uzerinde sabit bir monomial baginti ved k[xy, ...,xn] bir
ideal olsun. G={gs,...,0t} C | polinomlarin sonlu kiimesi "sifirdan farkl herd | ve
i=1,...,ticin LT(g;) | LT(f)" 6zelligini saglarsa G= {01, ...,0t} ye | igin bir Grobner

tabandenir.

Bu tanimdarG = {gi,...,0}, | i¢in bir Grébner taban ise herhangi Hire | i¢in f nin
G ile boliminden kalanin sifir oldw gorulur. Buradanl = (g1,...,q) dir. Verilen
bir I C K[xq,...,Xn] idealinin bir Grobner tabanini Buchberger Algoritmasiigeemler
yaparak hesaplayabiliriz (Coat al, 2005). Ayrica, CoCoA # yazilim programiyla
pratik olarak hesaplamak mumkuindir. Herhangibmonomial bgintiya gére herhangi
bir f € K[x1,...,X,] elemaninin ideali i¢in bir Grobner tabaniyla elde edildn=g+r
bdlme ifadesindeki kalani teklikle belirlidir (Coxet al., 2005, Sayfa 15).



2.3 Derecelenmis Modiiller

Tanim 2.12 R birimli, degismeli bir halka olsun. Eger R halkas=RD;-oRs seklinde
direk toplamlarina ayrilabilir ve her ts > 0 icin RRs C R s 0zelligini saglarsa R
halkasinaderecelenmis (graded) hallgenir. M bir R-modul olsun. M toplamsal
grubunun{M; | t € Z} toplamsal altgruplarinin bir ailesi oldugunu kabul edeli M
nin elemanlarina tdereceden homejen elemantemir. Eger M, toplamsal grup olarak
M = P,z M direk toplamlarina ayrilir ve her & 0, her te Z igin RsM; C Mg+ 6zelligini

saglarsa M yalerecelenmis (grade® moduldenir.

N C M olmak tzereéN, homojen elemanlar tarafindan tretilebiliyofége homojen (veya

derecelenmis) altmodilenir. Bagka bir deyisle,

(1) x € Nisexin homojen terimlerinin her biflN nin iginde,
(2) N =Sz (NN M)

kosullari sglaniyorsaN ye homojen modul denir.

R = @50 Rn bir Noetherian derecelenmis halka olsu@eEM = @, My sonlu Uretegli
bir derecelenmigk-moddl ise her biM,, sonlu Uretecli bilRy moduldir. Genel olarak,
M yi homejen elemanlarin sonlu tanesiile Uretebiliriz. Baska bir deyisleyl = Rwy +

-+ Rwg dir. w; lerin derecelering kabul edersek
Mn = Rn—e,W1+ -+ + Ra—g,Ws

yazilir ve buradamM,, sonlu birRy-modul oldwgu da go6zlenir. Burda,< 0 i¢cin R =0
kabul edecgiz. Ozel olarak ger Ry Artinian halka ise/, bir Ry-modulinin uzunigu

olmak Uzerel/(M;) < oo olur. Bu durumdaM nin Hilbert serisi H(M,t) asaidaki gibi

;z nt" € Zt]].

Burada/(Mp) ye M nin Hilbert fonksiyonudenir. Ayrica,H(M, n) ile de gosterilir.

tanimlanir:
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Teorem 2.13 R= P> Rn Noetherian derecelenmis halkag Rrtinian halka ve M sonlu
uretecli derecelenmis R-modul olsun. Derecelgriothn % icin R = Ro[Xy,...,X] ve
H (M,t) yukaridaki gibi tanimli olsun. Bu durumda,M,t), t nin bir rasyonel fonksiyonu
olur ve f(t) katsayilariZ de olan polinom olmak lizere
f(t)
H(M,t) = _
Mi—(1-t%)

olarak yazilabilir.
Ispat. (Matsumura, 1986, Bolim 5, Teorem.2R O

Ozellikle, R = Ry[X0, X1, . .., %] polinom halkasinda dereceli monomiallerin sayisinin
(") oldugu timevarim ile gésteriliR, = XoRn—1 + X1Rn—1+ - - + XRy—_1 oldugundan
£(Ra) = £(Ro) ("}") oldugu gorulr.

R™ serbestR-modulleri ayni zamandéR™); = (R;)™ 6zelliginden dolay! derecelenmis

R-moduldir. Burad&®™ tizerindeki standart derecelenmis modiil yapisini ineslé)z.
Onerme 2.14 M C R™ bir altmoduil olsun. Bu durumda asagidakiler denktir.

1. M nin R" nin derecelenmis altmodull olabilmesi igin M (R))™NM olmasi gerekir.
Baska bir deyisle, M her bir bileseni t (vey®) dereceden homojen polinom olmak

Uzere M nin elemanlarinin bir kiimesinden olusmalhdir.

2. Her bir f;, ayni d dereceye sahip homojen polinomlar vektéri olmak tzere-M
(f1,..., fr) C RM seklindedir.

Ispat.  (Coxet al, 2005, Béliim 6, Onerme.3)) O

Ornek 2.15 My, ..., M derecelenmis modiller ve N M1 @ --- @& My, direk toplami
verilsin. N = (M1); @ ---@® (Mm)t olsun. N, N Uzerinde bir derecelenmig modulddr.
Ayrica, M bir derecelenmis modul ve N, M nin derecelenrtignadili ise M'N bolim
moduld, (M/N); = Mt/Ne = My/(M: N N) toplamsal altgruplarin ailesi ile tanimli bir

derecelenmis modul yapisina sahiptir.
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Onerme 2.16 M  bir derecelenmis R-modiul, d bir tamsayl ve () :=
DiczM(d)t, M(d); = Mgt olsun. Bu durumda, M) derecelenmis R-moduldur.

Ispat.  (Coxet al, 2005, Béliim 6, Onerme.8) O

Orngdin, R™(d) = R(d)™ modiuillerine R Uzerinde kaymis (shifted veya twisted)
derecelenmis serbest modul deriR nin g standart taban vektorleR(d)™ icin de bir
modul tabanlandir. Fakat bu vektorlB —d)q = Rp oldugundan derecelenmis modul
icinde —d dereceden homejen elemanlardir . Daha da genellersek Qrhekle herhangi
di,...,dm tamsayilari icinR(d;) & - -- & R(dm) seklindeki derecelenmis serbest modiil

Uzerindeg taban vektorleri-d; dereceden homojenlerdir.

Tanim 2.17 M,N derecelenmis R-modul ye: M — N modil homomorfizmasi olsun.
Eger her te Z igin ¢(M;) C N;. 4 kosulu saglanirs@ ye derecesi d oladerecelenmis

homomorfizmalenir.

Orngjin, sirasiylady, ...,dn, derecederfy, .. ., f,, homojen elemanlar olmak Uizeké =

(f1,..., fm) derecelenmif®-modulund alahm.
¢ R(—d1)®---BER(—dm) = M, &g+ fi

derecelenmis homomorfizmadir ve 6rtendir. Ayrigder d; dereceden oldyundang nin

derecesi sifirdir.

Derecelenmis homomorfizmayageir bir 6rnek verelim. GirdilerR halkasindan alinan,

d dereceli homojen polinomlardan olusarx p tipindeki bir A matrisi verilsin.
o: RP - R" fi—Af

seklinde tanimli derecesl olan derecelenmis homomorfizmadir.get ¢ yi R(—d)P
shifted moduldedR™ ye tanimlarsalp nin derecesi sifir olur. Benzer sekildematrisinin
j. sutununun girdilerini, derecesi; olan homojen polinomlar olarak alir ve sttunlar

degistikce bu dereceleri dgstirirsek

R(—d1) @ - ®R(—dp) — R"
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dercesi sifir olan derecelenmis homomorfizma elde ederiRerecesi sifir olan

derecelenmis homomorfizmayi biraz daha genellestkijrse
R(—di) & ®R(—dp) — R(—¢1) & - ®R(—Cm)
ajj € Rgirdilerinin derecesd;j — ¢; olanm x p tipindeki bir A matrisi ile tanimhdir.

Derecelenmis matrisleri detayli incelememizin sebeRi, tzerindeki derecelenmis
moddllerin ¢ozumlemelerinin bu matrislerle tanimlanrdasi Orndjin, R = K[X,y,z W]
icindekiM = (22 —yw?, yz—xw, y° — X%z, xZ — y°w) homejen modiiliin ¢bziimlemesini
bulalim.

R(—3)®R(—2) ®R(—3)2 = M

sifir dereceden derecelenmis homomorfizmanin gorintirsBdirada shiftler Greteclerin
dereceleridir. Bu donusimin c¢ekiglebize M nin 1. syzygy modulin@ianimlar.

CoCoA 47 programini kullanarak

Use R:=Qx,Y,z,W;
M =l deal (z"3-yw'2, yz- xw, y"3- X2z, Xxz"2-y"2w) ;
Syz(ldeal (M, 1);

komutlari ile 1 syzygy modull
Modul e([z*2,w, 0, -y],[Yyw, z,0,-X],[xz,-y,-w,0],[y"2,-%X,-2,0]).

Burada modul icindeki vektorlewl nin 1. syzygy modulinin Greteclerini veriM nin

1. syzygy modultntn Ureteclerini sttun olarak alirsak

2 yw xz ¥

w z -y —X
0O 0 —w -z

-y —x 0 O

matrisini elde ederiz. Bu matris derecesi sifir olamgagaki homomorfizmayi tanimlar:

A—

R(—4)* & R(—2) & R(-3)%.

Benzer sekilde CoCoA.Z programini kullanarak
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Use R:=x,Y,z,W;
M =l deal (z"3-yw'2, yz- Xxw, y"3- X2z, Xz"2-y"2w) ;
Syz(ldeal (M, 2);

komutlari ileM nin 2. syzygy moduliini hesaplarinir:
Modul e([x, -y, -z, W).

M nin 2. syzygy modultnun treteglerini situn olarak alir&inatrisini elde ederiz. Bu

matris derecesi sifir olan

homomorfizmay! tanimlar. Ayni sekilde,. 3yzygy modulini hesaplagmizda 0

modultni buluruz. Boylecéd nin ¢céziimlemesini

B

0— R(-5) 2 R(-4)* A R(-2)®R(—-3)3 M -0 (2.3.2)

olarak buluruz. Burada oklarin her biri derecesi sifir ad@necelenmis homomorfizmay:

gosterir. Derecelenmis ¢éziimlemenin tanimgaga verilmistir.

Tanim 2.18 M bir derecelenmis R-modiil ise Mn bir derecelenmis ¢éziimlemesi

e RBRBRBM -0

seklinde bir ¢6ziimlemedir. Burada her biy Bir R(—d;) & --- & R(—dp) seklindeki
kaymis serbest moduldir ve her ir homomorfizmasi derecesi sifir olan derecelenmis

homomorfizmadir.¢fy ler yukaridaki gibi tanimhdir)
Orngjin, (2.3.2) deki gbziimlemenin derecelenmis ¢oziimlerdadul gorulir.

Teorem 2.19 (Graded Hilbert Syzygy Teorem) RK[xy,...,Xn] olsun. Bu durumda,
her sonlu Uretecli derecelenmis R-modul, uzunlugu efrafazolan bir derecelenmis

¢bziimlemeye sahiptir.

Ispat. (Coxet al, 2005, Bolim 6, Teorem.8.) O
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2.4 Simpleksel Homoloji

Tanim 2.20 V, R-vektor uzayi ve € V olsun. Eger her £ 1 = [0,1] i¢in
C1,eC=tei+(1-t)cpeC

saglanirsa C y&onvekskiime denir.

Tanim 2.21 {vo,...,%}, V vektdor uzayinin vektorlerinden olugsan bir kime olsun.

Eger {vi1 — vo,V2 — Vp,...,Vk — Vp} dogrusal bagimsiz bir kime isgv,...,%} Yya

konveks-bgimsizkiime denir.

Teorem 2.22 {vo,...,V} konveks-bagimsiz kime olsun. Qvo,...,w} kimesi
tarafindan uretilen konveks kiime yafwp, ..., v} kiimesini kapsayan en kuguk konveks

kiime olsun. Bu durumda,
k k
C={>avila>0}a=1}
28202,
seklindedir ve her bir & C bu sekilde teklikle belirlenir.

Ispat.  (Singer ve Thorpe, 1967, Sayfa 79, Teorem 1.) O

Tanim 2.23 V, R-vektoér uzayi olsun.{vo,...,w} konveks-bagimsiz kiimesikapall
k-simpleksdenir ve|vy,...,V| ile gosterilir. Busimpleksin boyutik dir denir. Burada

Vo, - - -, Vk Ya k-simpleksinitkdse noktalari (vertekgenir.

Ornejin, R vektor uzayi Uzerindévo, vy } vektorleri igin [vo, v1] simpleksi,|[vo, v1] kapali
aralgidir. {vo,vi,v2} C R? icin [Vo,V1,V2] simpleksi, kdselerivo, Vi, V2 noktalarindan

olusan ucgeni belirtir.

Tanim 2.24 {vy,...,V} konveks- bagimsiz kiime olsun.

Ve [vo,..., W] |ai(v) >0,i=1,....K
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kiimesineacik simplekdenir ve(vp,..., V) ile gosterili. Bundan sonra acik simpleksi

(s) ve kapali simplekgs| ile gosterecegiz.

Tanim 2.25 Asagidaki kosullari saglayafR" icindeki acik simplekslerden olusan, sonlu

K kiimesinesimpleksel komplekdenir.

e (s) € Kisels| nin her agik ylzeyi K nin icindedir.
e (s1),(82) e Kve(sy)N(s) #0Dise(s) = (sp) dir.

K nin boyutu, K i¢cindeki simplekslerin en buyik boyutu iletalidir.

Tanim 2.26 s, kdse noktalariys...,v, olan bir /-simpleks olsun. s nin kdse noktalari
(Vjgs---5Vj,) Ve (Vig, ...,V ) iki siralanigi denk olmasi icin gerek yeter sk ...ky),
(j1---]J¢) nin bir ¢ift permitasyonu olmasidir. Bunun bir denklik bafjsi oldugu agiktir
vel > 1icin vy, ...Vy nin siralanisi kendi icinde iki denklik sinifina ayrilBir s simpleksi
ile birlikte bu denklik siniflarindan birini sectigimizg@nlendirilmis simpleksi tanimlariz.
Eger s nin kdge noktalarigy...,v, ise (vi,...,V,) siralamasiyla belirli yonlendirilmis

simpleks(vy, ..., v,) seklinde gosterilir.

Tanim 2.27 K bir simpleksel kompleks ve G toplamsal degismeli birpgrisun.

C/(K,G), K nin biutin yonlendirilmis simpleksleri ile Uretilen best degismeli grubun
modulo (vp,Vv1,Vo,...,Vy) + (V1,Vo, Vo, ...,Vy) seklindeki elemanlar ile Uretilen altgruba
gore boluim grubu olarak tanimlansin. Burada &, G) degismeli grubuna katsayilariyla

G de alinan K nir¢-zincirlerinin grubu denir. Bu grubun elemanlari
9s(s) » (s € G)
s bir /—simpleks

seklindedir. Burada s nin her bi-simpleksi i¢in(s), s nin sabit yonlendirilmig simpleksi

ve s nin zit yonlendirilmis simpleksi(s) ile belirlenmistir.
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Tanim 2.28 (s) = (g, V1, ...,Vpr1) Yonlendirilmis(¢ 4 1)-simpleks olsun.(s) nin d(s)

sinir fonksiyonu
(+1 ,

(9<S> = Z}(—l)J<VO,V1,...,Vj,...,Vg+1>

=
seklinde tanimlanan bi#-zincirdir. Burada™ sembolt, yazilmayan kése noktasi anlamina

gelir.

Tanim 2.29 K bir simpleksel kompleks ve G bir toplamsal degismelpgolsun.

a
Cri1(K,G) = Ci(K,G), 91 (T 0s(8) = 3 9s9(s)
bir grup homomorfizmasidir. Bu homomorfizmayair dontusimidlenir.
Onerme 2.30
Cra(K,G) " Ci(K, G) % C_1(K,G)
donusumlerdy, o 9y, 1 = 0 6zelligini saglar.

Ispat. Oy o 0p41 dogrusal old@undan (vo,v1,...,Vp 1) yonlendirilmis simpleksler
tzerinde bu 6zelyji kontrol etmek yeterlidir.

1
00(0r11(Vo, V1, - -+, Ver1)) = O (Z(—1)J<V0>---7\7]7---,Vf:+1>>



17
A bir n-simpleksel kompleks VB =R [xg, ..., Xp] olsun. Bu durumda, yukarida tanimlanan
donugumlerle

% :0—Co(AR) B Ch1(AR) M. (AR 4 Cp 1 (AR) — - — Co(A,R) — 0

bir kompleks zincirdir.Q C A dig yizeyleri belirleyen simpleksel kompleks olmak tizere

g sinir déniisimung; (Q, R) ya kisitladgimizda
2:0-C(QR B Cr1(QR ™ - = CUQR) % Cr1(QR) = -+ — Co(Q.R) — 0

kompleks zincirini elde ederizA nin n-boyutlu simplekslerini i¢ simpleks olarak kabul
ettigimizdenC,(Q,R) = 0 dir.

0-2—-¢—-%/2—0
bir tam dizi olmasi igin gerek yeter sart heigin
0-2/—-%6,—(¢/2),—0

bir tam dizi olmasidir.R:= % /2 olsun. Bagka bir deyisldy, = (¢'/2), = 6,/ 2y =
Ci(A,R)/Cy(Q,R) dir. BuradanR, = Daen Resgitligi goralir.

Z:0— @Rﬁ...@@Ri B RIS A P r-0

aehg achyf achf aehf
9,((Vo, ..., Vg +2¢) = 0V, ..., V) + 2,_1 doniistimleri ile tanimh dizi,
0—100,((Vo, - .-, Ve) + 2¢) =0,-1(9¢ Vo, ..., Vo) + 2¢_1)
=0p-1(0,(Vo, ..., Vo)) + 2y
=22
oldugundan bir kompleks dizidir. Bundan sonra, alt simplekgebdlim simplekslerini
olustururken kullandyimiz sinir déntgumlerini, karigigh onlemek acgisindaw) ile

gosterecgiz. K kompleks zincir olmak uzerél,(K) = kerdy,/imd,. 1 ya ¢-homoloji

modduldenir.



3. PARCALI POL INOM FONKS IYONLARI

3.1 Bir Degiskenli Parcall Polinom Fonksiyonlari

Bu bélimde parcali polinom fonksiyonlarini@" fonksiyonu olma kosullari ile
ilgilenecdyiz. Daha sonra da bu tir fonksiyonlarin boyutlari hakkibdgi edinmeye

calisacgiz.

Gergel say! dgrusu Uzerindekia,b] kapali aralgini, ¢ # a,b bir sayl olmak uzere,
iki altaraligin birlesimi [a,c] U [c,b] seklinde yazalm. fi(x) ve fy(x), R Uzerinde
tanimh polinomlar olmak tzere altaraliklara parcalasamalik Gzerindg@arcali polinom

fonksiyonu {x) (veyaspling asaidaki gibi tanimlanir:

| f1(x), xe€]ac]
) _{ f;(x), x € [c,b] (3.1.1)

Altaraliklar Gzerinde tanimlfy, f, polinomlari f; = f, olacak sekilde secildindeasikar
splinefonksiyonlarini elde ederiz. Bu tiir fonksiyonlar her dudarsirekli oldgundan

fazla dikkat cekici dgildirler.

(3.1.1) deki fonksiyonun surekli olabilmesiigin gerek \atgr sartf1(c) = f2(c) olmahdir.
f1 ve fo polinomlariC*® fonksiyonu ve tirevleri de polinom oldundan herhangi bik> 0
icin

fl(k)(x)7 X € [a,c|
{ 9, xe[cb) (3.1.2)

parcall polinom fonksiyonunu disunebiliriz. Burdéen b] aralgindaf ninC" fonksiyonu
olmasi icin gerek ve yeter sart<Qk < r sajlayan her bik icin ( 3.1.2) parcali polinom
fonksiyonlarinin surekli olmasidir ( veyfafk)(c) = fz(k)(c)). Bu sonucu cebirsel olarakta

ifade edebiliriz:

Onerme 3.1 (3.1.1) deki f parcali polinom fonksiyon(g,b] kapal araligi tUzerinde
tanimh bir C' fonksiyonu olabilmesi icin gerek ve yeter sart—f fo polinomunun

(x—c¢)"** tarafindan boltinebilir olmasidir (yanR[x] de,  — fo € ((x—c¢)"*1)).
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Ispat.  f e C" olsun. (fy — o) = (x—c)""th(x) Seklinde yazilabiledgini r tizerinden
timevarim yaparak ispatlayalint. = 0 icin f1(c) = fz(c) oldugundan(f; — f2)(x) =
(x—c)p1(x) olacak sekildgyy (x) € R[x] vardir. f € C"Ligin (f; — f2)(X) = (x—¢)"pr(X)
olacak sekildgy (x) € R[x] oldugunu kabul edelim. Burada her iki tarafirkez turevini
aldgimizda( fy — f2)(X) = r1pn(X) + -+ (X— ) i (X) + - -+ (x— ) 2p P (X) + -+
(x—c)'pi) (x) esitligine ulasiriz. (f1 — f,)()(c) = 0 ifadesipy(c) = O verir. Bdylece

isteneni elde etmis oluruz.

Tersine,(x—c¢)" ™1 | (f; — f2) olsun. Bu durumda(f; — f2)(x) = (x—c) *1q(x) olacak
sekildeq(x) € R[x] vardir. Bu ifadenirr kez tirevini aldgimizda( f; — o)) (x) = (r +
DI(x—c)q(x) +-- -+ (x—¢)*1q) (x) esitligi elde edilir. Her bir terim(x— ¢) carpanini
icerdiginden dolayi f; — f2)()(c) = 0 olur. Béylece,f € C' dir. O

Simdi iki altaralga parcalanmig aralifa,b] = [a,c] U [c,b] Uzerindeki pargali polinom
fonksiyonlarinin boyutlarini hesaplay@ea Daha sonra, genel olarak, sonlu sayida
altaraliklara parcalanmis aralik tizerinde spline folislgrinin boyutlarini inceleyegez.
(3.1.1) deki parcali polinom fonksiyonunu= (fy, f) € R? siral iklisi olarak temsil
edelim. Onerme 3.1 de@" polinom fonksiyonlar bilinen toplama ve sabit ile carpma
islemi altindaR [x]? nin bir altvektor uzayidir.

k sabit bir pozitif tamsay!1 olmak Gzeré polinom fonksiyonunun her bir bileseninin
derecesinik ya kisitlarsak(1,0), (x,0), (x2,0),...,(x,0),(0,1),(0,x), (0,%),...,(0,xX)
tarafindan dretileR[x]? nin sonlu boyutlu altvektor uzay yi elde ederiz.V igindeki

C'" polinom fonksiyonlarinin kiimesi;, C Vi bir altvektor uzayidir. Simdy,, hakkinda

bilgi sahibi olmaya calisalim.

Ik olarak, Vi daki parcali polinom fonksiyonlarinf, f) ve (0,g) fonksiyonlarinin

toplami seklinde tek tirli yazilabilegimi gozlemleyelim:
(f1, f2) = (f1, f1) + (0, fa— f1).

Esitligin sa tarafindaki her iki terimd¥y nin icindedir. Her > 0 icin (f, f) agikar spline

foksiyonlariC" fonksiyonlar old@undanVy nin icine diiser. Ayrica, Onerme 3.1 den
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(0,9) seklindeki parcali polinom fonksiyonlarindi de taniml olmasi icin gerek ve yeter
sart(x—c)' 1| g dir. O zamany +1 < k olur. Bu esitsizlikten(0, (x— ¢)"*1), (0, (x —
©)'*2),...,(0,(x—c)¥) min herhangi bir dgrusal birlesimiV{’ nin bir elemanidir. Bu
k —r tane parcall polinom fonksiyonlari ile birlikig, 1), (x,X),. .., (X, x€) fonksiyonlari
Vi nin bir tabanini verir. Bu gézlemléy, nin boyutu vek dereceye kisitlanmis agikar
olmayan spline fonksiyonlarindgi en fazla kag secebilegamiz hakkinda da bilgi sahibi

olmamizi sglar. Sonug olarak:

Onerme 3.2 [a,b] = [a,c] U [c,b] aralifinda tanimli bir degiskenli parcali polinom

fonksiyonlari icin Y uzayinin boyutu:

. k+1 r+1>Kk
ry )

dm(vk)‘{ 2k—r+1, r+1<k (3.1.3)

dir.

O

Yukaridaki Onerme 3.2 del, uzayininin agikar olmayan parcali polinom fonksiyonlari
icerebilmesi icin gerek ve yeter sart- 1 < k olmasidir. Orngin, f; # f, oldujunda
C! kuadratik parcali polinom fonksiyonlari vardir. Fakaikag spline fonksiyonlar
disindaC? kuadratik parcall polinom fonksiyonlari yoktur. Benzekigde f1 # f, olduju
durumdaC? kiibik parcali polinom fonksiyonlari vardir. Fak@# asikar olmayan kiibik

parcall polinom fonksiyonlar yoktur.

Ornek 3.3 C2 kiibik spline fonksiyonlarinin olusturdu vektér uzayinin (veyd/.?)
boyutu Onerme 3.2 den 5 olarak bulunu@? kibik parcali polinom fonksiyonlarinin
x = a,c,b farkl dejerlerindef(a) = A, f(c) = C, f(b) = B oldujundaV altuzayinin

boyutu 2 olur.

ispat. f1 ve f, fonksiyonlarininc noktasinda Taylor serileri
1 1.0 1. 3
1) = f1(0) + 7V (©)(x—0) + 5 7 (€ (x— 0+ 5 7P () (x— ),

() = fa(0) + 150 (X~ ©) + 5 152 (€) (X~ 0 + 5 (@) (x )
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dir. Bu foksiyonlar,

f1(X) = do+ a1(X—C) + ao(X— €)%+ as(x—c),

fo(X) = Bo+ Br(X—€) + Bo(X— €)? + Ba(x— €)°

seklinde de yazilabilir.f = (f1, fo) € V2 oldugundanfy(c) = fo(c), f{¥(c) = £{V(c),
fl(z)(c) = fz(z)(c) olur ve buradar = 0,1,2 icin a; = 3 bulunur. X = a,b, c noktalar

yerine konuldgunda

fi(a) = ap+ai(a—c) +ax(a—c)*+az(a—c)?

fo(b) = ap+ ai(b—c)+ az(b—c)?+ Ba(b—c)®

denklem sistemi elde edilir. Bu sistemi matris seklindeayaak:

(0(s]

1 (a—c) (a—c)? (a—c)® 0 ay f1(a)

1 0 0 0 0 as = fz(C)

(oot 8 o) |2 ] (5)
Bs

olur. AX =Y denklem sistemind& matrisini indirgedgimizdea — ¢ # 0 oldujundan bu

matrisin ranki 3, altuzayin boyutu da 2 dir. O

Yukaridaki sonuclarin hepsi herhangi sonlu sayida alidemh parcalanmis aralik
Uzerinde tanimli bir dgiskenli parcali polinom fonksiyonlari icin agaa gorild@u gibi

kolayca genigletilebilir.

Onerme 3.4 [a, b] kapali araliinia= xg < X; < X2 < --- < Xm_1 < Xm = b olacak sekilde

m tane altaraliga ayiralim.

(1) (f1, f2,..., fm) € R[X]™, m bilesenli polinom olsun/[a,b] kapali arahgi Gzerinde f
fonksiyonund <i < m— 1 olacak sekilde her i i(;inw;il.x_] = f; olarak tanimlayalim.
f fonksiyonunura, b] kapali araligi tizerinde Cfonksiyonu olmasi igin gerek ve yeter

sart 1 — fi € (x—x)"1) olmasidr.
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(2) Heriicinderf; <k olan C spline fonksiyonlarin olusturdugu uzayin boyutu:

k+1, r+1>k

NP
d'm(vk)_{ mk—r)+r+1, r+1<k (3.1.4)

olur.
Ispat. (1) ispatlayalim. f € C" olsun. (fi — fiy1) = (x—x) *1h(x) yazilabilecgini
r Uzerinden timevarim yaparak ispatlayalim= 0 icin fi(x)) = fi11(x) oldugundan
(fi — fir1)(X) = (x— %) p1(X) olacak sekildep;(x) € R[x] vardir. f € C™1igin (fi —
fir1)(X) = (Xx—X)"pr(X) olacak sekildep;(x) € R[X] oldugunu kabul edelim. Burada
her iki tarafinr kez tiirevini aldgimizda( fi — fiz1)( (x) = aopr (X) +a1(x — %) pt (x) +
22(x—%)2p (%) + -+ 8 (X=X) " () + -+ (x=%) P (x); &) e R, @0 =T Ve & =
1 esitligine ulaginz.f € C" oldugundan(fi — fi;1)" (%) = 0 dir. Oyleyse(x—x;) | pr(X)

dir. Boylece isteneni elde etmis oluruz.

Tersine(x—x)" 1| (fi— fi;1) olsun. Bu durumdg,f; — fi11)(X) = (x—x)"*1q(x) olacak
sekildeq(x) € R[x] vardir. Bu ifadenirr kez turevi alindginda(fi — fi 1) (x) = (r +
DIx—x)q(X) + - - -+ (x—x)" g (x) esitligi elde edilir. Her bir terimx — x;) carpani
icerdiginden dolayi f; — fi,1)(” (x;) = 0 olur. Béylece,f € C" dir.

(2) icin ispati yapalim. Vi daki parcali polinom fonksiyonlarin{fy, fo,..., fm) =
(fq, f1,..., f1)+(0, f—f1,0,...,0)+ (0,0, f3— f1,...,0)+---+(0,0,..., fm— f1) olarak
tek turli toplamlarina ayristirabiliriz.  §ataraftaki her bir terimVi nin icindedir.
(f,f,f,..., ) seklindeki parcali polinom fonksiyonlari her> 0 i¢in C" nin icindedir.
(1) den dolayi (0,9,0,...,0) seklindeki parcali polinoamksiyonlarininC" de tanimli
olmasi igin gerek ve yeter sart<li < m— 1 olacak sekilde her birigin (x — x;) 1
nin g yi bélmesidir. Burdanr +1 < k dir. Béylece,(0, (x—x)"*1,0,...,0),...,(0, (x—
x)K,0,...,0) elemanlari ile(0,g,0,...,0) seklindeki fonksiyonlari iretebiliriz. Benzer
islemler (0,0, f3 — f1,...,0),...,(0,0,0,...,0, f, — f1) seklindeki fonksiyonlari igin
yapildginda(m— 1)(k —r) tane taban elemani bulunur. Agikar spline fonksiyonlari
da dikkate aldjimizda, (1,1,...,1),(%X,...,X),...,(Xx,...,X%), toplam taban

elemanlarimizin sayisn(k —r) +r + 1 dir. O
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Ornek 3.5 Belirli x; (i = 0,1,...,n) noktalarinda deger ala boyutlu C kiibik spline

fonksiyonlarinin uzayi vardir.

Ispat.  Ornek 3.3 de oldgu gibi aralik genisletilerek yapilabilir. O

3.2 ki De giskenli Parcali Polinom Fonksiyonlari

Bu bélimde ilk olarak ¢ok dgskenli parcali polinom fonksiyonlari hakkinda genel
bilgiler verecgiz ve daha sonra da iki deskenli parcali polinom fonksiyonlari Gzerinde
calisacgiz. R de araliklarin altaraliklara parcalanisina kai®fhde polihedral bolgeleri
belli altbdlgelere parcalayagee. R de araliklari altaraliklara parcalarken, ardisik
altaraliklarin ortak tek noktaya sahip olmasini dikkateigtik. Benzer sekildeR"

de de polihedral bélgeleri altbdlgelere parcalarken, Gidfblerin, yani politoplarin,
kesisimlerinin bir ylizey belirtmelerini dikkate aldpa. R" de sonlu noktalar kiimesinin
en kic¢ik konveks kiimesingolitop denir. R" (n > 2), bdyle altbdlgeleri olusturmada

biyilk dlctide geometrik 6zgurlUk Gar.

3.2.1 Polyhedral Kompleks Uzerinde Taniml Parcali Polinm
Fonksiyonlari

Bu kisimdaCi(A) nin boyut hesaplamalari icin gerekli olan tanim ve teoremle
siraslyla veredgiz. Ornekler lizerinde CoCoA. 4 yazihm programi kullanilarak boyut

hesaplamalari yapager.

Tanim 3.6

(1) A C R" politoplarin sonlu bir ailesi olsun. Egeh nin her bir elemaninin ylizep
nin elemani vé& nin herhangi iki elemaninin arakesiti yidenin elemani ise b ya

polihedral komplekslenir.

(2) A C R"bir polihedral kompleks olsun. Kapsama bagintisina gbiren her maksimal

elemani bir n-boyutlu politop is& ya n-boyutlu 6z polihedral kompleldenir.
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(3) Bir A polihedral komplekste iki n-boyutlu politop,—n1 boyutlu ortak bir politop

boyunca kesisirse bunlat@aperkomsu politolenir.

(4) n-boyutlu birA komplekste her € A olmak Gzere yu iceren herhangi iki n-boyutlu
oved politoplari i¢in her biri n-boyutlu,7 yu icereng; ve g; 1 ardisik politoplari

hiperkomsu olacak sekilde

0= 01,02,03,...,0m = 0/
dizisi ile o, o’ politoplari baglanabiliyorsah ya guiclii baglantili denir.
R= {J o c R" polihedral bolgesiniro altbdlgelerineA kompleksininhticreleri denir.
gel
A, R" de herhangi bir n-boyutlu 6z polihedral kompleks olsuf. da 01, 0,...,0n
siralin-hticreli elmanlar vk = (J ;6 olsun. Tek dgiskenli spline fonksiyonlarindaki

kavramlarR tGzerinde ¢ok dgiskenli spline fonksiyonlara agadaki gibi taginir.
Tanim 3.7

(1) Boyutu n den kucuk olan hér € A politoplari igin f; kisitlanmis fonksiyonusfe
R[x1,X2,...,%n] bir polinom olacak sekilde R tzerindesfC' fonksiyonlarinin ailesi

C'(A) olarak tanimlanir.

(2) A daki her bir hticreye gore f nin kisitlanisi derecesi k veydak daha az olan

polinomlar olacak sekilde & C'(A) fonksiyonlarin ailesi ¢A) olarak tanimlanir.

Amacimiz,R lzerindekiC, (A) uzayinlarinin boyutlarini hesaplamak ve agikar olmayan

spline fonksiyonlari ne zaman icegili belirlemektir.

Eger g ve gj, A nin n-hiicreli hiperkomsu cifti isen(— 1)-hiicreli 6i; € A boyunca
kesigir ve /jj € R[xy,...,Xn] derecesi 1 olan polinom olmak uzemj, V(¢ij) afin
uzayinin (hiperdiizlemin) bir polihedral altkimesidiiR" de 6z ve gucli bglantili
kompleksler icin aggidaki Onerme 3.8 ve Onerme 3.9 u kullanarak Onerme 3.10 da
C"(A) nin elemanlariyla ilgili cebirsel 6zefli verecgiz. Onerme 3.10, Onerme 3.1 in

genellestirilmis halidir.
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Onerme 3.8 f € K[xy,...,X,] olsun. Eger f polinomw;; lzerinde sifirlaniyorsa Wi;)

uzerinde de sifirlanir.

Ispat. ce 0ij olsun. Herp € V(¥j;) igin bir £pc dogrusu vardir ve bu dgrularlaV (4i)

hiperdiizlemini tretebiliriz. Varsayimdaai; N¢pc dogru pargasi tzerindé fonksiyonu
sifirdir. Buradanf nin gj; N ¢ Uzerinde sonsuz koka vardir, fak['%tpC tek deyiskenli bir
polinom oldwyundan en fazla derecesi kadar koku olabilir. Bu antain ¢ tizerinde

sifir olmasiyla mimkindir. Buradahnin hiperdiizlem tizerinde sifir oldu gozlenirc

Onerme 3.9 k sonsuz bir cisinY, bir afin polinom (yani derecesi en ¢ok bir olan polinom)
ve f, Kxi,...%y] de herhangi bir polinom olsurt. nin sifirlandig1 herhangi bir Knoktasi
da f de sifirlansin. Bu durumdaj¥, ... xn] de/ | f olur.

ispat. R=K|[X2,...,Xn] iS€K[X1,...,Xn] = RX] olur. £ =X +axXo+ - +anXn+ap, a=
—(aXo+- - +anXn+ag) € Rtanimlayalim./ nin sirirlandgi noktalardaf = f(x;) € R[xq]
polinomu sifirlansin. Dolayisiyla, ha, ..., x, € kolmak tzeref (a) = f(—axxo —--- —
anXn —ap) = 0 olduju gorulur. BoyleceR[x;| de (x1 —a) | f(x1) ve buradark[xy, ... x|

de/| f olur. O

Onerme 3.10A € R", m tane n-hicrelig; ile olusan 6z ve glclu baglantili kompleks
olsun. fe C"(A) vel <i < m olacak sekilde her birii¢in; = flo € R[Xq,...,%n] Olsun.

Bu durumdaA daki her birg;, oj hiperkomsu ifti igin if— f; € <£{j+1) olur.

Tersine,A nin her bir gj, gj hiperkomsu cifti ve \J;i = f; olmak Uzere herhangi bir
m-bilesenli( f1, f2,..., fm) parcal polinom fonksiyonu igin; ¥ f; € <£{j+1> ise fe C'(A)
elamanini tanimlar.

Ispat.  f € C'(A) olsun. Buradam =0, ...,r veky +kp + - - - +ky = u olmak tizereg;;

Uzerinde
0U
OXLaxs2
dir. Bu denklemiu = 0 igin uygularsakai; Uzerinde(fi — f;) = 0 ve Onerme 3.8,

dxhn [fi(XLXZV",Xn)_ fj(X17X27"-7Xn)} =0 (325)

Onerme 3.9 geid 4 | (fi — f;) dir. Boylece,

fi—f=4Ty
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olacak sekildeTy € R[x1,Xo,...,X,] polinomu vardir. Bu denklemin; ye gore kismi
turevleri alinirsa, her=1,2,... nigin
%(fi —fj)) = Tl%gij +£ij%T1

elde edilir. (3.2.5) den yukaridaki her bir denklesy) Gzerinde sifira esittir. Ayrica,
(X1,...,%n) € Gij iGiN 4ij (X1, . ..,%n) = 0 ves;j afin polinom old@undanTy (Xy,...,%,) =0
olmak zorundadir. Boylece, Onerme 3.9 dar= ¢;j T, olur ve buradarfi — f; = £2 T, elde
edilir. Ispati timevarimla tamamlayalim<lu < r olacak sekilde haunigin fi — fj = Eij u
olsun. Heuvet =1,2,...,nicin aga@idaki denklemlew;; tizerinde birbirlerine denktir:

s
0%
Ayni sekilde (3.2.5) i kullanarak, heky,..., X)) € 0jj i¢in Ty(Xy, ..., %) = 0 elde edilir.

—— [Gij (*a, .- ,xn)]”:u! {iﬁij(xl,...,xn)} .

Onerme 3.9 dafly = ¢ Ty41 olur.
Tersine,fi — f; € (¢;™) olsun. Buradan,
fi— fj = £:1Q (3.2.6)

olacak sekildeQ € R[xy,...,%,] polinomu vardir. Oyleyse, ¥ u <r olacak sekilde
herhangi biru icin, (3.2.6) esitlfindexa,...,X, ye gore kismi turevler aldimizda her
bir teriminde/;; carpani geldjinden her(xy, X,..., %)) € gijj veki +ko+...+ka=u
olmak tzere
AU
OXLIXL ... X

[fi(x1,%2, ..., %) — fj (X1, X2, - .., X)] =0
olur.

Verilen bir f parcali polinomurC' fonksiyon olabilmesi icin yeterli kosul héx € A ve o
yI kapsayam-hiicreli herop, gy Gifti (sadece hiperkomsu olanlar@§ igin fy, ve fq nunr
ver ye kadar olan kismi tiirevlerin esit olmasidir. Oyleyseeq, d C 0, gy sdlayacak
herhangi iki indeks olsunA gucli b@lantili oldundang;; ile i ,, hiperkomsu cifti

olacak sekild® yi kapsayan her bim-hicreli

O-p:O-ilao-izw"aO-ik:O-q
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bir dizi vardir. Varsayimdan dolay, her hjricin fi; — f;;,; polinomun ve bu polinomun
r ver ye kadar olan butun kismi tirevleoi; N i, O 9 Uzerinde sifirdir. fp — fq =
(fi, — fi,) + (fi, — fiy) +--- + (fi,_, — fi,) ifadesinin her bir terimi ve bu terimlerinver

ye kadar olan kismi turevled uzerinde sifirlandjindanf = (fy,..., fy) € C'(A) dir. O

Billera ve Rose (1991), bu 6nermendmin gigcli bglantili olmadgl durumda da dgru

oldugunu ispatlamistir.

A, R" de 6z ve gucli bglantih kompleks olsun.A daki n-hiicreli politoplarin sayisi
mve (h— 1)-hicreli i¢ politoplarin sayisinthticreli hiperkomsu politoplar icimw; N o;
politoplarinin sayisi)e olsun. A daki i¢ (0 — 1)-hucreliler igin 11, To,..., Te Olarak
siralanisini sabitleyelim/Zs, 15 yi iceren afin hiperdiziem ile tanimh bir afin polinom
olsun.e x (m+e) tipindeki

M(A,r) = (2(A) | D) (3.2.7)

blok matrisi ele alalim. Bu matrisin satir ve suttinlarinirakgnisi,n-hicreli ve 6 —
1)-hicrelii¢ politoplarin indekslerinin siralanigiyalirlidir. Burda, herhangi bir siralanis

kullanilabilir. i < j igin Ts = 0N 0j olmak lzere (3.2.7) dex mtipindekid (A) matrisinin

1 ; k=i
dD)sk=<¢ —1 ; k=]
0 ; k#i,k#]

dir. AyricaD, as@ida tanimlandyi gibi e x etipinde kbésegen bir matristir:

s. satir kurali

otto .0
1

0o & .. 0

0 0 .. ¢t

Onerme 3.11 A C R" 6z ve gugli baglantih kompleks ve(Mr) yukarda (3.2.7) de

tanimladigimiz matris olsun.

(a) Bir m-bilesenli (fq,...,fyn) fonksiyonu C(A) da tanimli olabilmesi icin gerek

ve yeter sart f= (fy,...,fm, fmi1,..., fmie)t fonksiyonu, MA,r) matrisiyle



28

tanimli R[xq, ..., %)™ € — R[Xq,...,%|® donlsiiminiin cekirdeginde olacak sekilde

(fmes-- -, fmre) fonksiyonlar vardir.

(b) C'(A), R[xg,...,%n] halkasi izerinde bir modul yapisina sahipkixy, ..., xp)™ € —
R[X1,...,X|™ izdisim homomorfizmasini (Mr) matrisinin sutunlari Gzerinde
tanimh syzygy modiline kisitladigimizda izdusimuidrgasia C(A) dir (yani, ilk

m bilesenidir).

(c) Ci(A), C'(A) nin sonlu buyutlu bir altvektor uzayidir.

Ispat.

(@) Onerme 3.10 gegéi < j omak Uzerer{— 1)-huicreli her birts = g; N gj i¢ politopu
icin fi — f; = — 0 s olacak sekildefy. s € R[Xq, . . ., Xn] polinomlari vardir. Bu ise

M(A,r) f matris carpiminis. satirini O olarak elde efimiz denklemdir.

Tersine,f € kerM(A,r) iseM(A,r) f =0 dir. Bu — 1)-hiicreli her birts = ¢; N gj i¢
politopu igin fj — f; + 0+ £, s = 0 olmasini gerektirir. Onerme 3.10 déf, ..., fy) €
C'(A) olur.

(b) geR[xq,..., X3 vef =(fq,..., fm) € C"(A) olmak Uizere Onerme 3.10 géi€g, f) —
gf =(9f1,...,9fn) islemi altindeC' (A) bir R[xy, . .., X,]-moduldir.

(b) nin ikinci kismini ispatlayalim.§; ler M(A,r) nin sutunlari olmak tzer&l =
Syz(Bs,. ... Bmre) = ({(f1,- .., fmie) ERXe, ... X ™8| f1fr+ -+ fniefimie = 0})
olsun. BuradanN = kerM(A,r) olduju kolayca gozlenir. i R[Xy,. .., %™ ¢ —
RX1,.. ., Xa]™, (f1,.-., fmte) — (f1,..., fm) izdUsOm donisumil ye kisitladginda
goruntusiC' (A) dir.

(c) C'(A) bir R-vektor uzay! veC,(A) C C'(A) dir. r € R ve f,g e C(A) olsun. Bu
durumda defr f —g) < k oldugu ve Onerme 3.10 gejer f —g € C(A) oldugu gorular.
Dereceyik ya kisitladgimizdanCy (A) sonlu birR-vektor uzayidir.
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(1,3)

0,2, “ \(22
(11 o 05 g3 > (3,1)
(0,0) (2,0)

02
(17—1)

Sekil 3.1:

Ornek 3.12 Yuraridaki sekil 3.1 de bes taehiicreli, oniki tanel-hiicreli (ounlarin dort
tanesi i¢ kenar), sekiz tane 0-hucreli @aden olusan 6z ve gucli baglantili polyhedral
kompleksi inceleyelim. Bu seklin i¢ kenerlatin os C V(x), ooNos CV(y), 03N o5 C
V(x—2) ve 04N 05 C V(y—2) tarafindan belirlidir. Onerme 3.10 dan f = f; olacak
sekilde f= (fq, fp, f3, f4, f5) € R[x,y]> elemanin €(A) iginde olmasi icin gerek ve yeter
sart fy — fs € (X1, fo— f5 € (yH1), f3—f5 € (x—2)*), f4—f5 € ((y—2)"h)

olmasidir. Oyleyse,

fi— fs+XT1fg=0
fo—fs+y *if;=0
f3— fs+ (x—2) " 1fg =0

fa—fs+(y—2) g =0

denklemlerini saglayangff7, fg, fo € R[x,y] polinomlari vardir. Bu denklem sistemi

matris seklinde ifade edildiginde
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fq
fa
1000 -1xt 0 0 0 ;3 0
0100-1 0 yt! 0 0 f“_o
0010-1 0 0 (x—2tt 0 f5 |l o
0001-1 0 O 0 (y—2)r+t fj 0
fg
fg
elde edilir. Buradan, @A) nin elemanlari
1000-1x*t 0 0 0
.l 0100-1 0 yt! 0 0
MAD=10010-1 0 0 (x-2 o0
0001-1 0 O 0 (y—2)'+1

ile tanimh R[x,y]° — R[x,y]* déniisiminiin gekirdeginin elemenlarinin ilk dort teles
Uzerine olan izdugtmleridir. Yani, M,r) matrisinin sutunlari tarafindan uretilen
modulin birinci syzygy nin ilk dort bileseni"@) nin bir elemanini verir (ispati icin
Onerme 3.11 bakiniz)kerM(A, 1) syzygy modulini CoCoA7 programi yardimiyla

asagidaki komutlar vasitasi ile hesaplayabiliriz:

Use R :=Qx,VY];

M =Modul e([ 1,0, 0,0],[0,1,0,0],[0,0,1,0],[0,0,0,1],
[-1,-1,-1,-1],[x"*2,0,0,0],[0,y"2,0,0],[0,0, (x-2)72,0],
[0,0,0,(y-2)"2]);

SyzOFr Gens(M ;

Bu program bize asagidaki sonucu verir:

Module([1,1,12,12,1,0,0,0,0],[0O,y"2,0,0,0,0,-1,0,0],
[0,0,0,y"2-4y+4,0,0,0,0,-1],[0, -x"2, -x"2, -x"2, -x"2,
-1,0,0,0],[0, 0, x"2-4x+4,0,0,0,0,-1,0])

Boylece, G(A) nin elemanlarn fg,h,it,u € R[x,y] olmak uzere 1,1,1,1) +
9(0,y%,0,0) + h(0,0,0,y* — 4y + 4) + t(0, —x?, —x?, —x?) + u(0,0,x*> — 4x + 4,0)
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seklindedir.  Ayrica, &A) nin serbest modil oldugunu Billera ve Rose (1992)
makalelerinde ispatlamigtir (Teore®5 e bakiniz). Dikkat edilirse §A) nin asikar
spline fonksiyonlari g= h =t = u = 0 durumundan gelir. Onerme 3.10 der(@) nin

sadece agikar spline fonksiyonlari icermesi icirt k 4+ 1 olmasi gerekir. Bu durumda

1 , k=0
dimCl(a)={ 3 , k=1
() +a(37) . k=2
olur.
O
(1,2)
<_170) (270)
(07_1)
Sekil 3.2

Ornek 3.13 R? de
R=Konv({(1,2,),(—1,0),(0,—-1),(2,0)})

dortkenarli konveks bélgeyi dustinelim. Sekil 3.2 de lgiigii gibi bu bdlgenin her bir
kdse noktasini, dogru parcalarini kullanaraf,0) baslangi¢ noktasiyla birlestirerek
Ucgenlere parcalayalim. Burdan dort tane 2-hicreli, serze 1-hicreli (bunlarin dért
tanesi i¢ kenar), bes tane 0-hiicreli (bir tanesi i¢c nokta)ceren 6z ve gicli baglantili

polyhedral kompleks elde ederiz.

o1 = Konv({(0,0),(1,2),(2,0)})



32
ucgeninden baglayarak orjin etrafinda saat yonu tersiegasiyla2-hucrelileri 0», 03,

oy ile gosterelim A nin i¢ 1-htcrelileri

01N0y CV(2x—Yy)

(

ooNo3 CV(y)

03N 0y CV(X)
(

o1Nas CV(y)

dir. Onerme 3.10 daify, f2, f3, f4) € R[x,y]* nin C (A) nin elemanlarini olabilmesi igin
gerek ve yeter sartyf- f, € (2x—y)' ™), fo— fac (Y1), fa—fac (Xt ve - f4 €
(y"+1) olmasidir. Sonug olarak,

f1—fot (2x—y) "5 =0

fo— fa+y 1fg=0

fa— fa+x"1,=0

fi— fa+ytlfg=0
olacak sekilde bir 4, fg, f7, fg € R[X,y] elemanlari vardir. Bu denklemler asagidaki matris

seklinde yazilr:

f1
f2
1 -1 0 0 (-y* 0 o0 0 f3 0
0 1 -1 0 0 ytt 0 o0 fa | | O
0O 0 1 -1 0 0 xtt o fs | | O
1 0 0 -1 0 0 o0 ytft fe 0
f7
fg
Buradan, C(A) nin elemanlarini
1 -1 0 0 (-y* 0 o0 O
|0 1 -1 0 0 ytl 0 0
MAD=109 o 1 -1 0 0 xt1 0
1 0 0 -1 0 0 o0 ytt

ile tanimh R[x,y]® — R[x,y]* dénusiimiiniin ¢ekirdeginin elemenlarinin ilk dort parcas

Uzerine izdusumleridir. Bagka bir deyisle(Mr) matrisinin situnlari tarafindan Uretilen
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modulin birinci syzygy nin ilk dort bileseni"@) nin bir elemanini verir. CoCoA

programi kullanilarakkerM (A, 1) birinci syzygy modulli asagidaki gibi hesaplanir:

Use R:=Q x,Y];

M =Mbdul e([ 1, -1, 0,0, (2x-y)~2,0,0,0],[0,1,-1,0,0,y"*2,0, 0],
[0,0,1,-1,0,0,x72,0],[1,0,0,-1,0,0,0,y"2]);

MM =Mat (M ;

N: =Tr ansposed( MV) ;

K: =Modul e(N) ;

SyzOf Gens(K);

Bu program bize asagidaki sonucu verir:

Modul e([1, 21, 1, 1, O, O, O, O], [O, O, -y~2, -y*2, O,
-1, 0, -1], [-xy*2 + 1/4y"3, -x"2y, -x"2y, 0, -1/4y,
0, vy, x - 1/4y], [-x"2y -3/4xy"2 + 1/4y"3, -x"3 -
XN2y, -xX"3 - x"2y, -x"2y, -1/4x - 1/4y, 0, x, 3/4x
- 1/ 4y])

Boylece, CG(A) nin elemanlan fg,ht € R[x,y] olmak iizere (1,1,1,1) +
(0,0, —y2, —y?) + h(—xy? + 1/4y® —x2y, —x2y,0) + t(—x2y — 3/4xy? + 1/4y3 —x3 —
X%y, —x3 — x?y, —x%y) seklindedir. Modil olarak &A) nin cebirsel yapisi daha basittir.
Ciinkii C(A) serbest modiildiir (Billera ve Rose 1992). Ayni degjiclii baglantil bir
kompleks olmak tizer€ @) icinde gegerlidir. Burda buldugumuz tretegler modul igin
taban vereceginden@\) nin boyutunu kolayca hesaplayabiliriz. Dikkat edilirseck2
icin CL(A) sadece asikar spline fonksiyonlariyla belirlenir.=0 icin dimC3(A) = 1;
k= 1icin dimC%(A) = 3 tur. k> 2icin asikar olmayan spline fonksiyonlari da vardir.

Derecesi k olan spline fonksiyonlarin boyutunug,h,t deki dereceleri uygun olan
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monomiallari sayarak

~ X~ X~ x
I
NN RO

dimCL(A) =

S~ NWe

k;2)+(k—§+2)+2(k—§+2) 7

V

elde ederiz.

O

Ornek 3.12 de gozlendi gibi ejer A da hiperdiizlem tzerindekin — 1)-hticreli

ic politoplar R" nin orjinini kapsamiyorsa .1syzygy modulinin Grébner taban
elemanlarinin bilesenleri homojen polinomlar olmazl&adece homojen polinomlarla
calismak istersekA yI as@ida oldgu gibi homojenize edebiliriz: (ag,...,an) —
(ag,...,an, 1) gonderereld y1 R™1 icinde distinebilirizv = (0,0,...,0) € R™? olsun.
Bu durumdad, o ve {v} nin en kiiguk konveks kimesi olarak tanimlanmak uzere
AU{0 : 0 € A} kompleksini olusturalimA ile v nin birlesiminden olusan bu polihedral
komplekseA nin homojenize edilmis kompleksi denir viec R™ ile gdsterilir. Bu
durumdaA ninn-hicreli iki o, 0’ politopu hiperkomsu olmasi igin gerek ve yeter §ﬁart
da bunlara karsilik geleg, g’ nin (n+ 1)-hicreli hiperkomsu politop olmasidir. Benzer
sekilde A nin giiclii bglantili oldwu goralir.R = R[Z olsun. OyleyseC' (A), R lizerinde
bir modul oldgu da go6zlenir. Ber g € R ise dg, g nin derecesi olmak Uzerg nin

homojeninize edilmis halini

Ng(xe,. ... % 2) = 29(X1/Z ..., %/2)

olark tanimlayacguz. df = makgdfi) olsun. Benzer sekildef = (f4,..., fn) € R™

olmak tzeref nin homojen edilmis hali
Nf(X1,... %0, 2) =2 F(x1/Z, ..., %n/2)
olarak tanimlanir. Buradan,

"= (" ) = (2770 (), 2T () )
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elde edilir. Bu tanimlamalar yardimiyla verilen hie= (f1,.. ., fy) € C"(A) igin Billera ve
Rose (1991)f € C'(A) veCL(A) = C[(A) oldujunu ispat ettiler (Lemma.2, Teorem 25
ya bakiniz). Bu bdlumin 3.2.2.2 kisminda orjinden gecme34aicreli i¢c politoplarin
bulundwgu simpleksel kompleksler tzerinde tanimh spline fon&aigrin olusturdgu

vektdr uzayinin boyutunu kolayca hesaplayabiigze

Teorem 3.14 (Billera ve Rose, 1991)CV(A), R[Xop,...,Xn] Uzerinde derecelenmis

modulddr.

Teorem 3.15 (Billera ve Rose, 1991n-boyutlu, 6zA polihedral kompleks olmak Uzere

C'(A), sonlu Uretegli torsion serbest R-modulddr.

C"(A) derecelenmis moduliinihilbert serisi
H(C"(&),u) = Y dimC(A)u
K=0
formal serisidir. Hilbert sersp(u) katsayilarZ de olanu degiskenli polinom olmak tizere

H(C"(A),u) = % (3.2.8)

seklinde yazilir (Billera ve Rose, 1991, Teorem 2.8; Boim Ornek 3.13 icirC1(A)

modultnun Hilbert serisini hesaplayalim.

Ornek 3.16 (3.2.8) esitliginden fu) = (1—u)® Y dimCy(4)u* elde edilir. Ornek 3.13
K=0

iin sonucundan (@) = (1—u)3(1+3u+ 7u® 4 1503 + 27u* + 430° + 638 + .- ) = 1+

u? + 2u® bulunur. Béylece, GIA) nin Hilbert serisi asagida yazildigi gibidir:

~ 1+u?+2u8
H(Cl(A),U) = W

O

Ornek 3.17 Daha 6nceki 6rneklerde M&,r) matrisinin stunlari Gzerinde syzgylerinin

olusturdugu modul i¢in bir Grébner tabaninin hesaplawe bu bize Q(A) spline uzayinin
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tabani hakkinda kesin bilgi vermisti. Eger bu spline uadyjr tabanina intiyacimiz yoksa
syzygy modultnd bulmadan direk oIaraKMr) dan Hilbert serisini hesaplamak icin
baska bir metodumuz daha vardir.(M r) matrisinin son e tane siitunu derecesit olan
homojen polinomlardan olussun = R[Xp, ...,Xn] yazilsin. Bu durumda, derecelenmig

R-modiillerin olusturdugu asagidaki tam diziyi diiglim:

0—kerM(A,r) —» R"®&R(—r —1)® — imM(A,r) — 0.

Burada HR u) = W oldugu kolayca gdzlenir. Bunun sonucu olarB—r —1)q =
Ry_r_1 oldugundan HR(—r —1),u) = % dir. Hilbert fonksiyonu 6zelliginden

H(R"®R(—r —1)& u) = mH(R u)+eH(R(—r —1),u) = % oldugu gériiliir. Ayrica,
M modiiliiniin Hilbert serisi il T(M) nin Hilbert serisi ayni oldugundaim M (A, r) nin
Hilbert serisini M(A,r) nin sutunlari ile tretilen M modiltine Buchberger algoritsna
uygulanarak hesaplanabilir. Ornegin CoCoA programi ilendk 3.13 démM (A, r) nin

Hilbert serisi

Use R:=Qx,V, z];
m=[[1,0,0,1],[-2,1,0,0],[0,-1,1,0],[0,0,-1,-1],[(2x-y)"2,0,
0,0],[0,y*2,0,0],[0,0,x"2,0],[0,0,0,y™2]];

N: =Modul e( M ;

[ :=LT(N);

Hilbert(l); --Hlbert(l)=Hlbert(N)
H(0) =3

H(d) = 2d"2 + 6d + 1 for d >=1

komutlari ile hesaplanabilir. Hilbert fonksiyonunun d@hdenkerM(A, r) derecelenmis

modulintn Hilbert serisi

H(kerM(A,r),u) = H(R"@ R(—r —1)8,u) —H(imM(A,r),u)

dir. Ornek 3.13 icin hesaplamalara devam edersefkéiM (A,r),u) = éﬁﬂi - (3+
QU+ 212+ ...+ (2d?+6d +1)ud +---) = 14 3u+ 7U%+ - - - + (2d? — 2d + 3)u? olarak

bulunur.
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3.2.2 Simpleksel Kompleks Uzerinde Tanimli Parcali Polinm
Fonksiyonlari

Bu bélim Geramita ve Schenck (1997) makalesinin Uzerinelkdur. Bu bolimde
sisman noktalar ideallerinin yardimiyla yeterince bkiyidereceli vea = (ay,...,at)
vektori icin diizlemsel simpleksel komplekdizerindeC (A) vektor uzayinin boyutunu

tam olarak hesaplayage.

3.2.2.1 Sisman Noktalar ve Tersinir Sistemler

Bu kisimda sisman noktalar ideali ile spline fonksiyonkrasindaki iliskiyi calisa¢az.
Oncelikle sisman noktalar ideali ile gousal formlarin kuvvetleri tarafindan uretilen
idealler arasindaki iligkiyi verdikten sonra bu formdadeallerin spline fonksiyonlari ile

iliskilerinin nasil oldw@yunu inceleyeagiz.

n
B =[pio:pir:-..: pin] €P" I(R) =0; CR=K[X0,X1,...,%| velLp = Z}pijyj olsun. Bu
i=

m

tanimlarla birliktea; > 1 igin | = ﬂDi"“ seklindeki idealesisman noktalar idealdenir.
i=1

S=Kk[Yo,Y1,---,Yn] Olsun. Bu durumd&, R ye izomorf bir halkadir ve ayni zamanda

kismi tirev ile tanimlanan

S S (v v = Y
R|XS] S]—|7 (X|,y]>’_)X| y]_ dyl

etkisi altinda birR-moddl olarakta dusunebiliriz.

I, R nin ideali old@u icin I, S lizerinde de etki edelS nin hangi elemanlari bu etki ile
sifirlanir diye sorabiliriz. Bu elemanlarin kimdsi! = {a € S| la = 0} ile gosterirsek
ilerleyen konularda sisman nokta idealleri Ile! ( veya dd@rusal formlarin kuvvetleri
tarafindan Uretilen ideallerin) arasinda glcli bir iligkdugunu gérecgiz. | sisman
noktalarin bir ideali olmak lzere™! = Anng) (1) sifirlayani Teorem 3.18 deki gibi de

ifade edilebilir.
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Teorem 3.18 (Ensalem ve larrobino, 1999) = 07t 052t n...n g% sisman

noktalarin bir ideali ve HR/I, j), R/I nin Hilbert fonksiyonu olmak tizere

(171 = { Sjjfnl o : J < makgn;}
Ly S+ +Lp "S o ] =makgni+1}

vedimg(171)j = dim(R/1, j) = H(R/I, j) dir.

O
Sonug 3.19Teorem 3.18 kosullari altinda hee 1, ..., s icin n = 0 olmak tzere
-1
I Ye=(L,....L)cs,
. N . R
dimg(1™ ) =H(R/I,t) = dlmkl—
t
dir.
O

Teorem 3.18 in sonucundan,ger ni,...,ns leri sabit tutup j yi degistirirsek
Lb ™, ..., Lk ™ tarafindan iiretilen sonsuz sayidaki idedlff™ Sy, +- - +Lh S, C S

j. derecelenmis parcalarinin blyuglithakkindaki bilgiyi bunlara karsilik gelen sisman
noktalarin ideallerinden elde ederiz. der taraftan, hericin j —n; = t; sabit birakacak
sekilden; leri ve j leri degistirirsek sisman noktalarin ideallerinin sonsuzesihden
Ltll, ..., L tarafindan tretilen idealin derecelenmis parcalarimyutu hakkinda da bilgi

edinebiliriz.

Sonug 3.20S = K]yo,y1| icindeki herhangi k,...,Ls farkli dogrusal formlar i¢in0 <
a1 < --- < ag tamsayilar ve J= <Li’1,...,LgS> olsun. Her bir t tamsayisi icin; Jyektor

uzayinin boyutu
S
dimed =min{t+1, Zlmaks{t —0a;+1,0}
i=
dir.

Ispat. Herhangi birt pozitif tamsayisi iginj = makgj’ | t — aj 4+ 1 > 0} pozitif

tamsayisini tanimlayallm. 9 a; < --- < ds oldugundanziS:meakgt —ai+1,0}=0
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dir. Bunun sonucu olarals;? ; makst — aj + 1,0} = Zijzl makgt — a; + 1,0} elde edilir.
Oyleyse,

min {t +1, imaks{t —oi+1, O}} =min {t +1, i\(t — o+ 1)}

dir. t—aj;1+1<0&t—-0aj;1 <0 oldujjundans,o,j+1 = 0 olur ve benzer sekilde

j <u<sicin §S_q, = 0 dir. Bu sonuglardan,

Y =L{S o+ LS a = LTS oy o L] S

t—aj+1

elde edilir.| = Dtl_"l“ﬂ e ﬂDj olmak lzere Teorem 3.18 de=t ven, =t —q;

alindginda

(1~ = S , t<makdt—aj}
e L*S g+ + LSS g, , t>makdt—oi+1}

olur. Fakatt < makst — a;} olamayacgindan(l )i = L{*S_q, + - + LS _qs = %

dir. Boylece, Teorem 3.18 den,
dimgJ = dimg(R/I,t) =t+1— (dimyl;)

dir. I, dereces{ijzl(t —aj+1) olan birF polinomu tarafindan tretileR nin esas idealidir.

Buradan,

. Ct<slt-ai+1)
dimyl; = dimkS<—Zij:1(t—ai+1)>t Ct>3l o t—a+).

Egert < Zijzl(t —0i+1)iset4+1< zijzl(t — a; + 1) ve buradan da

dimJ) = min{t-l—l,i(t — O -l-l)} ;

egert > zijzl(t —ai+1)iset+1> zijzl(t — a; + 1) ve buradan

dimJ; = min {t +1, i(t —ai+ 1)}

olur. Boylece ispat biter. O
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Bu sonucta dgrusal fomlar ile Uretilen ideallerin boyutunun, secilemmhlara b&imli
olmamasi ilgingtir. Dg@rusal fomlar ile Uretilen ideallerin boyutu, secilen fdana
karsilik gelen noktalarin farkl olmasinadadir. Sonug 3.20 denL,; € K[yo,y1] dogrusal
bajimsiz homojen polinomlar olmak lzefe,,...,L.) nint ninci derecelenmis parcasi

olan vektor uzayinin boyutunun rjirtd- 1, s} oldugu asikadir.

Yukaridaki sonug, Ornek 3.21 den de gozlé€ndiibi, k[yo, 1] icindeki homojen dgrusal
formlarin kuvvetleri tarafindan dretilen bir idealin Ueeterinin minimal kimesini

belirlemek icin de yararhdir.

Ornek 3.21 L, Lp,L3,L4,Ls € Klyo,y1] farki homojen dogrusal form ve 3
(LT, LS, L L, LD) olsun. Eger 3= (L{,LS,LL LY) ise Sonug 3.20 dedimy(J)g =
min{10, (10—4)+ (10—6)+ (10— 7)+ (10— 7)} = 10ve ayni sekildeimy(J)g = 10dur.
Buradan,(J)g = (J')g bulunur. Bunun sonucu olarakle (J')g ve dolayisiyla B € J',
Boylece, 3= J elde edili. Benzer sekilde,Sl¢ (L), L] ¢ (L1,LS), L] ¢ (LT,LS,LE)

oldugu gozlenir. Oyleyse! aun Uretecleri J icin minimal Ureteclerdir.

Sonug 3.220< a1 < ... < ay tamsayilar ve 3= (LS, -+, L") olsun. m> 2igin L™
(L,...,Lgm) olmasi igin gerek ve yeter samty, 1 < z'nlnﬁ%n dir.
Ispat.  Jn= (LY*,...,Lgm) olsun. Bu durumdafnTll ¢ Jn olmasi igin gerek ve yeter

sart(Im)am,1 7 (Ime1)am, dir. Sonug 3.20 den

m
dimk(Im) ap,y = Min{ams1+1, Z(am+l —ai+1)}
=

mH+-1
dimi(Imi1) ams = Min{0my1 +1, Z (Ome1—ai+1)}
i=

olur. Boylece,(Im)am,1 7 (Im+1)am., OlMast igin gerek yeter sart
m
Ome1+1> Zl(aerl —ai+1)
i=

S ai—m o
olmasidir. Burdangm1 < <=1—— elde edilir. O
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Bundan sonral = (L¥*,....L{") alindginda Sonug 3.22 nin kosullariniggayana =
(ai,...,ar) vektdruned nin Ustel vektoru diyedgz. Bagka bir deyisle, dpusal formlar

J icin minimal Uretectir.

Q, 5! (r—ai+1) > r olacak sekilde en kiigliktamsayisi olsun. Yani

t—1
olsun. Sonug 3.20 den faydalanarakgagaki teoremleri ispatlayagez.

Teorem 3.23J = (L{*,...,L{") vea = (ay, ..., at) vektorii J nin Ustel vektorii olsun. Bu

durumda, $J nin Hilbert fonksiyonu

i+1 , 0<i<m
H(S/J7I): '+1_Z{J|a,§|}('_aj+1) ) 01§i<Q
0 , 1>Q

dir.
Ispat.  Sonug 3.20 den

t
dimyJ = min{i +1, Z makgi — aj+1,0}}
=1

dir. Eger 0<i < ajise herj=1,...;ti¢cini—aj+1 <0 dir. Buradan, dig(J;) =
min{i + 1,0} = O olur. Boylece H(S/J,i) = dimS —dimcJ; =i + 1 olarak bulunur.

ai < i < Q olsun. Onceliklea; < Q oIdunjunu gosterelim.a Ustel vektér oldgundan

Z] 1 l ztj;%.aif(tfl)dir

Sonug 3.22 gegherm> 2 icin a1 < ™ dir. m=t—1icina; < =

Gerekli islemler yapildjindaa; — 1 < 21(17') < Q esitsizIgi elde edilir. Herj icin
aj,Q vet > 1 pozitif tamsayI oldgundanat < Q bulunur. i > a; olacak sekildek

tanea;j olsun. Yani,a; <i < Q kosulu altindag; <--- <ag <i < Gk+1 < e < Q

ZJlJ

§ekI|nde S|ralayab|I|r|zJ minimal Uretecli oldgundanay < < i1 < ifadesi

2111

i < esitsizIgini verir. Burdan,i — (1 < ZJ c ’ “ elde ederiz. Bu ifade de

esitsizlgin her iki tarafini(k— 1) ile garparsak +1> k| — zj:1 aj+k. i > aj olacak
sekildek tanea; oldugundany (jig,<ip(i—aj+1) = (i—o1+1)+--+(i—ax+1) =
(ki — z‘leaj + k) elde edilir. Boylecei+1 > 3 jq<ij(i —aj+1) bulunur. k=1
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oldujunda ise,y (jjq,<ij(i—aj+1) =i+1—0a; <i+1dir. Bu sonuglarla birlikte
ztj:lmakgi —0j+1,0} = z'j;li —aj+ 1 oldwundanH (S/J,i) = dim§ — dim J; =

Tiiaj—t
t—1

I+ 1= 3 jja<ip(i—0aj+1) dir. i>Qolsun. i>Q> esitsizlgindeni <
it — thzl aj +t elde edilir. Burada hej icin aj ve i, t tamsay! oldgundani + 1 <
it — thzl aj+t olur. a < Q oldugundan herj icin i — aj+1 > 0 dir ve buradan
dai+1<it—y\ ja;+t=y5_;makgi—aj+1,0} olmasini gerektirir. Boylece,

H(S/3,i) = dim(S — dimJi =i+1— (i+1) =0dr. 0

Teorem 3.24J = (L{*,...,L{") ve a = (qu,...,0r) vektort J nin Ustel vektoru olsun.

No =3\ _1(Q—0aj+1) - (Q+1) ve Noy1 = Yy aj + (1 —t)Q olmak tizere J,

0—S—Q)Negg—Q—1)Nar1 é}S(—ai) —J—0
i=1

cbziimlemesine sahiptir.

Ispat. S= K[yo,y1] oldugundan Graded Hilbert Syzygy Teoremi (Bolum 2, Teorem

2.19) ger@i J nin uzunl@gu en fazla iki olan ¢béziimlemesi vardir. Yadinin

do

-RZ2R2%R%5-0 (3.2.9)

¢cozuimlemesine sahibiz. J nin Ustel vektéria = (ai,...,0;) oldugundanFy =
t_,S(—aj) olur. Ayrica, kerpo In serbest modiil oldjunu géstermeye ihtiyacimiz
vardir.

ot
0— kergo - P S(—a)) Ba—0,
i=1

0-J5s%s/3-0
tam dizilerini birlestirirsek
ot io
0— kergo — P S(—ai) = S S/J—0
i=1
tamdizisi elde edilir. kero ¢g = kergg serbest moduldir (Coet al., 2005, B6lim 6,

Sonug 319). Bununla beraber (3.2.9) deki ¢cbziimlemenin uzgai= 1 dir (Coxet al,
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2005, Boliim 6, Ozellik 1.2). Béylece,

t
0-FR—FR—-J—0 FR=@S-aq)
j=1

elde edilir.F; in ifadesini gosterelim. Yukaridaki c6zimlemeden higin
0— (F)i — (Fo)i — (J)i — 0 (3.2.10)
tam dizidir. Bu tam diziden
dimg(Fp)i = dimy(Fo); — dimg(J); (3.2.11)

elde ederiz. Burada digtFo); = dimk<®tj:15(—aj))i = ztjzldimks,aj dir. Teorem 3.23
teni < oy icin dimg(J); = 0 ve ztj:ldimks_aj = 0 dir ve benzer sekilde; <i < Q
icin dimg(3)i = 3 jja,<iy (i —aj +1) = ¥\_; dimS_¢; oldugundani < Q durumunda)
tzerinde hig bir syzygy noktasi yoktur. Béyle€g,sonlu boyutlu oldgundam tamsayisi
icin

F=3-Q)Y%es- Q-1 - &-Q—n)"
seklinde yazilabilir. i = Q derecesi icinlo = Sy oldugundan bgimsiz syzygylerinin
sayisi dim(Fy)q = ztjzl(i —aj+1) — (i+1) = Ng dir. Diger taraftan, < m<n
icin dimS(—Q — m)g = 0 oldujundan dim(F1)q = dimg(S(—Q)")q = vp bulunur ve
buradanvg = Nq dir. i = Q+ 1 derecesi i¢ing.1 = Sq+1, dimg(Fo)gi1 = ztjzl(Q —
aj +2) ve dim(S(—Q)N)q 1 = dimg(S(—Q)q+1)N® = 2Ng oldugu gorilir. 1<
m < nigin dimgS(—Q — m)q,1 = 0 olduundan dim(F1)g41 = dimg(S(—Q)Ne)q 1 +
dim(S(—Q —1)Y)as1=2Ng+v1 ve (3.2.11) esitlifinden dim(F1)o 1= y}_1(Q—
aj+2)— (Q+2) bulunur. Bu sonuclari birlestirirsekNg +vq = ztj:l(Q —aj+2)—
(Q+2) dir ve dyleysey; = Q(1—t) + 5§_; aj = No1 bulunur,

Hilbert-Burch teoreminden, ram — rankFy + 1 = 0 dir (Eisenbud, 1995, Sayfa 506,
Teorem 20.15). Buradan, raRk=rankFp —1 =1t —1 dir. Ayrica,Nqg+Ng.1=t—1
oldujundanF, in tamami olan rank; = N + Nq.1 bulunur. BéyleceF; = S(—Q)Ne @
S(—Q — 1)Na+1 seklinde elde edilir. O
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Ornek 3.25 Ornek 3.21 den devam edelim=}L$,LS, L, L7) minimal Uretegli ideal igin

Q=[|(4+6+7+7)/3|]+1=7ve NN=0, Ng = 3bulunur. Bdylece, ¢cdziimleme
0—5(-8)°— S(-4) 8 ~6)©S(~7)*~J -0

olur.

3.2.2.2 Parcali Polinom Fonksiyonlari

A, Bolim 2 de tanimlandi gibi R" icinde n-boyutlu simpleksel kompleks olsun.
Bu kisimda mixed spline fonksiyonlari yanin — 1)-boyutlu ytzeyler tzerinde farkli
sureklilik derecesine sahip spline fonksiyonlari inceleggiz. A?, A nin i-boyutlu i¢
ylzeylerinin kiimesi ve bu kiimenin eleman sayfs+ |AP| olsun. Bu kisimda-boyutlu
yuzeyleri i¢ yuzey olarak kabul edagie. a; ler (n— 1)-boyutlui. i¢ ylzey den gecen
fonksiyonun sureklilik derecesi olmak Uzese= (ay,...,afe ), uzunl@u 9, olan bir
vektor olsun. Derecesi en fazkeolan spline fonksiyonlarin kiime€) (A) ile gosterilen
bir vektér uzayidir. x,,1 = 1 C R™1 olarak orjindeki nokta ile birlestirdimizde A
tizerindeA konisini elde ederizC? (A), derecesi tam olarak olan A tizerindeki spline
fonksiyonlarin kimesi olsun. Bu durumc@ﬁ(ﬁ) ile CZ(A) arasinda bir vektor uzay!
izomorfizmasi vardir. ger C%(A) = @,-0CZ(A) alirsakn+ 1 dejiskenli R polinom
halkas! (izerinde derecelenmis modiil olarak inceley@bili Boylece, dinC{(A) =
dimCZ (A) olur.

Yukaridaki bilgiler 1sg1 altinda modiiller icin bir dizi kompleksi tanimlayarak, @izilerin
homolojilerini hesaplayabilirizllk olarak A nin (n—1)-boyutlut i¢ yluzeyiiginL; (bu¢;
nin homojen edilmis halidir)T tzerinde sifirlanan homojen gausal form olsun. Yani,
A nin i, 0j (n— 1)-boyutlu hiperkomsu politoplari iciw; N oj = T olmak lizergl;) =

I(T)(={f e R| herpe Ticin f(p) =0}) dir. Herhangi bity i¢ ylizeyi i¢in
Jy) = (LI yCneny y) (3.2.12)

tanimlayalim. Yani,J(y), y ile iliskili hiperdiizlemleri tanimlayan djrusal formlarin

mixed kuvvetleri ile Uretilen idealdir.g; (yonlendirilmis simpleksel sinir dontusumi)
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ve Z = R% ile taniml kompleks zinciri (kompleks zincir oldu giriste detayli olarak

yapilmistir)
#: - P RrRYz=PRrRE PRE .. (3.2.13)

aen? Bea?  yen?,

dir. Z kompleks zincirini ( 3.2.12) de tanimlagmizyJ ideallerine kisitlarsak

o= P a)- PIB)— P y) = (3.2.14)

achly peay veay

bir kompleks zincir olur. Bunu gostermek icin, fiegin g (BpcpcJ(B)) € Byepo , I(V)
oldugunu gdstermek yeterlidig € A° , ve 8 € A% igin y C B olsun. Bjerg € J(B) iseg,
By kapsayann— 1)-boyutlu tj ler igin L‘Tj'jjJrl lerin dajrusal bilegkesidiry C B C T
oldugundang € J(y) olur. Buradan,3(8) c J(y) elde edilir. Ig (i — 1)-simpleksleri
Vi,..., Yo, siralayalim. Verileny; € A ; icin B D 1 olacak sekildeB € AP vardir.
Sayilarik olmak Gzereg lar Bj,,...,Bj, seklinde indeksleyelim. Byg;,, lere karsilik
gelen3(Bj,) idellerini disinirseka(gs, ..., gre) = ((—1)%agj, + (—1)X2gj, + - +
(—l)kjkgjk, ...) ik bilesendeki elemanlam = 1,..., k olmak Uzerey;,, € J(Bj.,) C J(v1)
dir. Buradaj(yi) ideal oldw@u icin ilk bilesenJ(y1) nin elemanidir. Benzer gekilde,
d(91,...,9te) nin n. bileseniJ(yn) nin elemanidir. Boylelikle, 2/ # nin bolim

kompleks zinciri

e @ RAE BRAIG) L @ RN (3.2.15)
aehly Beay ven?

seklinde tanimlanir. Bu simplekslerin en yiuksek homoio@dilu olanHn(%Z/ 7)) =
ker(dn) = C"(A) oldugu goruldr. Eer biz bu kompleksteki moddlleri ve althomoloji
modiillerini anlarsak Euler karaktaristik denklemi & (A) anlayabiliriz. Kompleks
zincirindeki modulleri anlamak Bélim 3.2.2 de tanimlanagmisal formlarin ideallerini
anlamaya denktir. Buradan sisman noktalar ile splin&$oronlar arasindaki lggant da

gozlenmektedir.

Schenck (1997), mixed olmayan durumi@a= R[xy, ..., Xy, Xn+1] modull olarak her bir

i < nigin Hi(#£/_#) nin boyutunun en fazla— 1 oldwunu yerellestirme teknikleri
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kullanarak ispatlamistira nin mixed olmasi durumunda bu teknikleri kullanarak bunu

kontrol etmek kolaydir.

Bundan sonra,R? icine gémilmis iki boyutlu simpleksel kompleks olah yi
inceleyec@giz. R=RR[x,y,z modulu i¢in, yukaridaki sonugtahl; (#/_#) homolojisinin

sifir boyutlu olmasi gerekmektedir.

Teorem 3.26 H1(#/ _# ) sonlu uzunlukta bir R-modulddir.

Ispat.  (Schenck, 1997) ve yukaridaki sonuca bakiniz. O

Yukarda tanimladyimiz komplekslerin
0— 7 —-HZ—%] 7 —0 (3.2.16)

kisa tam dizisi,

= Hi( ) = HI(#Z) - Hi(Z%/ ) = Ha( ) — -

homoloji uzun tam dizisini verir. v; ve vj nin her ikisideA nin i¢ kdse noktasi ise
01(Vi,Vj) = (vj) — (vi) € imdy oldugundan(vj) +imd; = (v;) +imdy dir. Buradan,
moddulo imd; e gore i¢c kdse noktalari birbirine denktig, A nin dig kdse noktasi olsun.
Benzer sekildeg;(vy,vi) = (Vi) — (vg) = (Vi) € imdy oldugundan(v;) +imd; =imad;
dir. Her i¢ kose noktasi en az bir dis kdse noktasina biakée balantili oldwundan
modulo imd; e gore her kdse noktasi, sinir Uzerinde bir kbése noktatenétir. Bunun
sonucundaHo(#) sifirlanir. Yukarida beliriimiz homoloji uzun tam dizisinden de
Ho(#/ _# ) sifirlanmak zorundadir.

Teorem 3.27 Yukaridaki notasyonlarla birlikte, eger k>0 yeterinceylilisse

dimz G (A) = dimg €D R/I(B)x— dimg € R/I(B)k+dimg € R/I(B)x.

BeAd BeA? BeAd

Ispat.  Euler karakteristik denklemi

X(H(Z/ 7)) =Xx(%#]7)
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dir. Burada

X(H(Z/ 7)) =dimgHa(#/ 7 )k — dimg Hy(Z/ 7 )k +dimg Ho(#/ 7 )x

ve

X%/ 7)=dimg @ R—dimg P R/I(a)k+dimg P R/I(a)k
aehg achf aehd
elde ederizHy(#/ 7 ), CY (A) homojen spline modiildiir Vdo(Z/ 7 ) = 0 dir. Ayrica,
Teorem 3.26 dan yeterince buykHar icin dimg H1(#/_# )x = 0 dir. BOylece teoremin

ispati biter. O

dimg P Re = fZC’(k;Z)

0
ogeh;

veT € A icin J(T) esas ideal oldjundan

dimg P R/J(T)k= ifzf\ Kk;Z) B (k+2—2ai —1)}

o
el

elde ederiz. Burada sadece

dimg € R/3(V)x

yeld
hesaplamaya ihtiyacimiz vardir. Herhangi ikose noktasinin dpusal formlarid =
a1x+ apy + ag seklindedir. Bu kdse noktasini orjine tagionizda dgrusal formlar/ =
bi1x+ bpy homojen denkleme donisir. Sonug olaryly) deki dgirusal formlar sadece

x,y degiskenlerini icerir. Boylece,

RiZ@rRXY]/I(W) ~R/I(W), 9@ (f(xy)+3I(W)—a2)f(xy)+3() (3.2.17)

elde edilir. Bj = aj + 1 ve ' = (By,...,B) olsun. VektérB', J(y) icin Ustel vektorler

. t g
olmak tzerey(y) nin minimal Ureteg kUme$Lf1,...,Ltﬁ‘} dir. Q' = z‘%ﬁl’t } +1ve

Noi = 35_1(Q = Bj+1) — (Q' +1), Ngi,g = ¥'_1 B+ (1—1)Q' olsun.S= R[x,y] igin

0— J(%) =S5 S/I(y) —0
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bir tam dizidir. Bu tam diziyi Teorem 3.24 tg(y) nin ¢dzimlemesi ile birlestirirsek,

S/3(y) nin ¢oziimlemesi
_ _ t
0 S(-Q)N oS- -1 — PS-) ~ S F/3(y) -0
j=1

olarak elde edilir. Bu ¢6zimlemeden dolayi,

0 RZ@g (S~ o5~ - 1)) —
t
R[Z @r (@S—B;)) — R[J®rS— R[Z®r S/J(}) =0
j=1
bir cozumlemedir (Hungerford, 1974, Sayfa 209, Proposifiat). Bu durumda, (3.2.17)
ve R~ R[Z] ®g Sizomorfizmalari ileR/J igin

t
0— R(-Q")% & R(-Q'~ 1)1 — PR(-B;) — R—R/I(y) — 0
j=1
serbest cozimleme elde ederiz.  Bu c¢ozumlemieydereceye Kkisitlayip Hilbert

polinomunu hesaplagimizda

dimz P R/ﬁ(yl)k:.fzg [(k;ﬂ) -5 (k+22—Bj)+

yeng i=1 BicpB'

k—Qi+2 k—Qi—1+2
NQi( 2 )+NQi+l< 2 ):|

elde edilir.

Teorem 3.28 A bir simpleksel kompleks olsun. Bu durumda, yeterince bkytiR igin

2 .
ot -ro-800(5) 5074 )
i K+2— B Ki2_ Qi Kkil_Q
Zl LZB'< Jr2 BJ)_NQ( +22 Q)—Ngi+1< +12 Q)}

Ispat. 2%/ ¥ kompleks zincirindeki her bir moddlun Hilbert polinomu yarkda

olur.

hesaplanmigtir. Teorem 3.27 den ispat biter. O
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Ornek 3.29 Sekil 3.2 deki simpleksel kompleks (izerindeki splinesfgaklarin boyutunu
hesaplayalm.a = (1,1,1,1) olsun. Sadece i¢ kdgse noktas! olanak= (0,0) vardir.
J(y) = (2,y?, (2x—y)?) ve Sonug 3.22 den bu kiifigy) nin mimnimal ireteg kiimesidir.
Yukaridaki tanimlarimizl® = 2, N = 0, No .1 = 2 olarak hesaplariz. Teorem 3.28 den

yeterince buyuk k- Oigin

et (7)+()(5)

dir.

Sekil 3.3

Ornek 3.30 Sekil 3.3 te merkezdeki ticgenin i¢ kenarlari tizeriage: 2, dis kenarlarla
ic kenarlari birlestiren alti kenar tizerinde; = 3 olsun. Ug tane i¢ noktanin her biri igin
J(y), L ler farkh dogrusal formlar olmak Uzerel_f,Lg,L4,Lj> seklindedir. Sonug 3.22
denj(y), (L3,L3,L3) minimal tiregleri ile tiretilir. BuradanQ =4, Ng =0, Ng 1 =2

olur ve bdylece Teorem 3.28 den

dimg C¢ (A) = (kzz) —3<k;1) +3<k;2) +6(k;3)

dir.
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